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KAPITEL 1

Algebraische Formulierung der Quantentheorie

1. Algebra der Observablen

Ein physikalisches System lésst sich durch die Menge seiner Ob-
servablen charakterisieren. In der Quantentheorie besitzt diese Menge
die Strukur einer assoziativen involutiven Algebra mit Eins iiber den
komplexen Zahlen (,,g-Zahlen*).

(i) In der Born-Heisenberg-Jordan-Formulierung der Quanten-
mechanik ist die Algebra der Observablen die von Ort ¢ und
Impuls p mit der kanonischen Vertauschungsrelation

pq — qp = —ih

erzeugte Algebra mit Eins und der Involution

pP=p,q¢ =q.

(ii) Quantensysteme mit endlichdimensionalem Zustandsraum, wie
sie insbesondere in der Quanteninformationstheorie betrach-
tet werden, besitzen als Algebra der Observablen die Algebra
der n x n-Matrizen mit komplexen Eintragen und der Involu-
tion

(iii) In der Hilbertraum-Formulierung der Quantenmechanik ist
die Algebra der Observablen die Menge der beschriankten li-
nearen Operatoren auf einem Hilbertraum $. Hierbei heif3t
ein linearer Operator A beschrinkt, wenn seine Norm

|Al = sup [|AD]]
Peh,||]=1
endlich ist. A* ist der adjungierte Operator (oft auch mit Af

bezeichnet). Er wird mit Hilfe des Skalarprodukts des Hilber-
traums als derjenige Operator bestimmt, fiir den gilt

(D, A*T) = (AD,T) , B,V € H .

(iv) In den Anwendungen treten allerdings oft auch Operatoren
als Observable auf, die unbeschriankt sind. Diese lassen sich
in der Regel nicht auf dem ganzen Hilbertraum definieren,
sondern nur auf einem dichten Teilraum, ihrem Definitions-
bereich. So kann man in der Schrédingerschen Version der
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6 1. ALGEBRAISCHE FORMULIERUNG DER QUANTENTHEORIE

Quantenmechanik als Algebra der Observablen die Menge der
Differentialoperatoren mit glatten Koeffizienten betrachten,

D= Zaoﬁo‘

mit C*°-Funktionen a, und Multiindizes «. Diese sind als Ope-
ratoren auf dem Raum D der C*°-Funktionen mit kompaktem
Trager definiert. Meist ist man aber nicht so sehr an die-
sen Operatoren selbst interessiert, sondern an ihren selbstad-
jungierten Erweiterungen (sofern diese existieren). In diesem
Fall bietet sich der Ubergang zu beschrinkten Operatoren wie
Spektralprojektoren, oder, im Fall des Hamiltonoperators H,
zu den unitéiren Zeitentwicklungsoperatoren U(t) = e*#* an.

Frage: Welche sind diejenigen Algebren, die als Observablenalgebren in
Frage kommen?

Fiir abstrakte Uberlegungen besonders gut geeignet sind C*-Alge-
bren [7]. In diesen gibt es (wie bei den beschrénkten Hilbertraum-Ope-
ratoren) eine Norm mit der Eigenschaft

1A Al = ]| A’

(eine sogenannte C*-Norm). Weiter sind sie (als normierte Raume)
vollstandig. Tatsdchlich ldsst sich zeigen, dass jede C*-Algebra iso-
morph zu einer normabgeschlossenen Algebra beschrankter Hilbert-
raum-Operatoren ist. Dieselbe C*-Algebra kann allerdings sehr ver-
schiedenartige Realisierungen als Algebra von Hilbertraum-Operatoren
besitzen; diese Unterschiede spielen eine wesentliche Rolle in der Theo-
rie der Superauswahl-Sektoren und in der Theorie der Phaseniibergénge,
sowie in der jlingsten Zeit bei der Untersuchung stationdrer Nicht-
gleichgewichtszusténde, sogenannte NESS (,,non-equilibrium stationa-
ry states®). Unabhéngig von der Hilbertraum-Realisierung ist das Spek-
trum eines Elements A. Es besteht aus der Menge der komplexen Zah-
len a, fiir die A — a kein Inverses besitzt. Das Spektrum liegt innerhalb
des Kreises mit Radius ||A|| um den Nullpunkt. Fiir selbstadjungierte
Elemente (A = A*) ist das Spektrum reell und ldsst sich physikalisch
als die Menge der moglichen Messwerte der Observablen interpretieren

Spezielle C*-Algebren sind die von Neumann-Algebren. Diese sind
abstrakt dadurch gekennzeichnet, dass jedes monoton wachsende be-
schrinkte Netz von Elementen ein Supremum besitzt. Hierbei ist die
Ordnungsrelation durch

A>B<+=3dCsodass A— B=C"C

erklart. Von Neumann-Algebren sind isomorph zu Algebren von Hilbert-
raum-Operatoren, die in der schwachen Operator-Topologie abgeschlos-
sen sind.
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2. Zustinde als Erwartungswertfunktionale

Einen Zustand eines physikalischen Systems fassen wir als eine
Vorschrift zur Préparation des Systems auf. Insbesondere garantiert
diese Auffassung, dass Experimente reproduziert werden kénnen. In
der Quantentheorie liefert jeder Zustand zu jeder Observablen eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messwerte. Es ist bequem, die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen durch ihre Momente zu beschreiben. Da-
zu reicht es aus, die Erwartungswerte aller Elemente zu kennen, da
die hoheren Momente Erwartungswerte von Potenzen der Observablen
sind. In der algebraischen Quantentheorie ist es daher iiblich, Zustdnde
als Erwartungswertfunktionale zu definieren.

DEFINITION. Die Zusténde von 2 sind diejenigen C-linearen Funk-
tionale w : A — C, die normiert und positiv sind, d.h. fiir die
(i) w(1l) =1 und
(i) A0=>w(A) >0
gilt.!
Jedes solche Funktional w liefert zu jedem selbstadjungierten Ele-

ment einer C*-Algebra A ein eindeutig gegebenes Wahrscheinlichkeits-
maf f1, 4 mit der Eigenschaft

/a"d,uw’A(a) =w(A"), neNy.

Ist die C*-Algebra eine Algebra von Hilbertraum-Operatoren, so liefert
jeder Vektor ® des Hilbertraums mit ||®|| = 1 einen Zustand (sog.
Vektorzustand) durch

W<1>(A> = ((I),A(I)) .

Man kann Zustédnde mischen, indem man die jeweiligen Préparations-
vorschriften mit einem gewissen statistischen Gewicht mischt. Fiir die
Zusténde, die aus Hilbertraum-Vektoren gewonnen werden, ergibt sich

w(A) =D XD, AD;)

mit \; > 0 und >, \; = 1. Zusténde dieser Art kénnen durch Dichte-
matrizen p beschrieben werden,

p= ZM@D(@A ,

Allgemein sind Dichtematrizen positive Operatoren in einem Hilber-
traum, deren Spur gleich 1 ist. Die Spur eines positiven Operators A

IEin A € 2 heiBt positiv, A > 0, falls ein B € 2 existiert mit A = B*B. Fiir
alle positiven C-linearen Funktionale w gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
|w(A*B)|? < w(A*A)w(B*B).
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ist dabei durch die Formel
Tr A=) (®;,Ad;)

erkldrt, wobei {®;} eine Orthonormalbasis des Hilbertraums ist. Die
Spur ist unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis, kann aber
auch den Wert co annehmen. Komplexe Linearkombinationen von posi-
tiven Operatorn mit endlicher Spur nennt man Spurklasse-Operatoren.
Auf ihnen l&sst sich die Spur als lineares Funktional eindeutig erklaren.
Die Spurklasse-Operatoren bilden ein zweiseitiges Ideal J in der Alge-
bra der beschréinkten Operatoren eines Hilbertraums,

T Spurklasse ; A beschrinkt = AT und T'A Spurklasse
Daher definiert jede Dichtematrix p {iber
w(A) = TrpA

einen Zustand iiber einer Algebra beschrénkter Hilbertraum-Operatoren.

3. GNS-Konstruktion

Die algebraische Formulierung der Quantentheorie héngt eng mit
der Hilbertraum-Formulierung zusammen. Zur Beschreibung dieses Zu-
sammenhangs benotigen wir den Begriff einer Darstellung.

DEFINITION. Seien 2 und B zwei involutive Algebren mit Eins.
Dann ist ein *-Homomorphismus eine C-lineare Abbildung 7 : 2 — 9B
fiir die gilt

(i) 7(AB) = m(A)7(B) und

(i) w(A*) = w(A)*.
Eine Darstellung einer involutiven Algebra 20 mit Eins ist ein *-Ho-
momorphismus 7 : A — £(®) der Algebra in die linearen Operatoren
eines dichten Teilraums @ eines Hilbertraums $) mit 7(1) = 1.

Wir haben bereits gesehen, dass jeder Einheitsvektor ® € © durch
w(A) = (CI),’]T(A)(I))

einen Zustand der Algebra darstellt. Uberraschender Weise gilt aber
auch die Umkehrung. Dies ist die beriihmte GNS (Gelfand-Neumark-
Segal)-Konstruktion:

THEOREM 3.1. Sei w ein Zustand auf der involutiven Algebra 2
mit Eins. Dann gibt es eine Darstellung m der Algebra durch lineare
Operatoren eines dichten Teilraums ® eines Hilbertraums §) und einen
Einheitsvektor €2 € ®, so dass gilt

w(A) = (Q,W(A)Q)

und ® = {7(A4)Q2, A € A}. Dabei sind §, D, Q und 7 bis auf unitére
Aquivalenz eindeutig bestimmt.
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BEWEIS. Der Beweis dieses wichtigen Theorems ist sehr einfach.
Existenz: Man benutzt zunéchst den Zustand w, um auf der Algebra
durch

(A, B) :=w(A*B)

ein Skalarprodukt zu erkldaren. Die Linearitéit im rechten und die Anti-
linearitdt im linken Faktor sind offensichtlich, ebenso wie die positive
Semidefinitheit

(A, A) =w(AA) >0.
Die Hermitizitdatsbedingung

(A", B) = (B*, A)

folgt ebenfalls aus der Positivitdtsbedingung an w mit Hilfe der Darstel-
lungen von A*B und B*A als Linearkombination positiver Elemente,
die sich aus den Gleichungen

20A* B+ B*"A)=(A+B)"(A+B)— (A— B)"(A- B)
2(A*"B—B*A) = —i(A+iB)"(A+iB) +i(A—iB)"(A—iB)
ergeben. Man betrachtet jetzt die Teilmenge
MN:={AecA|wA"A) =0}.

Wesentlich fiir die Konstruktion ist, dass 91 ein Linksideal von %I ist.
Dies sieht man folgendermafien: 91 ist ein linearer Unterraum von 2A,
da aus w(A*A) = w(B*B) = 0 nach der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung

lWw(A*B)]> < w(A*A)w(B*B) =0
und damit schliellich
w((aA+ BB) (A + BB)) = |a|*w(A*A)
+ @Bw(A*B) 4+ afw(B*A) + |8)*w(B*B) = 0

folgt. Dartiberhinaus gilt fiir A € 91 und B € A wiederum wegen der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

w((BA)BA)|* = |w(A"B"BA)[?
= |w((B*BA)*A)|* < w((B*BA)*B*BA)w(A*A) =0,

also ist BA € 9, und damit ist 91 ein Linksideal von 2.
Wir definieren jetzt © als den Quotientenraum

D =AMN={A+N| AcA}.
Auf © wird durch
(A+9,B+MN) := (A B) .
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ein Skalarprodukt definiert. Da per constructionem das Skalarprodukt
auf ® positiv definit ist, kénnen wir ® zu einem Hilbertraum $ ver-
vollstandigen. Die Darstellung m wird durch die Linksmultiplikation
der Algebra induziert,

T(A)(B+MN):=AB+M"N.

7 ist wohldefiniert, da 91 ein Linksideal von 2l ist. Schliellich setzen
wir

Q=1+N.

Man verifiziert leicht, dass die beiden Bedingungen des Theorems erfiillt
sind.

Eindeutigkeit: Man kann ebenso leicht zeigen, dass die Konstrukti-
on bis auf Aquivalenz eindeutig ist. Denn sei (7', D', §, €') eine andere
Realisierung der GNS-Konstruktion. Dann definieren wir einen Opera-
tor U : ® — ®' durch

Urn(A)Q =7'(A)Q .

U ist wohldefiniert, da 7(A)Q2 = 0 genau dann gilt, wenn w(A*A) =0
ist; dann ist aber auch 7/(A)$2’ = 0. Weiter erhélt U das Skalarprodukt
und ist invertierbar, lisst sich also eindeutig zu einem unitdren Opera-
tor von $) nach §’ fortsetzen. SchlieBSlich sind die Darstellungen 7 und
7' unitar dquivalent,

7 (A)=Ur(A)U*, Ae.

[ |
BEMERKUNG.

(i) Ist 2A bereits eine C*-Algebra, so ist ||[7(A)|| < ||All, 7(A)
besitzt daher eine eindeutige Fortsetzung zu einem Operator
auf 9.

(ii) Sei 2 bereits Operatoralgebra, A C B($)) und sei w(A) := (

=¥
fiir alle A € A, ¢ € $H normiert und zyklisch, d.h. %y = 9.
Fiir welche ¢ € $ gilt dann

w(A) = (¢, AY)

fiir alle A € A? Fiir ein solches v existiert ein isometrischer
Operator U auf $ mit

(a) Up =1

(b) UA = AU fir alle A € 2.

Die Menge der Vektoren, die den Zustand w induzieren, ist
also

Ap)

(Up,U"U = 1,[U, A] = OVA € A} .

SATZ 1.1. Jede C*-Algebra ist zu einer normabgeschlossenen Alge-
bra von Hilbertraum-Operatoren isomorph.
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4. Teilsysteme

Ein Teilsystem eines physikalischen Systems kann als Unteralgebra
der Algebra der Observablen des vollen Systems angesehen werden.
Zwei Teilsysteme 2A; und 2, eines Systems 2 heiflen unabhéingig, wenn
die von ihnen erzeugte Unteralgebra 245 := (20;,20;) des groffen Sy-
stems isomorph zum Tensorprodukt

A=A @Ay

ist. 2 In der Feldtheorie sind geeignete Teilsysteme die Algebren 2((O)
der Observablen, die in einem Raumzeitgebiet O gemessen werden
konnen. Diese Zuordnung von Gebieten zu Algebren erfiillt die soge-
nannten Haag-Kastler-Axiome:

(i) Isotonie:
Ol C 02 = Ql(Ol) C Q[(OQ)
A= J, A(O) ist die Algebra aller lokalen Observablen.

(ii) Lokalitét:
Sei O; raumartig zu Q. Dann ist 2A(O;) unabhingig von
2A(0Oy). Insbesondere ist dann der Kommutator [A;, As] = 0
fiir alle Al € Q[(Ol), A2 S Ql(@g)

(iii) Kovarianz:
Es gibt eine Darstellung a : G — Aut(2), g — «, der Isome-
triegruppe G der Raumzeit durch Automorphismen von 2,
Qgrgy = Qg 0y, fiir alle g1,90 € G, sodass gilt o, (A(O)) =
A(gO) fiir alle g € G.

(iv) Zeitschichtaxiom:
Falls O eine Umgebung einer Cauchyfliiche® der Raumzeit ist,
dann ist A(0) = 2.

Wiéhrend es auf der Ebene der Observablenalgebren mit dem Ten-
sorprodukt eine wohldefinierte Zerlegung eines Systems in Teilsysteme
gibt, ist die Situation bei den Zusténden komplizierter. Zunéchst kann
jeder Zustand des groflen Systems auf ein Teilsystem eingeschrankt
werden, einfach indem man nur die Erwartungswerte der Observablen
des Teilsystems betrachtet. Umgekehrt lassen sich Zustdnde auf abge-
schlossenen Unteralgebren einer C*-Algebra immer auf die ganze Alge-
bra fortsetzen. Dies ist eine Konsequenz des Hahn-Banach-Theorems?;
die Fortsetzung ist aber in der Regel nicht eindeutig. Sind zwei Teil-
systeme unabhéngig und sind w; und wsy Zusténde auf den jeweiligen
Teilsystemen, dann gibt es einen Zustand w; ® wsy auf A; ® As. Dieser

2(A; ® A3)(B1 ® By) = A1 B; ® AsBy und (A @ Ay)* = A% @ A}

3Eine Cauchyfliiche ist eine raumartige Hyperfliche der Raumzeit, die von jeder
nichtverldngerbaren kausalen Kurve genau einmal geschnitten wird.

4Satz von Hahn-Banach: Sei X ein normierter C-Vektorraum, L ein linearer

Unterraum und f : L — C linear und stetig. Dann gibt es eine stetige lineare
Abbildung F: X — C mit F|, = f und ||F|| = ||f]
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ist festgelegt durch
w1 @ wp(A1 ® Ag) = wi(Ar)wa(Az) .
Konvexe Kombinationen
WZZAiw:ZL@w;, )\120,2)\1:1
derartiger Produktzustéinde nennt man separable Zusténde. Es ist ei-
ne wesentliche Eigenschaft nichtkommutativer Algebren, dass es auch
nichtseparable Zustidnde gibt. Diese sogenannten verschriankten Zu-

stinde (Entanglement) geben Anlass zur Verletzung der Bellschen Un-
gleichungen und sind wichtig fiir die Quanteninformationstheorie.

Aufgaben

() Zeige, dass das Spektrum eines Elementes A einer C*-Algebra
mit 1 innerhalb eines Kreises mit Radius [|A|| um 0 liegt.

(ii) Zeige, dass sich das Spektrum von A nicht &ndert, wenn die
Algebra vergrofiert wird.

(iii) Das Spektrum von A sei endlich und bestehe aus den reellen
Zahlen aq, ..., a,. Zeige, dass dann die Wahrscheinlichkeit wy,
fiir das Auftreten des Messwerts a; gegeben ist durch

o([pu(A — 09)
WE = .
Hi;ﬁk(ak — a;)

(iv) Die z-Komponente eines Spin 1-Systems habe den Erwar-
tungswert « und die quadratische Unschérfe 5. Wie grof§ ist
die Wahrscheinlichkeit, dass die z-Komponente positiv ist?

(v) Zeige, dass die Menge der Elemente einer involutiven Algebra
mit 1, die in jedem Zustand verschwinden, ein beidseitiges
Ideal bilden.

(vi) Konstruiere die GNS-Darstellung der Matrixalgebra M, (C)
zum Zustand

w(A) = TrpA,
mit Dichtematrix p (nichtnegativ und Tr p = 1) mit det p # 0.
(vii) Zeige, dass der einzige mogliche Haufungspunkt im Spektrum
eines selbstadjungierten Spurklasse-Operators der Nullpunkt
ist.



KAPITEL 2

Quantenfeldtheorie auf dem Minkowskiraum

1. Algebra der freien Felder

Wir gehen aus von der klassischen Theorie eines skalaren reellen
Feldes ¢ auf dem Minkowskiraum. Sei C := C>*(M) die Menge der
moglichen glatten Feldkonfigurationen. Das klassische Feld wird aufge-
fasst als Funktional auf dem klassischen Konfigurationsraum,

p(x)(f) = f(z) .

Sei Sp = [ d%%(@mp@“gp) — %2902 das klassische freie Wirkungsfunk-
tional und Cg, C C die Menge der Losungen der freien Feldgleichung
(O+m?)p = 0. Sei

__1! Pp__i(y/pPHmia —px)
Avle) = (2m)3 / 2\/p2+m26
mit den Anfangswerten A, (0,x) = 0 und 9,A,(0,x) = §®(x) die
Fundamentallésung positiver Energie der Klein-Gordon Gleichung.
Die Observablen 2l der klassischen Theorie sind Funktionale F' : C — C
der Form

F= Z/d:vl---dann(asl,...,:vn)go(xl)~--g0(:vn)

wobei die Verschmierungsfunktionen F}, Distributionen mit kompaktem
Tréger sind, deren Wellenfrontmengen geeignet eingeschrankt werden
(Dies soll spater diskutiert werden.).

Das Produkt (Wickprodukt, Normalprodukt) zweier solcher Funk-
tionale wird im Falle des freien Feldes durch

A" F "G, 1
FsG:=S L Ay (2 — ).
* G ; oy /dxdy 5o (x) S (y) E (z — )

erkldrt, mit der n-ten Funktionalableitung von F

d™ (k—n)!

k>n
erklart ist. Oft schreiben wir hierfir F'G.

LEMMA 1.1. Das so definierte Produkt F' x (G ist assoziativ.
13

O"F k!
(’Ilv cee ax’n) = Z Z/dxn+1 to d[lﬁ'k»Fk(l‘l, s ,fk)@($n+1) e 90(93']{3) :
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BEWEIS. Seien f,g,h € C®(M), F := e?) G := e#(@) [ .= ep)
mit o(f) = [dre(z)f(z). Dann ist g:;f(m) = f(z1)--- f(z,)F und
analog fiir G, H und es gilt

e?) g e¥(9) — op(f+9) Jilf,A19)

und
(ew(f) * 690(9)) % P — P(f+g+h) Al(f,A+9)+(f,A+h)+(g,A+h)]

— ?) 4 (ew(g) % es@(h)).

Beliebige Funktionale lassen sich durch Linearkombinationen der obi-

gen Funktionale approximieren, daher gilt die Assoziativitat allgemein.
]

Weiterhin gilt das Folgende.

BEMERKUNG. (i) Fiar h = 0 ist FG(p) = F(¢)G(p), das
punktweise Produkt der Funktionale (klassische Theorie). In
erster Ordnung in A ist der Kommutator [F, G| proportional
zur Poisson-Klammer der klassischen Feldtheorie

1 0F 6G
fim -(.G] = [ dadys (@) 5 (1A~ )
wobei!

Az —y)=Au(z—y) - Ay — )

(ii) Gibt es noch andere Produkte auf Funktionalen als das Wick-
produkt mit denselben charakteristischen Eigenschaften? Bei-
spielsweise bleibt durch den Ubergang

A(r—y) = A (z—y)+ flz,y)

mit f glatt und symmetrisch der Propagator iA(x —y) erhal-
ten. Dieser Ubergang fiihrt zu einer endlichen Renormierung.
(iii) In der Moyal-Quantisierung
Ap(z —y) — A —y)
lassen sich Wickprodukte nicht definieren.
(iv) In der Quantenmechanik sind Weyl-Ordnung (Symmetrisie-
rung) und Wick-Ordnung (Normalordnung der Erzeuger und

Vernichter) dquivalent, nicht allerdings in der Quantenfeld-
theorie.

mAnfangswerten A(0,x) = 0 und 9;A(0,x) = 63 (x) ist

p o m Po)( ipr efipw)

ipx

§(p* — m?)e(po)e
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Fiir alle O C M ldsst sich mit obigem Produkt die Algebra

Ap(O) :={F € | supp F,, C O"}.
definieren. 2, besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) Isotonie.
(ii) Falls O; raumartig zu Oy liegt, dann ist

e?) y e#(9) — op(f+9) Jhilf,Arg)
— ¢209) 4 () (S, A+9)=(9:8+ )]

= e¥(9) 4 e#lf)

da (f,Ay9)—(g9, A+ f) = i(f,Ag) =i [ dxdyf(x)g(y)A(z—y)
und A(z — y) = 0 fiir raumartig getrennte z,y. Also vertau-
schen 2o(O;) und 2Ap(O2) und das Netz 2, besitzt die Loka-
litatseigenschaft.

(iii) Translationsinvarianz, wegen der Translationsinvarianz von
Aj.

(iv) Lorentzinvarianz, wegen der Lorentzinvarianz von A.

Ein Problem stellt allein das Zeitschichtaxiom dar.
OD{reM,zyg=0} = A(O) = Ao(M)?

Folgendermafien wird durch Implementierung der Feldgleichung die-
ses Problem behoben.? Die angegebene Algebra besitzt ein zweiseitiges
Ideal Z C 2y das durch alle Ausdriicke der Form ¢((CJ + m?)f) (die
klassische Feldgleichung), erzeugt wird. Die Quotientenalgebra

A(M) = (M) /T
ist die Observablenalgebra des freien Feldes und A(O0) := Ay(0)/Z.
2A(M) und (O) erfiillen das Zeitschichtaxiom.

Die Involution wird durch den Ubergang zu den komplex konjugier-
ten Funktionalen definiert.?

2. Vakuum, Teilchen und Fock-Raum

Die Algebra des freien Feldes auf dem Minkowski-Raum besitzt
einen ausgezeichneten Zustand, den sogenannten Vakuumzustand. Er
ist gegeben durch

wo(F) :==Fy .

Fy ist die feldunabhéngige Komponente von F', Fy = F(p = 0).
LEMMA 2.1. wy ist ein Zustand.

2Eine dquivalente Moglichkeit zur Implementierung der Feldgleichung besteht
in der Einschréinkung F' — Flcg, .

3P =Y, [day - dey Bz, ... x0)@(21) - - p(ay,). Priife, dass (F * G)* =
G* x F*.
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BEWEIS. wy ist linear und normiert. Z.z. ist die Positivitét:

wo(F*F) = (F*F)y

n

=Y nln" / drdyFy(x) Fu(y) [ [ As(zi — wi)

=1

) o n Fo. .
= E n‘h”/dxdyFn(x)Fn(y) | | /2_pzelp¢(aciyi)
Wi
n=0

i=1
[e'e] n d3p R
= R NE(pry. . pa)P >0
S ] [ 52 oo 20

wobel F' die Fouriertransformierte von F' ist. [ ]

Die zugehorige GNS-Konstruktion liefert einen Hilbertraum $)q,
einen dichten Teilraum 2, einen Einheitsvektor €2 und eine Darstel-
lung 7. Zunéchst iiberzeugt man sich davon, dass das Feld ¢ in dieser
Darstellung die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. Weiter ist der Raum
©(f)Q (wir lassen das Darstellungssymbol 7 im folgenden weg) gerade
der Raum der positiven Frequenzlosungen der Klein-Gordon-Gleichung
und kann daher mit dem Einteilchenraum identifiziert werden. Entspre-
chend kann $ als der Fockraum {iber dem Einteilchenraum aufgefasst
werden.

Der Nullraum sei

N :{F S Q[()(MHWO(F*F) = O}
—{F € Ao(M)|E, = 0, falls ein Argument auf der Massenschale liegt}

Dann ist

9] . n dgpz
n=0 =1 v

——
N Maf3 ,

ublicher Fockraum

Die kanonische Abbildung 7 : A(M) — End(2A(M)/N) erfiillt 7(F *
G) =n(F)r(G).

3. Lokale Wechselwirkungen

Lokale Wechselwirkungen sind Zusatzterme in der Wirkung, de-
ren zweite Funktionalableitung nach den Feldern fiir verschiedene Ar-
gumente verschwindet. In der klassischen Feldtheorie findet man die
wechselwirkenden Felder in der Algebra der freien Felder mit Hilfe der
retardierten Produkte

Fs, = Rs, (€5}, F).
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Eine geschlossene Formel fiir die klassischen retardierten Produkte ist

R, (SE" F) = n! / day - don(R(z1) - R(zn) Fsy

0 0
<. <o)

mit dem Funktional-Differential-Operator

= [ g0y

Hierbei ist Arsf)t das retardierte Inverse der 2. Funktionalableitung von
Sp, aufgefasst als Integraloperator.

Bei der Quantisierung sucht man entsprechend die retardierten Pro-
dukte als Potenzreihen in i mit Koeffizienten in der Observablenalgebra
des freien Feldes. Neben der Retardierungsbedingung ist die wesentli-
che Eigenschaft der retardierten Produkte die sogenannte GLZ (Glaser-
Lehmann-Zimmermann)-Relation. Nach dieser Relation gilt der folgen-
de Zusammenhang zwischen den retardierten Produkten und der Pois-
sonklammer,

{FS,Gs} = Rs(F, G) — RS(G, F) .

Dies ist Peierls Definition der Poisson-Klammer in der klassischen Theo-
rie. In der Quantentheorie definiert man die Poissonklammer unter
Verwendung des Kommutators. Aufgrund der Tragereigenschaften der
retardierten Produkte sind sie (fiir lokale Funktionale) durch diese Re-
lation fiir nicht zusammenfallende Punkte festgelegt.

Setzt man jetzt S = Sp+ AS; und entwickelt nach A, so findet man
die Formel

S (R FoO). Bol(®) Fy H) =R (R F @ G, )

i€l jelIe i=1
- RSO(®E & H7 G)
=1

Diese Relation kann dhnlich wie in der Epstein-Glaser-Renormierung
zur iterativen Bestimmung der retardierten Produkte genutzt werden
(Steinmann). Die Unbestimmtheiten sind in jeder Ordnung lokale Zu-
satzterme zur Wirkung, die der {iblichen Renormierungsfreiheit ent-
sprechen.

Das System der lokalen Observablenalgebren der wechselwirken-
den Theorie ist eindeutig bestimmt, sobald die retardierten Produk-
te bekannt sind. Denn sei O ein kausal abgeschlossenes Gebiet des
Minkowski-Raums. Wenn wir die Wechselwirkung S; durch einen Zu-
satzterm abédndern, der nicht von den Feldern in O abhéngt, so dndert
sich die Struktur der Algebra 24(O) nicht. Um dies einzusehen, zerlegen
wir den Zusatzterm S, in zwei Teile Sy und S_, die nur von den Feldern
in der Zukunft, bzw. der Vergangenheit von O abhéngen. Genauer ist
S, im Komplement der Vergangenheit von O und S_ im Komplement
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der Zukunft von O lokalisiert. Per definitionem sind die retardierten
Produkte unabhéngig von S,. Die Abhéangigkeit von S_ ist durch die
Differentialgleichung

digFS+€S = RSJrsSf (5*7 F)

bestimmt. Aber fiir ein Funktional F', das nur von den Feldern in O
abhéngt, ist nach der GLZ-Relation das retardierte Produkt gleich
der Poissonklammer. Die Differentialgleichung bestimmt daher eine
kanonische Transformation, also einen Isomorphismus der Observa-
blenalgebren. Folgerung: Die Algebra 2(g, (O) ist unitir dquivalent zu
s, 15,(0).

Die zeitgeordneten Produkte (und damit die S-Matrix) kénnen aus
den retardierten Produkten berechnet werden. Eine geschlossene For-
mel ergibt sich aus der Bogoliubovschen Definition der wechselwirken-
den Felder

d 15 +eF i.Sl
d_ETSO (e% ' )€=0 - TSO (6%

Mit den retardierten Produkten sind auch die wechselwirkenden Felder
bekannt, und wir erhalten die zeitgeordneten Produkte mit Hilfe der

Dyson-Formel,

) FSo-l-Sl :

ip 1 i
Ts, (1) = Aeh i Fsoiar

wobei A das beziiglich A antigeordnete Exponential bezeichnet.

Aufgaben

(i) Seien F := [dago(x) f(z) und G := [ dage(x)'g(x). Zeige,
dass

1 .

m(F)n(G) = /dw% cp(x)t s f(2) /dyl! co(y):g(y)

= % / drdy = n)}(l Y p(2) oY) " Ay (z —y)" f(2)g(y)

(Wicksches Theorem).

“Die Herleitung bezieht sich auf lokale Wechselwirkungen.
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(ii) Sei 7 die GNS-Darstellung zum Vakuumzustand wy(F') = Fp.
Zeige, dass gilt

( / dry e, Flo, ... 0)p(1) - plan))

:/dl’1~~dl’nF(l’1,...,l’n)3S0(371)"'90(xn):

Tip: Wicktheorem fiir Wickprodukte unter der Vorausset-
zung, dass GNS-Darstellung eindeutig

(iii) Zeige, dass das Feld ¢ in der GNS-Darstellung zum Vaku-
um die Klein-Gordon-Gleichung im Sinne von Distributionen

erfiillt.
(iv) Sei ¢ = @ + Ap; eine Losung bis zu 1. Ordnung in A der
Gleichung
OF
0 2 A— =0.
O+ m)p+ 5o

Berechne ¢; in Abhéngigkeit von ¢y und bestimme daraus
das klassische retardierte Produkt Ry(F,G).

(v) Sei iAp = A, + (1 —0)A_ der Feynman-Propagator®. Gege-
ben (iAr)2,,, benutze (iAr)?,, zur Losung der GLZ-Gleichung

ren? Ten

fiir Ro(p(x)?, ¢(y)*)-
(vi) Es gilt (Bogoliubov)

d LS1+AF
i ,\:oT(6® ).

Zeige, dass bzw. wie sich das zeitgeordnete Produkt aus den
retardierten Produkten berechnen lésst.
(vii) Zeige mit Hilfe der kanonischen Antivertauschungsrelationen,

{a(2), V5(y)} = (Va0 +im)Ay (x —y)

dass das Diracfeld, verschmiert mit einer Testfunktion

wm=/mmmww,

ein beschriankter Operator ist.

ig\_
FS1:T(€t% ) !

SA_

I
P






KAPITEL 3

Quantenfeldtheorie auf gekriimmter Raumzeit

1. Algebra der freien Felder

Die Algebra der freien Felder auf einer global hyperbolischen Lor-
entzmannigfaltigkeit ! kann ganz dhnlich wie im Fall des Minkowski-
raums konstruiert werden. Man muss dazu lediglich die Kommutator-
funktion als den antisymmetrischen Anteil einer Bilosung der Klein-
Gordon-Gleichung schreiben, die positiv ist und die mikrolokale Spek-
trumsbedingung erfiillt. Solche Losungen sind als Hadamard-Losungen
schon lange bekannt. Das Problem ist nur, dass diese Losungen nicht
eindeutig sind.

Das erste Problem besteht daher darin, zu zeigen, dass die Al-
gebra der Felder von der Wahl dieser Losung unabhéngig ist. Hier-
zu beschrianken wir uns zunéchst auf Funktionale der Form ¢(f) =
[ dxo(x)f(x) mit Testfunktionen f. Diese Funktionale erzeugen eine
Algebra mit den Relationen, dass ¢(f) linear von f abhingt, dass die
*-Operation durch ¢(f)* = ¢(f) gegeben ist, dass die Feldgleichungen
im schwachen Sinn gelten,

p(Kf)=0
mit dem Klein-Gordon-Operator K = [0 + m?, und dass die Vertau-
schungsrelationen

[p(f), p(9)] = i(f, Eg)

gelten. Hierbei ist £ = E,.; — E4,. die Fundamentallosung der Klein--
Gordon-Gleichung.

'Bine Lorentzmannigfaltigkeit heift global hyperbolisch, wenn sie eine
Cauchyfldche besitzt. In diesem Fall lédsst sich die Raumzeit durch paarweise dis-
junkte Cauchyflachen iiberdecken. In global hyperbolischen Lorentzmannigfaltig-
keiten ist das Cauchyproblem fiir die Klein-Gordon-Gleichung eindeutig l6sbar; es
existieren Operatoren F,.ei, Eqype : D(M) — C°°(M) mit den Eigenschaften

(D + m2)Eret = ]-7 (D + m2)E¢WC =1
Eret(O4+m?) =1, Ege(04+m?) =1

einer Greensfunktion. F,.; und E,,. werden durch ihre Trégereigenschaften unter-
schieden: supp(E,¢; f) ist eine Teilmenge der Zukunft von supp f und entsprechend
ist supp(Eqpef) eine Teilmenge der Vergangenheit von supp f. Durch diese Bedin-
gungen sind E,.; und F,,. eindeutig bestimmt.

Auf nicht global hyperbolischen Lorentzmannigfaltigkeiten wie z.B. dem Anti-
de Sitter Raum miissen zur Festlegung der Losungen neben den Cauchy-Daten
zusétzlich Randbedingungen festgelegt werden

21
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Bevor wir andere Felder (Wick-Produkte des freien Feldes) einfiihr-
en kénnen, miissen wir uns den Zustédnden des freien Bosefeldes zuwen-
den.

Eine wichtige Klasse von Zusténden bilden die sogenannten quasi-
freien Zusténde. Diese sind von der Form

w(e?D) = chalfen

Hierbei ist wy die 2-Punktfunktion des Zustandes w. w ist wohldefiniert,
wenn gilt

wa(f ® g) —wa(g® f) =i(f, Eg) .
Die Positivitiat von w ist dquivalent zu der Forderung, dass

(f,9) =w(f®y9)

ein positiv semidefinites Skalarprodukt auf dem Testfunktionenraum
ist. Fiir reelle Funktionen f und g muss gelten

([, Eg))* < walf @ flua(g @ g) -
2. Mikrolokale Spektrumsbedingung

Auf einer generischen Raumzeit gibt es zwar viele quasifreie Zustéin-
de, aber keiner von ihnen spielt eine ausgezeichnete Rolle, sodass das
Konzept eines Vakuums keinen Sinn macht.? Viele Methoden der Quan-
tenfeldtheorie beruhen auf der Auszeichnung des Vakuumzustands und
lassen sich daher nicht auf gekriimmte Hintergriinde iibertragen. Es
gibt aber eine Klasse quasifreier Zusténde, die bei kurzen Abstdnden
dhnliche Eigenschaften wie das Vakuum im Minkowski-Raum haben.
Dies sind die sogenannten Hadamard-Zusténde. Bei ihnen ist die 2-
Punktfunktion bei kleinen Absténden von der Form

wo(z, ) :§+vlna—|—w.

Hierbei sind u,v und w glatte Funktionen. o ist das Quadrat des
geodatischen Abstands. Wahrend v und v geometrisch bestimmt sind,
héngt w von der Wahl des Zustands ab.

Das Verstandnis der Hadamard-Zustédnde wurde durch eine wegwei-
sende Beobachtung von Radzikowski erméglicht. Hierzu benétigt man
den Begriff der Wellenfrontmenge einer Distribution.

DEFINITION. Sei t € D/(R™) eine Distribution. Die Wellenfront-
menge WF(t) von ¢ ist die Menge der Paare (z;k) € R™ x (R™\ {0})
mit der Eigenschaft, dass fiir jede konische Umgebung C' von k£ und
und jede Testfunktion ¢ mit ¢(x) # 0 die Funktion &' ~— (¢, pe")
innerhalb von C' nicht schneller als jede Potenz abféllt.

2Der Grund hierfiir ist, dass es auf einer generischen Raumzeit nicht notwendig
eine einparametrige Gruppe von Automorphismen, keine ausgezeichnete Zeitrich-
tung, damit keinen Begriff positiver Energie gibt. Fouriertransformationen sind
kartenabhéngig. Stattdessen gibt es eine ausgezeichnente Klasse von Zustédnden:
Hadamard-Zustande.
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Als Beispiel betrachten wir die §-Funktion. Fiir  # 0 konnen wir
die Testfunktion so wéhlen, dass sie bei Null verschwindet. Daraus
folgt, dass (z, k) fiir kein k in der Wellenfrontmenge liegt. Fiir x = 0
ergibt sich

(6, 0e™") = p(0)

also gilt WF(d) = {(0, k), k # 0}

Grundlegend fiir die Bedeutung der Wellenfrontmenge ist Hérman-
ders Theorem iiber die Ausbreitung von Singularitdten von Loésungen
partieller Differentialgleichungen. Angewandt auf die Klein-Gordon-
Gleichung besagt das Theorem, dass die Wellenfrontmenge einer distri-
butionellen Losung in der Menge {(z, k), k* = 0} enthalten sein muss,
und dass die Wellenfrontmenge invariant unter der Bewegung auf licht-
artigen Geodéten ist. D.h., wenn (z, k) in der Wellenfrontmenge liegt,
dann liegen auch all diejenigen Punkte (y,%’) in der Wellenfronten-
menge, fiir die eine Nullgeodéte v zwischen x und y existiert, so dass
k koparallel zu v ist und k" der Paralleltransport von k entlang -~y ist.

Fiir die Fundamentallosung E besteht die Wellenfrontmenge aus
den Punkten (x,k, 2’ k'), fiir die es eine Nullgeodéte von x nach
gibt, sodass k£ und k' koparallel sind und sodass der Paralleltransport
von k nach 2’ gerade —k’ ist.

Nach Radzikowski erhélt man die Wellenfrontmenge der 2-Punkt-
funktion eines Hadamard-Zustands durch die zusétzliche Forderung,
dass k im Abschluss des Vorwirtslichtkegels V. liegt. Dies ist eine
lokale Version der aus dem Minkowskiraum bekannten Spektrumsbe-
dingung und wurde daher mikrolokale Spektrumsbedingung genannt.
Sei WF(E) die Menge aller (z,y; k., k,) € (R*)? x (R*\ {0})? fiir
die eine lichtartige Geodéte v von x nach y existiert mit k,, k,||% und
parallel (k) + k, = 0. Dann gilt das

THEOREM 2.1 (Radzikowski, Mikrolokale Spektrumsbedingung).
Die Zweipunktfunktion w, eines Zustands w erfiillt die Hadamard-
Bedingung genau dann, wenn ihre Wellenfrontmenge durch

WF(w2) = {(2,y; ko, ky) € WF(E)|k, € Vi}
gegeben ist.

Radzikowskis Beobachtung ermdoglicht es, Techniken aus der mikro-
lokalen Analysis in der Quantenfeldtheorie anzuwenden. Insbesondere
kann die Algebra der freien Felder in derselben Weise wie in der Min-
kowskiraumtheorie so erweitert werden, dass sie auch die Wickproduk-
te enthélt. Hierzu miissen wir lediglich in der Definition des Produkts
zweier Funktionale die Minkowskiraum-2-Punktfunktion A, durch die
2-Punktfunktion eines Hadamard-Zustands ersetzen. Die Koeffizien-
tenfunktionen £, miissen eine Bedingung an ihre Wellenfrontmengen
erfiillen, sodass die auftretenden Produkte wohldefiniert sind.
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Allgemein gilt, dass Distributionen punktweise multipliziert werden
kénnen, wenn die konvexe Kombination ihrer Wellenfrontmengen den
Nullpunkt nicht enthélt. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die Koeffi-
zienten die Bedingung WF(F,,) N (V" U V") = 0 erfiillen.

Insbesondere ist die Bedingung erfiillt fiir

n

Fo(xr,.. . an) = f(x1) [] 6z — 1)

=2

mit einer Testfunktion f. Dies entspricht dem punktweisen Produkt
der Felder.

Allerdings ist sowohl die Definition der Algebra als auch der punktférmi-
gen Potenzen der Felder von der Wahl des Hadamard-Zustands w abhéngig.
Fiir die Algebra kann man leicht einsehen, dass sie tatsichlich un-
abhéngig von w ist. Bei den Feldern aber muss man eine zusétzliche
Bedingung finden, durch die die Willkiir bei ihrer Definition einge-
schrankt wird.

3. Lokale Kovarianz

Die Grundidee ist, dass bei der Definition nur lokale Objekte ver-
wendet werden sollten. Die Wahl eines Hadamard-Zustands aber ist
eine nichtlokale Information, wihrend offenbar der singulére Anteil ei-
nes Hadamard-Zustands durch die lokale Geometrie bestimmt ist.

Wir formalisieren diese Idee in der folgenden Weise: Wir betrach-
ten die Klasse aller zuldssigen Lorentzmannigfaltigkeiten und betrach-
ten diese als die Objekte einer Kategorie. Die Pfeile der Kategorie sind
Einbettungen ¢ : M — N, die die Metrik und die kausale Struktur
respektieren. Zu jeder Lorentzmannigfaltigkeit M konstruieren wir ei-
ne Observablenalgebra A(M), sodass A(M) in A(N) vermittels des
Homomorphismus «ay, abgebildet wird. Die Abbildung M — 2A(M),
Y+ ay ist ein Funktor zwischen der Kategorie der Lorentzmannig-
faltigkeiten (mit isometrischen und kausalen Einbettungen als Pfeilen)
und der Kategorie der Observablenalgebren (mit injektiven Homomor-
phismen als Pfeilen). Wir fordern, dass dieser Funktor kovariant ist,
d.h. es soll gelten

Qlpoy = Ol O Qly .

Zusétzlich fordern wir, dass Algebren raumartig getrennter Gebiete
kommutieren und dass das Zeitschichtaxiom gilt: falls /(M) eine Cau-
chyflidche von N enthilt, dann soll ay, ein Isomorphismus sein.

Wir konnen jetzt an die Felder die Bedingung der lokalen Kovarianz
stellen: Ein lokal kovariantes skalares Feld ist eine Familie von 20(M)-
wertigen Distributionen ¢ auf M, so dass gilt

ay(pm(r)) = en(P(2)).
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Als ein Beispiel betrachten wir das Wickquadrat. Im ersten Schritt
wéhlen wir einen quasifreien Hadamardzustand w und setzen

polw) = lim p(@)p(y) —wa(z,y) -

Zwei solche Felder fiir Hadamardzustidnde w und w’ unterscheiden sich
um eine glatte Funktion H,, ./, die die Kovarianzbedingung

Hwaw,w/aw (:C> = Hw7w/ (w('x))
sowie die Kozykelbedingung
Hw.w’ + Hw’,w” + Hw”,w =0

erfiillt. Das Problem besteht jetzt darin, Funktionen h, zu finden, die
sich kovariant transformieren,

hwa, = hu(¥(x))
und den Kozykel trivialisieren,

H, = hy — hy .
Dann liefert die Definition

p? = ¢l — ho
ein lokal kovariantes Feld.

Eine Losung kann mit Hilfe der Hadamard-Bedingung gefunden
werden. Ist u

Wy = g—i-vlna—i-w ,
so kann man wéhlen
hy(z) =w(z, ) .

In dhnlicher Weise konnte auch das Renormierungsproblem auf ge-

nerischen Lorentzmannigfaltigkeiten gelost werden.

Aufgaben

1
x+ie

(i) Berechne die Wellenfrontmenge der Distribution

e—0

(ii) Konstruiere lokal kovariante Potenzen ™ des skalaren Feldes
fiir n > 2.
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