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Cet exposé supposera connues (entre autres choses D g
e la notion d’esquisse (Ehresmann,1966) ;

e la caractérisation sémantique des catégories de modeles d’esquisses comme
catégories fB-accessibles, pour un certain cardinal régulier 8 (Lair, 1981) ;

e la notion de multilimite inductive d’un diagramme (Diers, 1977) ;

e 1’équivalence, lorsque C est une catégorie accessible, des conditions suivantes :
(a) C est multicocomplete (c.-a-d. possede toutes les multilimites inductives),
(b) C possede les limites projectives d’indexation connexe ;

e la caractérisation syntaxique des catégories a-accessibles multicocompletes comme
catégories de modeles des esquisses dont :

— tous les cones projectifs distingués sont d’indexation a-petite,

— tous les cones inductifs distingués sont d’indexation discrete
(Guitart et Lair, 1980).

Avant d’en venir au principal sujet de cet exposé, les catégories accessibles
multicomplétes, il m’a paru intéressant de détailler un peu un exemple de catégorie
accessible multicocomplete, & la fois typique et assez différent de ceux qui sont en
général proposés.

Fixons un corps commutatif & et intéressons-nous a la catégorie (essentielle-
ment petite) Extgal(k) dont les objets sont les extensions algébriques galoisiennes
de k (les fleches étant les morphismes de corps). Il est possible, instructif et aucune-
ment trivial d’esquisser Extgal(k) sans recourir & la machinerie des multilimites
inductives. Voici une esquisse [, aussi compacte que possible (k désigne une cloture
séparable fixée de k) :



— objets : tous les sous-groupes distingués ouverts stricts H du groupe topologique
G = Gal(k/k) ainsi que tous les couples (H', H") de tels sous-groupes ;

— fleches :
H % H si HCcH e geG/H

H/(_Ii (H/,H//)L“»H’/

H' NH" X (H' H") si geG/H

— équations :
H//LH/L)H — H//Q_Q/)H
H N H" <ﬁ£}> (HI,H”) . H _ H NH" 9. H
H nH" <9_:1>> (HI H//) P_”) H" _ H nH" _1_> "

— coOnes projectifs distingués :
;0 ! m P’ 1"
H «— (H,H")— H

— coénes inductifs distingués :

( < g,]_ > H'ﬂH” — (H/,HH) ) geG/H' -

PROPOSITION.— Les catégories Mod(E) et Extgal(k) sont équivalentes.

La démonstration repose évidemment sur la théorie de Galois-Krull, ainsi que
sur les remarques complémentaires suivantes, valables pour tout modele M de IE :

— pour tout sous-groupe distingué ouvert strict H de G, 'ensemble M (H)
a une structure canonique de G/H-ensemble formellement homogéne principal au
sens de Grothendieck, ce qui implique qu’il est soit vide, soit isomorphe & G/H ;

— Densemble des sous-groupe distingués ouverts stricts H de G tels que
M (H) # 0 est un idéal du quart-de-treillis formé par tous ces sous-groupes.

On constate que I’esquisse [E est & cdnes projectifs distingués d’indexation finie
et & cones inductifs distingués d’indexation discréte. On note aussi qu’elle est a cones
projectifs d’indexation non vide, ce qui, selon [99], traduit exactement I'existence
d’un objet initial strict dans Extgal(k).

Pour une construction « pas & pas » de cette « esquisse d’extension galoisi-
enne », je renvoie & [00c], et pour comparaison a [00b].
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J’en viens maintenant & I’étude des catégories accessibles multicompletes,
c’est-a-dire celles dont la catégorie opposée est multicocomplete. Malgré I’abondance
d’exemples naturels (voir plus loin), elles n’ont jamais été considérées jusqu’a présent.
Remarquons que leur étude ne saurait consister en une simple dualisation de celle des
catégories accessibles multicocompleétes, puisque la catégorie opposée d’une catégorie
accessible n’est pas, en général, accessible. Dans ces conditions, le théoréme suivant,
malgré sa démonstration difficile (cf. [00e]), constitue une agréable surprise :

THEOREME.— Soit C une catégorie accessible. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) C est multicomplete ;

(b) C posséde les limites inductives d’indexation connexe.

Veut-on des exemples de catégories accessibles vérifiant les conditions équi-
valentes du théoreme précédent ? La proposition suivante en fournit une large classe.
Nous dirons qu’une esquisse est presque inductive si tous ses cones projectifs
distingués sont d’indexation vide (ses cones inductifs distingués étant quelconques).

PROPOSITION.— La catégorie des modeéles d’une esquisse presque inductive
est une catégorie accessible multicomplete.

Citons la catégorie des ensembles non vides, celle des graphes connexes, celle
des G-ensembles homogenes (out G est un groupe fixé), etc.

La réciproque de cette proposition est fausse : une catégorie accessible multi-
complete, ou méme compléte, n’est pas nécessairement équivalente a la catégorie des
modeles d’une esquisse presque inductive — ainsi, quoique cela semble étonnement
délicat & prouver, de la catégorie associée & I’ensemble ordonné {0 < 1}.

On peut donc se demander s'il est possible de décrire une classe d’esquisses
dont les catégories de modeles sont toutes les catégories accessibles a multilimites
projectives. La réponse est oui : il suffit de considérer les esquisses que nous
appellerons presque projectives. Leur définition, qui n’est en rien duale de celle
des esquisses presque inductives, ne sera pas précisée ici (nous renvoyons a [00a]) ; on
se limitera & ’étude de deux exemples, d’ailleurs tres particuliers. Ce qui justifie le
nom et fait tout I'intérét des esquisses presque projectives, c’est le théoreme suivant,
généralisant un fait bien connu sur les esquisses projectives :

THEOREME.— Soit a un cardinal régulier. Les catégories a-accessibles
multicomplétes sont (4 équivalence prés) les catégories de modéles des esquisses
presque projectives dont tous les cones projectifs distingués sont d’indexation o-
petite et dont les cones inductifs distingués sont en nombre < «.

Une esquisse presque inductive E étant donnée, il existe donc une esquisse
presque projective E' qui a une catégorie de modeles équivalente a celle de E. Si
on connait (pour quelque raison extérieure) une telle esquisse E/, on en déduit un
majorant du rang d’accessibilité de Mod(E).
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EXEMPLE 1.— La catégorie des ensembles munis d’une endosurjection
est esquissable par l'esquisse formée d'un seul objet X et d'une spécification
d’épimorphisme f : X — X. Cette esquisse E est (purement) inductive. Il existe donc
une esquisse (purement) projective E qui a une catégorie de modeles équivalente a
celle de E. Dans [00d], on montre que la catégorie des modeles de | est équivalente
A la catégorie des modeles de la théorie écrite dans la logique Ly, «, au moyen
d’un symbole fonctionnel unaire o et d’une famille (R;)icz de symboles relationnels
binaires, comportant des axiomes exprimant que o est une bijection, que chaque R;
est une relation d’équivalence, et les axiomes et schémas suivants :

(A Rit, 1)) = (t =)
1€EZ
vVt vt Ri(t,t') = Ripa(¢,t)
VYVt Riyi(t,t") <= Ri(o(t),o(t))

V(t:iez (/\ Riltic1,t)) = 3t [\ Ri(t,1:))
i€Z i€Z
Il en résulte aisément une esquisse projective E’, & cones projectifs d’indexation
dénombrable (et connexe, cf. [99]), dont la catégorie des modeles est équivalente a
celle de E. On démontre par ailleurs ([00d]) qu’aucune esquisse projective a cones
projectifs d’indexation finie n’a une catégorie de modeles équivalente a celle de E.

EXEMPLE 2.— La catégorie des suites d’ensembles non vides est esquis-
sable par ’esquisse formée d’objets Xo, X1, ..., d'un objet supplémentaire 1 spécifié
comme objet final et d'une suite de spécifications d’épimorphisme X — 1. Cette
esquisse [E est presque inductive. Il existe donc une esquisse presque projective qui a
une catégorie de modeles équivalente & celle de E. Affirmons qu’il s’agit de I'esquisse
[E’ traduisant la propriété suivante, clairement équivalente a la non vacuité des Xy :

im [ %" =1
D€Ensy  keN

(Ensy,, est la catégorie essentiellement petite des ensembles dénombrables non vides).
Cette esquisse est a cones projectifs d’indexation dénombrable et n’a qu'un seul
cone inductif. On montre par ailleurs qu’aucune esquisse presque projective a cones
projectifs d’indexation finie n’ayant qu’un nombre fini de cénes inductifs n’a une
catégorie de modeles équivalente a celle de IE.
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