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L

ALGEBRE HOMOLOGIQUE, — Introduction o étude de lao distributivité

des foncteurs lim par rapport auz lim dans les catégories des
<~ T TR Ly T

faisceauzr (topos). Note (*) de M. Jan-Emix Roos, transmise
par M. Jean Leray. =~ S | |

Soit U un univers () et D une catégorie ou les U-limites inductives et
projectives sont représentables (*). Soit, de plus, J une catégorie (J &€ U)

et J°—>(Cat) un foncteur contravariant, o (Cat) désigne la catégorie
des catégories dans U. On considére donc un systéme projectif de caté-
gories. Au foncteur I est associée une catégorie fibrée scindée F = F (I)
au-dessus de J (*). Nous avons Ob(F) = H Ob (I(x)) et si («, 8) et (a, ')

e 0bdy

sont deux objets de L“F[aEOb(J), 3€O0b(I(a)), resp. ...], alors

Momg (a0, B), (o, )= [ Homya (B, 1(/)8).

JE€Hom, (%, )

Soit maintenant F un foncteur contravariant 5°— D (F sera moralement
un systéme inductif-projectif). Notons par F(«, §) la valeur de F pour
Iobjet (a, B) de &, par limI(2) la catégorie limite projective de I et
. -
d
par pr, (lim I(oc)) la sous-catégorie pleine de I(x) formée des objets qui
T
sont le «™ coordonné d’un objet convenable de limI(x).
D
J
DeriniTioN 1. — On dit que le foncieur F est distributif si le morphisme
naturel

(1) li limF (a, s(a)) = lim lim F(a«, B)
seimiiap aei acl Bapr, /limI(apey -
< ()

est un isomorphisme. St (1) est un isomorphisme pour tout F, nous dirons
que les J-limites projectives sont distributives par rapport auz 1(«)-limites
inductives dans D (*).

Méme dans une catégorie comme U-Ens (la catégorie des ensembles
appartenant & U) il n’est pas vrai que les U-limites projectives générales
solent distributives par rapport aux U-limites inductives générales. On est
donc amené & étudier la distributivité dans un sens restreint. Dans cette
série de Notes nous allons étudier la validité des deux conditions suivantes
dans certaines catégories D. |

A. Dans D les U-limites projectives sont distributives par rapport auz
U-sommes [i. e. (1) est un isomorphisme pour tout F: F(I)°- D, chaque
fois que I€ U et les I(«) sont discrétes].
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B. Dans D les U-produits sont distributifs par rapport aux U-limiles
tnductives.

Dans ce dernier cas la distributivité dans D signifie simplement que
pour toute U-famille { (F (o, B))gera j2es (J discréte) de sysitémes inductils
le morphisme évident

(2) lim l_ll*(cx,3(oc —>—[[ lim F{(z, B)

Bane e *€ sel pern
e
csl un 1somorphisme.

On vérifie tout de suite que ces deux conditions sont vérifiées dans la
catégoric U-Ens. Ce résultat se généralise immédiatement aux caié-
gories D de la forme € = Hom (C°, U-Ens), ol C est une catégorie appar-
tenant & U, car dans C les U-limites inductives et projectives sont repré-
sentables ct, de plus, ils se calculent « argument par argument » 1. e. dans
U-Ens (*). Nous voulons généraliser ces résultats de distributivité aux
catégories D qui sont des catégories des faisceaux pour une topologie (*)
sur C. Donnons d’abord des résultats concernant la condition B.

TatoriEME 1. — Soient U un univers et (C, J) un stte (*) appartenant a U

avec une topologie moins fine que la topologie canonique. Nolons C (resp.C)
la catégorie des faisceaux (resp. des préfaisceaux) de U-ensembles sur (C, J),
i:C-»C le foncteur dinclusion, a:C —C un foncteur adjoint & gauche
(faisceau associé) de ¢ tel que ia =LL, o L:C~C est le foncteur
« préfaisceau séparé associé » (*). Les conditions suivantes sur (C, J) sont
équivalentes :

(i) Dans C les U-produits sont distribulifs par rapport auz U-limites
inductives (i. e. € vérifie la condition B);

(i) Dans C chaque U-produit d’épimorphismes est encore un épimorphisme,
el de plus les U-produits sont distributifs par rapport aux U-sommes;

(iif) Le foncteur a: C — C commute auzx U-limiles projectives;

(i

)

1)’ [resp. (i11)”] Méme assertion pour L (resp. LL = ia): C —
(1v) Le foncteur a:C — C admet un adjoint & gauche g: C —

)’

]

?

Q) Oy

‘V

(iv)’ [resp. (iv)”] Méme asseriion pour L (resp. LL = 1a): C-»C;

(v) Chaque V€Ob (C) admet un crible couvrant minimal Ry (i.c¢.un
raffinement maximal),

(Il revient au méme de dire que chaque intersection de cribles couvrants
de V est encore un crible couvrant.) -

Remarque 1. — Notons que la condition (v) eslt indépendante de
Punivers U. Il en résulte que si le site (C, J) vérifie 'une des conditions
du théoréme 1 pour un univers V tel que (C, J)€V, alors ce site vérifie
toutes ces conditions pour tout univers U auquel il appartient |C(C) dénote

alors les (pré)faisceaux de V- ou de U-ensembles selon le cas|.
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Remarque 2. — Comme @ commute toujours aux limites projectives
finies, il est clair que (iii) signifie simplement que @ commute aux
U -produits.

Début de la démonsiration du théoréme 1. — Nous donnons ici quelques
implications faciles qui sont valables sans aucune restriction sur la topo-
logie du site. Il est clair que (1) = (ii) car, d’'une part (i) implique bien
que les U-produits sont distributifs par rapport aux U-sommes, ces
derniéres étant des cas particuliers des U-limites inductives. D’autre

part, (i) entraine aussi la premiére assertion de (ii), car C est un topos
et un épimorphisme y est donc un épimorphisme effectif universel (*).
Il en résulte que si { X, Y, laes est une famlle d’épimorphismes dans C,
alors on a des isomorphismes pour tout

Pog. —_—
liﬂl (XxI[YaXa j Xx) —p ‘ 2%
—> N Pl

d’ol, par produit, un isomorphisme

. ; - Do - —— .
(3) i[[hm()&xﬂyal\“:_‘;km) S
WEJ “‘“"}' - Pe CCEJ

En vertu de (i) on peut appliquer la formule de distributivité (2) au
premier membre de (3), et nous obtenons donc un isomorphisme

(4) tim ] [Z( B@) =] |V

Benelly © “ed
X1
ot D est la catégorie o =31 et ou Z(x, B(a)) est égal & X, II, X, si B(a) = o
et égal & X, st B(«) = 1. Mais on voit alors facilement que II'Y, s’iden-
tifie ausst & la limite inductive du systéme inductif

[ ot 3] [ %
% o

obtenu par restriction du systéme inductif du premier membre de (4).
Il en résulte bien que HX,— II'Y, est un épimorphisme. Montrons main-
tenant que les conditions (111) & (v) sont équivalentes et commengons par
Iimplication (1) = (v). Soit J(V)€ U l’ensemble des cribles couvrants
de V. Ces cribles forment un systéme projectif par inclusion, et nous

avons donc un systéme projectif de monomorphismes dans C:{R~ hy }.

Un passage a4 la limite donne un monomorphisme imR = (") R — A,
< —
ReI(V)

Appliquons maintenant le foncteur ¢ & ce morphisme et utilisons (i)
ainsi que le fait que a(R) = ahy. Nous obtenons

a( m R) = liﬁ(s (R) :;akv,
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ce qut démontre que [ )R est encore un crible couvrant de V, de sorte

que (v) est bien vérifié avec R, = m R. De plus, 1l est clair que R, dépend
Rediv)

fonctoriellement de V. Pour voir que (v)= (iv)’ on observe que, par

définition de L, nous avons ' '

(5) Homg (Av, LF) <~ lim Homg (R, F).
R
—€Jv)

Or, par hypothése, J(V) admet un élément minimal R, et la limite dans (5)
s'identifie donc a Homg; (R, IF), d’ot la formule

(6) Homp (&y, LF) <= Homa (Ry, F).

Comme chaque objet de C est limite inductive d’objets représentables,
on peut définir un foncteur R : C - C par RG=IimR,,,.. et la formule (C)

—_—

LY
donne, par passage a la limite,

Homg (G, LF) = Homz (RG, F),

ce qui montre bien que L admet un adjoint & gauche R [(iv")]. Cette assertion
implique alors automatiquement (iv)”, (iv), (ii1), (iii)" et (iii)” : En effet,
pour (iv)” [resp. iv)], on vérifie que RR (resp. g= RRi) est un adjoint
a gauche de LL (resp. de a). Les conditions (iii) & (iii)” sont tous des consé-
quences des conditions (iv) & (iv)” (un foncteur qui admet un adjoint &
gauche commute aux limites projectives). De plus, (i) = (iii)” = (iii)
de sorte que les conditions (iii) & (v) sont bien équivalentes. D’autre part,
() = (1). La condition (ii1) implique en effet méme que chaque relation
de distributivité valable dans U-Ens reste valable dans €. Pour finir la
démonstration du théoréme 1, il sullira maintenant de montrer par
cxemple que (ii) = (v) et ceci résultera de deux théorémes plus précis
de la Note suivante, ol 'on utilisera effectivement I’hypothése sur la

topologie de (C, J).

(*) Séance du 2y juillet 1964.

(") Cf. P. GasriEL, Thése, Paris, 1961, chap. 1, 1; Bull. Soc. Math. Fr., 90, fasc. 3, 1962.

(*) Nous utilisons ici librement les notions et les résultats sur les calégories, sites, Ltopos,
faisceaux, etc. qui sont contenus dans Séminaire M. ARTIN-A. GROTHENDIECK, I.H.E.S.,
1963-1964, exposés I-III (de J.-L. VERDIER).

(") A. GROTHENDIECK, Séminaire, IL.H.E.S., 1960-1961, exposé¢ VI.

(*) On pourrait aussi étudier la distributivité par rapport aux pseudo-foncteurs J°—(Cat)
Dans ce cas, la catégorie fibrée & (I) n’est plus scindée en général et pour définir les deux
membres de (1) il faut utiliser les sections cartésiennes (%) de F(I) sur J.

(Université de Lund, Suédec.)



