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INTRODUCTION

Dans ce travail en utilisant les fins cartésiennes intro-
duites en [ 8 ],on décrit formellement les notions de la thdorie
de bicatégories, ce qui nous permet de relativiser cette the-
orie,

Plus preciseément:

= Au chapitre I on introduit la notion de limite sur un ob-
jet d'une bicatégorie par rapport aux tenseurs et aux cotenseurs,
et on examine les relations existant entre ces deux notions et
d'autres notions de limite.

- Dans le chapitre II on généralise la notion de fin carté-
sienne afin de donner une construction universelle de la bica=
tégorie Pseud(I,A) dont les objets sont les morphismes de la
bicatégorie L vers celle A, les fldches les transformations
quasi-naturelles, et les 2-cellules les ﬁodifications entre ces
transformations,

= Au chapitre III on relativise par rapport a une 2-catégo=
rie multiplicative les notions de bicatégorie, de morphisme entre
bicatégories, de bicatégorie exacte, etc, et on construit le
produit tensoriel de bicategories relatives, la bicatégorie rela=
tive polynomiale A[T ] associde & une bicatégorie I et a une bi-
catégorie relative A y et enfin les duales ODA,AOP,OPAOP, d'une
bicatégorie relative A .

- Le chapitre IV est consacré a l'ésude des 2-catégories rela-
tives, En utilisant les fins cartésiennes, on transporte la théo=
rie des 2-catégories (transformations quasi-naturelles, modifi=-
cations, 2-catégories commas, etc) au Va-cadre.

On définit la notion de V-limite cartésienne et on donne



des conditions pour leur existence; les quasi-extensions de
Kan s'ensuivent,

- Enfin au chapitre V d'une part on relativise la bicaté=-
gorie Pseud(A,lB) dont les objets sont les Yemorphismes de la
\/—bicatégorie A vers celle IB, les fleches les transformatie
ons \/-quasi-naturelles et les 2=cellules les V-modifications,
et d'autre part on construit la v-bicatégorie Bim(,A) des bi-

modules d'une \/-bicatégorie exacte A .
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CHAPITRE ©

Afin de fixer les notations, on va décrire
certaines bicatégories utilisées dans ce
travail.

1)La 2-catégorie C%t.

Elle a comme objets les catégories légitimes, comme fléches
les foncteurs et comme 2-cellules les transformations natu-
relles,

2)La 2-catégorie {J-fat, ou U est une catégorie multipli-

cative [5].

Ses objets sont les zﬁcatégories {(ou catégories relativeé
a U ), ses fléches les {ffoncteurs et ses 2-cellules les
transformations a@naturelles.

3)La 2~catégorie¢:£t(§), ou E est une catégorie a produits

fibreés,

Ses objets, appelés catégories internes a E, sont des sextu-

plets
C AC cC c
C=(COJCf!90;91’}J';n- )’
ou
C
c 1 c
o N
Co Co

est un span de E et ou TIC:CO-A—C{ et PF:C;?C;-+C, sont des
(]

morphismes de E qui font commuter les diagrammes suivants

n® .
Co—C, C,’E‘OC; ———=C,
c 1 C c
Cf ——— Gy C‘ —_— Ci'

° %



uc !?:nc
B il e
C, % C, C, C, =G, C{>< C’
i+ o
c
R 1 3 ¢ c
C
=) H
Ci Cq g
nCs | {x c
G Co
q;<ci C, = C, Q)<C“KCf———~*ﬂ—ﬂPCﬁ£C
Co Co Co G Co
C C
pl
21 i b ¥
C C»=C - C
1 1 i c ] ]
IJ.

ou Cféfidésigne le produit fibre

% Q\
C

ac /
1 Cq 90 .

Une fléche dans Gat(E) de C=(CO,C“&,CJQ‘CJPC|,{) vers D=(DoD,%,3,,F " ),

C,

appelée foncteur interne a E, est un couple de morphismes
de E
F=(F, :Co—~Do» K 3C—=D; )

tel que les diagrammes suivants commutent

R R
C{ - D' Ci - Dl
C D C D
> Jao 3 3
E, K,
Cs —— D, Co = D,
5 ; < g
D == D D7<D-——~ﬁ~——p-D
o oy 1 T !

En fait K détermine E,.



Enfin une 2-cellule dans Gat(E) ,
B
\__,’/

G
appelée transformation naturelle intermne a E, est un morphisme

?:Cf~bg de E tel que les diagrammes suivants commutent

————=D, C,

o-—n—-u—-._:-[)o Co Do
K, Go

X G, Ex@
CXC —— DD CxXC———ro 30D
1= Cy D‘D,,’ et ol
[~ D < D
2 = K H

G, E,

C; "“'D; CJI =1 ,

f est completement deéeterminée par anp.

4)La 2-catégorie Fib(B).

Elle a comme objets les fibrations au-~dessus de la catégorie
B, comme fleches les morphismes cartésiens entre fibrations
et comme 2-cellules les transformations naturelles (au-des~
sus de §) entre morphismes cartésiens.,
I1 ¥ a un isomorphisme canonique
DHe Fiv(B)SPseud(B°P,fat) ,
ou le membre de droite désigne la 2-catégorie dont les objets

P vers €at, les fléches les

sont les pseudo-foncteurs de §°
transformations iso-naturelles entre pseudo-foncteurs gt
enfin les 2~cellules les modifications entre telles transfor-

.mations,

i) associe,a la fibration p:E —=B, le pseudo~foncteur



p._-a— Cat

p:B°
défini par les formules
Dp(B)=p*(B), fibre de p au-dessus de B,

.‘
bp(f):fp, foncteur "image inverse" au-dessus de f.

51

T
E ~E
;\\\\\ %///l

B
eat un morphisme cartésien, alors la transformation IST a
comme composante

(%T)B :bp(B)——-—f}p'(B) '] VBQObE:
la restriction
T, -

Ty="/p*(B)

de T a la fibre p '(B).

5)La bicatégorie Dist.

Elle a comme objets les catégories légitimes A,B,C,...
Une fleche de A vers B, appelée un distributeur, est un bi-

foncteur °
® :B°B A —» Ens

——

-

on le note ¢3:£—--—;—§.
Les 2-cellules sont les transformations naturelles entre
tels bifoneteurs,

Enfin la composition de ‘P:&-*—;—E et (V:E—--rg est définie par

P (B,A)%¥(C,a)
BEOLB
(Yo P)(Cc,A)= - ,

ou R est la relation d' S uivulence engendrée par les couples



((?P;Y)i(?tPY))o
ou cr'eq?(B',A), }EQJ(C,B).p:Bs——-B'EFIQ et ou $p,py sont des
abréviations de 'P(P,A)(?), l{J(C,P)(y) respectivement.

6)La bicatdégorielFDist, ou U est une catégorie multip-

licative a limites inductives.

Ses objets sont les {f-catégories t‘j.&’)ﬁ)(*:,...
Une fleche de ¥ vers ﬁ , appelée un 7/distributeur, est la
donnée

a)d‘une application
$ . Obp < OLEL — 0bU

b)de deux familles de morphismes de U

{CFAA' : ‘P(B,A)@&(A,A' )—*CP(B.A' )}A,A'&'Ob‘ﬂ«t’
{@B*B‘ B(n',B)e CP(B'A)F*qD(B"A)}B‘.BEObﬁ

telles que les diagrammes suivants commutent

P(B,A)RCL(A,A" )OCL(A' ,A'") =P (B,A)8CL(A,A"'")
Lec,,
qu'al QAAol
P (B,ar)@CZ(Ar,A" ") > P(B,a'")
q’AlAt ]

P(BA)BI— T (B,A)0CL(A,A)

x W

P(Bya)
de méme que deux diagrammes analoques pour l'actien $B'B

et que



-6-

LAV
B(B',B)® P(B,A)0(A,A") > B(B',B)e P(B,A')
?B'B®i QB'B
P (B',A)OLL(A,A") G > P(Br,A')

On écrit alors P :E¥---»5,
Une 2-cellule dans t&Dist de ¢ wvers QJ:CZ——-hﬁ y ©st une

collection de morphismes de U

{?‘BA ' qJ(B'A)_"'w(B'A)}BeOb‘B ,AEODLE
qui font commuter les diagrammes suivants

?(B.A)@ﬂ(A,A')”‘EF; (ByAY) %(B!.B)@?(B.A):MB',A)

QBKEI J ﬁBA' isBBA jB'A

W(B,A)8TL(A,Ar )~ Y(B,A") B(B',B)® Y (B,a)—75= ¥ (B',a)
Yanr Ys1B

Le composé de P:Clw-=>pB avec Y:B--->»C est donné par le

conoyau suivant

1 1 Yc,p)0A (8,8 )0 $(B',a)

B,B'€0bp
ao l Jal

J 1 WY(c,B)® P(B,a) (1)

BEObLS

(Yob) (c,a)
ringg gy = dny (19¢,,)

a['in 91} [

(B,B') =1ing, (ygp:



7)La bicatégorie Dist(r), ol E est une catégorie a

produits fibrés et limites inductives finies commutant aux pro-

duits fibrés.

Ses objets sont les catégories internes a E.
. D D c AC ., C C
Une fleche de D=(IL,D¢)82,3,D,}-!,!’L ) vers C=(C5,C,3539,, h i1 ),

appelée un distributeur interne a E, est un span de E

¢
¥
Co D,

et deux morphismes de E

D
Pc‘c%éiq’—4*<P ) pﬁ: ¢?iDJhﬁhq> '

qui font commuter les diagrammes suivants

Cocd
03¢ € X P e C X P coxP a& L cx?P
Co' € o
<]
Mo 1 Hc g be
Co
c,XP - ¢
‘e 3 P
et deux diagrammes analogues pour l'action }fg )
C X P X Dy 5 > P XD
Co D }“LCX]'
® ° P
M o
C, XP R ‘
Co [J_?:, CP

On écrit alors

P AP P P,
cpz(q:);ao;aﬂlpc;}lp )_D__._._:,..C_
Une Z2-=cellule de ¢7 vers
YAy Yoowy
‘+’=:(W{EL,EL;‘JCJ}lD )' D--—=C
est un morphisme ﬁfcp—+JP de E tel que les diagrammes suivants

commutent
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e ¢

L
Ef/qa 3® Gx® ® %D °
G ]éal v gl l‘”ﬁi' )
Co ])0’ TL‘U .
La composition du distributeur D
L 2N
wﬂ(‘#’)f,aﬁpg,}l-c)'c““*ﬁ
avec le distributeur
¢ ~P ¢ &
P= (35,30 Mo e ) D-=~C
est définie par le conoyau
pe <1
PocC, <YW —————=P<y yeoep (2)

Co G0 yxp? Co
Gre



CHAPITRE I

OBJETS A LIMITES DANS LES BICATEGORIES

On introduit la notion de limite sur un
objet d'une bicatégorie par rapport aux
tenseurs et aux cotenseurs et on examine
les relations existant entre ces deux no=-

tions et d'autres notions de limite.

§1. Bicategories a tenseurs

Définition, La bicatégorie B est 3 tenseurs si pour chaque

petite catégoriejm et pour chaque objet X de 1B,1'homomorphi—

sme A F=> (Cat(I,(X,A)) est représentable, i,e.

Cat (1, (x,A))QIB(IE X,A),

Cela équivaut a donner, pour tout objet X de B et pour toute

. constitué d
petite catégorie I,un systeme {ai’af}iEObTIJ‘FEFEI[ ue de

fleches de B
9;:Xx —— IRx , ieobl ,
et de 2=cellules de B

’af:'ai_______ ’a‘j

” Ld - * L
verifiant les equations af' aga-afg ’ V(f,g)&l[*(ou I" aésigne

:X —=T KX , f1i—jeFl1l,

l'ensemble des couples de fléches composables de E) et ayant
la propriété universelle suivante:

tout systeme

{qi:X"”’“"‘A i szqi_""qux A-j iEOb]I,fEFlE

V(£,g)eLinaus ‘
avee Qqp’q, =qg,, (fyg)el,induit une seule fleche q:IRX-—=a



S o™

telle que
q.'aizqi, ViEObE M

q- 9

=q,, Vferil,

at toute famille de Z=cellules

{ Hy2a—=q; ’X_"A} i€obl

(ou {ﬁi,ﬁf} est un autre systéme avec q,-9

=0, etc...) tel-

g
le que
qf"Pa.fﬂ""atf"qf , Yrer1l,
induit une seule 2=-cellule P:q—G:IE X—=A (ol § est induite
par {ﬁi,ﬁf}) qui veérifie 1l'équation }.l-aiz My Yieobl.

Remargue.][Ex ntest rien d'autre que la cofin cartésien-
ne du foncteur constant 'X :I—B, X" (i)=x (v.[8]).

Exemples. l".lE\=¢Drd,1a 2-cateégorie des ensembles ordonnés;
alors IRX est le produit dans Ofd de X avec l'ensemble ordon=
ne associé a 1.

0 ry
2 B=Cat; alors I X est tout simplment le produit descaté-

gories I et X, Le systeme {ai,af} est défini par
ai(x)z(i,x) , Vxex , Viel,
(’af)xz(f,x) ,Vxeobx , Vreril .
T P=U-Cat, la 2-catégorie des u—catégories, 7L étant bien
compléte a droite [ 5]. Dans ce cas le tenseur [NX sera 1la
U-catégorie qui a comme objets les couples (i,x) , x€0bX,

i€0bIl , L'objet des morphismes (IR X)((i,x),(Jj,y)) est don-

r
ne par la somme suivante

fl€]I(1,l3) x(x.v)f , X(X,y)f=X(x,y) , Vrel(4,5).

I1 est facile de voir que IEX ainsi défini est une Jf-catégorie.



-lle=

Les [[-foncteurs 'Sizx—-—b]_ﬁx sont definis par:
’ai(x)=(i,x) ’

(34) gy X (x7) =X(2,3); - > | x(xy),

thy rell(4,9)

ou inl désigne l'injection canonique d'indice 11 dans la somme,
i

Les transformations ﬂ-naturelle ’Qr: ’ai—-— Sj ont comme compo=~
santes
(8,) tT—= (TEX)((1,x),(1,x))

les morphismes

I— = X{(x,x)————— —L——L- )((x,x)f

x in rel(i, )

Le cas U= Cat est d'un intérét particulier,

¥,\B=Cat(E), la 2-catégorie des catégories internes a E,ou
E est une catégorie cartésienne a sommes universelles.,
Soit C=(C°,C,,3£,3‘C, C2¢) une catégorie interne a E ; alors
la catégorie interne [ ¥ C est definie par

1) @mc)o=l L coi , Coi=Go , Vie€ObI,
i€Oobl

2) @®c), =1 Llc,, cp=C , VeeF1L
fEF1I
18C

3) 9 : (T®C), (Iwc), , ou

E‘))IHC c
K -inlenakf‘ au s K."—'O:I .

L) p. : (IHC), > (I@c), — (IH”c),

(amc),
l?_ “
| |
(r,e)er W reril M ,
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I=C

C
Qe -in(f.g)zinfg' Mo
BC 3
5) ’ﬂ.I :(]IEC)‘,——"G[EC)i , ou
Igc c
n *ing=in N .

i

Les foncteurs internes 'ai:C —(IRC) sont définis par
(ai)o =ini=co (IEC)O s

(3,), =1“11’°1"‘*([EC)1

et finalement les transformations internes af: ’ai__,._ ’a‘j sont

definies par
Qp=in.:C, —= (IBC), .
52[B=Fib(§), la 2-catégorie des fibrations au-dessus de B .

Soit p:E~—=B une fibration et considérons le composé (v.ch,0)

BoP—— Cat —(Lat

B £ In—
alors ,5”‘((11**-)'59) joue le réle de [®p dans Fib(B).Elle a com-

.
L

me objets les couples (i,x), i€0bl ,x€EObE; un morphisme de
(1,x) vers (Jj,y) sera un couple (k,z), ou k:p(x)—>p(y) et ou
z est un morphisme de (i,x) vers (,j,k;(y)),si k; désigne le
foncteur image inverse au~dessus de k,

Autrement dit la fibre de IHp au-dessus de BEObB est Il < p(B),
tandis que le foncteur image inverse au~dessus de k:B—=B!
est I%k; .

6. B=FbINS(B), 1a 2-catégorie des fibrations normales scinddes
au-dessus de Bj, dont les fleches sont les morphismes stricts.
On a une construction analogue a celle de 5.

7vB=Dist, la bicatégorie des distributeurs; alors LB x=1 <X,
En effet soient

{aim-—*—‘[xx ’ 'af= 'ai—+'ajzx—-1xx}
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le systeme universel de l'exemple 2 et
{¢)31=H°“‘Ixx(—-191—)1 cPfaf=H°“‘ 1% X("’ 'af-?)}

les distributeurs et les transformations entre distributeurs

associes aux 31 et 'af respectivement,

][xl
¢
/, \
‘¢>
aﬁ‘"
°f\ g‘
~ N\
~'x

Le systeme {4’91,‘?31:} répond a la question, car, si Wi,wf}

est un systeme avec \Pf“-Pga kpf‘g . V(f,g)el[*,

Y

-
-

l- —
- - S,
—_—— -—
'\PJ_
alors le distributeur Y :I=<xX—-—->A defini par

—

Y(a,i,x)= l.Pi(a.,.x) , a€ObA , i€0bl , x€eObX,
Y(m,i,f)= qu(m,f) , mia' —> a€FlA , fix—X'€FI1X,
WY(1,g,1)= LPg y gti—=i'eF1l,
est la solution unique cherchée,
8‘.\Bﬂu-[)ist,‘ la bicatégorie des distributeurs relatifs a Zé,
ou U est une catégorie multiplicative, symétrique, bien complé-
te a droite. I1 y a une construction analogue a celle de 1!
exemple preécedent.
.B=Dist(E), la bicatégorie des distributeurs internes i
E, ou E est cartésienne a limites inductives universelles,

Soient C-(CO,CHQE, C,Hc,:n.c) une catégorie interne a E et I¥C

son tenseur avec I (exemple 4); alors le span



ll-

ou

¢.
ait -inf= aic
¢
a 'in =in ac

3ot

muni des deux morphismes

% .
HC : b Efcl ‘_"‘"P,_' ’ P'I[ﬂc: : (][gc){;..(q?i.__-—cpl_ ,
(L&Co
définis par

® c

Me -inf=inf.[_1 y
$ C
}-Llnc-inf=infg'}.l

constitue un distributeur interne

% s((ﬁ"a”a b ’I-me)

de C vers JIMEC.

Pour tout fii-——»j dans I on a le morphisme de distributeurs

/I:C) ,_
\ /

défini par la formule

dvf- in =in.  , Y geF1I.

fg
Alors le systéme cherché est {43, ¢2& .

En effet, soient



= (4,00 3 e, wf):C-——=0

une famille de distributeurs internes a E et
{Lpf‘ ¥y \PJ‘C"“""D-) feF1l

une famille de morphismes de distributeurs avec WE-W?= 4%8 .

Le distributeur

W= (Y858 s Myge ) TBC = —>D

défini par les équations suivantes

1)WY 1 qu ,
icobl
Y .
2)’3,-1ni=1ni-’a£‘ R
3) QL: ‘“dn, = 93" b

v Yoot
L) Pnsc-inf=in&f B
\ W
5) pg'lni=ini' Mp )
est tel que W@q}y‘ﬂvce qui résulte du diagramme conovau cone

tractible suivant

“ﬁaca‘sc} ;
Y ><(1m0) >< & TP ———>Ya &
(Tac), (rgc), 1><pu’ (r@c),
amc), I
3[ b PJ a (1)
_L___J_ Af’ﬁﬂﬂ_f‘“\
Yog oo Cy>Cy——= | W,>=C,— v
CF,g)EI* *9 Co Co C =t G T L
St =i

ou a et b:in. sont les composés

K e e N i i LWL~
b Co ’ Lo =i °
€

o C K
B B S O Ty R L L g e
Co 2N

L
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respectivement,
On montre de méme que Y@F SRR
Unicite. Soit
@:(GJ'Q:J’Q?}’P:;C,pq;):]IEC—~—-*D
un distributeur tel que
Peh =Y, , Yicobl
@@49;._“—’_‘4-; , VieFLT .

En utilisant le fait que les sommes dans E sont universelles,
on peut écrire le morphisme
P —
Si T N N ¥,
ieobl
sous forme d'une somme

" . _
a}, EJ——LQ:H :.-L—L-Lpt' “_*J——[—Coi .

N 1€OLL - leobI teobll
On définit . - _

¥ A
%' =3, -in; ,Vieobl .

Pour munir le span

-'.. _Lﬁt' Q
£
D, . Co

d'une structure de distributeur de C vers D, on procede de la
fagon suivante:

En prenant l'image inverse de l'injection canonique

inj s Coj —1 ] Cq

ieObl
le long des deux morphismes égaux suivants

! | ¥:><D = ] LW

leobk " Do *+ f-lg’ ieobl
1 1s. >F
e D T !

——

J*-—L \H; @ :__,‘L.._Lcoi

1€0bl 'a:*’ 1eobll
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ou g, figure dans le produit fibré
Y. >< D,

= Do

%

q% D,
- D
Y /
'3:\ N o
on trouve que

¥ =1nNn . m———
UIB)(inJ)_i qug>i1% !e bi W 7iD .
Done

= JHM—L P§: ’

ieObll

o€l

avec

¥ —
PD . LI':.‘>D<OD1_'"LP£

De méme on =&

H;)BC 1 e,

t€0bL

avec
@, =< P -
On pose alors
w.
Huncjsp C y(q?_#udp

?
Les ( ,a’ afrPIHCJPD)s organisent en un distributeur de C vers

D, pour chaque i€Obll.
Un diagramme conoyau contractible semblable a (I) nous montre
que ‘P@‘PM yd ! ou ‘PN‘H ,1€0bL ., De méme Iﬁ@‘af_\:% entraine -LE; e LP# ‘
La démonstration est donc terminée,
10, B=Meon, la 2-catégorie des monoides, dont les fléches sont
les homomorphismes de monoides. Une 2-cellule h:f -giM—N
dans Mon sera un élément hEN, tel que

h-f(m)=g(m)-h , YmeM.
Mon ainsi construite est la sous-2-catégorie pleine de Cat,
ayant comme objets les categories a un seul objet,

Maintenant si M est un monoide et L une petite categorie, a-



lors IRM est le monoide projection de la categorie IxXM, défi-
ni de la fagon suivante:

On: considere la somme ensembliste

P= § I
(ieoig )4. {hf/fé'l"‘l } ,

ou M(i)_,;:u, Jieobl s les hf etant des symboles en bijection a-
vec les morphismes de I,o:t on construit le monoide libre en-~
gendre par P; notons-le L(P).

Soit """ la relation d'équivalence engendreée par a)-d) ci-

desgcus:

a) =x l(i) Y ~XYy ~ X hli y o Yieonl,

p)x mP) a1 5 | x (mm) (B, Vald), o(i)¢ M(i),\ﬁeoﬂ,

(%) Y ~ x m(g"f) he ¥ Yrer1l,

c) x hy m
¥
d) x hf hg Y ~ X hfg Y » V(f’g)€ﬂ ]
et
rant(P)/_
le quotient de L(P) par ~ ; alors IEM est un monoide avec
multiplication donnée par [x] [y]=[xy] (ou [x] designe la clas-

se d'eéquivalence mod. de x) et on a des homomorphismes

ai:M—-h-IEM et des 2-cellules Q.:3, — 3.1 définis par:

3, (@)= *)], Vmex ,
Oe=Ih,] , Veer1l .

Pour montrer l'universalité du systeme {ai'af} s s0it {qi,qf}

. *
un systeme tel que U Ap=Agp Ve, £)EL :
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alors l'homomorphisme ki M —>N defini par

i)

k(Leeom) L ih e D) =0 iaqg (@) eeiagees

est la fleche répondant a la question,

Remargues.a) Si M est un groupe, c'est-a-dire une caté-
gorie a un seul objet dont tout morphisme est inversible ,
alors la construction précédente de LIHM ne nous donne pas en
general un groupe, La bonne notion de IEM dans GGr (= la 2-ca-
tegorie des groupes) est le groupe projection du monoide TEM,
gqui s'obtient en ajoutant a P l'ensemble

Q={hy/ f£eF1I }

dont les élements se trouvent en bijection avec les morphismes

de I,et en exigeant dans L(P+Q) que

*
d') x hi. hé Y ~ X héf Y s V(g,f)EI ’

' L}
e) x hih, ¥y ~xy~x hg hg y » Vf,geF1L.

b) Si I est aussi un monoide (resp. groupe),alors IEM est iso-
morphe au produit ordinaire des monoides (resp. groupes),
Cela veut dire que le foncteur qui a tout monoide X associe
1'ensemble C(M,N;X) des couples (f,g) d'homomorphismes fiM—X,
giN—-X tels que

f(m)-g(n)=g(n)-£f(m) ,YmeM , VneN,
est représentable, le couple

iMzM

M*N , i tN—= MxN

iM(m)=(m,1) y VmeM,
iN(n)=(l,n) y YneN,
etant le représentant.

c) Si T est discrete, alors INM n'est rien d'autre que le pro-

duit libre de I copies de M,
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La 2-categorie Mon (resp. Gr) n'est pas représentable. Le mo-
noide (resp. groupe) multiplicatif de z/zz nous sert de contre-~

exemple, En effet on a les 2-cellules suivantes dans Mon (resp.Gd

0,1:%/22 = /22,

donc s'il existait un cotenseur (Z/zz)z, sa propriéteée universelle

nous amenerait a la contradiction O=l.

Remarque. Mon et &ir répondent & la question suivante de
J.W.GRAY posée au séminaire EHRESMANN [17] :
ngxiste=t=il une 2-categorie dans la nature qui n'est pas au moins

faiblement représentable?™,

§2. Propriéteées des tenseurs

Proposition 2,1, Dans une bicatégorie B & tenseurs on a

a) TR(IEX) = (TxI)RX, IBX =X,

b) (Liml)B(1igX )~ 1im(I;8X ).
1 J J 1,3 J
Preuve.Montrons b !
B((1inl, )R(1inx ) ,4) & Cat(1inl, Bliigx,,4))
o 3im Cat (I, B(lipx,,a))
a4 }-jﬂ( G:at(ﬁi,&[n_ B(KJ!A))) N

e

v 1im Cat (T, B(x,,4)) .
Ej-i_m LB(]Iime'A) Ny

o~ E(Hﬂliﬁxjv” .n

Corollaire 2.2. Si la bicatégorie B est coreprésentable (i.e.
si le temseur 25X existe pour tout XEObB ) et admet des Cat-li-

mites inductives finies, alors elle admet tous les tenseurs IRX,

pour I de presentation finie.
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Preuve, On sait que toute cateégorie I de presentation finie est

écrite comme le but d'un conoyau de la forme

llg=—=] 12—J,

ou les sommes sont finies,

Donc si on applique b, on obtient le conoyau

| Jemx—= 1 128X InXx.H

Pour I une catégorie petite quelconque,on a le théoreme sui-
vant:

Théoreme 2.3.L'existence dans B des tenseurs 28X et des Cat-li-

mites inductives petites entraine l'existence des tenseurs
IRX,ou I petite,
Preuve, Soit X un objet de BB,A tout morphisme f de I non uni-

té,on associe la 2-cellule

Do
x,/”ﬂ12;‘“““\

E)

Pour f,g composables, on a le diagramme commutatif suivant

X m(zmx

Ay

Czn X)q

28X .

%F

Y

ou Y est la Cat-somme fibréedes fléches g, ,9; et ou ¥ est la

seule fléche induite par la 2-cellule m-3on-3.
On fait cette construction pour tout couple de morphismes

composables (g,f) de I et puis on considére la Cat-limite



inductive du cone extérieur.l

Remarque.Le théoreme précédent nous montre en particu-
lier que la coreprésentabilité de b et la présence de Cat-li-
mites inductives finies dans B entrainent l'existence des
tenseurs TEX,Il finie, d'ou une difference entre th.2.3 et

COT . 2.2

La propriété universelle de IEX fait de cette construction un
homomorphisme de la bicatégorie |B dans elle-méme, IX_ :B-—=B.

Proposition 2,4, TH_:B—B détermine un 2-cotriple.

Preuve, La counité de ce cotriple est la codiagonale

v, : IEX —>X,

définie par V,-9;=Lly,Vieobl et V,-3 =iix s Vierr.
La comultiplication
Cy I9Xx—IR(I8X) =2 (IxI)RX

est donnée par cx-91=9(i,1) ’ cx-af=a(f’f)--

De plus tout foncteur F:J—I induit une fleche (unique)

FRX:JRX—IRX,telle que le diagramme suivant commute

TRX - TEX

et toute transformation naturelle N:F—G:J—1T induit une

(seule) 2-cellule
nEXx:FEX e GRX:TEX —=LBX

telle que le diagramme suivant commute
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Jax

En résumant :

Proposition 2,5. __ ' Cat=xB =B est une biopération a

gauche de Cat (munie du produit de catégories) sur [B, clest-
a-dire est un bihomomorphisme de bicatégories vérifiant les

conditions a de la prop.2.1.1

§3. Limites sur un objet par rapport aux tenseurs.

Soit B une bicatégorie a tenseurs.

Definition.On dit que l'objet A de B admet des limites

projectives (resp. inductives) par rapport aux tenseurs ,en

rd , ‘/ V Ld
abrege Jim (resp. lim ), si pour chaque petite categorie I,
pour chaque objet X de B et pour chaque fléche f:IEBX —-A,

l'extension de Kan a droite (resp. a gauche)
vx

! m
“~N resp. £l n
R%0 L)

A A

de f le long de la codiagonale V/, existe et est préservée par

X
chaque fleche g:Y—=»X , c'est-a=dire

R(f,vx)- g ¥R(f-(I¥g) ’VY) ’

L(£,V))-g~L(f-(12g),V,) .
_ies.. Les bicatégories Dist,l-Dist, Dist(E) étant

.V v :
exactes, tous leurs objets sont a Jlim etalip.
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Y v
Proposition 3,1.L'objet A de IB est a }im (resp. lig ) si,

pour chaque objet X de [B,la catégorie B(X,A) est a limites
projectives (resp. inductives) preservées par le foncteur
B(g,a), VegcF1B.

Preuve.Résulte immediatement de la définition,M

. VY
Proposition 3.2.A est a 3im si et seulement si, pour tout

foncteur F:T-—=J et pour toute flache f:IX—>A,1'extension

de Kan a droite

FEB X
I®mX =~ JH X

’ (_\ R(LFEX)

A

existe et est préservée par toute flache g:Y—>X.
Preuve. Résulte de la prop.3.l et du théoreme de Kan.l
Définition.On dit que la fléche f:A—>B préserve les
iig (resp. i;g ) si pour tout objet X de B le foncteur
B(x,£): B(X,4)—— |B(X,4)
préserve les limites projectives (resp. inductives),

Proposition3,3.La situation d'adjonction f-| g dans B

b ]

» v v
entraine que f préserve les ligp et g les lim ,
Preuve.Résulte de la prop, 3.1 et du fait qu'un foncteur
adjoint & gauche (resp. a droite) préserve les limites indu-

ctives (resp. projectives).N

§4. Bicatégories a cotenseurs

Definition,On dit que la bicatégorie B est 3 cotenseurs

si, pour chaque objet X de B et pour chagque petite catégorie I,

1'homomorphisme

Y p—> Cat(I, (Y,X))
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est représentable. On note XI un representant,

En termes élémentaires cela équivaut a la donnée d'un systeme

- -
{3:X" —=X , 31T —= 043X — X} i€obl, feF1l

verifiant les equations 'af ag af , V(£,g)l*, et ayant 1la

propriété universelle suivantes
Chaque systeme

{‘11”‘“" > X »Qp3qy —> q,j""‘—“x} 1€ Obl, fEF1L
avec qp'q =Qp., V(f,e)l* induit une seule fléche q:A—ﬂ-—XI

telle que
{‘ai-q=qi , Yieonl
dp*9=A¢  VYeer1ll,

et chaque famille de 2-~cellules
{Pigqiﬂ__d"aiSA

(ou {qi’ﬁf} = 3 = .3

autre systeme avec qf- qg=5

X} jcobl

fg' QtO’.co) telle que

ﬁf-PM=Pg'f' Qe VrerF1T,
induit une seule 2-cellule Wliq—>q:A—=X (ou g est induite
par {c‘li,ﬁr}) qui vérifie la relation },L-ai=p.i s VieObl,
Exemples 1, !/-Cat, oull est une catégorie multiplicative

a limites projectives. Soit CU une Z{-catégorie; alors la U-ca-
tégorie ﬂl a comme objets les foncteurs de I vers la cateéego-
rie |EZ] sous-jacente a €L. L'objet des fleches &I(F,G)' , ou
FoG:I—= I'Cxl,eat donné par le noyau

(s) €L (F,G)-——-‘* | |tt’ (Fi,G6i) —>= —"- [ I er(ri, Gj)

i€0obl a, i, JEOBL
f‘ElI(i 3)

'CX(Fi,G,j)f:'Cf(Fi,Gj) ] Vfﬁl[(i,.j),
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Pr(4,g,2) %= CULT) Pryp

pr(iydsf).gl=a(f'1)-pr91f *
2, Cat(E), ou E est a limites projectives.
Soit Cn(Cg,Cl,Qf,ch,l.lﬁnc) une catégorie interme a E; alors on con-

struit dtabord 02 comme ci-dessous

et puis on applique le dual du th,2.,3 pour obtenir C{

CI est caracterisée par 1l'isomorphisme suivant

Hom(x,cl)g Cat(I,Hom(X,C)) , X€EODbE ,
naturel en X, ou Hom(X,C) désigne la (vraie) catégorie
(Hom(X,Co),Hom(X,C,) ,Hom(X,3S),Hom(X,3 ),Hom(X, 1°),Hom(X,n")).
35 Fib(B). Si ptE—= B est une fibration, alors p est la fi-
bration dont les fibres et les foncteurs images inverses sont

definis par:

(Pl)"J(B);-(P"(B))][ ’ f;1=(f;)]z .

§5. Bimodules et tenseurs
Soit B une bicatégorie exacte,i.e. telle que les foncteurs
B(x,f) et IB(f,Y) admettent des adjoints a droite, VfcF1B.
La bicatégorie Bim(|B) des bimodules de B a comme objets les
couples (A,T), ou A est un objet de B et
T=(T:tA—a, N :Td,—T, pTsz_.—-T)
une monade sur A,

Une flache de (A,T) vers (A',T), appelée un bimodule, est un
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M=(m,?m.ym) '

m:;A* — A , qamzm’l"——g-m ’ Hsz‘“"—‘*‘m ’

(Qm et Yy _ sont appelées 2-cellules structurales de M) ren=-

dent commutatifs les diagrammes

mT'z‘_—“"—“'MT' T2m-ﬂ———**Tm ™T! ———————— Tm
™ ppt® Tfm
—r.'
P W Ty Yn Yl Y
)
mT! = m Tm m mT! m
Fm Ym $m
m'n.-r/ nT m
m.IdA' —» mT! Idim > Tm
?m Ym
“\ la Y
m m

Enfin une 2-cellule a:!l—->M' dans Bim(B) est une 2-cellule

atm—=m' dans [P qui fait commuter les diagrammes

mT?! ————m Tm ———————wm
m Um
aT! a Ta a
m'T'—“—'—'—"m' Tm'——-—-*—m' .
m' ym'

Le composé des bimodules

M=(m'?m’qm) M'=(m"Qm"Hm')
(4,7) = (A1,T) = (Art, )

est donné par le conoyau suivant



n Hm'

mT'm' ™ mm' M'@M

™'

(1es 2-cellules structurales en résultent).

Théoreme 5.1. Si [P est exacte et a cotenseurs, alors

Bim(B) est (exacte) & temseurs.
Preuve. Soient (A,T)cObBim(B) ,
{'ai:AI —A, 'afz'ai_.ajmn_- A}
le systeme definissant AE et (TE, pg,'ﬁgj la monade indui-
te par 1r=(T,PT,nT) . Alors pour tout 1€0bl, les triplets
Pi=(Tai:AI-—-A, pTairrzai_*-Tai ’ pT'aiarai'r‘ﬂrai)
constituent des flaches de (A,T) vers (AI,‘WI), tandis que

les 2-cellules

P.=T3,1T—=T3 Vr;i— jer1l,
sont des 2-cellules de Bim(B).
Le systeme cherché est

{Pi:(A,T)__a-(AI ,TI), Pfspiﬂpd} .

En effet, soit

{Mia(mi'@mi' Hmi)g(AoT)—"(ﬁ'vT')l mf=Mi'_- MJ}

un autre systeéme et sz'—arA; la seule fléche dans B qui vé-

rifie les equations
{k- 9 =m, , Yieobl,

k-3f=mf , VreF1l .

On munit k de la structure de bimodule de (A,T) vers (A',T'),

dont les 2-cellules structurales
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@k:TIk-ﬁ-k » Y skT'—k ,

sont déefinies par les formules
Si'%-“*‘?‘ml- » Vieobl

3y le=Hmi s Yi€obl.

Alors le diagramme conoyau contractible qui suit

T‘q’mi q’m
I 2 - i
T-9;- T+ k=T" m, > T9, k=T -my ~ m,
PT‘mi \_/
| N my
TtT-Tv m

donne PiGK -“_-'.Mi s Ou K=(k,?k,-,'9k¥), et de méme P_®KNM
Unicité.Soit
v . I 1
Kl=(k'$@k:!yk|)=(ﬂ ,TF )_"'"'(A'!Tr')

une fleche dans Bim(B) telle que M ~P.®K'; donc my est le

£ i
conoyau des 2-cellules suivantes
I
93" Py ket
7.9, - Tl kr=g, - (1) % k0 =, Thkr  (4)
93 Mgy

et, comme B est exacte et que k' est le comoyau des )Jg-k' ’

TI. (?k',il en resulte que ’ai.kl est le conoyau (h), d'ou '31""=m1

et de meme Gf'k'=mf ;s par consequent k=k' et par un argument

analogue K=K', |l

§6. Objets a limites par rapport aux cotenseurs

Soit P une bicategorie a tenseurs,

Définition.On dit que l'objet A de B admet des limites
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prgjectives (resp. 1ndug£ivaa) par_ rapport aux cotenseurs, en

, Ld ”~ A -
abrégé lim (resp. lim ), si la fleche diagonale

admet un adjoint a droite (resp., a gauche), pour toute petite

catégorie I .

On dit que A est a produits (resp. noyaux) par rapport aux

cotenseurs si pour chaque petite ensemble X (reap. pour la

catégorie .) la fleche diagonale

ﬁA:A-—y—Ax (resp. AA:A-——;—.A'::')

admet un adjoint a droite.
1.P=1/Cat; on a le résultat suivant:

’ . # . ~
Théoreme 6,1.Une U-catégorie T est a lim (resp. }im) si

et seulement si elle est a 7/-limites inductives(resp., projec-
tives), c'est-a~-dire si la catégorie |CL| est a limites induc-
tives (resp. projectives) préservées par les foncteurs
CU(-a) 2| 2Pt (e)
(resp. cr(A,-): |0 —U) .
Preuve.Supposons €0 & 7[-limites inductives.
Le U-foncteur _I..a_:‘cfl —=YT est defini sur les objets de ‘Cﬁﬂ par
L(F)=1igF , F:L—|¢Zl,

Pour F,G:Iﬂ\ﬁzlEObﬂzH} le morphisme

L G:‘ﬂfn(F,G) s CC(1igF,1imG ) Jim(Fi,1imG)

’ i

est induit par le cdne projectif suivant (diagramme extérieur)
PE X &I(F,G) PGeT

¢t (Fi,G1i) CL(FJ,GJ)
ex(l,6h) /
CI(Fy,
ez(i,c) ee(Fi,G]) (Ft,L) ex (1,¢;)
em:y/
€Z(Fi,1imG) = CY(Fj,1imG)

ee(F1,1)
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ou ¢ tGi—=1imG désigne l'injection dans la limite iductive
et T est le noyau (5).
La 7fadjonction L-14,0u

fx(_];HFtA) o2 aI(F’ﬂn) ’

stécrit

fX’(_l_j_._gl-F,.A).c.‘&‘Cf(Fi_,A) ,
ce qui exprime que 1le foncteu; (6) préserve les limites induc=
tives.
Supposons ¥ a :J:.}g_ ; alors on a un %-foncteur g:t:t“.--a
tel que LA , ou

CL(LF,A) a'I(F,M) .
ou

T (LF,A)~ 2imTU(Fi,A) . (7)

3
De (7) on obtient

ler)(4F,A)Y Jim|el(Fi,A)
de maniere naturelle en A;';ar conséquent LF est la limite
inductive de F:I - |€¥| dans |€f].
Enfin l1l'isomorphisme (7) exprime le fait que les foncteurs
(6) préservent les limites projectives, d'ou le résultat,
2, B=Cat(E); alors C=(C,,G0 05,85, 15 nC) est ﬁi_iﬂ (resp. 3__113_)
si et seulement si pour chaque objet X de E la catégorie
Hom(X,C) est a limites projectives (resp. inductives) pré=-
servéees par les foncteurs

Hom(f,C):Hom(Y,C) —— Hom(X,C) , fiY—=X€F1E,
3. B=Fin(B); alors la fibration p:E—=B est a j._i_m_ (resp.
'iég) si ot seulement si chaque fibre de p est a limites pro=-
Jjectives (resp. inductives) préservées par chaque foncteur

"image inverse",
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M ~
§7. Comparaison des lim aux lim

On a besoin des lemmes suivants:

Lemme z.l.Soient £

) @ TEEE— §
1u

deux flaeches dans une 2-categorie P j; alors les conditions
suivantes sont eéquivalentes:
i) f-Ju dans B ;
ji)a) pour tout objet A de Bon a B(A,f)- B(A,u) et
b) pour toute fléche m:B—~A de B on a

lB(m,X)- nﬁ= nB. lB(m!X) ’
ou MN,, Ty sont les unités des adjonctions a

1ii)a)pour tout objet A de B on a B(a,£f)d B(a,u) et

b) pour toute fléche m:B—A de I on a
B(er)' &A= EB' IB(m!Y) ’

ou £,, €, sont les counités des adjonctions a .

B
Preuve.i) =>1ii),1iii) trivial.

i1)&> 4ii), car on a les morphismes d'adjonctions [19]

B(a,r)
B(A,X) = ~ B(a,Y)
\B(A’u)
B(m,J{) _ B(m!Y)
P(B,f)
B(B,x) = = B(B,Y) .
lB(B'u)

ii),4di) = 1)
De b on obtient

ﬂn(x)'m=nn(x-m) s XxX3A—X ,
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a.onc

My (1y)-x=N,(x) , =x:A—>X,

n =nx(lx)31x-—-uf.

De méme on définit

E=EY(1YF) tfu— 1,

par E,(y)=t-y.
L'adjonction a au point X€ObIB donne
€y B(X,1)-B(X,£) Ey= B(X,f) ,
d'o&,an évaluant en 1x-,on trouve que
Ex(f)-fn=f
et comme Ex(f)= € f, on obtient finalement

Efefn =f,
Ltautre identite triangulaire se prouve pareillement.-

Lemme 7.2.S50it u:A——»B une fléche dans une 2-catégorie IB;
alors les conditions suivantes sont équivalentes:
i)a) pour tout objet X de P le foncteur |B(X,u) admet un

adjoint a4 gauche noté F_,de fagon que les carrés

X’ Fx
B(x,B) > B(x,A)
B(m,B) B(m,a)
FY
B(y,B) ~B(Y,A)

commutent Ym:Y _» XEF1IB 4
b) On a
]E;(m,B)'-llx;' T?.E'B(m,B) .
ou My, N, sont les unités des adjonctions a .

iii) La condition iji)a est verifiée ainsi que la relation
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’E’(m'A)' Ex"'“ EY. B(MQA) »

ou E,» Ep sont les counités des adjonctions ii)a .
Preuve.Tout revient a montrer que ii),iii)=>-1).
I1 est facile de voir que i) équivaut & la condition i') ci=
apres:
i')a) pour tout objet X de B le foncteur IB(X,u) admet un

ad joint a gauche F_,, tel que les diagrammes

x!
FX
B(x,B) >~ B(x,a)
B($,B)| B(¢,a) (11)
FX
B(x,B) > B(Y,A)

commutent V(sz—.-m' :Y — X,
b) IB(m,B)-Tlsz'IY'fB(m,B) s YmiY—XEF1IB,
Il est clair que i')=>1i1i).
Pour montrer l'inverse il suffit de montrer que (II) est com=

mutatif, ou bien que
Fx(x)r@ =FY(x-(P) s VXxsX—B (8) .

Premons

ﬂx:x.u—u-Fx(x) 3

en vertude ii)b on a

{h Tlxmznx-m:x-ma-—u-Fx(x).m
n

=N ‘m':x-m'— ua-F,(x) m!?
xm ' X 3 X( )
et

FY(x-m)=Fx(x)-m

FY(x-m')=FX(x)-m' )
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Par construction FY(x-@) est la seule 2-cellule gqui rend com=-

mutatif le carre

T
X-m xm -%?u-Fx(x)-m
X J u-Fx(x)-?
x.-m'¥ ~u-F_(x)-m!
T x(x)mt

arou (8).H

Corollaire 7,.,4.5i la 2-catégorie B est a tenseurs et co-

tenseurs, alors les notions de limites correspondantes coinei-
A ~
dent, i.,e. lim= lim,
Preuve.Résulte du lemme 7.2 et de la prop. 3.1.H

Corollaire 7.4.Dans une 2-catégorie b a cotenseurs les pro-

positions suivantes sont équivalentes:
i)L'objet A est a limites projectives paf rapport aux cotenseurs,
ii)A est a produits et noyaux par rappoft aux cotenseurs,
iii) (Kan) pour tout foncteur F:J-~1I, la fléche Afed™ A
admet un adjoint a droite, Ml

s ’
Corollaire 7.5,Les lim sur un objet A d'une bicatégorie D A

cotenseurs commutent entre elles,

Preuve.Résulte du lemme 7.2 et de la prop. 3.3..

§8, Comparaison avec les limites absolues

D'abord quelques rappels concernant les cosmos élémentaires [2@L[2ﬂ,
Soient P une 2-catégorie et IP une classe distinguée d'objets

de P, appelés petits objets .

On appelle profoncteur de A vers B un objet comma
) Ch
- (f!g)

tel que, pour tout couple de fléches miM—=A , ktK—~B , ou

A

B

M,KeP, 1la limite projective du diagramme
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m Bo 3 k
M - A =< (f,8) > B < X

appartient a P,

La floche f3iA—=B est dite admissible si 1'objet comma

A Qe 9

(£,B) B

est un profoncteur ,

1
Enfin 1'objet A est dit légitime si la fldche A— = —»A est

admissible. f

Un cosmos élémentaire est une 2-catégorie [P et une classe des

petits objets [P telles que:

Cl) P admet des limites cartesiennes projectives finies et P
est stable par ces limites ,
C, )Pour chaque objet légitime A, il existe un objet A et
une équivalence naturelle de catégories
r: B(B,A)~Prof(A,B) ,
ou Prof(A,B) désigne la catégorie des profoneteurs de A vers B.

On note YA:A———a-fA 1'image par r~!de A,_GL A2 S, ]

Cx) Si A est petit , alors A est legitime.
Cq) Si A est petit et f:A—>=B admissible, alors f: MA— [B
admet un adjoint a gauche Jf: 'A— I'B .

On dit que 1'objet A de P est absolument cocomplet si sa flo-

che de Yoneda Y, :A=—"[A admet un adjoint a gauche loxA:

A
1exA_*‘
A= T, A, lexx% Y, o
Pour comparer la cocompletion absolue-aux'ﬂim, on a besoin

du lemme suivant: . '
Lemme 8,1.Si A est absolument cocomplet, alors pour cha-

que fleche f:iX—-A, X petit, l'extension de Kan a gauche
Y

X m
f lg/
Aet s Y légitime,
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de £ le long de chaque m:X—-Y existe et est préservée
par toute fleche gi:X'—=X,

Preuve.Considerons d'abord le cas m=Y_3

x.
Yx
X > ["X
£ ar e
lex
A= A ra
YA

Des relations

1exK4 Y, » e e,

on tire que

lex, Ir- rf-YAzhom(f,l) .
donc

lex,- 3f=1axf.
En combinant le résultat ci-dessus avec le th. 16 [21] , on

achéve la preuve.l

Proposition 8,2.5i le cosmos B est a tenseurs et si la clas~-
se P des petits objets est stable par tenseurs, alors A absolu-
.
ment cocomplet entraine A a ;im .

Preuve.Découle du lemme 8.1.H

§9. Autres notions de limite

Soient B une 2~catégorie cartésienne fermée (i.e. telle que,
pour tout A€ObB, le 2-foncteur Ax— ; |B—I|B admet un Cat-ad-

Jjoint a droite) et P une classe d'objets de B.

Definition (Penon).On dit que l'objet A de |B est a Pwiim
(resp. P-iig ) i, pour tout objet IEP , la fleche

A:A—-——»AI )



-38-

admet un adjoint a droite (resp. a gauche), ou A est 1'image
par adjonction cartésienne de la projection AxI—A.
Proposition 9,1.L'objet A est a P-HM (resp. P-i_i;n_) si
et seulement si, pour chaque objet I de P, pour chaque objet
X de B et pour chaque flache f:IxX—>A, l'extension de Kan

& droite (resp. & gauche)

IxX > X IxX — X
PTy PTy

f f
“~ R(f,pry) resp. ™ L(f,pry)

A A

de f le long de la projection PTy existe et est préservée par
chaque fleche g:Y—=X.
Preuve.lLa fleche (i) admet un adjoint a droite si et seu-

lement si, pour tout X€ObB, le foncteur

B(x,A) ~ B(x,aT) &2 B(Xx1,4)
B(x,A)

admet un adjoint a droite Ry,de fagon cohérente (v,lemme 7.2),

ce qui s'exprime explicitement par 1'énoncé de la proposition.ji}

~ - ar
Remargues.lu. si PcP', alors une P'-lim est une P-1lim,
2° si P =Cat et P=classe des petites catégories, alors les
i~
P-1im sont exactement les limites ordinaires,

En fait on a la proposition geénérale suivante:

Proposition 9.,2.5i la 2-categorie E) est a tenseurs et si

P= {lﬂl/l petite catégorie} ,
ou 1 désigne l'objet final de B,alors
s W
P=-lim =1lim .
L4 4 v
Preuve.Résulte de la prop. 9.1, de la definition de 1lim
et de l'isomorphisme

(Im1)xYy 2 I8Y
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qui est une conséquence du fait que le 2-foncteur _xY:[B—[B

commute avec les tenseurs, parce que
Y
g ()7 . H

Proposition 9,3. Soit B une 2-catégorie cartésienne fer-

L4 .
mee; alors

i) 1'objet A est a jim ssi A* llest , YXcObiB,

ii) si de plus B est a temseurs (resp, cotemseurs), l'objet
.V A X
A est a lim (resp, lim ) ssi A l'est, VY XeOblb.

Preuve.i) On a le diagramme commutatif suivant

RS A ~ (45T
A (AI)X

Donc si A:A—»A' admet un adjoint & droite, alors il en est de
méme de AX, et par conséquent la flache BsAx-—-u-(Ax)I admet
un adjoint a droite,
ii) D'abord on établit 1l'isomorphisme
()% (5T,
a l'aide des isomorphismes
By, ()T o B(y,a) =

L) fB('ExX,A)]I N

~ B(Y X,A")

~ (Y, (a1)%) ,
et ensuite on utilise un argument analogue a i) pour les i&g.

Y
En ce qui concerme les J::I.m on utilise la prop.B.l.-

§10, Bicatégories avec "op"

Soit B une bicatégorie.

Définition.Un opérateur "op" sur B est une loi qui a tout
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objet A de B associe un objet noté AOP, de fagon que:
1) (a°?)°2 4, 11) B(x,a°P) = B(x°P,a)°P.  (9)
Remarque ,"op" s'lil existe n'est pas unique en général,
Exemples.1. Un "op" dans Urd, c'est le choix de 1'ordre
oppose.
2°, Dans Cat, on obtient un opérateur "op" a partir de la no-
tion de catégorie duale; de méme dans Mon, Gr (c Cat).

3, B=Cat(E); st c=(co,c,,a‘§,a'f,p°, ") est une catégorie interne

8 2 co op op
a E, alors on définit c°p (c°P 30’9 "uCTaCT Y par
op D op
o ° C Cc c cC ¢ c
Cop=co Cip-_-Cl L] ) - g‘ 'y a ...ao . }L = p y n =n .

45 B<U-Cat, ow U est symétrique.
si (ober,er, Cor sTpy) @8t une U-catégorie, alors on définit

(obex ™ e ¢ par

“rers n'a"’f)
obet®P=onlr , ¢r°P(4,B)=2¢L(B,4),

e2°?(A,B)@rr P(B,C) — e T (A4,C)
a(B.A% e(c,B) " ﬂt(c'.lA)
cr(c,B)®CY(B,A) Cer

5% B=Fib(B). Soit p:E—~B wne fibration et ZAp:B°P . Cat

le pseudo~foncteur associé; alors la fibration associée au

pseudo=foncteur

op - -
B oD Cat Moph Cat
” op ” “ - IF
notee p , est bien un operateur "op" sur ib(B).

Ses fibres et images inverses sont données par

(p°P)Y(B)=(p"(B))°P,
* [+
f(p°p)=(f;) P

s

respectivement.
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Proposition 10,1, 51 B a un opérateur "op", alors

I
1) (A°P) ~ (AI )°P  (internalisation de (9)11));
11) (1% A)°P~ 1°Px A°F,

Preuve.i) On a

.l&(x’(ﬁlop)op)c_{ B(xop’Aﬂ"p)op o

~ Cat(I°P, B(x°P,a))°P
~Cat (1, B(x°P,4)°P)
~Cat (I, B(x,2°P))

~ B(X, (1°P)).

ii) On a
B(1°% A°P,X) ~ Cat(L°P, B(A°P,x)) o~
~ Cat(L, B(A°P,x)°P)°P =
~Cat(l, B(a,x°?))°%
~ B@ga,x). B
P

Proposivtiom i<

. ~ ~/ M A
roposition 10.2.5i l'objet A est a lim (respe }im,lim,lim)
' ~ A A
alors 1'objet A°Pest a lim (resp. 1i p1im,1im).

Preuve.C'est la combinaison de (9)ii) et de 1la prope.3.1. M



CHAPITRE 1I

LES FINS CARTESIENNES GENERALISEES

On geénéralise les fins cartésiennes [8] afin
de donner une construction universelle de 1la

bicatégorie Pseud(lL,/A),

§1,Bimorphismes et fins cartesiennes geéeneralisees

Soient A une bicatégorie et YV une 2-catégorie,

Definition.Um bimorphisme T: AL A—Y est 1la donnée

1)d'une fonction T:0bAX0Ob/A — OBV ,

2)pour chaque objet A de A, d'un morphisme "partiel™

T(A,-): A—Y ;

on note

Gpg tT(AsT)-T(A,8)— T(4,%6) , ¥ (£,6)EA),

n — 1(a,I;) , VBEOBA ,

B'lT(A,B)
les multiplications et les unités resp. du morphisme T(A,—),
3)pour chaque objet A de A, d'un morphisme "partiel"

(o]
T(-—sﬁk)= A p-—a-V H
on note
fg V m*’
@ : T(gyA)-T(f,A) —T(fg,A), (fyg)e b
'B.
Nt lp(g,a) — T(Ig,A), VBEObA ,
les multiplications et les unitées resp. du morphisme T(-,A).
* - -~
A et IB designent les couples de fleches composables de A
et les fleches "identités" resp, de la bicatégorie A.

De plus, on impose que

T(ﬂvB' )'T(A!P)=T(A’!P')' T(?\rB)
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pour tout couple de 2~cellules de A

Exemples.1%Soit A une 2-catégorie; alors un 2-foncteur
T: A A—V
est un cas particulier de bimorphisme.
2. Un bimorphisme 7°% ] —=VY , est un couple de monades com-
mutatives sur un objet Vi
TT'=T'T,
nT'= T'n ,TRN'= n'T,
pT'=T'p ,TW = W T.
3%Soient F,G:/A—>[P deux morphismes de bicatégories;alors
B(F(-),6(-)) : A°KA—Cat

est un bimorphisme.C'est l'exemple typique,

Soient T : A°E \A—+V un bimorphisme et X un objet de V.

Définition.Un quasi-wedge projectif de base T et de som-

met X est une collection de fléches de V

{("’A ¢ X —> T(A'A)}AEObA

et de Z2=cellules de V

{wf t T(@ef,f) W, —> T(£,3¢)s wf}f‘EFlIA

de fagon que

Qw, )pout objet A de A 1e diagramme suivant commute




T(A,A)

A -
(ULAOYLA-U)A =r Wy ;
sz) pour toute 2-cellule A:f—» gitA—B de A le diagramme sui

vant commute

X
Wy /-TU-;_\% CIJB
~_ 7
T(AA) Wy T(B,B)

A THE) S

T(»,B
T(g.8)

ie. T(A,B)

waaT(A,g).wA_:‘T'(G\,B)-u)g"u-’; 3

QWB) pour tout couple de fleches composables A

de A le diagramme suivant commute

Be———C



T(A,A) Wy Wy T(c,C)

r.e.

?ﬂ. wco T(I,C)-mgoT(AJS)"’-’f- = ws;"q’g' Wy -

Par exemple un quasi-wedge projectif de sommet X et de base

le 2=-foncteur T 1 AP/A—Y (A= 2-catégorie)[8] est un cas

particulier de la notion ci-dessus,
Soient {wA,wf} et {6A’ Gf} deux quasi-wedges projectifs de

base T : A op,:/A-*V et de sommet X.

Définition.Une modification de {wA.wf} vers {GA, Gf}

est une collection de 2=cellules

{‘“A Py GA}Aé Ob#4

telle que le diagramme suivant commute



4G

b,
A (.U 'ﬂ‘l_b
TCAA) T(B,B) f:A—B
;
T(A4) T(4,B)
T(A,B)
i.e.
o'r(;x £)-m, = T(f,B) mype Wy o
péfinition. Le quasi-wedge projectif{ de base le

bimorphisme T AOPA_—;-V et de sommet X est dit fin carte carte-

sienne généralisée si, pour tout quasi-wedge projectif { .}

de méme base ot de sommet X', il existe une seule fleche
6 : X'—>X telle que

U‘)A'G = 6}'—\ . VﬁEObfA,

W, 6 = Go s VYfeF1A,
et si, de plus, toute modification {m;} de {6&'65} vers
{EA'E;} induit une seule 2-cellule m 3 6—6 (G est induite
par {GA'Gf}) telle que

Q)-m: m \{;‘\EObfA-
’

A A
w

Dans ce cas on écrit CartTST(A,A)
A

Remarque. Si on renverse le sens des 2-cellules u%,E%, @tCyare
dans les definitions ci-dessus on obtient une notion duale
de fin cartésienne généralisée, notee Cart ST(A A).
Si on suppose que les 2-cellules f,G}, etc,... sont des
identités, alors on obtient une notion de fin cartésienne géné-

ralisée, notée Cart-jT(A’A) .
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Exemples.1’,La fin cartésienne définie dans [8] est un

cas particulier de la notion ci-dessus,
2% Soient

T : AR , S+t A——V
deux morphismes et

0 : WxV—B

un 2-foncteur; alors la cofin cartésienne généralisée du bi-
morphisme

KB —(E28)wx V-2

est appelée O-produit deT et S, notée

T(;_)S = cart-g(m,sm y X = u,d,e.
2 )W=V, et V est & Cat-produits,
CO(-, =)= =X — VxV-—=V.
2b)\QE(b¥et V est a tenseurs,
O(-,—)=-88-: Cat xV—>V.
B:Soient
T :;ﬂaq»\&/ ’ S ﬂ\*dhwl
deux morphismes et
()WY —=B
un 2-foncteur; alors la fin cartésienne généralisée du bimor-

phisme

AR p —P08) ey () g

eat appelée { }—hom de T vers S:
X

{fr,s}x = Cart-S{TA,SA} s X = u,d,e.
3a)V%ﬂV’et'V est 2-cartésie£¥e fermee,

{—;-—} = (—)(H) YV Px Y ~—=V .
Bb)Wf-Calr: ot V est & tenseurs:

{-,-} = (-—)[—) . GV =V,
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3c) W=V et
{—; —} :\V(.-, -) - VOPX \\/-—‘*(Ecr.'}: .

§2.Existence de fins généralisées

Soient T @ /ff\o,?/,ﬁ\-—-ma-(f,at un bimorphiasme et QF(T) 1a categorie

qui a comme objets les couples

x = ({=,} seonn » {xelgerrm ) o (1)
ou x, est un objet de T(A,A) et Xgp est un morphisme dans
T(3f,3,f) de T(a"f'f)(xa,f) vers T(f,9f) (xg’f) de fagon que:

f g

i)pour tout couple de fldches composables A —— > B ———=C

de /A le diagramme suivant commute

C
g, (xp) % (x,)
g f,(x,) > &, (xy) =08, (xp) f % (x,)
egf
(ng)xa (? )xc
ng {
(ef),(x,) -~ (GF)C(xc)

ii)pour toute 2-cellule Asf—g ¢ A —B' de JA, le diagramme

suivant commute

(A )
£, (x,) A g, (x,)
e x
(ﬁB)x . ©
£ (xg) = > gB'(xb) ;

iii)pour tout objet A de A 1e diagramme suivant commute

N
*A (%) o, (Ty)alxy)

(n* )x\‘) / x,

R € 70 R E70

-
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On a posé pour simplifier lt'écriture
B A
T(Avg)=€A »T(f,B)=g ", T(ﬁrA);ﬂ ’ T(Bs9)=5\B! etc...
Un morphisme dans QF(T) de 1'objet (1) vers 1'objet
Y = ({v) acoba * V) rerrm )
est une famille
{"'A P X YA} AEO0bA

telle que le diagramme suivant commute

fA(mA)
£,(x,) ~ £,(y,)
Xe Ye
B B
£ (x) - (y_)
B fB(mB) B ’

pour toute fldche f:A—-3B de A.
Alors il est facile de voir que QF(T) est une catégorie;
on a les foncteurs projections

pr, i QF(T) ——=T(A,A)

définis par
pr, ({xg) BEObW{"r} feF1IA ) = Xy

T, ["‘A} AcObA “™a
et les transformations naturelles

pr. : T(A,f)-pr, —=T(f,B)-pr, , f:A—B;

A B
definies par
— - B
(prf)({xc} Axgt) = *e ° Calxg) = T(xp)
Le lecteur verifiera que le systeme {prA, pr%} est la u=fin

cartésienne généralisée de T.
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Applications.

1, Soient F,G: A—=B deux morphismes de bicatégories et
B(F(-),c(~)) +: A A—= Cat

le bimorphisme associe.

Dans ce cas les objets de QF([B(F(),G(~))) sont les familles

de fleches de B
{GA : FA— GA}A'EOb:’A
et. de 2~-cellules de|B
{Gf : Gf'G&f"—_’*a’f'Ff fEFVA

telles que
f g

i)pour tout A—>B—>C danslﬂ;le diagramme suivant commute

an

ii)pour Atf—=gi:A—=B dans #\,19 diagramme suivant commute

FP
e >

FA A FB

\““H______,,ﬂr”’f
G 3 2 ©p
A G#
A Gi// G8 3

Gg
iii)pour tout A€Ob/A, le diagramme suivant commute
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G(Ty)
Enfin les morphismes de QF( B(F(.),G(_))) sont les familles

de 2-cellules de B
{"'A 26, —> GA}AEOb/A

qui font commuter les diagrammes de la forme

i

Donc
QF (B (F(~),6(_))) = Pseud(/A,B)(F,6) [14],
ctest-a-dire
Pseud(A,B)(F,G) = Cart-jrlf;(m,m).
2, Soit M: 1 °* 1 —+Cat un bimorphisme, i.e, un couple de mo-

nades commutatives sur une catégorie A (v. ex.2,§1).

TONOL

Alors la catégorie QF(M) a comme objets les couples (a,h),ou
ac0bA et h:Ta-—»T'a, de fagon que les diagrammes suivants

commutent
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T2a. » TT'a=T"'Ta > T'!' a
Th Tth
Hr Moo
h
Ta = Tl'a
n
ii) a a _»Ta
w, h
T'a ,

" etn,n’ étant les multiplications et les unités des monades
]

T et T! respectivement,
Un morphisme dans QF(M) de (a,h) vers (byk) est un morphisme

fia—b de A tel que

Ta *>Tb

T'a = T'b
T'f

En d'autres termes

Cart-S\;(l,l) =otfl:g(1d) ’
ou d@?(ld) désigne la caiégorie des algebres par rapport a la
loi distributive

Id: TT' ==T'T (317.

Par exemple si T' est la monade identique sur A, on a
Aly(xa) = dlg(r).

Théorome d'existence de fins cartésiennes généralisédes.

Une 2-catégoriev admet des fins cartésiennes généralisées
projectives des qu'elle possede des objets commas et Cat-li-
mites projectives.

Par exemple, les 2-cat6gories{:at,ZL{ht,Cat(g),Fﬁb(g), Ord,

etc, sont a fins cartésiennes geénéralisées.,



Preuve, Soit T /AOPx A—-—V un bimorphisme,

F’our tout couple de fleches composables A £ B € .. C de

A, on construit le c¢cdne suivant

8)5< (g ,q¢
J;é‘meas)

désigne l'objet comma des fleches a et b respectivement, y et

x sont les fleches induites pat les 2-cellules
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et

m ° .
(34),,(gr)€ ?3! %”A

respectivement et enfin X est le Cate«produit fibré de x et Ye
D'une maniere analogue on construit pour toute 2-cellule
2:f —» g:A—~B de A et pour tout objet A de A ,des cénes dont

les bases sont

T(A,f) T(f,B)
(a,A) T(A,’)\)l (4, B) T(Q,B)l (8, B)
T(A,g) T(g,B)
et
lr(a,a) 12(a,a)

T(A,A)

/IR\NT(A,A)/’;:L\ T(A,A)
\M“aﬁ___:t,#” ‘H“~H__~,f”/

T(A,I,) T(I,,4)

respectivement, et ensuite en prenant la Cat-limite projective
de tous ces cones on trouve la fin cartésienne généralisée deé-

sirée.



CHAPITRE IIIX
BICATEGORIES RELATIVES A UNE 2-CATEGORIE MULTIPLICATIVE

Dans ce chapitre on "relativise" les notions
de bicatégorie, de morphisme (pseudo-foncteur)
entre bicatégories, de bicatégorie exacte,etc.
Ensuite on construit le produit tensoriel de
bicategories relatives, la bicatégorie polyno-
miale relative associée a une bicatégorie I
et a une bicatégorie ralativeiﬁ et enfin les
duales °9A,,@Pp,°BﬁPf etc, d'une bicatégorie

relative Jﬁ.

§1. 2-cgtégories multiplicatives

Une 2=-catégorie multiplicative est un sextuplet (V,®,I,x,2,p),

L3

ou
1)\/ est une 2-catégorie,
2)®:¥x V=V st un 2-foncteur,
3)I est un objet de V.
1&)“-) et sont des isomorphismes Cat-naturels
Ayt (UBV)OW == Ue(Vew) ,
’)\V:IGV-—':..-V ’

PyiVeI ==V,

Ces données sont assujetties & veérifier les conditions de co=-
hérence habituelles,
Une 2-catégorie multiplicative (V,®,I,a,9,p) est dite symét-

rigue si, pour tous V,HCObW’, on a un isomorphisme Cat-naturel
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s PR
5V'H.V@w wav

et la coherence usuelle,

Une 2-catégorie multiplicative (V,®,I,a,7,p) est dite fermée
si, pour tout objet V de Vﬂle 2-foncteur Voh:\ﬂ—¥ﬁl admet um
Cat-adjoint a droite (,)vs\%—%»%/, a savoir

V (vew,u) 25 V(W,U").

Exemgles.lo. Soit V une 2-categorie, Le Cat-produit des

objets V et U de V est défini par 1!'isomorphisme
V(w,vxu) = V(W,v) x V(v,U)
naturel en W,

Liobjet 1 de Y est dit Cat-—terminal si V(v,1)=1, veonV,

ot 1 désigne la catégorie terminale,
VYV est cartésienne si elle admet un objet Cat-terminal et si
le Cat=produit VxU existe,‘Vv,UGObvo
I1 y a beaucoup d'exemples de 2-catégories cartésiennes:

1a) Cat, la 2-catégorie de petites catégories, est cartési-
enne fermée.,

1b)‘Fib(§), la 2-catégorie de fibrations au dessus de B ;
tenant compte de l'iaomorphisme45 (ch.0), le Cat=produit des
fibrations p:E —=B et p':g'—Q—g' sera la fibration pxp', dont
la fibre au-dessus de l'objet B de B est le produit des fibres
pi(B)xp'!(B) tandis que le foncteur "image inverse" au-dessus

de FEF1B est le produit f;:«f;,. Donc .Fib(g) est cartésienne,

Elle est aussi fermée. Pour démontrer ceci, soit BEOb(B);

alors on a un foncteur Bf:(g,B)~—+-§ (ou (B,B) désigne la

’ Id g’
catégorie comma des foncteurs B =B < 1)

qui au morphisme f:C—-B associe sa source C,
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Il est facile de voir que QOB est une fibration avec la pro-
priété que, pour toute fibration P:E—B, on a
Fib(B)(3,p) 5 (B) . (1)
Si donc on se donne deux fibrations p et p', alors en utili=-

s t
sant (1) on définit la fibration pP par la formule

P'(8)= Fin(B) (= p',p).

1c) Cat(E), la 2-catégorie des catégories internes a E, ou
E est a limites projectives finies, Si C=(Co,cl,?}f',’a °F n®)
et D=(DO,D“'3 Qi,p.,ﬂ)sont deux catégories internes, alors le
produit CxD sera la catégorie interne

(Coan,ctxD“’angD a{""gt np’c" }“.Ds ncan ).
Si de plus E est cartésienne fermée, Cat(E) est fermde.,
2% V=U-Cat, 1a 2-catégorie des llcatégories, ou & est une ca-
tégorie multiplicative symétrique. Si ¥ etyf) sont des Z-cate-
gories, alors ‘CZQ/B est la /(-catégorie définie par:

obereh = obrIxobpd .

(czep ) ((a,B),(A',B'))=C¥l(A,A' )@ A(B,B') , eotc,.e.
U-Cat est fermée si U est formée & limites projectives,
En effet la {{~-catégorie ﬁa' a comme objets les //~-foncteurs de
E vers ﬁ tandis que, pour F,G:C’Z-—-)B Obéﬁt{l'ob,jat /BU(F,G)

est donné par le noyau

@4
/‘5 (F,6) —= | ] B(Fa, GA)"‘_*—’"‘ [ | A(ra,cB) (A B) ()
AceObTl 1_ A,BeObeX
ou pr(A’B)'a, et .pr(A’B)-gl sont les composes
A(Fa,ca)e &x(a,B) > B(FA,GA)® 5(GA,GB) —— > B(FA,GB) ,

19GAB comp,
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B(FA,GB)@ T(A,B) —~>1(4,B)8 B(FB,CB) --,E(FA,FB)a/E(FB,GB)
F,p®1
COH'[P.

B(FA,GB)
raespectivement, le g signifiant l'image de g par l'adjonction
U(v,u") = U(Vev,U) .
3. Une 2-catégorie multiplicative localement discréte est une
catégorie multiplicative.
4° soient Y une 2-catégorie multiplicative et I une 2-catégories
alors la 2-catégorie Fun(I,V) (v.[14]) dont les objets sont
les 2-foncteurs de 1 vers \ﬂles fleches les transformations
quasi-naturelles et les 2-cellules les modifications entre ces
transformations est aussi multiplicative.,
En effet le 2-foncteur
@ :Fun(T,V)xFun(T,V) — Fun(1,YV)
est défini point par point, i.e. pour F,GEObFun(L,V) on a
( FeG)szxon .
ou x désigne un objet, ou une fléche, ou bien une 2-cellule
de L. De la méme fagon @ est défini sur les fldches et les 2-cel-
lules de Fun(1,V).
Enfin l'objet "neutre" de Fun(l,V) est 1e 2-foncteur constant
J.v I =Y prenant la valeur I.
5% soit Il une 2-catégorie; alors la 2-catégorie 2-Cat(II,II)=I[11
des endo-2-foncteurs de l,dont les fldches sont les transfor-
mations Cat-naturelles et les 2«cellules les modifications entre
ces transformations, est multiplicative, le produit tensoriel

étant la composition.

Un morphisme de la 2-catégorie multiplicative (V,@,I,G,Q,P)
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vers la 2-catégorie multiplicative (V',s',I',q',g',P') consiste
a donner

1) Un 2-foncteur .YV’ :

2) pour tous U,VeObY, une transformation Cat-naturelle

Guv Pue’Pv — P(vev) , et
3) une fléche de v’
@0:1' — $1.

Ces données sont assujetties a vérifier les conditions de cohé-
rence habituelles.
Si les §,§ sont des isomorphismes (resp. identités), on parle

d'un homomorphisme (resp., homomorphisme strict).

Exemgles.l& Un morphisme de 2-catégories multiplicatives
localement discretes (=catégories multiplicatives) est un mor-
phisme de catégories multiplicatives.

2% Pour chaque 2-catégorie multiplicative‘wfle 2=foncteur

V(I,-): V—Cat

est muni d'une structure de morphisme (de 2-catégories multi-
plicatives) de maniére canonique.

3% Tout foncteur F:E—E' commutant avec les limites projec-
tives finies induit un 2-foncteur

Cat(F): Cat(E) — Cat(E')
défini par
Cat(F) (Do,Di,af,a?,p? n?)=(FD,, FD“Fa,?, Fa,n, Fu®, Fnl),

I1 est facile de voir que Cat(F) est un homomorphisme de 2-ca-
tégories multiplicatives,

4° Tout morphisme ®:U—~%’ de catégories multiplicatives
induit de manieére canonique un morphisme

P-Cat: 2Y-Cat — U-Cat
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de 2-catégories multiplicatives,
5% Tout foncteur F:B!—=3B induit un 2-foncteur
Fio(F):Fiv(B)—Fiv(B') ,
qui envoie la fibration p:E-——B sur la fibration associde au

pseudo-foncteur

gt °P ~ B°P Cat .
B —op B .

Fib(F) est en réalité un homomorphisme, comme il résulte du

diagramme suivant

B! P — ~p°P CatxCat ——Cat ,
F P (Pcp') -X-
Fiv(r) (pxp* )~ Fin(F) (p) < Fib(F) (»*) .
62 On a un homomorphisme canonique
R:Cat(E)—~fiv(E) ,

qui & chaque catégorie interne D=(D0,Dl,92,ag,pn,nD) de E asso-
cie la fibration R(D):E°’—~Cat, définie par

_ D D D D
R(D)(E):(Hom(E,Do),Hom(E,l)l),Hom(E,SO),Hom(E,al),Hom(E,}.L ) ,Hom(E, ") ).

7% si (¢h?,%):v;~vﬂest un morphisme de 2-catégories multi-
plicatives, alors le 2-foncteur
Fun(I,?P) :Fun(1,V) — Fun(I,V)
est aussi un morphisme de 2-catégories multiplicatives:

yFGz‘Pm’?G—»q?’(FeG) .

(Yog) x=Prxgn  PPXO X~ P(Fxecx)

(Ho)xzq)c, $ I _A_(PI .

Fun(I,¢) est un homomorphisme (resp. isomorphisme) ssi P 1r00t,
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8% Le 2-foncteur
¢: VvV,
defini par
P(x)=xo_ ,
ou x désigne un objet, ou bien une fléche, ou bien une 2-cel-
lule de V, est un homomorphisme de 2-catégories multiplicatives

(VV munie de la composition).

§2. V—Bicatégories
Soit (W,@,I,G,Q,P) une 2-catégorie multiplicative.

Une bicatégorie relative aV, ou une V-bicatégoria, consiste

a se donner:
1) Une classe d'objets A,B,C,..., notée ObA;
2) Une fonction
A(-,-):10b/A%0bA — 0bYV;
3) Pour tous A,B,CEObA, une fldche de V
(o) 4pct Ala,B)e A(B,C) — A(A,C) ;
4) Pour tout A€ObA, une fléche de V

(nA)A:I'—"ﬂ-cﬂ(A,A) :

5) Pour tous A,B,C,D€0bA, une 2-cellule inversible de V

AAB)eA(B.C)®A(C,.D) 19°A >~ A(AB)BA(®,D)
n (Gadeco A
/ \r
A(AC)eA(c, D) > /A(A,D)



6) Pour tous A,BEObA, deux 2-cellules inversibles de v

I@/A(A,B) SN

~ A(AABAAB)  A(A,B)eI Lo(ple ~AA,B)e A (B,B)

/—>A
1

A(A!B) A(A’B) -

(I:ﬁ.) AB "A

Ces données sont assujetties a vérifier les conditions de co-
hérence Bl) et Bz) ci-apres:

B,) Pour tous 4,B,C,D,ECOb/,le diagramme suivant commute

joi® OA

A(A,B)eA(B,C)eAC,D)8A(D.E) ~A(AB)eA(B,C)@A.E)
i@ a,A /
ch@ioi

%91 ?A#

z o

' / ! A
AA,C)® A, D)2 A(D,E) °n > A(A,C) 8A[E)
anm
%0[ /+
| [
A@,D)eA(DE) ~ AAE)

A

Bz) Pour tous A,B,C€0b/A, le diagramme suivant commute
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A(AB)BI®A(B,C)
1e(ny)y®!
_ ¢
2
10l,
AG.8)eA®BE BABC) — A ARBe ABC)
i
%@i 0%
Y
A(A.B)@/A(B.C) ARC)

Cas speciaux.a) Une W-bicatégorie dont les 2-cellules a,b,r

sont des identités est dite V-2-catégorie.

b) Une V-bicatégorie a un seul objet est dite catégorie

V cmultiplicative.

Exemples.l’, Les Cat-bicatégories (resp, Cat-2-catégories,
categories Lat-multiplicatives) sont les bicatégories (resp.
les 2-catégories, les catégories multiplicatives) ordinaires.

25 mh=Fib(§); on a le résultat suivant

Proposition 2,1.I1 y a une bijection R entre la classe

des ,Fib(g)-bicatégories et la classe des pseudofoncteurs F

de §°p vers la bicatégorie H'Bicatrzj

( dont les objets sont
les bicatégories, les fléches les homomorphismes de bicatégo-
ries et les 2-cellules les transformations isonaturelles entre
homomorphismes) tels que

i) Ob F(B)=0b F(B'), VB,B'€0bB et

ii) F(f)=Id:0bF(B')—>ObF(B), VY fEF1B,?:B—~B"
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Preuve. Soit P une .E&b(g)-bicatégorie; alors le pseudofonc-

teur R(P) est défini comme suit:
R(P)(B), VBEODB, est la bicatégorie dont les objets sont ceux
de JP, tandis que
R(P)(B)(X,Y)= JP;,(B) , Vx,veonP,
ou on a posé E&Y pour la fibration P(X,Y).
Enfin.R(P)(f),'Vf:B'—’B'EFlg, est l'homomorphisme qui est 1'i-

dentité sur les objets, tandis que

R(P)(£),y= P (£) :R(P) (B') (X,Y) —R(P) (B) (X,Y). M

3% Pour VY localement discréte on obtient la notion d'une
Qy—catégorie (4],

45 V:z—ﬂ,-at munie du produit tensoriel de 2—catégories (resp.
du produit de 2-catégories); alors les 2-(at-bicatégories sont
une notion un peu moins geénérale que les 2-Cat®—bicatégories
(resp. les tricatégories) de J.,W.GRAY [14].

5% V=U-Cat, ol U est une catégorie multiplicative fermée,
compléte et cocompléte; alors la notion d'une U-Cat-bicatégo-

rie, ou simplemant beicatégorie, est intéressante:

On a une classe d'objets, O0bA; pour tous A,BEObA, on a une
u-catégorie ﬂ(A,B); pour tous A,B,CGObﬂ, on a des U-foncteurs

TZASI——"‘A(A,A), BC S A(A,B)@ A(B,C)—-—vﬁ(}l,c) et enfin on

o
A
a des U-transformations naturelles asjofo®@l)—= o (1®9),

r: 2—o-(nel), €:P—5o{1@n), qui vérifient Bl) et Bz).

Si 1les a,r,e- sont des identités, on a les {-2-catégories.

Citons quelques exemples de telles structures:
(a) La Ab-bicatégorie Bimod des bimodules, qui est définie
comme suit:;

Ses objets sont les anneaux A,B,C,...
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S1 A et B sont des anneaux, alors Bimod(A,B) est la Ab-catégo-
rie des (A,B)=bimodules.
Enfin si M€ Bimod(A,B) et N& Pimod(B,C), alors leur composé

est le (A,C)-bimodule M®@N,
B

(b) U-Cat elle-méme est une U-2-catégorie, quand & est fermde
a limites projectives. On va esquisser comment on obtient les
2 -foncteurs de composition, Soient

F _ F .
e = =B = =&

quatre /{~-foncteurs, Définir un morphisme de /B&(F,G)ac;p(ii",ﬁ)

vers § (FF,GG), c'est définir deux morphismes

] | B(ra,ca) e | | C(¥B,EB) —-i-- l [C(F‘FA,C‘:GA),

AEODBTL BEObA A€0bX
fZ(A A') A(B,B")
] | A(Fa,Ga') ® | &(FB,GBY)
A,A'€0bx B,B'€0bp
g
_ _ Wa,av)
[ l &(FFA,GGA ')
A,A'€0DbCT

tels que les Q-et g-carrés commutent (§1,(2)).

On pose
pr,- f= | [ "H(FaA,GA)® | [ &(¥8,EB) = B(FA,GA)BCFGCA,GGA)
A€ObX BEOb prAa PT
GA
E » G(FFA,FGA)® &(Fca,GGA) = G (FFA,GGA)
FFA,GASJ' comp.,
et

PT(a,ar) E=K(Pr () 01) @ PT (5 Gaty)

A
ou K est 1'image par adjonction cartésienne du morphisme
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C(A A') B(FA,GA")
U(A,A' )@ B(FA,GAY) ® G(FFA,GGA')
evel
PB(FA,GA")

;B(FA,GA' )8 &(FFA,GGA!')

ev

C(FFA,GGA"')
La vérification est longue mais immédiate.
(¢) Passons maintenant & la bicatégorie U-Dist, des f-distrie=
buteurs,

Proposition 2,2.//Dist admet une structure canonique de

U -bicatégorie, si [ est un cosmos (i.e. est symétrique, fer-
mée, & limites projectives et inductives).
Preuve. Soient I et ;B deux //-catégories.
1) U-Dist(Er,p) est une % catégorie.
En effet si P,P:rr--+»5 sont des //-distributeurs, alors l'objet

%—Dist(a’,p)(?;‘l’) est le noyau suivant

A€ObT, BEOLRB \
\ M}B*.B)@ P(B,4)0CT(Apm")

$/(B',a")

ACODBO, A 'EObf.I
BCOBp,B'€ObP

9.=%
PT(A,A',B,B!) %™ "PF(ar,BY) |
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A, ,
f etant l'image par adjonction cartésienne du composé

P(8,
A(B',B)® $(B,A)@8l(a,a)e B(Br,a1) ()

Lo (%p q)AA')

Y 1 1
é(s-.ar)e?‘(s',a-)ﬂﬁ A

ev

\
P1(Br,ar)

et

P '9 -..:E‘ PT
(A,A',B,B') °1 (

A,B) '’
Fa » » #
g etant l'image par adjonction cartésienne du compose

$(B,A)
B(B! ,B)e? (B,A)®Z(A,A' )0 P'(B,A)

le
B(B',B)e&Z(A,A')e q’(B’A)L@?r(B,A)?(B'“

l®leev

Y

A(B',B)® ‘CZ(A‘T Yo P'(B,4)
4
B(B',8)eP'(B,A)0r1(A,A")

/
P55 Taa

P'(B',ar) .

ii)Les U-categories U-Dist(¢r,B) s'organisent en une &Fbicatégg-

ri..

Soient
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P b 4
—— .l — — -
| il - B &
P’ ¥
quatre distributeurs,

Définir un morphisme de u—Dist(a”E)(‘P,?fJ@ 'Z[—Dist@,ﬁ) (¥,¥)

vers u“Dist(a,ﬁ)(LPoct{,tPfaﬁ, c'est définir deux morphismes

T T da’(s,AJdp(B‘A) Ve w(cB) L (We)(C,A)
A CObEL ® Beobﬁl c,B) - LE oml (Yo P')(c,A)

’

']" | BB ped g /
. A')Mb’ BeP(B,A)e rr(A,A%) ® ) "P’(cjs’ g cle Y(c,8)®5(p,8)

A,A”EDb‘l‘_’Z ) B, BEOH
B,BEObS CCEOLT

Q

I I (L)u’o¢’JcCrA,)ECc:C)@(w°¢’)(C; A}EEICA:A;J
A A’cobry ’
cceobt

de fagon que les 9-etd-carrés commutene (v.(3)).

On pose

PPy ) ¥=Xc A" PTc a ,

ou pr est la projection
C,A

T T4 ®(8,A) T 8
AEQLEX BEObS B'EOb/B BGOb}B
BEOCb S ceobE

et ou xc,a est défini comme suit:

Etant donné que (Ve¥P)(C,A) est le conoyau (2),ch.0, il suffit
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de trouver deux morphismes

_j__'_‘f’(c B)® P8, A)@{ J¢’(B A}#?(BA) I l Y, B)lP(c 5)}
BEOb

}.L

u“’(t: B)®P(B,A)

BEO ObA
& S
v Lot | i e gy PCCB)
aj]m}” €.B)ep,p)oP(54)0 Bl Eobplwa A) Yic,B) }

v

_J‘L”H (c, a)eﬁ(s B)eP'(B/A)

B H’eob;&

qui rendent commutatifs les J-et 9-carrés.
On pose

p.-in -.in-- - F s

ou ﬁ est l'image par adjonction cartésienne du compose suivant

®(s, Y(c,B
Y(c,B)e (B, A)Q{‘ ]<1>(B A) (= ; I 1 ¥(c,B) )}

BEObB BEODB

1010prﬁepr§

N $(B,A) Y(c,B)
¥Y(c,B)® P(B,a)® P(B,a) ®Y’(c,B)

l 12evel
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1®evel

_ _ _ ¥(c,B)
Y(c,B)e ¥'(B,a)e ¥(c,B)

F
tp '_
¥'(5,0)e ¥(c,B)e ¥(c,5) ")

leev

®(5,a)e ¥(c,B) ,
et
- — A
v in )-1n(B,B')'E .
o £ est le morphisme suivant:

P(C,B)®B(BE)eP(B :A)e{ BI ob;sl W(BJA)"DCB'AJ © | p’ L,,.,«(C,BDWC,B)}
€ BEO,

lelelepr, ®pry

(B,B!

P(¢,B) 8 p(B,B )@ P(B/A)@P (B, A)CP(E: Mo Y, B) T ®

el
B’

= = ~ BA =
}(5,5’)8%:A)@¢’CB‘;AJ )6 V(B e lp’(c,g)wfffs)
i@evecvl
B(BE)e P(BA)e ¥ (c,B)
|
Y'(c,B)@B(B,B)aP (B A) .
On verifie avec peine que ce sont les morphismes déairés, d'ou

l'existence de k. L'existence de A résulte d'un argument analogue,

Toutes les autres assertions se prouvent a l'aide de larges dia-~
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grammes .M

Un autre exemple de -bicatégorie est Mat(%), oi U est un cos-
mos, définie comme suit:

ObMat(U)= les petits ensembles I,J,K,...

Mat(U)(1,3) est la U catégorie dont les objets sont les famil=

les (A €0b

13)1€1, yeg A3

pour (Aij).(BiJ)EObMat(U.)(I,J) on a

Mat(@)(1,9)((ag)a (8= [ T 5 Ay

(1,3)exIxg

6% V=Cat(§), ou E est a produits fibrés; alors la notion d'une

at(E)~bicatégorie, ou simplement E-bicatégorie, est intéressan-

te: on a une classe d'objets Ob/A; pour tous A,B€0b/A on a une
catégorie /A(A,B) interne a E; pour tous A,B,CEObAA on a des fon=-
cteurs ©,..: A(A,B)9 A(B,c)— A(A,C) et nAzl——*ﬁ(A,A) internes

a E, et enfin on a les transformations naturelles internes a E

azo.(oxi)“*'o-(ixo),f.‘caq-_.a..o-(nxi), {- can._._o-(;_xqj,
qui verifient les axiomes Bl) et Bz).
Un exemple d'une E-2-catégorie est Cat(E) elle-méme [11] .
Remarque.On peut supposer que,dans la définition d'une

Vbicntégorie A,laa 2=cellules 4, l,r ne sont pas inversibles

en geéneéral. On obtient alors la notion de Vbicatégorie genera=-

lisée (resp. catégorie V—multiplicative généraliaa’a).

<o * L I
7e Soit][ une 2-categorie; alors une categorie 1 ~multipli-
cative généralisée est simplement une 2-monade [161

I .
Une | ~bicatégorie généralisée est un cas spécial d'une 2-polyade.
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Soient MA=(0bA,A,0,n,a,l,r) , A;(ObA;A',o’,n',aﬁ!',r’) deux
V-bicatégories.
Un \Lmorghisme de A vera.Afcﬁﬁsiste a2 donner:
1) une fonection
F:0bA — ObA’,
2) pour tous A,BCObA, une fldche de V
F,pt A(A,B) — A’ (FA,FB) et

3) pour tous A,B,CEObA, des 2-cellules de V

AR BIBA(B,C) ———A(AC) I— T | AnA)
he®Foc Fac Faa
Giec

A, FR)e/A(FB, FC) =5 A(FA, FC) AFAFA)

Ces données sont assujetties a vérifier les conditions de cohée

rence ci-apreés:

Ml) pour tous A,B,C,DCObA, le diagramme suivant commute

AAB)®/A(B,C)oA,D) i®o ~ /A(A,8)8 AB, D)
o® o
a
. /A(A:C)G/ACCQDJ 5 ‘ m(’q, D)
LTI |
EBQFBD
569%0 1@@
8CD .
\ AD

A(FAFB)OA'(F8,FC) M (Fc F D) A(FA,FB)® K (F8,FD) ?‘”

{®o’

af

A (FA,FC) @A FC,FD)

—— AYFA:FD)
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2\12) pour tous A,BCObA, les diagrammes suivants commutent

T®A(4,B) Tl - AR ABAAB)
X Qe .
A(AB)
19Fs ®Fan
Fa
B (&V’
| ’ i 1
I®A'(F4,FB) Tra® = ATFAFA)AFA,FB)

A(AB)eI ieng = A(A,B)@A(B,B)
EA.B
L [#)
A(Asb) F ®F
a ol AB BB
e 199
/ v ien Y
A (FA, FB)8L 2 = A(FA,FR)@A'(FB,FB)
, o
1 £F.it\ o'
y
A (FA,FB)

Cas spéciaux, a) Si les A,Af sont des Vz—catégoriea et si les

2=cellules qu etgu sont des identités, alors on parle d'un !-2-
ABC A

foncteur,
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b) Si les A,A sont des catégories Y-multiplicatives, on a la
notion d'un morphisme entre catégories Y-multiplicatives.

c) Si les 2-cellules(?

etCJ: sont des isomorphismes (resp. des
ABL A

identités), F est appelé V-homomorphisme (resp. \U-‘aomomo:g_phisme

strict).

d) Si 1les 2"0911"1195(& sont des identités, F est appelé V-morphisme

unitaire.

Exemples. 1, V‘:Cat; alors les Cat-morphismes (resp., Cat=ho-
momorphismes, Cat—-2-foncteur, etc...) sont les morphismes ordi=-
naires [h],[lh] (resp, les homomorphismes ordinaires, les 2=fonc-

teurs, etc).
22 V=Finv(B), FiuNS (B).
Soient A,/A" deux E‘ib(g)-bicatér{oriea (resp. EibWS(_}g)-—bicatégories)
et R(A), R(A) les pseudo-foncteurs (resp. foncteurs) de B°P
vers H-Bicatp} qui correspondent &A,Al(v. prop. 2.1).

Proposition 2,3. I1 y a une bijection R entre la classe des
Fib(B)-homomorphismes (resp.fFib INS(B)-homomorphismes) de A vers
A/ et la classe des transformations iso-naturelles (resp. natu-
relles) de R(A) vers R(A). M
39 Pour V localement discréte, on a la notion de foncteur rela-
tif a V (ou V-foncteur).

47 VYV =2-Cat munie du produit tensoriel de 2-catégories (resp.
produit de 2-catégories); alors les 2- Cat-morphismes sont des
foncteurs quasi-enrichis ['lh__] vérifiant une condition supplé-
mentaire (resp. les morphismes de tricatégories).

52 V= U-Cat, oi 7 est une catégorie multiplicative. Alors un

'U:—Cat-morphisme, ou simplement un “‘morphisme, de la uﬂbicaté-

. /
gorie A vers 1la [[-bicatégorie A, est un quadruplet

(F, {Fﬁb}A,Beom ’ ‘[FABC}A,B.CEObA! { FA}AeobA)
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ou F est une fonction de ObA wvers ObA', ou F, 5 est un - foncteur

et ou FABC’ FA sont des {(~transformations naturelles satisfaisant

Aaux axiomes Mi) et 1\12).

Par exemple on a un [/~homomorphisme de la U/-2-catégorie ¥-(at
vers la u-bicatégorie Z(—[Dist, qui est 1l'identité sur les objets
et qui & tout [(~foncteur f de la {-catdgorie T vers la /[-catégo-
rie ‘h fait correspondre le (~-distributeur

Csz f-}(,_,F_)z{fz_u-,é (v.[67) .
6? \f::ﬁ','a.t(_E_), ou E est une catégorie a limites projectives finies,

Un Cat(E)-morphisme, ou simplement un E-morphisme, de la E-bica-

tégorie /A vers la E-bicatdgorie /| consiste 3 donner une fonction
F10bA—>0bA’, des foncteurs internes FAB:ﬂ(A,B)———a-ﬁ’(FA,FE) et
des transformations naturelles intermes q: ’?A qui vérifient Ml) et
ABC
M,).
Théoreme 2.4. Les Y/-bicatégories et les v—morphismes entre

(1]

elles constituent une catégorie, notée Y-Bicat .

Preuve. On définit 1la composition des V~morphismes

(F'FAA"?AR’A"’CJ"A) (G4Gpp  +YppprrYp)

A -~ B - C

comme étant le quadruplet

(GF’GFA,FA’O Faar + §oY(Fy ®F o )_’GF‘A,FA'(‘PAOHEA ) (5)

ou "o" et "." désignent les compositions verticale et horizontale

respectivement dans \\/

On vérifie a l'aide de larges diagrammes que (5) est un Y-morphis-
me de A vers C.

Enfin la composition définie plus haut est associative et unitai-
re a droite et a gauche.lll

[1]

On note {-Bicat '~ " (resp. Q-Bicat{ﬂ) la catégorie des [[-bica=
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tégories (resp. E-bicatégories) et des U[-morphismes (resp. E-
morphismes),

Théoréme 2.5. (Changement de base)

A tout morphisme (¢,go,?o)=W+’M' de 2-catégories multiplicatives
[1] [1]

’
correspond un foncteur de \V—Bicat vers VY_Bicat s Cette cor-
respondance étant fonctorielle.

Preuve. Soit A:(Obﬂ,ﬂ,oﬂsnﬂ,&m,&,ﬁ) une V-.bicategorie.
. ’ .
A //’5\ on fait correspondre 1la W—-bicategorio
= )
PA=(00PA,PA o0 p,1pn, 200 lopaTey)

-

ou3;

1) obPA=0b4 ;
2) (PA)(A,a)=PA(a,n) , Va,Acoph ;
3) PA(A,x) e’ PA(A,A") ~ PA(A,A7)

P

PLA (A, )0 A (4, A")}

4) 1/ — ﬁ-—_.pA(A,A)

-y

5)
DAQ, A0 DA(AAIE PANAT) ———FA MK )6 DA A" YBAR A} SABAISTSANNY
i C’b i@ ¢°A
(]oa’i _ (P _ ¢
‘r CP “f /@,
S{AA.A)eAA )} &' DAAA) ${AQ, Af)g/Au Aeh A A} mq;{ A(AK) e AKA)
® A@ 1 = ‘:P{o A&i} 43&& q:’%

| _ | . ! .
P AKA" S AU A) : ~ P{AK A6 AR A"} Py > PA4,A")
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6)
T1&’ PA(AB) SRTVLE. > PAR,A)PAA,B)
$-(g,21) = 6
i1 Y
d{10A(A,8)} P }=—¢M(A,A)em,s)}
7) )
S Bat’ 16 (" o )a — BALB) O PA B)
G- {[a"@b}
P ¢
: |
P{AA BT} — ~{A(A,B)eA(5, B

Py, |

A

?A(L\,ﬁ) :
Maintenant au V-morphisme
(GyGppr8ppcr84) 1 (OBAA, 037,10, Ly ) — (0bB,B,0p,ny, 1, L)
on fait correspondre le Y-morphisme (¢G,($6), ,(Pe), .. (e),)
de PA vers ¢B,oﬁ:
1) PG=c;
2) (P6),5=%6, 53



3)
SA(A, B)E' PA(B,C) A0 DM} — SANC)
‘?A
G, @ ¢G 2 a6y} ¢G,
¢B(GA,GB)L’¢!B(GB,GCJ :
)

$R(GA,GA .

Corollaire 2,6. A tout foncteur g:_-—-a-_@' qui commute avec

les limites projectives finies (resp. a tout morphisme U —=7,7

de catégories multiplicatives) correspond un foncteur de E-Bicat (1]

(1 [1] (1] ). Enfin le

(1] 3

vers E'=-Bicat resp, de 7{~Bicat vers U/ Bicat
morphisme canonique R:Cat(E)->[ib(E) identifie E-Bicat
une sous-catégorie pleine de Fib(g)—Bicat[l]..
En appliquant le théoréme de changement de base au morphisme
V(1,-):V— Cat,

on trouve sous chaque Vbicate’gorie A une (vraie) bicatégorie,

notée )ﬂ} et appelée bicatégorie sous-jacente a A

Pour une V-bica.tégorie A 1e choix des 'hom! objets A(A,B) consti-

tue en réalité un homomorphisme
A=) |APP <Al —V.

Théoreme 2,7, Si la 2-catégorie de base V est bonne, cl'est-
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a-dire si elle est a limites cartésiennes inductives et si les
2-foncteurs -@®V, V®- , commutent avec ces limites, alors le
fonc teur
‘._] 3 V—Bicat[l] r-—-Bicat[l]
admet un adjoint a gauche noté I[-].
Preuve, Soit I une bicatégorie; alors I[[] a comme objets ceux
de I, tandis que, pour i,jeobI[]],
I(I](4,3)=I(1,3)BT ,
oti T est 1'objet unité de V et ou @ désigne les tenseurs dans V
I1 est facile de démontrer, en utilisant les hypothéses, que I[I]
est une Vbicatégorie; on donne seulement les formules de défi-
nition de
o rr7+TITI(4,)® TII1(3, %) — T[I](3,%) ,
‘n.I[I] I ——I[T](1,4i) .

Ce sont
(olm])f,g'(gfeag)'éi =agf ’
(ﬂIm)i =E)li )
ou F? =I~:b;01 et ol les O désignent les systémes définissant

les tenseurs (v, ch,I),

Maintenant se donner un \ﬂmorphisme

F:I[I]—A ,

c'est-a~dire un quadruplet

(F, {Fij}i,jGObI[ !{Fijk}i,j,kEObEs{Fi}iGObI )

F:ObI[I] — Ob/A ,

Fijzlw](i,j)= I(i,j)RT — A(Fi,Fj) ,
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(1¢ij)=1)e(I(K@L) LIEK)mT
°1re;]
Rij® ik Fik
ﬁjk
\% ]f
A(F, HI®A(K,FK) g A, Fk)
A
T
I tel] 160)RI

les données étant cohérentes,

c'est se donner un quadruplet

~ N
(F, {?'13}1,JEObI'{Fijk]i,,j,kecubls{%i}imbl ) »
ou:
F=F:0bl —> oblAl

?1‘12 I(i,_j)-—*-lml(?'i,ﬁ.j) ’

IG,j)xIG, k) . ~I(,k)

- I
F f
EJ X ij ’E.Uk ik

|AICR:, )X AN, FK) TAJ(&,EH
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ces données étant cohérentes

F setc, désigne 1l'image de F, ,,etc, par l'adjonction
ij ij

V(X (i,5)n1, A(Fi,Fj))-Cat(T(i,5), Y(z, A(Fi,F3)) ),

c'est-a-dire un morphisme
~
FSI“"',A“
d'ou la bijection cherchée

[1]

Y-Bicat """ (I[T],A) 4 Bicat [l (L,IAl) .1

IEH] est un cas particulier de la construction suivante.
Soient /A une V-bicatégorie (Y est toujours bonne) et I une bi-

catégorie; alors la \Lbicatégprie polynomiale All] ost définie

par:

1) obALI]=0bIxObA,

2) ALK (i,4),(3,B))= I(4,3)m A(a,B) ,

3 Cprr) (3,4) (4,8) (x,0)=°1) 1 51® a ) apc
k) mmu?(i’h)sl'——*-ADJ((i;A);(i,A))

est donné par

I — A(A,A) 3
(“,,q)A 1,

I(i,i)8 A(A,A) .

De la méme maniére on construité%ﬂrn], Qﬂﬂﬂ]et ;ﬁ[ﬂ]'.
I1 est évident maintenant que I[T]est la \bicatégorie poly-
nomiale construite a partir de L et de la Y-bicatégorie tri-

viale I a un seul objet * telle que I(#*,%x)=I; donc
(1]

[1

Proposition 2,8. La catégorie Bicat munie du produit de

bicatégories opere a droite sur V-Bicat moyennant l'opération

de construction de la V-bicatégorie polynomiale, i.e. on a

i) ALTILTT = ALIxT], i1) ALLI~ A,
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et cohérence. .

§3. Vubicatégories exactes,

Soit A une V-bicatégorie.
On dit que [ est exacte si pour tous A,Beob/A, 1'objet /A(A,B)
est a limites projectives et inductives finies (ve cheI) et si

pour toute fléche f:B—»C de |A| 1es fliches

(4,B)~———/A(a,cC) (Cya)
A A(A,f) A A(£,A)

admettent des adjoints a droite dans V.

A(B,c)

Pour A une Cat-bicatégorie (=bicatégorie) par exemple, on retrou=
ve la notion classique d'exactitude d'une bicatégorie [6].

Proposition 3.1, /A exacte entraine |Al exacte. B

Théoréme 3.2, Si 1la catégorie multiplicative U est un

cosmos, alors la //{-bicatégorie 7/-Dist est exacte.

Preuve. D'abord les J/-catdégories L{-lDiat(’Cf,b) sont /{-com-
plétes et //-cocomplétes [6] et par conséquent elles sont & li-
mites finies projectives et inductives (ch.I).

D'autre part on doit construire un Z(-ad,joint a droite du &(—fonc-
teur

u-Did (&)

U-Dist(B, ) U-bist(er,5) ,

ou ¢:E’I——+,B est un {-distributeur de X vers 75 .
Soit donc V: a‘—‘““"'—i’:; on définit le //~-distributeur

Homor(‘:P,L?): }3—-+—+ﬁ’ par le noyau suivant

GH (B, A@ELAA)
A 2 oyt
Homa(‘b, Y)— [ l L;JCCJA)CP(B’ ) - i iLP(C,A) (e)
AEObe Oy AAEObEL

r "a=§-r
p(A.’A.) (4] pA ]
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pr(A,M)'a*’Y'prA' '

~ Ld
x et ? étant les images par adjonction cartésienne des morphis-

mes

Y, A)qJ(“ @ P(B,A) YOET(AA )————- Y(c,A)@rr (A A) ——=— an Yic, 4") eé

A :
Y, A‘)CF{B e $(B AY@EY(A,A") W(c,A'fp(B'A . P(p,A)—— W(C A")
_ 19"&“; 7 ev ’

respectivement.
i) Homa(¢,_) est un //-foncteur;

établissons par exemple les morphismes

U-Dist (er, B)(¥, ¥") - Homa,("’i—]yqa =~U-Disi(B,¢)(Hom o (BF), Hom,, (9 ) ()

comme le but de (7) est un noyau, il suffit de trouver deux mor-

Phismes

T Tv Y(c,A) Hom. (GW)(C,8)
Yc A) (c ——L-(—"- l IHoma@‘; Y)C,B) ome(B¥XC

Aeober
cCeobZ

»

, ,VCC Cley(c,A)etr(A,A)

[W(C/A Woma[fbw‘)( " e yotomy, (¥ Xc,B)eB (B, B)’

A, Aeobry A B,pecbp

C,C'eoble

Cceobc
tels que les q-et %rcarrés commutent (v.$2, (3)).
On pose
. k—A o
PT(¢,B) *=Zp" PTg ’

b

ou S;G est la projection canonique
C,A . (c,A)
] ]‘P’CC,A)W ) — ] A l“PCC,A)Lp
C,A

et ou zB est induit par les morphismes zél) ’ z(z) suivants
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{-I:Tw’(c,A)w(c‘“_}e Hom_ (6 ¥)c,®) - Hc’mcr CADICH)
l@ noyout (6) noyou (e)

A ; i ] ! J
{WWYC,A)LP{C’A)}@ {TA—FW(C,A) ¢’(B: ) Z(U A Y (C,AJ 'PCB A)
B

?
{e3, {63, Bo 4

\ {k Yy
P(B,AXOCL(A,A) . PeAeEEAA)
T Tween™ ol Toem }— T Twen)
' z

B

(1) A1)

2) A(
pr(A,A'). z]g )=yB2)'(pTA'®pr(A,A') ’

ou y(l) et y(z) sont les morphismes
B B

Yie,n) A wic,a) P BA% dp ) — o wic 1) YA W ) —~ WCA)

igev
et
V(e ) YA e 4y PBAIRELANG o Appirya, ) — e LA A0 1)
|ev
P49

respectivement,
La construction de A est analogue.
ii) Homcz(?,_) est //-adjoint & droite de U-Dist($,C), crest-i=~ ’
dire on a l'isomorphisme 7/-naturel

U-Dist(B, ) (8, Hom, (¢,¥))x ((~Dist(er, ) (8ed,y),  (8)
ou 2] est un Z@distributeur de;é vers ff,

Comme les deux membres de (8) sont les noyaux suivants



e , )
U-Dist (3, )6, Hom@@ l,,»))._:r“'rc ] Hamq @) cc,a)e("s) : T_Tﬂoma, @ q,xc:B,)'e(c,cJocaCc.a)op(a,s)
’ 9

§ 7
o aﬂ' ’ 7
U-Dist (e, e )6, W) ._._.._'[C“ A[ (e, A)(Q 2 CTY #W‘*’@ A,)E’(c,C}e(Q-@(C,A)e&(A,A)
’ S

on a un morphisme

Loy - L-Dist(B, €)(6, Homy (4,)) —U-Dist (er,8)(6-%, ¥)
dés qu'on peut.trouver deux morphismes E et G tels que les
9,, -et Qi—carrés ci=-dessus commutent,
On pose
Do,
P7(¢,a) § =P

ol Ef est le morphisme

g(c, B)

| 8 | ”oma(q} ¥)(C,B) ® O(c,B)e P(BA)

Peiel

Y
Hom g, ($9)(C, 8,2 “Pg o(c,8)0 (8, A)

evel

Y
Hom,,, (%, 9.)(c,8) @ P(8, 4)

(p5,-T)ed
J

$(BA

Yee, 4) PP A (5 4)

ev

]r
Y(c,A)
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ou x¥ est le noyau (6).

De méme on pose

A
pr(C,A,C',A').C=g’prC,C' ’

ou §' est la fléche

{ l l Hom, (G4)(c/) BECIBER)SF(®, B')}@E(c:c)oe ©,3) & P(BAY® et (AAY)

Pe,8)®
Hom,, (&), T S OCBBEEG e et gredie e etk
1 leBy,
Hom (e¥)(c)8) 88 BJE €l)c )e6(c,B)od(B A L(4,A)
evel

1
Homtt@’,\?)(cf BI®P(BA)@Er(A,A)

(pry-x)®l

Y
Yeein) T e h) @ EzCA,A )

evel

- Y( A eer(AA')
Ya’
Wl A7),

Les autres assertions se prouvent de méeme a l'aide de larges
diagrammes, i

D'une maniére analogue on montre que

Théordme 3.3. Si ¢L est un cosmos, alors la {-bicatégorie

Mat(U) est exacte.l



87 -

§4, Produit tensoriel de V-bicatégories et dualité -

a. Soient VY une 2-catégorie multiplicative symétrique, ot
A,B deux V.-bicatégories; alors le produit tensoriel de A par
P est la V-bicatégorie A définie comme suit:

1) obfep =ob/AxobB ;
2) (AeB)((a,B),(a',B'))=A(4,A")0 B(B,B") 3
3) (oﬂeﬁ)(A,B)(A',B')(A',B' )“{("A)M'A' 9("@)133'13'}" ’

ol est 1'isomorphisme canonique
A AN8B(8,8") /AR A)@B(B)B") 2 AAAYRAAA)S B(B,B)EBEY) 3

4) (Mpsp) s p) ={(np)a® ()}t »
ol t est l'isomorphisme canenique I =~I18I1
5) (aﬂalﬁ)a,a)(a',b‘xﬁ’:B”)(A":”a”)":“ {(afA )AA’A”A”‘ ®C&B)%,B”Bw}. S .
ou s est l'isomorphisme canonique o
A(A A)eB(BB)®AAA) e B(B,p)® A(A)A”) @ B( B/ 8")e A (A" A"y B(BY B”) .
ny A (A, AYRAG ANBARIAM AN A™) @ B(8,B)@ IB(8,8" )@ B(B, B )e B(B8") 3

6) (erB)(A,B)(A',B')={(TA}M'®(EB)BB'}-E .
ou t est l'isomorphisme canonique

1e/A(A,A' )8 B(B,B' )y I® A(A,a')01® B(B,B')

J— L]
7) ( !AQIB)(AJB)(A;B;)_—{(EA)AAJ' ® ("B)Bbr}' t ’
ou t' est l'isomorphisme canonique

Aa,Ar)® B(B,B')oI 2 A(A,A')®I® B(B,B')®I .
(1]

Proposition 4,1, La catégorie V-Bicat munie du produit

tensoriel de V-bicatégories devient une catégorie multipliecati=-

ve; en plus on a

A®I(TI~ ALTT. N
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b, Dualité. Soit V une 2-catégorie quelconque; on rappelle que:

Un opérateur "op" sur V est une loi qui a tout objet V de

V fait correspondre un objet V°P de V ae fagon qu'on ail les iso=-
morphismes naturels suivants
1) (VOP)Py v, 2) V(W,voP) V(WP ,v)°P,

Une 2-catégorie multiplicative‘wrarec Yop" est une 2-catégorie

multiplicative munie d'un opérateur Yop" de fagon ques

i) (Wev)°P s y°Pg y°P
Fwv

et ?WV est Cat-naturelle,

ii) 1°P A1
%o

Dans une 2-catégorie cartésienne, par exemple, munie d'un opé-
rateur “op"((at,iﬁt(g),pib(g), etCes.) les isomorphismes i) et
ii) ci-dessus existent toujours; en effet on a
V (X, (vxw)°P) 2 V(x°P, vaw) OP o~
a2 V(XP,v) x V(x°P, %) } P o
o VP, V) OBV (x°P,1)°P o,
~ VX, vOP) x V(x,wOP) &~
&QV(xivopX ”Op)
et
V(x,1°P) a2 V(x°P,1)°P o 4°P= 4
Un autre exemple est la 2-catégorie //~Cat munie de 1'opérateur
Yop' cité au ch,I.
Soient maintenant‘wlune 2-catégorie multiplicative aveec "“"op¥
et A une V-bicatégorie; alors la V-bicatégorie °PA est définie
1) ob°"A=0bA ;

2) °PA(a,B)= A(4,B)°P

3) (°or,ﬂ )ABC=("A)EEC P

par
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ou ¢ est 1'isomorphisme

A )P0 AB,0)%F oy {A(2,3)0 A(D, )}°®
4) (opp )p=p) ™ G,

5) (aOPA):\Bf(am)mc "¢,
ou Q'est 1'isomorphisme
A(a,B)°Pe A(B,c)°Pe Al(c,p)°Pa {A(a,B)eA(B,C)e AlC, D)}

6) t,

(Fop ) am= (4 ) ap -
ou t est 1'isomorphisme
19 A(A,B)°Pry {1@A(4,B)}°P
7) (lopg) ag=(lg) 5 -t
ou t' est 1l'isomorphisme
A(a,B)°Po1 {A(A,B)@I}Op .
Supposant en plus que \v est symétrique, on peut associer a /A

. ) o ) .
une autre \{blcatégorle/ﬂ P de 1a maniere suivante:

1) ob/AP=0bA ;

2) A°P(a,B)=/A(B,A) ;
3) (OA"F)ABC"(/A)CBA 2
oli s est 1'isomorphisme
A(B,A)e A(c,B) ~2 A(c,B)e A(B,A)
") (M pp) (H/A) ;

5)

05' ’

(Q/A"F) ABCD™ (aﬂ DCBA

ou s’ est lt'isomorphisme

A(B,2)8 A(c,B)® A(p,c)n A(D,C)e A(C,B)® A(B,A)

o

q

6) (;qc’P)m‘(gq BATT 9

ou s” est 1'isomorphisme

I8 A(B,a) 2, A(B,A)81



-90~-

7) (!,A'”P)AB:uA}BA'S ’
ou 8 est l'isomorphisme
A(B,A)eI X I®/A(B,A) .
En combinant ces deux espeéces de dualités on peut définir 1la
V-bicatégorie °FPA°P par
1) ob°FA°P=0bA ;
2)  °Pp°P(a,B)= A(B,A)°P , etc.

Proposition 4,2, Ltant donné une Y.bicatdgorie /JA,alors on a
1) |A°P|=lAlPP , a1)[o®a] =°FlAl,  111) |°PA°P|= °Pjnf°P,

ou les membres droits

des relations ci-dessus sont relatifs
a2 l'opérateur "op" classique sur Cat.

Preuve i) On a
0b] A°P| =0b AP =0bA=0b/A| =0b|A|°P
| AP (a,B)= V(1,A°P(a,B))
= V(z, A(B,A))
=|Al(B,a)
=|APP(a,B) .

ii) On a
°Tal(a,B)= V(1,°7A(4,B))
=V(1,A(s,B)°P) =
= \V(1°P,A(a,B))°P =
= V(1,A(»,B))°P
=|AKa,B)°P
= °PlAj(a,B) . A

I

|

i

Remarque. On a vu que, si la 2-catégorie de base V est
bonne a tenseurs, la construction de la \Lbicatégorie polyno-
miale A[I] est possible; si k{est symétrique, on peut construi-

re la V—-bicatégorie ﬁ@lB et finalement si V est ay'métrique avec
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“Wop!, on peut faire la construction des ACP, °Pp, °Pp°P |
Cela nous améne a la définition suivante:

Définition Une 2-catégorie multiplicative W’est un 2=cosmos

si Cl) elle est symetrique a tenseurs,

Cz) elle est bonne avec "op' .
Par exemple Cat,l[~-Cat (ol Z est un cosmos), Cat(E) (ou E est
une catégorie a limites inductives universelles), [[ib(B), etc,
sont des 2-cosmos,
Il est c¢lair que pour Wrun 2-cosmos on peut faire toutes les

[1]

constructions précédentes dans \ﬁBicat .



CHAPITRE IV
LES Y —2-CATEGORIES

Dans ce chapitre on étudie de plus pres les
V-2-catégories. En utilisant les fins carté-
siennes (ch,II,[8]) on transporte la plupart
des résultats sur les 2-catégories (transfor-
mations quasi-naturelles, modifications, 2-
catégories -commas, etc..) au V-cadre.

Enfin au §3 on définit les \Llimites cartési-
ennes et on donne des conditions pour leur

existence dans une V-2-catdgorie /A (th.,5.1l.et 5,2).

Les quasi-extensions de Kan s'ensuivent,

Soit W’une 2-catégorie multiplicative et notons%ﬁ,la catégo=-
rie des fléches de V.
Une \L2—catégorie est une catégorie enrichie a %é, ou une\Mfca—
tégorie.
Ih:\az—foncteur est un W’—foncteur.

On note \LQ-Cat la cateégorie des V- 2-catégories et des Nﬁ2-foncteurs.

§1, La V-2-catégorie Fun(/A).

LY

Soient\wrune 2-catégorie multiplicative, représentable, a Cat-
limites projectives finies, et /A une VY-2=catégorie; alors Fun(A)
a comme objets les fléches de\@j,tandis que pour f,geObFun(/A),

l'objet Fun(A)(f,g) est défini par 1l'objet comma suivant

Fun (A)Bg)
3 3

ABLa) ~—— ABRL33) (1)

@ t
A(l,g)\ ¥WHJ /r :

ARA,99)




ou 3f, 3f désignent la source et le but de la fldche f respec-

tivement, L'unité

est la seule fléche induite par

1
(TLA)‘"/ W)ﬁ.f
AR — AQYY)
Jﬁ\({k Au)

ﬂ (aﬂ") ‘all J 3

tandis que la composition

(°run(A)) ggni Fun(A) (£, g)eFun(A) (g,n) — Fun(A)(£,n)
est la seule fléche induite par la 2«cellule

Fun(A)(hg)® Fun(A)(gh)

26l \
A6, a.y.< e A geRGa)

AGA,2.9)0(3a,3.h) \__/ AGSA.)eA@ g3 k)

"’1 9! ARLI9RAGg,9,h)
foA(L,h) /A(g,t) {faet ‘A 6l

At 2s)@ARgAN) — AEAAG)SAR33)

RNy

AR} 3h)
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Lorsque Y =Cat par exemple, la 2-catdgorie Fun(M) a comme objets
les fléches de /A j; une fléche dans Fun(f) de f:A—B vers
f'sA'— B' est un triplet (&,b,m) ,

A—2 S A

o
B——¢ "y
tandis qu' une 2-cellule de (&,b,m) vers (&',b',m') est un cou-
ple de 2=cellules de A,(q:awa’,P:b—--b' ),tel que le diagramme

suivant commute

m'o Bp-f=f'.ccom,
La composition verticale dans Fun(A) est définie point par point,
i.e.
(ai@a—»aypsb—b' p(G:a~=2”,p:b' —> b")= (G« td—+»a’,pepib—=b"),
et la composition horizontale est définie par
(a:a—>a',pib—=b' }(Gid—+a,pib—=b')=(@a:d - Q'@ Fp:b.b— b.b' ).

ﬁvidemment on a deux \Lz-foncteurs

Fun(A)

B 1 (1)
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Proposition 1,1, Le span (1) est une catégorie interne 2

\V—z—Cat .

Preuve. L'unité i

A
,%ﬁ/%
A 1 A
k/af |

Fun (RA)
envoie l'objet A de /A sur l'objet 1,:A—A de Fun(/A), tandis

que la fléche i est définie par le diagramme suivant

/AcA )

/m @)Ly, 1\
/(4,8 \

'R_________/

1A=1a ACA,B)
L ‘///////

A(AB) ., !

o

Le V-2-foncteur de composition
c:Fun(/A)>A<t Fun (A) —» Fun(A)
envoie l'objet (f,g), ol I f=3g, de Fun(ﬁﬂ;?Fun(ﬂ) sur l'objet
gf de Fun(/A), tandis que la fléche
°(f,g)(n,k) Fun(A) (f,h)mmn(m (g4k)— Fun(A) (gf,kh)

est la seule fleche induite par la 2-cellule suivante
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{Fun () 3¢ Fun @)} ((1o), ()

a \

Fun (AL ) Cat-pt- Fun(M)(g.%)

;;3;///// \\\\\Et\\‘ ;/jif///// \\\\Ei\\\
ARIN) < AELIR)=ARg K ABgIK)
TR m, k
Al L) ALK
AR 3h) M(3ug,3,k)

N A )

ARL,3k)
I

A((gh), 9 (kk))

Proposition 1,2, i) Fun(._) est un foncteur de Y-2-Cat

vers \Lz-ﬁat.

ii) La correspondance

Fﬁn@ﬁ)
ﬁq T — g;// \\Ek
A A

est un foncteur de V-2-Cat vers la catégorie i‘at(V-Z—d}at) des
catégories et des foncteurs internes a V-2-cat.
Preuve. Soit F: A—~Pp un \/—2-f‘oncteur; alors le Y-2-foncteur
Fun(F):Fun{A) — Fun([B)
est défini comme suit:

Fun(F)(f)=Ff, YreobFun(A),
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ol Ff désigne l'image de f par le 2-foncteur sous-jacent a F.

snfin la fleche F‘un(F‘)fﬂ_ est définie par le diagramme commuta-
(=]

tif suivant

Fun(#)9) o (F)
un ’.8
% 91\ Fun(B)(F /)
~___
AQL2, ™
(34.2.9) T ABiay) & “~__\?

BC, 3.55) B3, R)

N
. \\ / |

(‘3" F'E; 9| FS ) . -

Soient F,G: B-—->/A deux V-2-foncteurs.

On appelle transformation unasi—naturelle de F vers G un

V -2-foncteur ¢: P — Fun(/A) tel que 3,6 =F et 3:¢=G; on la
note ¢:F =G: p—A .

La proposition 1.1 nous permet de composer verticalement les
transformations V.quasi-natureiles; en effet si T:|B — Fun(A)
est une transformation V—quasi-naturelle de G vers H, alors le

composé Toeg est le Y-2-foncteur

(e,t)

— w Fun (ﬂ\)% Fun (A) Fun(A).

Proposition 1,3. Les transformations V-quasi-naturelles

entre V¥-2-foncteurs de B vers /A constituent une catégorie, notée

Fun(lE:,/A)o B

§2, Y=2=-catdgories commas.

Soient V une 2-catégorie multiplicative représentable A Cat-

lirites projectives finies et
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'l
m

A

un diagramme dans V-2-Cat.

Définition. La \L2-cat6gorie comma de F. et F notée

1 2

[Fl’Fé]’ est la limite projective dans WL2-Iat du diagramme

suivant

]B E -;A_"" 'ao Fuq(ﬂ) ‘3, ’/A‘ F2 ({: . CE)

1

Tenant compte de la définition d'une transformation \Lquasi—

naturelle on a un diagramme

[F,R]

ayant la propriété universelle suivante: chaque transformation

‘V-quaai—naturelle

induit un seul Y-2-foncteur p:ﬂ)—*[Fl,Fz] tel que
gip=pi , 1i=0,1

.p=b
FF, ’

(3)
G

Ceci résulte des propriétds universelles de Fun(A) et de la 1i=
mite (2).

Remarque. La deuxidme équation de (3) exige la compesition
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d'une transformation \Lquasi-naturelle avec un W-2=foncteur:

Fun(BB) Fun(B) Pl Fun(C)
a3 6 all3 %3,
. H
c——— A =B , A e - = C
F F

Le premier diagramme nous donne 6H:FH=>GH et le second
He =Fun(H )G :HF = HG,

Proposition 2.1. )[FI,FE'”=Y\F11,|F2] .1

Proposition 2,2, Si V est a Cat=limites projectives et si

{Al ——-FL——""B,_ 4-__§‘__. Cl}

est un systeme inverse de diagrammes, alors

[2doF;, 1imG, ] = lim[r,,6,] M

§3. La Y=2=catégorie Funx(]',A),

Soient VY une 2-catégorie multiplicative & fins cartésiennes
projectives,:[ une 2-cat6gorie et A une v-2-catégorie; alors
Funu(I,%)(resp. Fundfl,m),ﬁg) a comme objets les 2=foncteurs
de I vers la 2-catégorie sous=-jacente |A] .

Pour F,G:T—>|A|, 1'objet Funu(ﬂ,m)(F,G)(resp. Fund(l,ﬂ)(F,G),
@F(F,G}) est la u=fin cartésienne (resp. d-fin cartésienne,Cat-fin)
du 2=foncteur

A(F(=),6(2)): I°I — V
i.e.

u d
Fun (T,A) (F,G)=cart- S_IA(Fi,Gi) ,Fund(]I,é*\) (F,G):cart—S/A(Fi,Gi) .

1 1

AI(F,G)=Cat-S A(Fi,Gi),

1
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Notons

_ Fun (L AYEG) Funy (LA)(F,G)

VN S
AF.6i) ="  AF.G))  AFiLG) ~_— AFG})

Gﬁ uk
A@\ AEY AOB\ ACF1 1)
A (FG)
A(Fi ;) A ,Gj)
N

ACFi,G:) - A(F,Gj)
m(m ﬁm}
/ﬂ(FI,Gj) -

les quasi-wedges qui définissent les fins ci-dessus, On traite

seulement le u-cas, le d-cas s'en déduit par dualité,

- L'unité nF:I—"Funu(I yA)(F,F) est la seule fléche induite par

le quasi-wedge projectif

1
ﬂ.V N

AFLFD) — AlF5. H)
ALFD) ACFL1)
AR F) .

Enfin pour définir les fleéches de composition

OFGH’Funu(Iy/A) (F’G)@Funu(l[vﬂ) (G,H) — F‘Uﬂu(ﬂsﬂ) (F,H)

on considere les 2-cellules

(&)
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Fun (T, A)FG)® Fua, (I, A)(G,H)

/ ie Gj

A(F,Gi)@Fun (T, A)(G,H) Fun, (1,8)(FG)e A(Gj,H;)

V w‘ \
A(Fi,Gi)e AlGi, Hi) AlF,G )@/NGJ i) Alr5.G)eh@Gj, #)
ie(; &1
©
leA@hD)  Awshe /

ACFi G‘)@/ﬂ (Gi, ﬂJ

A(F, GJJ@/ﬁ (G‘J, HJ
\

ACF] Hj)

\/

A/

qui constituent un quasi-wedge projectif de base A(F(-),G(-)),
d'ou la fleche (4),

On a un V-2-foncteur canonique J de #g:vars Funu(ﬂ,ﬂ) qui est
localement pleinement fidéle, c'est-a-dire pour tous F,G:ﬂ—*]ﬂ”,

la fleche de V

Jpgt /A}[(F,G) —Fun_(T,A)(F,G)

est pleinement fidéle, On peut voir ceci en prenant pour tout

VeOobY le foncteur
V(VyTps) s V(V, A (F ¢)) — V(V,Fun (II /A (F,6))
Cat-S_V(V,A(F:L,Gi)) cart-SV(v.A(Fi,Gi))
L s

qui est pleinement fidele.

Proposition 3,1, Funx(_,“) est un foncteur de la catégorie

(2-cat)°PV-2-cat vers V-2-cat,

Preuve, x=u, Soit GiJ—] un 2=-foncteur; alors le Wﬁz-foncteur
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Funu(G,ﬁ):Funu(I,M)——a-Funu(T,ﬁ)
est défini sur les objets par
Fun (G,A) (M)=M-G , M:I—|A] ,

tandis que Fun (G,A) est donné par le diagramme commutatif

MN

suivant
Fu &%A
Fun (T, AYM.N) ——2 . (T AXM-G,N-G)

\MG NGj)

AMa;j .NGj) \_,/’ AlIGy
G
§

A(LNGD) A(MGS, 1)

A(MGJ NGJ

Pour un VY-2-foncteur F: A , Funu(]l',F) est défini comme dans

le cas de prop. 1.2,

Proposition 3,2, On a les isomorphismes naturels suivants:

1) |Fun (1,)] ~ Pun_(1,1A)

2) Fund(a,m)&LFun(ﬂ)

3) Funx(I,mAi)_@_}_i_@Funx(],/Ai)

4) F‘unx(]I,[Fl,le)E[Funx(H,Fl),Funx(I,Fz)] ;

Preuve. 1) D'abord Ob]Funx(lf,/}ﬁ),=0bf‘11nx(],m]). Ensuite se donner
une fléche (resp. 2=cellule) de I vers Funx(ﬂ,m)(F,G) cl'est se
donner un quasi=wedge projectif (resp. une modification) de some
met I et de base A(F(_),G(_)):I°2 T — YV, dtol le résultat.

2) évident.

3) on a ObFun_(I,1imki)=0b lim Fun_(T,Ai) , car
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]Funx(ﬂ,£$EMi)l=Funx(I,IiEQMi;)

=thx(1r. ];}E’_I‘Ai\ )

=1im Funx(HJAil) .

=

D'autre part pour F,G:H-—-»lim]mil, on a

]

Funx(ﬁ,;;m#O(F,G)=cart-E%(lim%i)(FJ,Gj)

=cart-SjJ:l[1 As (F3,G3)

=‘:‘!_ll§ CaI‘t—Sjﬁi(Fd .GJ)

=1im Funx(I,%i)(priF,priG) ,

ou pri désigne la projection (dans \LZ-Cat) de limﬂi vers 1.
4) Les objets des deux membres de 4) sont égaux, car

jFunx(I,[Fl,F2])|=Funx(IJ[F1,Fg])

=Fun_(I [I7 ¥ ]

i

=[mnx(],Fl) ,F‘l.J.rlx(l.,F2 )] =
=£!Funx(I,F1”'JFUHX(H*Fz)D=
= |[Fun_(I,F,),Fun_(I,7,)]].

Ce qui reste a montrer est une combinaison de 3) et du fait que
les objets commas dans une 2=-catégorie commutent avec les fins
cartésiennes.l

Proposition 3.3. Si la 2=catégorie de base VYV est avec “op¥,

on a les isomorphismes suivants

1) Funx(ﬂOP, OD)OpQgFun;(I.M) ’
2) OpFunx(ODH,GRﬁ){EFUU;(I.ﬂ) ’
3) Funx(oplop’oaﬁop)EiOPFunx(E’ﬂ)UP .

ol X est défini par
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d, quand xX=u
i=4<i

u, Y x=d .
Preuve. 1) x=u. On a

| un,_(1°P,A°P)°P) = |run_(1°P,A°P)| °P -
—Fun_(1°P,| A°P] )°P -
=Fun_(1°%,|Al°P)°P
=Fun (I ,/A)) =
= |pun (1,B)] .

D'un autre cdté si FOD,GOP:HOP—h\ﬂ.IOP, alors

Fun (1°P,A°P)°P (r°P,6°P) =Fun (1°P,A°P) (¢°P,°P)

«°
=cart—S AOP (G:p, F;p)

1

u

=cart= 5 A(F:p,Ggp)
d

=cart= Siﬂ(Fi ,Gi]

=Fund(19m)(FoG) .

2) se prouve d'une maniére analogue et 3) est une combinaison

de 1) et 3). M

§4. V-modifications
Soient V une 2-cat5gorie multiplicative a fins cartésiennes
projectives finies et Jﬂ une W—Z-catégorie.
On définit la V-2-catégorie Mod(A) par

Mod (ﬁ):mnd(zz,l\) R

ou 2, est la 2-catégorie triviale
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Autrement dit, les objets de Mod(A) sont les 2-cellules de Al

£
S

tandis que, si

est un objet de Mod(A), alors Mod(A)(pu,p’) est donné par le

schéma universel suivant (qui existe vu les hypotheses sur V)

Mod(A)(M, 11+*)

AGB)

A(I’}‘L,)' wAA’Owﬁj' = m‘?f’o/A(P"i}wBB’ .

Cela veut dire que tout diagramme commutatif de la forme

X
© Gpp’
""’u'
A(AA) /A(B,B)
(5)
Alpd)
AA,P)

fees AL,1) 6,06, =G A(pr 1) G55,

induit une fldche unique G:X—>Mod(R)(P,M) telle que
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W *o=0 W G =
BB! BB' ? e e fo' ’
wAA"G=6AA' N wgg.-s-*é;gg, ]

et tout couple de 2-cellules

(Mype?Gar—=Caar » Mgt gt —Cppi)
tel que
A, £1)m, , 0 fo'“gff' ° A(£,B" )mgg,
Ar,gt)m,, ° 6,026, ° Alg,B' Jmgy,
(Les @AA' ,EﬁB' ,Eff' ,éégl sont tels que ,ﬂ(l,pﬁEiA,DE%g'=

fo,oA(p,l)GBBJ induit une seule 2-cellule
G

m
x T m )

. M oa (A) (p,p’)
S

avec

ahA'mzmAA':

“pptM=Mpp: -

Pour V=Cat par exemple, on peut décrire la 2-catégorie Moa(A)
comme suit:
Ses objets sont les 2=-cellules de ﬂ\;

Une fleche de

vers

consiste & donner un couple (2:A—>A',b:B—=B') de fléches de

;A et un couple (m:b-f —f'.4, nib-g —gt.a) de 2=-cellules de;ﬂ,
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tels que le diagramme suivant commute

nobty=Pr-ﬂ".om .
Enfin une 2=cellule dans Mod(A) de

(A:A—>A',b:B—=B',m:ib-f —~f!Q ,n:ib-g —g'-a)
vers

(@'sA—A',b';:B—=B',m':b'. f —f1.3y,n':bt-g—g'-a )
est un couple (E:Q-=a, Tib—=Db') de 2-cellules de A qui font

- 5 -
commuter les diagrammes ci-apres

v

a /

¥ m = F :

a
A /72\1" 4

b
B z;/ m'| B’ B
b

m*eG-f=f*"Eem ,
n'e g'gr.g'.'gon .
Revenons au cas genéral,

évidemment on a des \L2-foncteurs
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00 Mod (A) — Fun (A)

définis sur les objets par

3 A7 e

o
(o 1)
»

tandis que les fleéches (ﬁé)ﬁw et (§JHF sont les fleches uniques

qui rendent commutatifs les diagrammes

ModA) ) _CoM_ Fon(ALY)

AR,N) AB.B)
UJF\U
AQ;) Gj)

AA,B)

Mod(A)Xpp) — P Fun(A)a,q")

N’
93

AGA) ~—_~— /A5¥")

Wy
ALe) Als,t)

A(A,8)

respectivement,
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Proposition 4,1, Le span

Mod(A)

/s

(6)
Fun(A) Fun(A)

est une catégorie interne a V-2-¢cat.

Preuve. Analogue a celle de la prop.l.l.-

Soient maintenant F,G deux Y-2-foncteurs de B vers /ﬂ et n,f
deux transformations V—quasi—naturelles de ¥ vers G,

Une V—modification ¢ de M vers @ , notée (f:n'—.‘-}-B:F.-—_-}-G:B—*’-A '

est un VY-2-foncteur Cr:B—-*Mod(,{A) tel que "éa-q;-_—n,_a"f-q»:ﬁ;

Med(A)

(P . —
o 0,

n

vy
B ; = fun(A) -

Pour V=Cat par exemple, on retrouve la notion de modification
entre transformations quasi-naturelles,

La proposition 4,1 nous donne un moyen de composition de
\d—modifications. Plus précisement, si H est une thodification

de € vers m:F=>G:B—>A, alors le composé Yy-¢ est le V-2-foncteur

B (9.9 -'—Noc,(fﬁ)?i\lf"lodf/h) <
un(A)

Wﬁod(ﬂ),

o € désigne la multiplication de 1la catégorie interne (6).

L4 -
Proposition 4,2. Etant donnes deux V-2-foncteurs F‘,G:IB—-*/A,

les \Cmodifications entre transformations \Aquasi—naturelles de

F vers G constituent une catégorie, notée Fun(B,A)(r,c).H
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Pour la définition de la composition horizontale des \Lmod:—
fications on a besoin de la proposition suivante:

Proposition 4,3, Le 2-graphe

5 :
Mod (A) ==t Fun (A) =z A (8)
'5‘, i

est une 2—catégorie interne a \Lz—Cat.

Je
Preuve, Comme les spans Mod(ﬂ)a__._‘—‘f‘: Fun(/A), Fun(/A):é-':,ﬂ -

1 H

sont déja des catégories internes a V-2-Cat, on va déterminer
la troisieme loi de composition (composition horizontale), c'est-

a-dire un Y-2-foncteur

< #Mod (A) X Mod(A) — Mod(A)

qui vérifie certaines conditions de compatibilité [4], ou la

source de C est le produit fibré du cospan

Mod(A) Mod(A)
51\ /
Fun(A) Fun(A)
AT
C envoie l'objet
. $
: \37_'/
de m4od(A)><|Mod(ﬂ), sur l'objet
A
1
A//fﬂI;;HH\C
N~—

-9
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de Mod(fA) .

Soit la situation

A
A
Fla)s k(f.)h
B .
F <‘{T)3’ kf(f...)h
c c* ’

alors la fleéeche

Sy Mod(A)2, B)>< Moa(A) (X) — Mod () (43 ,1¥)

est la seule fléche induite par le schéma commutatif suivant

Mod(A)J1) % Mod (A)(x")

Mod RO Gat-p Mod (G, 1)
\ / Dp \
AAA) ' ABY)
AL ) AL) ALK)
(AB) ABC)

oy

ARL) -
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5i donc on se donne deux V-modifications q&:n$8 :F=> G:B—=A et
q:"zn' = B :G=H:IB—~ A, alors on définit la composition horizon-

tale (]'oi(P” par
EJ C@-‘Cf ) c

Mod(A) ?ﬁ Med (A) Mod (A) . (3)

Tréoreme 4,4, Les Y-modifications de transformations VY.qua-

si-naturelles entre V-2-foncteurs de B vers A constituent une
2-catégorie avec lois de composition données par (7) et (9); on
la note Fun(B,A).H

Remarque, Il est clair que, si §:B— Fun(A) (resp. ¢:p>Mod(A))
est une transformation VY-quasi-naturelle de F vers G (resp.\\f-mo—
dification de n vers n!'), alors le 2-foncteur sous-jacent
10] 2}B] —~ Fun(lA]) (resp. l(f|:|LB]——rMod(]A])) est une transformation
quasi-naturelle cel|F| vers |G| (resp., une modification de ]n|
vers ]n'] ).

Proposition 4.5, Pour tous A, B ,f€0bW~2-Cat, on a un quasie-

foncteur {lh] de composition
Fun(A,B) x Fun(B,C) ~>Fun(A,C)
qui est associatif et unitaire.

F'reuve, Soit la situation suivante

F

F
A B35 __C .
G 5

On va déterminer une \/_modification de Gn.gF vers 8G-Fn s Clest-
a-dire un V-2-foncteur (fn):A—=Mod(C) tel que _af-(ﬁn) =BG~ Tn
et O (M)=Gn-BF .

(Bn) envoie 1'objet A de /A sur la Z=cellule de ‘ﬂ:]
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FrA i Faa
Bea 161, nV Gea
GFA — GGA .
GnA

Pour tous A,BEObA 1la fléche

(Bﬂ)ABWA'B)‘"*M"dW“9'lruA'“”mB) (10)

est définie comme suit:

Les 2Z2=cellules

A(A,B)
GIW (66Jp
(CIINS (Gl
C(?‘FA,F-"FB) C(EGA E6B)
Fun(() B:p3068) Fun(a:)(Gnﬁ,GnB‘] )
L, Brp) C@Gnysl)
F" FB G'h’sﬂ |
!
C(EFA.EFB}-% C GB
C(Bpyl) (GraGre) fJ'.f[I,G'nB ~ ClGFA, see)

C(8,1)

C(FFA,GGB)
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A(AB)

he \

(GG
/

(FF),
(Fr
C(FFA,EFB)

C(GGA,GGB)

Fn"(cx?"ﬁ:?ﬂa) FLI‘?(CJ(EGA,GGSJ
C(1,Fny) C(Bz4r1)

N~ ' <

c.I':'Eﬂm, fﬂ.a Cdg&‘, 9(,5
' |
C(FFA,FaB) «——— C(FeA,FaB) ) (FGA, GGB)
N ©Fa,,0) C(L, Be

‘E( ((ﬁnA!L}
C(FFA,GGB)
constituent un cdne de base
C(FFA,GFB) _
€(1,6.,) G?(l,lfns) C(GFA,GGB)

AN

Wﬁ'”

C(I8hg)s 1) C@eAGES)

4&»1)

est le sommet du cone

CV
C(EFA,EFB) C(L'w]lﬂi B) C(FFA,@GB)
C(l,Fna) / =
C(FFA, FGB) €1, bgg) C(Frys1)

18]

/

C(FGA,GGB)

et comme 1'objet Moa(A) (18] nj )
B

?
nl,
universel de méme base, on a la fléche demandée (10) ,

La démonstration des autres assertions est laissée au lecteur.il]

85. \V-quasi-adjonctions et ‘V-limites.

Soient
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F
Az =~ B
G

des V-2-foncteurs et n:IdA:syGF, E:FG1¢>TdB deux transfor-
mations VLquaai—naturelles (resp. %Lnaturelles).

On dit que F est \Lquasi-adjoint (resp. \Ladjoint) a gauche de

G si
F=¢F-Fn , G=Ge-nG .

On dit que A est a x—V—limites cartésiennes projectives (resp.

xJV-quasi-limites projectives) si pour chaque 2-catégorie I 1e

Y -2-foncteur diagonal

(r)
Ax A

Funx(]f ,A)

admet un V-adjoint (resp. wtquasi-adjoint) a droite.
En dualisant on peut obtenir les x-V~limites cartésiennes (resp.
xjv-quasi-limitea) inductives,

Théoreme 5.1, Si 1a V2-catérorie A vérifie les conditions:

i) JA] est a x-limites cartésiennes projectives,
ii) pour tout VEOLY, pour tout A€ObA, il existe AVeObA tel que
nos VIV, A, A)) & LA (x,4Y)
de fagon naturelle en X, et
iii) le 2-foncteur
=)'+ 1Al —| Al
commute avec les x-limites cartésiennes projectives,
alors A est a x;WLlimites cartésiennes projectives,
Preuve, On va définir un VY-2-foncteur
ZprronfT,A) — A
de la fagon suivante:

Pour le 2-foncteur F:I}—»¢ﬁk0b?unx(frﬂ), on pose
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x
éﬁ(F)xart-x-limF ,
ou la cart-x-=limF est dans jA’.
-

La fléche de VY

(E;E)FGzFunx(I,A)(F,G)—Aruﬁ(cart-x-iigF,Cart—x—iigc)

correspond par l'isomorphisme £, a la fleche

(,A F ‘cart'x'liPF'——*(Cart—x-£igg)Punx(H’m)’

ou bien-vu l'hypothese iii)— a la fleche
X . s . Fun, (T, A)
(jéI:)'.cart-x-l%mFl——h-cart—x—l%m(Gi )
i [

La fléche (10) compte tenu de la propriété universelle de

cart=x=lim est induite par le guasi-cdne projectif

cq,!*l—_‘_l'_r_n Fe

ﬁ
Fr
A
Gf. /G\‘
G J
-
G'Fun,((]', A) ‘Fuﬂx(lf}ﬂ}
¢ (prh%élﬂ) Gy )

ou l'image de (A) par l'isomorphisme T, est

Fun, (I,A)EG)

A(Fb G’GJ
k /(FF 1y

A(FI,GJ

~testefedire lo quesi-wadgs qui définit Fun(T,A)(F,G) .

(11).
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four etablir la \Ladjonction

§ ptPun, (LA (A8 (), 7)o Aas £ ()
ou bien

?A,cmart-X-limA(A,Fi)fM,Jﬂ(A,cart-x—limF)

]
t

on définit @A P comme ci-dessus et Q;LF par le diagramme com=-
] iy

mutatif suivant

AlAF)

A(AJ F )

ou {pi,pf} désisne le quasi-cdne projectif définissant cart-limF.J
Remarques 1% Dans le cas ot V=Cat, les conditions i), ii)

et iii) du théoreme ci-dessus équivalent 3 la condition i),

En effet dans ce cadre-13, la condition ii) exprime le fait que

la 2-catégorieuﬁ est & cotenseurs, donc i) = 1ii) .

D'autre par l'isomorphisme

(cart—l}mxi) o) cart=1imX;
t t
est toujours vérifie, car

.A(A,(cart-}igxi)l) EAAA(A,cartvklmxi)I A

—

2 (cart=1im A(A,xi))I s

Qicart—lim‘ﬂ(A,Xi)I Ay
N~ ecart-=1im ﬂKA X I) o
- ;. ¥ i —

o %(A,cart-mx} )
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et par conséquent i)=-=1idii) .
2% Si la 2-catégorie de base YV est fermée, 2 limites cartésien-
nes projectives, alors les hypothéses du.th,5.1l, sont aussi
P s # Y . V »
verifiees pour W}con31deree comme -2=categorie.

Théoreme 5.2. Soit A une VY-2-catégorie; alors les conditions

suivantes sont équivalentes:
i) A est a x-V-limites cartésiennes projectives :
ii) a)Lﬂ} est a x-limites cartésiennes projectives et
b) les 2=-foncteurs représentables ﬂ\(ﬂ,.ﬁ):J//‘{”*V préservent
ces limites.
Preuve, i)=>-1ii).
Supposons gqu'on a la \Cadjonction
(1) x
Ax “Lé‘] ?
alors pour chaque 2=foncteur Fﬁ[*ﬁ¢ﬁ’et chaque objet A de;ﬁ,on
a l'isomorphisme
run_(1,A4) (A7(a),7) 0, Aa, Lg(F))
x ) x 1] [ !1___‘[
naturel en F et A,
Tenant compte de
(1) :
Funx('J[,/A) (Ax (A),F)mcart-x-}_}i_in A(A,Fi) ,
on obtient

cart-x-1im A(a,F,)oy A(a, 4r(F)) (12)
L

de fagon naturelle en A, et par conséquent

cart—x-&i@|4”(A,Fi)Q$JMi(A,géE(F))

X
de fagon naturelle en A, donc féH(F) est la x-limite cartésienne
projective de F, d'ou ii) a e

, # X
b) résulte immédiatement de (12), si on remplace ﬁ?E(F) par
22

cart=x-l1limF,
—-———
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ii) =>1i) x=u .

u
/51 est défini sur les objets de Funu(I,/A) (=2-foncteurs de

T vers J/AI ) par

uw
éI(F‘)zcart-u—limF ,

tandis que la fleche

(é?;[ ) pg t Fun, (I,A) (F,G) —~ A(cart-u-limF,cart-u=-1imG)
2]

cart-u-l:}m A(cart-u-limF, Gi)
[

est induite par le quasi-cdne projectif

{A(qi’Gi )6,. ’ A(qu Gajf)‘GQ,f e A(q&fgf}a'f)'gf}

Fun (T, A)(FG)
oSN
- - \—‘_—/
AFi,G1) 6 AlF»Gj)
A(LGH) A(FLL)
ACFiG)) ' Alg;,1)

o) @

A(‘ia*l)

Y

Alcact-u-limF, Gi) ~A(cart-u-limF,Gj)
¢ A(L,GE)

ou {-qi’qf.} est le quasi-cdne projectif qui définit cart-u-1limF,

YA partir de 15, on pr‘oc‘ede exactement comme dans la démonstra-
tion du théoreme précédent..
Soit F3: I-=J un 2-foncteur,

Théoreme 5.3. Si la VY-2-catégorie A vérifie les conditions

suivantes
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i)lAl est représentable a Cat-limites projectives;

ii) les 2-foncteurs A(A,.}:Iﬂlﬂ—v préservent la représentabili-
té et les Cat-limites projectives,

alors 1le \L?-foncteur

T

J
A——— Fun(T,A) Fun(F,A)

» Fun (T ,A)

admet un %Ladjoint a droite extF(_).
Preuve, extF(_) est défini sur les objets de Fun(I,A), i.e.
les 2-foncteurs P:I— |A|, par
oxt (®)(j)=cart- $(1)T (IF(1))
: 1
ol ?Ti)J(j’F(i)) désigne le tenseur de 1l'objet (i) de |A] avec 1a
catégorie J(j,F(i)) et la fin cartésienne est dans |Al.

L'isomorphisme
AI(s,extr(‘#)) ~ Fun(I,A)(sF,P),

\V- naturel en S:ﬂ—*]m,s'obtient de la fagon suivante:

AI(S,extF(‘P))=Cat—S.A(S(j),cart—S_‘?(i)J(‘j’F(i))) (ALJ)
J 1
sicat=§ (eare-| A(s(a),p(0)7 (P (1)) (2)
J 1
f\;cart-S(Cat-Sxﬁ'-\(s(j).‘i’(i))H“’F(i”) (2)
i J

nccars= A(sP(1),P(1))=Fun (L, 4) (sF,¢)
1

ou (1) exprime le fait que le représentable /A(5(j),-) commute

avec les fins cartésiennes (d*aprés les hypothéses i) et ii)),

(2) exprime la commutation des Cat—S et cart—S ainsi que celle

de ,ﬂ(s(j),ﬂ) avec les tenseurs, finalement (73) résulte du th,

3.1, de [ 7] appliqué au 2-foncteur (=Cat-foncteur)
Als(=),P(1)):T°2 Y

et a 1'objet F(1)eonl°" . B8
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Remarque. Le théoréme précédent est une relativisation de
quaai—exfension_da Kan (v.[81).
Soit F:A—B un V-2-foncteur.
On dit que F commute avec les xJV-limites cartéa@epnea projec-

tives si, pour chaque 2-catégorie I , le carré

Fun (I,F)

IFu_n,(I,A) ‘F“{Tx(l,B) - o 1

X e X
A - _ -

est isocommutatif.

Théorsme 5.4. Dans la situation de Y adjonctien

A= £ - B (F— G) (13)

G

le WLZ-foncteur G commute avec les xJV-limites cartésiennes pro-
Jjectives,
La démonstration se repose sur le lemme suivant:

Lemme 5.5. La \Ladjonction (13) induit una‘NLadjonction

fun_(I,F)
Funx(H,ﬂ)J *

run_(T,B) (Funx(I,F)—' Fun_(1,6))
Fﬁnx(I,G) : _

pour chaque 2-catégorie | .
Preuve. Soient M:[ —|Al, N:T—]|A |, deux 2-foncteurs; alors on a
Fu.nx(I,B)(Funx(I,F)(bi),N)=Funx(]1"fr_‘ (¥iigl) =
X _
t—bth{?*‘Mi,Ni'j
cart-);ﬁ;mi,ﬁui,

:F!lnxf.l".’-@)(m'GN) =

=Fun_(T,A) (1, iae (I, e @9




-122-

Demonstration du th,5.4. On a le diagramme suivant

Funx(H,G)
Fun (I, B) = = Fun, (I,A)
Fun  (T,F)
. ) || x
AP |45 5| | o
G
B = —= A .
F.’

Mais

ALI) F o Funx(I,F)-ﬁJ((H)

donc, étant donné que les \Ladjointa & droite sont uniques a

isomorphismes pres, on obtient finalement

» »
G':{—%I Eﬁél'Funx(H’G) ..

§6, Transformations \Lnaturelles

Soient V une 2-catégorie multiplicative, représentable, a Cat-
limites projectives finies et.ﬂ une \L2-catégorie; alors la
’ 2 -
\M—2-categorieam est definie de la fagon suivante:

$ Ppour f,g€0bﬂ2 1‘objetlﬂg(f,g)

Ses objets sont les fleches de}m

est le Cat-produit fibre suivant

/A2 (ts9) ~ A4, 39)
9

) A1)

A(@o#, 399) Wi—-"j—*‘ /A(&a?g 949)

1§
’ 2 )
Fvidemment on a un VY-2-foncteur JiA —» Fun(/A) qui est localement

pleinement fidéle, car nour chaque veobY 1le foncteur

V(v,3): V(v,A(£,g)) — V(V,Fun(A) (£,&))
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est pleinement fidele.

2
La \V-2—catég0rie% 2 a comme objets les Z-cellules de Iﬂ,, tandis
' 2
que pour A:f—»>gi:A— B, A :f'—s g?':A' —w B! € ObA < l'objet
& , ,
Aa (’)\,9\) est donne par le diagramme commutatif universel suivant

(qui existe puisque \V est 2 fins cartésiennes projectives finies)

A2 (5,3)
P P
AAL) /A(8,8")
AA) Aa,1)
AA,B)

- LR
(n a aussi un V—2-f0ncteur J:/A e——;lM od(.m) localement pleine-=
ment fidéle et des V—E-I‘oncteurs 5‘,.5} ://5(22-—+/A2 tels que
aj-’at-=pj, i, j=0,1.

Le 2=graphe

A2 ?'j" = A = A

o

est une 2-catégorie interne a VY-2-Cat, "sous-2-catégorie" de

%%

Yo
———= Fun(AR) /A
3

Mod(A)

]
Soient maintenant

F,G :B—>/A deux V-2-foncteurs.

Une transformation’\Lnaturelle de F vers G est un \L2-foncteur
n:LE)*"‘/Az

tel que g;n=r, 9-N=G

_—

Proposition 6.1. Les transformations V-naturelles de F vers
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G sont exactement les transformations \,-naturelles de I vers
G, considérés comme vc ~-foncteurs,
}reuve, n associe a chaque objet B de B une fleche nBzFB—'-GB

de ]ﬂ\] et pour tous A,BEObEB , on a le diagramme commutatif suivant

A @)
2T
B(A,B) «~ AGA,GB)
Cas
9%
FAB /A(ﬂqﬁsl)
A(FA,FB) Alns) ~ A(FA,Ge). R

Etant donné deux transformations Y-naturelles n et 0 de F vers

2
G, une V-modification de n vers 0 est un Y-2-foncteur EP:]EB*—?/A 2

tel que _9:,‘(? =n et 5,(}? =06

/ A ?2
<

\/iﬁf.

Proposition 6,2, Une VY-modification de n vers 9 est une col=

lection de 2-cellules de |A]
Tig
/—\\
FA ¢ GA
Ba

telle que pour tous A,B€ObB le diagramme suivant commute

B(8,4) _ AGAGB)
GAB
A o LLC%)
ArAD — A0 acB)
VMg

All,8g)
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Preuve., Analogue a celle de la prop.S.l..

Proposition 6,3, Les \Lmodifications entre transformations

\/—naturelles entre V—Z-f‘oncteurs de B vers ﬂ constituent une

L4 r E -
2=categorie, notee A , qui est une sous-2-categorie de F‘un(B,/A)
(prop.b.b ).

On a de plus des 2=-foncteurs de composition

B B o A

associatifs et unitaires a droite et a gauche qui finalement

munissent Y-2-Cat d'une structire de 3—caté{zorie.-

$7. Le cas des V-bicatégories

Supposons maintenant que \V est a fins cartésiennes projecti-
ves geénéralisées (v. ch,II) et soit A une V-bicatégorie.
La V-bicatégorie Cyl(A) des cylindres de A [4] a comme objets
les fléches de la bicatégorie 'JA\, tandis que pour f,g€0b‘£yl(m)

lt'objet ﬂ:yl(gﬂ.)(f,g) est 1l'objet comma suivant

Cy[(!ﬂ (4 9)

PR

A3 2e9) ABH3,9)
At.g) ‘%’,U
(a,},a'ﬂ) .

De méme on peut définir 1la V-bicatézorie Mod(f) (v.34).

On a dans ce cas un 2-gzraphe

B0 o
Mod (M) —=Cy1(A)——= /A
=) 9

[1]

qui est une bicatégorie interne a V-Bicat .

Une transformation VY-quasi-naturelle,d'un V-morphisme F:P—>A

vers un V¥morphisme G:B->A,est un V-morphisme n: B—~Cvy1(A)
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tel que J,n=F, 9 .n=G .
Soient n,0 des transformations V-quasi-naturelles de F vers G,

vne V-modification de n vers § est un Y-morphisme ?:IB—’IMQCI(/A)

tel que i,'(f:n, 5!? =0.

Proposition 7.1, Les \Lmodificationa entre transformations

\f—quasi-naturelles entre \Lmorphismes de B vers A constituent

une bicatégorie, notée Pseud(B,A). N

Etant donné une \Lbicatégorie.ﬂ et une bicategorie I, on peut
construire & l'aide de fins cartésiennes généralisées 1la VY-bica=
tégorie Pseudx(ﬂ.ﬁ): Elle a comme objets les morphismes de I vers
|A); pour F,GeobPseud (I,A), l'objet Pseudx(ﬂ,m)(F,G) est la
x=-fin cartésienne généralisée du bimorphisme

AF(-),6(-))s I°% T — V
c'est-=a=dire

Pseudx(l,ﬂ)(F,G)=Cart~ S?A(Fi,(}i) .

On laisse au lecteur le soin de prouver en détail le fait que
Pseudx(ﬂ,%) est une V-bicatégorie,

Proposition 7.2.

1 [1]

Pseudx(-,ﬂ):(Bicat[l])opx\J-Bicat ]—p\J-Bicat

est un bifoncteur tel que

]Pseudx('[ ,;ﬂ)l =Pseudx(1[,|mj) .

On dit que la \Lbicatégorie,ﬁ est a x-wtguasi—limites projec=
tives si, pour toute bicatégorie I s l'homomorphisme (strict)

diagonal

AJ(:I) : A -—-—Pseudx(ﬂ,/ﬁ-)

admet un Y-quasi-adjoint a droite, i.e, s'il existe un morphisme
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&4 de Pseudx(I,ﬂ\) vers A et des transformations VY -quasi-na-

turelles n:Id =-——3>—G-,{--A(I) et E:ﬂ(
D=ala X

1)
y x ‘QLé#IdPseudx(I,/A) telles

que

ADepA®AMy . @b-=gbe-n@t .

Par exemple dans le cas des Cat=-bicatégories {:bicatégories),

on retrouve les quasi-limites projectives [9].



CHAPITRE \'4

LES Y.-BICATEGORIES PSEUD(A,B) ET Bim(A)

Dans ce chapitre d'une part on "relativise" 1la
bicatégorie Pseud(A,B) (ch.Iv,§9), et d'autre
part on construit la Y.bicatégorie Bim(A) des

bimodules d'une V—bi.cate'gorie exacte ,ﬂ.

A) La V.BIcATEGORIE PSEUD(A,B).

§i. Fins cartésiennes de bimorphismes relatifs.

Soient V une 2~catégorie multiplicative, symétrique, et A,IB
deux Y-bicatégories.

Definition. Un V—-bimorphisme de /ﬂ vers IE) consiste a se

donner:
1) une fonction T:0blB x 0b/A —= 0bY,

2)deux familles de fléches de Y

B 1 1 »
{tAA" T(B,A)®A(4,A") —T(B,A )}A,A’EOb%,BEObB

{tB'B: B(B',B)eT(B,a) —T(B"

A »4) } B4 BEObIB, A€ODA

” . - . LY -
appelees actions a droite et a gauche respectivement,

3) pour tous A,A',A"(—:Ob/ﬁl ,B",B',BEONB, des 2-cellules de V

T(B,A)eAU,A)eAAA’) — 15 e T(B,A)e ACA,A°)
|
Y B ° .
M TANA” | fan
T(B, K)@ A4 AY) ; T(B,A)

{A!‘&f
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B(B; 8)eB(B; B)®T(B,A) — B(B;B)@ T(B,A)
. 8B
i@%i ® t:s”a’s t,
B(e, B)@T(8,A) JCB,B, = T(B%A)
A
T(B,A)®L =~ T(B,A)®A(A, A)
{@("’A)A
. B
Je |t
>
e /)
|
T(B,A)
' ,B)®T(B,A
1@ T(B,A) GgBL BB, B)®T(®,A)
BB
Yt ’
Y
T(B,A)

4) pour tous A,A,AY ,A”c ObA, BEObD , les diagrammes suivants
commutent

7(B,A) B IRAAA)

wj*am (8, AVeAAABAAA) iﬁé{

A Tﬁ\ﬁamﬁi@sﬂ
T(B, AN t el
B
.CAAAI
/_\ (

AN



CHAPITRE v

LES Y-BICATEGORIES PSEUD(A.,PR) ET Bim(A)

Dans ce chapitre d'une part on "relativise" la
bicatégorie Pseud(ﬁQ,B) (ch.IV,§9), et d'autre
part on construit la Y-bicatégorie Bim(A) des

bimodules d'une \Lbicatégorie exacte;ﬂ.

A) LA V-BIcATEGORIE PSEUD(A,B).

§i, Fins cartésiennes de bimorphismes relatifs,

Soient Y une 2«catégorie multiplicative, symétrique, et A,[R

deux VY-bicatégories.

Définition. Un %Lbimorphisme de ﬂ vers]B consiste a se

donners:

1) une fonction T:0blD x 0b/A —= 0bY,

Z)deux familles de fleches de V

B ] ¥ »
{tM,: T(B,A)®A(A,A') —T(B,A )}A’A;E%A’BE%B

{t2'8= B(B',B)oT(8,A) —T(B',4) | B, BEOLB, A€OLA

&ppelées actions a droite et a gauche respectivement,

3) pour tous A,A',A"EObﬂ ,B",B',HEObB, des 2-cellules de V

T(B,A)eAU,A)eAAAY) — 5 ~T(B,A)eACA,A”)
I °A 1
B | B
fa ©1 ChnA" J JCM
T(B, )@ A(4;AY) - T(B,A")

B
'I:A.'A.r
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B(B; 8")eB (8, B)OT(B,A) 5 B(8B)®T(B,A)
DB 1
, B’B
i@{ia _Cf”e»’e 1cA
B(7, B)eT(8;A) Y = T(B%A)
t,
T(B,A)eL -
(8,A) TN T(B,A)®A(A,A)
. B
Jio |t
S
e /
- _T-CB!AJ
T(B, A ' \ ,
1®T(B,4A) gL B(B,B)®T(B,A)
BB
i E
[
T(B,A)

4) pour tous A,A,AY ,A”c ObA, BEOLD , les diagrammes suivants

commutent

T(B,A)QL@ARKA)

Njas T(8, A)@AA,A)BA A,A) 19&{

45// m&w«,m

TENAUA T Lot

Ty
N /’\ (
'I: ‘ AN’
AN
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B
oA Ama e gm  an®LOL
T(B,A) 0 A(A,A ) OAA, A e A(AY A™) T(B,A" )@ ACAA YR A(AYA™)
i@gﬂﬁi
lolog, - TBAeAGehKA") —; ol —~ T(8,A)eAM! A“)
AN
l&o
T(®A)ACA, A / ’
) ﬂ( ’AJ@AM'AM)-“EF_H*TCB,A’)Q/A(AHM) B
Ma { L
A4
1?25“
iQ%ﬁ
1
T(8,A)e A A" z - T(8, A")
£AA”
et deux diagrammes analogues pour les 't'f:”B,B "iAB' et

5) pour tous A,A'€ObA et B!',BEOLB , le diagramme suivant

commute
B(8,8)® T(B,A)eA(4.A) - B(B,B)®T(B,A)
i@ff’ ,
A
1) BB
J‘A @l {A
Bi’
B AVBAG,A) m - T(BA) .

Exemples. I°% A chaque couple de VY.morphismes
F,G: A—B
on peut canoniquement associer un Y-bimorphisme B(r(.),c(_))
de A vers A, de la fagon suivante:
au couple d'objets (B,A) de A, on fait correspondre 1l'objet

B(rB,GA) de ¥V, tandis que les actions & droite et & gauche
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” [
sont donnees mar les composes

B(FB,GA)®A(A,A") B(FB, GA) @ B(GA,GA") B(FB,GA”)

GAA’ OB

A(B)B)®B(FB,GA)

ol B(FB)re)e B(Fp.GA) op  B(FBIGA)

B'B
respectivement,

27 Lorsque V=(at, on retrouve les bimorphismes ordinaires (ch.IT).

Considérons maintenant un Y-bimorphisme T de la ‘Nbicatégo-
rie A vers elle-méme.

Définitions., a) Un quasi-wedge projectif de base T et de

sommet X€ObY, est une famille de fléches de V

{wazx*T(A'A)}AeowA ’

et de 2-cellules de Y

X&A,8) . A(A,B)®X
T(A,A)@A(A.B) ~_ 7 AABET(B,B)
Wap
AB
. ;
4® T(4,P) ®

- * & . 2
qui verifient les axiomes suivants:

qwl) pour tous A,B,CEObA, on a

ABC
e - {ACBIOAB, Qo fr - {X8(ep) gt =

—te - {AAB)owy Jn P {wp A8, {wyeARBIBAGC)
qwz) pour tout AEObA sy ON a

im'{lf"“"ﬁ' 1 = w,qp;{x@(%)ﬁ *1ia" {“’A‘g‘l},

ou Sy I:X@IiiI@X, et "-","¥" 4ésignent les compositions horizon-
¥

tale et verticale de Y respectivement,
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On le note {('UA’ UUAB}’ avec un abus de notations évident.

Soient {wA’ wAB]} et {GA' GAB}daux quasi-wedges projectifs

de base T et de sommet X,

b) Une modification de {wA, wAB} vers {GA' GAB} est une

famille de 2-cellules de VY
{mA‘ Wy

telle que pour tous A,BCObA , on ait

© A} AcOb/A

G B:’f:b-{mAefA(A.B)}-—‘ %gB'{A(A,B)emb}-*wAB .

¢) Une fin cartésienne projective de base le V-bimorphisme

T est un quasi-wedge projectif {Q}A, wAB} de base T (et de som-
met X) avec la propriété universelle suivante:

tout quasi-wedge projectif {-QA’ G')AB} de base T et de sommet
X induit une fldche unique @ :X—=X telle que

et toute modification {mA} :{E)A, &AB}*{EA’ éAB} induit une

el

2=cellule unique m: W — ( ou W est induite par {(IJA, wAB} )

telle que
o M=, . YAc ObA .

Dans ce cas on écrit-avec un abus de notations=que

X= V-cart- S T(A,A).
A

Remarques—-Exemples. 1% On peut aussi définir les fins cartée

siennes inductives du V-bimorphisme T, en renversant les fle-

ches qui interviennent dans les définitions ci-dessus; on les
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: A
note par le symbole V-cart-% T(A,A) .

Enfin on obtient les V -fins si on exige dans les définitions

¢i-dessus que les 2-cellules UJAB' GAB'EB etc,, soient des

AB

identités; on les note \V—S T(A,A).

29 Lorsque \K=Q:at, on retrouve la notion de fin cartésienne
généralisée (ch,II),

Théoreme 1.1 (Existence).

Si la 2-catégorie multiplicative Y est fermée (c'est-a-dire

les 2-foncteurs Vo&_ :V—=\|/ admettent des Cat-adjoints a droite),

alors les fins cartésiennes projectives sont des fins cartési-
ennes projectives généralisées.

Preuve. Soient T un \/bimorphisme de A vers A et
{uh, &ﬁB} un quasi-wedge projectif de base T et de sommet X3

alors l'axiome qwl) équivaut a la commutativité du diagramme

X Lc - T(C' C)

T

We A \UBte

i
/\\BC
o, 5) 18ty : f&(A,B)&ME»O

{AR.BY)eT(8,0)

© o ~
NN {éc
AB
p &1 .
loen.
w )
N AC |
Y A
A
tac T )iA( <)
P
Tgi;//’*
f JoACB.C) T / '
ARA,B 8,C
fraB) 0 A®.C)} Tea. A BIRA-C)

A \AABYRA(BC)
(tbc)
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tandis que l'axiome qwz) équivaut a la commutativité du diagram-

me

TAA)

ou en général & désigne l'image de g via l'isomorphisme

V(veu,w) s V(u,W') ,

et le théoreme est démontré,.l

On remarque que la plupart des 2-catégories multiplicati=
ves sont fermées a fins cartésiennes généralisees: Cat, {{-Cat

(UL complete), Fib(B), etec.

§2, La V—bicatégorie PE%EUD(A.B).

Supposons que Y est une 2-catégorie multiplicative a fins
cartésiennes projectives et:ﬂ\JB deux V-bicatégories; alors
PSEUD(A,B) a comme objets les Y-morphismes de A vers B, tan-
dis que pour S,T:A —=IBEObPSEUD(A,B), 1'objet PSEUD(A,B)(S,T)
est la fin cartésienne projective du V-bimorphisme B(s(-),T(~)),

i.e.

(1) PSEUD(A ,B) (S,T)=V-cart- § B(sa,Ta).
A

La fleche nFai-—--PsaEUD(A,;E,)(s,s) est induite de la famille

de fleches (m tI — P(SA,SA) et de 2~-cellules

BsA



1@ A4, B)n, ACAB)SL

n.,@1
7 wb

B(sA.5A)eA(A, B) S A(A,B)2B(sB,oB)
OB& /’C’Aam )
B(=A,5B)

Pour tous S,T,HCObPSEUD(A,B), la fleche de composition
PSEUD(A,B)(s,T) ® PSEUD(A, B ) (T,H1) — PSEUD(.A,B) (s,H)

est induite par les fléches

PSEUD(A, B)(S, T)®PSEUD(A, B)(T, H) nE B(SA, TAYOB(TA, HA)

B

[B(2A, HA)

et les 2-cellules

(o) sa, 8,18 " {®wrn® B(TB,HB)} - { PSEUD(A, B) (5,T)® A(4,B)® GB}"

- (°B)SA,TA,HB' { B(sA,TA)® GAB}-{LQAQPSEUD(A ,IB)(T,H)@/A(A,B)},
ou {COA'uhB} et {GA' GAB} sont les quasi-wedges projectifs

qui définissent les objets PSEUD(A,B)(s,T) et PSEUD(A,B)(T,H)

respectivement,

Lorsque V= Cat, il est clair que PSEUD(/A,IB) est la bicate-
gorie dont les objets sont les morphismes de A vers B s les
fléches les transformations quasi-naturelles entre morphismes
et les 2-cellules les modifications entre ces transformations,

Théoreme 2,1, Si la 2-catégorie Y admet des limites carteé-

siennes inductives préservées par les 2-foncteurs Vaﬂ:WQH-V,
V'VEOb\’, alors pour chaque bicatégorie I s On a ltisomorphi-

sme naturel
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PSEUD(I[T],A)2 Pseud(L, A) , (2)

ou I est 1'objet "neutre" de VY , ol I[T] est 1la V-bicatégorie
polynomiale correspondant a I et a la \«bicatégorie triviale
I, et ou Pseud(I,A) désigne la V-bicatégorie définie dans le
ch,IV, 7.

Preuve, On rappelle que les objets de IfI] sont ceux de
I, tandis que pour i, jeobl , 1'objet I[IJ(i,j) est donné par
le tenseur J(i,j)RI (ch.I,%1). L'isomorphisme (2) sur les
objets exprimele fait que le foncteur "bicatégorie sous-ja=-

[1] [1l

cente" l-]: V-Bicat admet le foncteur

[1]

—~ Bicat
[1]

I[—] sBicat — Y-Bicat comme adjoint a gauche.

D'autre part en utilisant l'isomorphisme
xe{T(1,))BIjnT(4,3)R X,

on voit que les quasi-wedges projectifs
w, X ——A(Fi,Gi), ieobl,

I(an

= e

I(i,3)8A(Fi,Gi) T(i,3)RA(Fj,G])

\&(Fl GJ)/

ou les actions toytosont definies par les formules

.= A(F£,64), Yrel(i, ) ,
t o= A(F2,63), Yael(i,i)?,
tp de= A(Fi,or), Yre I(1,J) ,

tp o = A(Fi,63), Vae L (i,4)>
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correspondent biunivoquement aux quasi-wedges projectifs

w, X — A(Fi,Gi) ,

X
7"\
A(Fi,G1) A(Fj,63)
A(l.GfN /A(Ff 1)
A(Fi,Gj)

d'ou l'isomorphisme propose (2).HM

Théreme 2,2, Soient A, B deux V-bicatégories; alors on

a l'isomorphisme naturel suivant

|PSEUD (A, B )| a» Pseud(A,B), (3)
c'est-a-dire la bicatégorie sous-jacente a PSEUD(A,IB) est
isomorphe a la bicategorie dont les objets sont les Y}/ -mor-
phismes de A vers [B, les fleches les transformations V-qua-
si-naturelles entre YY-morphismes, et les 2-cellules les
YV -modifications entre ces transformations (ch. IV,§7).

Preuve, Par construction on a

ob |PSEUD(A, B)| =0bPseud (A, B).
D'autre part les fleches dans \PSEUD(A,B),, de F: A—~B wvers
GiA—~P , sont par définition les fléches dans Y de l'objet
I vers l'objet PSFUD(A,B)(F,G), c'est-a-dire,vu la définition
de PSEUD(A,B)(F,G), les quasi-wedges projectifs

6,11 — IB(F4,GA), A€ObA

A(A,8B)

IB(FA Fs)/ \

B(GA,aB)

B(im AR /
B(c,,1)

B(FA,GB)
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c'este=a=dire les VY-morphismes
c:A—Cy1(PR)
qui vérifient les relations
o, 6 =T
31-G=G ,

ou pour

le lecteur consultera le chapitre IV,§7.
Enfin une 2-cellule dans ]PSEUD(%%,B), est une 2=cellule dans

W'de la forme G

N
l’/\ PsEUL(A, B)(F,G)

\ahhh“:###,,f

I

c'est=a=dire,en vertu de la propriété universelle de

PSEUD(A,B)(F,G), une famille de 2-cellules de V
©y

I l’kA A(FA,GA) ,A€0bA ,

=7

telle que les diagrammes

A(A,B)
Fap Gy
B(FA,FB) IB(GA.GB)
‘; ) ,
LN\ /
g T
("
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commutent, c'est-a-dire un VY-morphisme

AN:A—=Mod(B)

tel que
Q2= 6,
9 r=E
ou pour
Ih4od[]5)
v 2
B B

le lecteur consultera le ch,IV,§7.

Ltisomorphisme (3) est une conséquence des processus ci-dessus,ll

B) LA W-BICATEGORIE Bim(A),

§1, Monades isocommutatives,

- '
Soient A une cateégorie et I =(T,n,M0), T =(Ti”,})') deux monades
isocommutatives sur A, c'est-a-dire telles qu'il existe un iso=-

morphisme
r:T-T? 2, T'-T

vérifiant les relations
renT'=T'n 4, ToT' =T,
roTh = W TeT'roerT' , TopT'= TherTeTr,
Une (T, T’)-bigebre est un triplet (E,a,E), ol a est un
objet de A , (E,a) une l-algebre et (E,a) une Wfalgébre, de fagon

que le diagramme suivant commute

T.TQ 'r’ Ta

VRN
S




=140-

Un homomorphisme de (g,a,t’) vers ({,b,T’), est un morphisme
/ -
fia—=b de A qui commute avec les T-et Wr-structures, i.e,

tel que les diagrammes suivants commutent

E ’
Ta a Th—t g
Thb T b Tb 2% L.

On note N-TZ<Big 1la catégorie ainsi définie.
On a un foncteur d'oubli
u: T-T Big —a
défini par
i U(%,a,8)=a ,
et deux transformationé naturelles
¢$:T.U=U ,
q’rrux;:;&;,
dont les composantes sont données par
Yg,a)=d o
< 7/
? (E!atf‘l)=g

respectivement,

Théoréme 1.1, Le triplet (U,$,9) défini plus haut vérifie

# .
les equations

gonU=U , ¢en’U=U
TG =Gopl , ¢°T¢'=¢=p'U (i)
PG TG T
de maniere que, si F:X—~A est un foncteur et
Y:T F =>F ,

g’rr'-F=¢pF ’
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deux transformations naturelles telles que
‘gﬂan-F . H’oan';F
yoTy=yepF ,  yeTYy =yop’F (ii) |
Yoy'T =yoyT’
alors il existe un seul foncteur
F:_}_C_ -”_""T‘-ﬂ—:“Big

qui remplit les relations

U-F=F

¢-F=Yy (iii)

¢F=y’ J .
5i, de plus,

(G:X —A, WiT-G =>G, W:T'-G =>G) (iv)

est un autre systéme vérifiant des conditions analogues a (ii),

alors chaque transformation naturelle m:F =G telle que
uMTmzmaq
(v)
cu%Timzme?‘
induit une transformation naturelle unique
mMiF =»G
(o G est induit par le systeme (iv)), de fagon que
U-m=m .
Preuve. En évaluant les équations (ii) au point x€0DbX,

on obtient

gx-an.sin ’ y;::.n!Fx::in 4
Hx,.hr(yx):gx' Hre H;T(H;)=H;'Pf:x ’
gx' H,Tx = y-':’- ) HTx ’

et par conséquent le triplet (qx,Ex,gé) est une T:H:bigébre.

On pose
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Fx:(gx’H!yi)-
De méme pour f:x-—»x' dans X, on a

y - TFf=Ff-y ,
! ,
yx-T'Ff=Ff-gx,

car H et y’sont des transformations naturelles; par conséequent
/ .
Ff est un homomorphisme de TZTFbigebres.
I1 est donc légitime de poser
Fr=Ff.
Le foncteur F:X ——“FTTF%ig que nous venons de définir vérifie
les relations (iii) et il est le seul ayant cette propriété:
'
en effet soit R:ﬁ*ﬁ“'mzwlBig un autre foncteur tel que
U'*R=F
¢R=Y (vi)
¢ r=y’
et soit
Rx=(§x'ax'§&)-
Alors les équations (vi), évaluées au point x€0bX, donnent

Fx=URx=a
xX

gx=?Rx=§x
Yy=Prx=5x
et par conséquent Rx=Fx, Y x€0bX.
D'autre part pour tout morphisme fix—=-x' de X, on tire de la
premiére équation de (vi) que
URf=Ff=Ff ,
d'ou finalement R=F .

Maintenant en vertu de relations



QE.T(mx)=mx'@x .

s

L
u_J A ' = .
x T (mx) Mx qx ’
qui résultent de (v) en évaluant en x€0bX , 1a x-composante

m_ Fx —=Gx
x

de la transformation naturelle m:F =G est un homomorphisme de
T-T - bigébres; on peut donc la prolonger d'une seule manidre

en une transformation naturelle m:F =>»G avec U.m=m, et le

théoreme est établi, Il

Exemple. Soient A une bicatégorie et T=(T,n,u), T=(T',n,pm)
deux monades sur les objets A et A' respectivementj; alors les
AT,a)=( A(T,a'), A(n,A'), A(p,A')) ,
A(a, T)=( Ala,T'), A(a, ), A(A, 1))
sont des monades isocommutatives sur la catégorie JA(A,A').
On peut wvoir immédiatement que
AT, A1 )— A(a,T')-Big 4 Bim(A) ((a1,T7), (a,T)) ,

ou Bim(m) désigne la bicatégorie des bimodules de;ﬂ (ch.I).

Remarque. Le théoréme précédent nous montre que le triplet

(U,9,9) est la solution d'un probléme universel dans la 2=-ca-
tégorie (Cat des catégories légitimes,

Plus généralement, soient W’une 2-catégorie représentable,
a Cat=limites projectives finies, et ];1_/deux monades isocom-
mutatives sur un objet V de %/:

reT.Tt >~ T'.T 3

considérons de plus les objets d'Eilenberg-}Moore de | et 7F’

respectivement
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V—s VoV

le Cat-produit fibré suivant

/\
WA

et finalement 1l'objet comma

T T, V)

ARY

Alors il en résulte des fléches uniques

£f3X —(T'-T,V)
g:X —=(T-T",V)

telles que

T T
p'f-U -prr\ T‘-g'_'U .pT'

T T
q-f=U"-pq, q-8=U - pp

T T T T
m.f‘:(f'; .pT|o? - pT m.g:(F . p'f‘a? - pT'

(on note que (rt-7,v) 2o (T-7",V)) ’
- £
et le Cat-produit fibre de f et g est l'objet H:T:Big dans

la 2-catégorie \{.
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g2, La VY-bicatégorie Bim(A).

soient VY une 2-catégorie multiplicative,symétrique, a Cat=li-

r1ites projectives finies et A une \Fbicatégorie exactes

alors la VY-bicatégorie Bim(A) est définie comme suit:

Ses objets sont les couples (A{T) constitués d'un objet A deﬁq

et d'une monade Trz(T,n,H) sur A dans la bicatégorie sous- ja=-

cente I/Af.

Pour (A,T), (A',T’)EobBim(A), on nose
Bim(A)((a*,T9,(a,T))= A(T,a")- A(a, T")-Big. (i)

Pour simplifier les notations on &crit Bim(T’,T) au lieu de

Bim(}@)((A';rq,(A,Tj) et on désigne par (U?r,QT',qT) le triplet

universel qui définit Bim(T’T) comme ltobjet des

( A(A,T"), A(T,a'))-bigébres des monades isocommutatives Ala,T)

et A(T,A') respectivement,

Pour tous (A,l),(A',T), (A", T”)€E0bBim(A), la fléche de composition

°Bim(A) :Bim( T’ T) ® Bim( T/, T)— Bim(T*,T) (ii)

est cdéfinie de la maniere suivante:

On considere le conoyau ?(T') des 2~cellules
AL Tl
(ep)anrarnie (1200, ). (G 01)

(OA )AAIA! ' '{Ug.@]-)-(l@q’rr')
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Bim(T% T/)@ Bim (T, T)

i

Bim (T/T)8Bim(15 T

(o )anar

(OA )AAI #”

Tr
Ur el i@ UTrf
AA.A’ ' &t
AX)epin(riT) Bim(T, T)®AK, A")
, AN
A1) fr}i 106 | 1@A(T,AY)
F(T) P
\ Y
A(A.Af)aaim("r: ) fr(T\I »4,) Bun(T, T)8A (A, A%
iauif Uzbi
Y Y \
AR )RAN,A") > AAA") = AAA)eA(AA)

qui existe parce que 1l'objet A(A,A" ) est a limites inductives
finies a cause de l'exactitude de A.
D'autre part la 2-cellule <A(A,T").@(T') est le conoyau des

2«cellules

AT ) (op ) gian +{¢" @BIm(T, T}
A(AyT ) e (op ) ppian ABin(T, TV@ G}
car la fldche A(A,T"') (qui, & cause de l'exactitude de A,
admet un adjoint a droite) commute avec les limites inductives
(¢h,I), d'ou une 2-cellule unique
fT'|:,ﬂ(A,T").F(T')~%ﬁF(T‘)

telle que

fT' 'oA(A,T' ' ).@(T‘ )=( O//@\ )AA'A' ' .{A(A,AI )® q)T”},{UiI@Bi‘.H(T’,T})} ¢
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i'ar une methode analogue on trouve une 2-cellule unique
£t A(T,AY ) F(T*)—F(T")
t2lle que

£p 0 AT, A" ) - (T )=(0p ) pepn G @ A(ar, A )}-{Bim(]"’,'ﬂ')@Ugt}_

™H

Le triplet ainsi défini (F(T'),f,f ) vérifie les relations

suivantes
fToA(p,AH )+ F(T')=f o A(T,A" )~
F(T')=£‘T°/{4(H,A" ). F(T')
£T" o A(A, p7)-F(TV)=£T o A(A, TV )-£T (iii)
P11 )=£T " o A(A,n7)-F(T')
£T' o A(a,T0 )£ o=f 0 A(T,A" ). eT"
d'ou la flédche de composition (ii),

Pour tout (A,T)EObBim(A ), la fleche unitaire

(n ¢I —Bim(T,T)

Bim(A) ) (A,T)

est induite par le triplet (T,P,FJ, ou

YA

A(AA) = A(AA) —— A(AA) -
A(T,A) A(A,T)

Théoreme 2,1, La V-bicatéporie Bim(A) a la propriété

suivante
|Bim(A)| 2 Bin(JA] (iv)
c'est-a-dire la bicatésorie sous-jacente a Bim(A ) est isomor-

phe a la bicatégorie des bimodules de la bicatégorie IAI,
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sous-inconte a A .
Preuve, Par définition on a
Ob |Bim (A )| =0bBim(|A|)
et
[Bim(A )] ((A*,T7), (4,T))= V(T,Bin( A
Mais une fleche
f1I—=RBim( A)((Ar,T’),(A,T))
équivaut d'apres le th.1.1 a un triplet (P’fT

FeI —=A(A,A")

VAVAY

! -_- ‘)

A(AT

qui vérifie les conditions (iii) avec F(T!')=F,
- /
a un N-T-bimodule de LA'.

Une 2=cellule

/”_f\

I 2 Bim(A) ((a',T"),(4,T))
S~ -
7
Aquivaut & une 2=-cellule
F
7 P A AT
\HL Al
F/

) (A, T, (A,T))).

e

clest-a-dire
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£rpo A AT, A ) =Roty

| — 1
1T AR, T ) A6 T
- - ’
cl'est-a-dire a un morphisme de T—T—bimodules, et 1l'isomorphi-

sme (iv) est établi, M
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