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Certaines categories sont suffisamment riches en constructions univer­

selles pour que celles-ci permettent de décrire entièrement leurs structures.

C'est le cas des catégories algébriques étudiées par F. W. Lawvere, des 

catégories variétales étudiées par F.E.J. Linton, des catégories localement 

présentables étudiées par P. Gabriel et F. Ulmer, et des topos de A. Grothendieck. 

Les objets de ces catégories sont essentiellement décrits comme des ensembles 

munis de structures.

Nous mettons en évidence une classe C de catégories comprenant pour 

le moins une cinquantaine de catégories dont l'étude ne relève pas des études 

précédentes et parmi lesquelles figurent, par exemple, la catégorie des corps 

et homomorphismes d'anneaux, la catégorie des anneaux locaux et homomorphismes 

locaux, la catégorie des ensembles totalement ordonnés et applications stricte­

ment croissantes, la catégorie des espaces métriques et isométries, la catégorie 

des espaces euclidiens et applications orthogonales, la catégorie des espaces de 

Banach et applications linéaires préservant la norme.

Nous discernons une construction essentielle relative à ces catégories 

la localisation. Il n'existe pas de meilleur corps, ni de meilleur anneau local 

associé à un anneau commutatif. De même, il n'existe pas de meilleur ensemble 

totalement ordonné associé à un ensemble ordonné, ni de meilleur espace euclidien 

associé à un espace vectoriel réel. En fait, il y a une famille de meilleurs ob­

jets dont chacun d'eux vérifie une propriété universelle locale, la famille véri­

fiant une propriété universelle globale. Dans de nombreux cas ces objets ont reçu 

le nom de localisés. Nous donnons une définition générale de la localisation qui 

semble bien recouvrir la plupart des notions baptisées de ce nom et qui fait ap­

paraître comme localisations d'autres notions qui n'apparaissaient pas comme 

telles et qui permet de découvrir de nouvelles localisations.

0 - IATTROPUCLIOM.
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Un bilan sommaire des propriétés universelles des catégories de C 

fait apparaître l'existence de noyaux et même de limites projectives connexes, 

de limites inductives ^"filtrantes ou ^"filtrantes et d'un ensemble géné­

rateur propre, mais aussi l'absence de produits même finis, de sommes même 

finies et bien souvent de conoyaux, et l'absence d'adjoint à gauche pour les 

foncteurs oubli de structure. Ce bilan montre que la classe C diffère des 

classes de catégories précédemment étudiées par manque de constructions uni­

verselles. Il nous a semblé que les propriétés universelles classiques n'étaient 

pas très bien adaptées à l'étude de ces catégories. C'est pour cette raison que 

nous avons introduit les propriétés universelles locales suivantes.

Une famille d'objets d'une catégorie est dite initiale si

pour tout objet A, il existe un unique couple (i,f) tel que i c i  et 

f : A^ A. ' Les objets A^ sont alors initiaux dans leurs composantes connexes ; 

ils sont dits localement initiaux. Si D est un diagramme d'une catégorie, une 

localisation inductive de D est un cone inductif de base D localement initial 

dans la catégorie des cones inductifs de base D, une couronne inductive de base

D est une famille de cones inductifs de base D, et une limite inductive locale

de D est une couronne inductive initiale de base D. On constate alors que les 

catégories de la classe C sont localement cocomplètes en ce sens que tout petit 

diagramme possède une limite inductive locale.

La notion générale de localisation est introduite de la façon suivante. 

Soit U : A  B un foncteur. Une localisation d'un objet B de )B vers le

foncteur U est un couple (A^,g^) formé d'un objet A^ de A  et d'un mor­

phisme g^ : B U ^0 tels que, pour toute paire d'objets A, X de A,

toute paire de mor.phismes h : A^ X, Z : A X de A  et tout morphisme

g : B UA de !B, vérifiant Uh*gp = U^.g, il existe un morphisme f : A^ A

et un seul vérifiant Uf-8p = g. L'objet A^ est alors un localisé de l'objet
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B vers U. Le foncteur U est dit localisant si pour tout objet B de !B, 

les localisations de B vers U forment, à isomorphismes près, un ensemble 

et si, pour tout couple (A,g) d'un objet A de A  et d'un morphisme 

g : B UA, il existe une localisation (A^,g^) de B vers U et un morphisme

f : A^ A vérifiant Uf-g^ = g. Par exemple, le foncteur d'inclusion de la

catégorie des corps (resp. des anneaux locaux) dans la catégorie des anneaux 

commutatifs est localisant, les localisés d'un anneau commutatif A étant les 

corps de fractions des anneaux quotients de A par des idéaux premiers (resp. 

les localisés de A pour les idéaux premiers). De même les quotients d'anneaux 

commutatifs par des idéaux, les anneaux commutatifs de fractions, les catégories 

de -fractions, les quotients de catégories abéliennes par des sous-catégories 

épaisses, les quotients et localisés de treillis distributifs, apparaissent 

comme des localisés vers un foncteur.

On démontre un théorème d'existence de localisations analogue au 

théorème d'existence d'adjoints de P. Freyd. On en déduit que pour les anneaux 

non commutatifs les localisations existent, de même que pour les treillis non 

distributifs et les ensembles strictement ordonnés.

Les propriétés universelles locales étant introduites, on se propose 

d'axiomatiser la classe C de catégories. On définit ainsi la notion de caté­

gorie a-localisable, où a désigne un cardinal régulier. Cette notion généra­

lise la notion de catégorie localement a-présentable de Gabriel-Ulmer. Une 

catégorie est a-localisable si elle est à limites inductives a-filtrantes, à 

limites inductives locales a-petites et si elle possède un ensemble générateur 

propre formé d'objets a-présentables.

L'étude des catégories a-localisables repose sur l'étude de ses objets 

a-présentables. Ces objets peuvent être présentés à partir d'un ensemble géné­

rateur propre à l'aide des limites inductives locales a-petites. Ils forment, à
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isomorphismes près, un ensemble qui est dense dans la catégorie; ils sont 

stables pour les limites inductives locales a-petites, et tout objet de la 

catégorie est une limite inductive a-f-iltrante d'objets a-présentables. On 

montre qu'une catégorie a-localisable est équivalente à la catégorie des pré­

faisceaux localement a-continus sur la petite catégorie de ses objets a-pré­

sentables, un préfaisceau F : 6° -^(Ens étant dit localement a-continu si

pour toute limite inductive locale (y.. : X. -^Y. telle que ̂ 'ji i j (i,j)e!LxJ
Card Œ < a, l'application <(Fy..)> : ]] FY. limFX. est bijective.

jcJ ** îeâT ^
On en déduit que les catégories a-localisables sont localement cocom- 

plètes, à limites projectives connexes, â peu de sous-objets, à peu de quotients 

forts et à factorisations fortes. Notons encore que les limites projectives con­

nexes a-petites commutent aux limites inductives a-filtrantes. Le fait que

l'étude des catégories a-localisables se ramène â l'étude de leurs objets a-

présentables peut s'exprimer de façon précise : la 2-catégorie des catégories 

a-localisables est 2-é.quivalente â la duale de la 2-catégorie des petites caté­

gories à limites inductives locales a-petites.

On donne des procédés de constructions de catégories a-localisables.

Les sommes et les produits de catégories a-localisables, les catégories de 

foncteurs d'une petite catégorie à valeurs dans une catégorie a-localisable, 

les catégories d'objets au-dessous d'un objet d'une catégorie a-localisable, 

sont a-localisables. Une sous-catégorie X d'une catégorie est dite localement 

pleine si tout morphisme dont le composé à gauche par un morphisme de X appar­

tient â X, appartient lui-mème à X. Une telle sous-catégorie d'une catégorie 

a-localisable qui est localisante et fermée pour les limites inductives a-fil- 

trantes, est a-localisable. On en déduit que la catégorie ayant les mêmes objets 

qu'une catégorie a-localisable et ayant pour morphismes les monomorphismes de 

cette catégorie est a-localisable. La construction suivante est essentielle. Elle 

permet, en particulier,de prouver que de nombreuses catégories sont a-localisables
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On considère une catégorie a-localisable A  munie d'un ensemble de couronnes 

inductives

r / k . k -,k. i
r - {(y^. : A. ^ j)(i,j)et^xJ^^keK

tel que, pour chaque k e K, le diagramme (A.). ̂  est a**petit et les objets
k k . ^A^, Bj sont a-présentables. Un objet A de A  est dit T-local si pour tout

k € K et tout j e J^, l'application :

(Hoin^(Yji'A)) ; Hom^(Bj,A) ^ lim Hom^(A^,A)
îe^k

est injective et l'application :

<(Hon^(yY,A))> : JJ_ Hottk(B^,A) - lim Hom^ (A^,A)
^ " k

est surjective. Si A, B sont deux objets r-locaux, un morphisme f : A B

est dit r-locàl si pour tout k e tout j e tout cone inductif
k k(e. : A. A). et tout morphisme Z : B. B vérifiant : V i e  ,î î ici,  ̂ j k'

k . . k . . . k^.y..= f. e . , il existe un morphisme m : B . A vérifiant : V i e ï. , m.y.. = c .<Ji i J k' ^ji î
Les objets et morphismes r-locaux constituent une sous-catëgorie de A  notée 

A^. On montre que A^ est une sous-catégorie localement pleine localisante de 

A  fermée pour les limites inductives a-filtrantes et, par suite,qu'elle est 

a-localisable. Comme cas particuliers, on obtient les catégories de préfaisceaux 

localement, a-continus et des catégories de modèles d'une théorie logique du 

premier ordre.

On illustre les résultats en donnant une présentation détaillée sous la 

forme d'une catégorie de préfaisceaux localement continus, des catégories sui­

vantes : ensembles totalement ordonnés, espaces métriques, domaines d'intégrité, 

anneaux commutatifs locaux.
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Dans une catégorie possédant un objet final, les propriétés univer­

selles locales sont identiques aux propriétés universelles classiques. Ainsi 

une catégorie est localement a-présentable si et seulement si elles est a- 

localisable et elle possède un objet final. On obtient alors la plupart des 

résultats essentiels sur les catégories localement a-présentables comme corol­

laires immédiats des résultats analogues sur les catégories a-localisables.

Ajoutons enfin que l'étude des catégories localement présentables 

faite par P. Gabriel et F. Ulmer nous a servi de modèle.
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? - MISE EN E^IPEMCE P'UUE CLASSE PE CATEGORIES.

7.0. - .

Fixons les notations de quelques categories.

(Ens : catégorie des ensembles.

An : catégorie des anneaux unitaires.

Ane : catégorie des anneaux unitaires commutatifs.

CDif : catégorie des anneaux différentiels.

(Drd : catégorie des ensembles ordonnés et applications croissantes.

!Dtr : catégorie des demi-treillis (notés : E,A,1).

Tr : catégorie des treillis.

Trd : catégorie des treillis distributifs.

He : catégorie des algèbres de Heyting.

(Bool : catégorie des algèbres de Boole.

Top sep : catégorie des espaces topologiques séparés.

Comp : catégorie des espaces compacts.

Ev(K) : catégorie des K-espaces vectoriels.

Alg(K) : catégorie des K-algèbres.

Inv(K) : catégorie des K-algèbres involutives.

Evt(K) : catégorie des K-espaces vectoriels topologiques.

Cat : catégorie des petites catégories.

înd f : catégorie des petites catégories à limites inductives finies et

foncteurs préservant les limites inductives finies.

Abex : catégorie des petites catégories exactes et foncteurs exacts.

7.7. - Une. cZaAAe. c de. .

On se propose d'étudier les propriétés universelles et la structure 

des catégories suivantes.

Les catégories numérotées de (0) à (10) ont pour morphismes les homo-
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morphismes unitaires injectifs d'anneaux.

0 - An^ a pour objets les anneaux (unitaires) non triviaux.

1 - Int, catégorie des anneaux intégrés, a pour objets les anneaux intègres

(non nécessairement commutatifs).

2 - 1K, catégorie des corps, a pour objets les corps.

3 - (Kp, catégorie des corps de caractéristiques p.

4 - Ane , a pour objets les anneaux commutatifs non triviaux (unitaires).

5 -tDom, catégorie des domaines d'intégrité, a pour objets les anneaux commu­

tatifs intègres.

6 - !Red, catégorie des anneaux réduits, a pour objets les anneaux réduits

i.e. tels que tout élément nilpotent est nul.

7 - ÏPrim, catégorie des anneaux primaires, a pour objets les anneaux primaires

i.e. tels que tout diviseur de zéro est nilpotent.

8 - QPrim, catégorie des anneaux quasi-primaires, a pour objets les anneaux

quasi-primaires i.e. qui vérifient l'axiome :

V x, V y (xy = 0 ==> x est nilpotent ou y est nilpotent).

9 -Kc, catégorie des corps commutatifs, a pour objets les corps commutatifs.

10 - tKcp, catégorie des corps commutatifs de caractéristique p.

Les catégories suivantes numérotées de (11) à (16) ont pour morphismes 

les homomorphismes unitaires injectifs d'anneaux différentiels.

1! -t)if a pour objets les anneaux différentiels non triviaux.

12 -jDomdif, catégorie des anneaux différentiels intègres, a pour objets les 

anneaux différentiels intègres.
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13 -(Reddif, catégorie des anneaux différentiels réduits.

14 - (Primdif, catégorie des anneaux différentiels primaires.

15 - QPrimdif, catégorie des anneaux différentiels quasi-primaires.

16 -(Kdif, catégorie des corps différentiels.

Les catégories suivantes numérotées de (17) à (20) ont pour morphismes 

les homomorphismes unitaires d'anneaux qui reflètent les éléments inversibles 

i.e. les homomorphismes f qui vérifient :

Vx (f(x) inversible ==> x inversible).

17 -A n ^  a pour objets les anneaux non triviaux.

18 -Anc^ a pour objets les anneaux commutatifs non triviaux.

19 - Loo, catégorie des anneaux locaux, a pour objets les anneaux locaux non

nécessairement commutatifs.

20 - Locc, catégorie des anneaux locaux commutatifs.

21 - tDif^ a pour objets les anneaux différentiels et pour morphismes les homo­

morphismes différentiels qui reflètent les éléments inversibles.

22 - tLocdif, catégorie des anneaux différentiels locaux, a pour objets les anneaux

différentiels locaux et pour morphismes les homomorphismes différentiels qui 

reflètent les éléments inversibles.

23 - tDtr^, a pour objets les demi-treillis (A,l) et pour morphismes, les homo­

morphismes de demi-treillis qui reflètent l'élément I i.e. les homormorphismes 

f qui vérifient Vx, (f(x) = 1 — > x =  1).

Les catégories suivantes numérotées de (24) à (27) ont pour morphismes 

les homomorphismes de treillis qui reflètent l'élément !.
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24 - a pour objets les treillis.

25 - Trloc, catégorie des treillis locaux, a pour objets les treillis locaux

i.e. les treillis qui vérifient l'âxiome :

Vx, Vy (xV y = 1 ==> x = 1 ou y = 1).

26 - Trd , a pour objets les treillis distributifs.

27 - Trloc, catégorie des treillis locaux distributifs.

28 - (He , a pour objets les objets les algèbres de Heytmg et pour morphismes

les homomorphismes d'algêbres de Heyting qui reflètent l'élément 1.

29 - (Bool , a pour objets les algèbres de Boole et pour morphismes les homomor­

phismes d'algèbresde Boole qui reflètent l'élément '1.

30 - Ords, catégorie des ensembles strictement ordonnés, a pour objets les

ensembles strictement ordonnées i.e. les ensembles munis d'une relation 

transitive < qui vérifie l'axiome : Vx, Vy (x < y — > non y < x),

et pour morphismes les applications strictement croissantes.

3! - (Drdt, catégorie des ensembles totalement ordonnés, a pour objets les

ensembles totalement ordonnés et pour morphismes les applications strictement 

croissantes.

32 -Ancordt, catégorie des anneaux totalement ordonnés, a pour objets les

anneaux commutatifs totalement ordonnés et pour morphismes, les homomorphismes 

d'anneaux strictement croissants.

33 - Kcord, catégorie des corps ordonnés, a pour objets les corps commutatifs

totalement ordonnés et pour morphismes les homomorphismes d'anneaux stricte­

ment croissants.

34 -Met, catégorie des espaces métriques, a pour objets les espaces métriques

et pour morphismes les isométries i.e. les applications qui préservent la 

distance.
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35 - tKv, catégorie des corps values, a pour objets les corps values et pour

morphismes les homomorphismes d'anneaux unitaires qui préservent la valeur 

absolue.

36 -!Nor(K), catégorie des K-espaces normés, a pour objets les K-espaces

normês sur un corps commutatif valué K et pour morphismes les applications 

K-linéaires qui préservent la norme.

37 - Algnor(K), catégorie des K-algèbres normées a pour objets les K-algèbres

normées et pour morphismes les homomorphismes de K-algèbres qui préservent 

la norme.

38 - Cnvnor, catégorie des (E-algèbres normées involutives, a pour objets les

(C-algèbres involutives normées et pour morphismes les homomorphismes de (E- 

algèbres involutives qui préserve la norme.

39 - $tell, catégorie des algèbres stellaires ou € -algèbres, est une sous-

catégorie pleine de CLnvnor.

40 -(Eue, catégorie des espaces vectoriels euclidiens, a pour objets les espaces

vectoriels euclidiens et pour morphismes les applications linéaires ortho­

gonales i.e. qui préservent le produit scalaire.

4! - €at^, a pour objets les petites catégories et pour morphismes les foncteurs

qui reflètent les isomorphismes.

Les catégories numérotées de (0) â (41) constituent une classe notée 

C^. On y adjoint les catégories suivantes numérotées de (42) à (49) qui consti­

tuent une classe notée .

42 -(Metcompl, catégorie des espaces métriques complets, sous-catégorie pleine

de Met.

43 ^-Metcomp, catégorie des espaces métriques compacts, sous-catégorie pleine

de Met.
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44 - (Kvcompl, catégorie des corps values complets, sous-catégorie pleine de Kv.

45 - )Ban(K), catégorie des espaces de Banach sur K, sous-catégorie pleine de

!Nor(K).

46 -Algban(K), catégorie des algèbres de Banach sur K, sous-catégorie pleine

de Algnor(K).

47 - Envban, catégorie des algèbres normées involutives complètes, sous-catégorie

pleine de Invnor.

48 - Stellcompl, catégorie des algèbres stellaires complètes, sous-catégorie

pleine de Stell.

49 - Hilb, catégorie des espaces de Hilbert, sous-catégorie pleine de (Eue.

La réunion des classes C et C, est notée C.o 1

On considère encore les deux catégories suivantes constituant une 

classe dont l'étude relève plutôt de celle des 2-catégories.

50 - CLndf̂ *, a pour objets les petites catégories à limites inductives finies

et pour morphismes les foncteurs qui préservent les limites inductives finies 

et reflètent les isomorphismes.

51 - Abex^, a pour objets les petites catégories abéliennes et pour morphismes

les foncteurs additifs exacts à gauche qui reflètent les objets nuls.

7.2. - de La C.

On peut mettre au passif de la classe C les faits suivants :

7.2.0. - Les catégories de C n'ont pas nécessairement de produits. 

Elles sont même, pour la plupart, sans aucun produit. C'est le cas, par exemple, 

des catégories !Kc, (Red, !Locc, Met, (Eue. Les catégories de C ne sont donc ni
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algébriques [jQ? variétales, ni localement présentables

7.2.7. - Les catégories de C n'ont pas nécessairement de sommes, 

même finies. C'est le cas par exemple des catégories Kc, tLocc, Met, (Drdt.

7.2.2. - Les catégories de C n'ont pas nécessairement de conoyaux. 

C'est le cas, par exemple, des catégories, !Kc, (Red, Met, (Eue, (Drdt.

7.2.3. - Les foncteurs oubli de structure à valeurs dans les ensembles, 

ne possèdent pas nécessairement un adjoint à gauche. C'est le cas, par exemple, 

des catégories !Dom, (Kc, (Locc, Met, (Drdt, lEuc.

7.3. - de Za c&xAAe, C.

On peut mettre à l'actif de la classe C les faits suivants :

7.3.0. - Les catégories de C sont à limites projectives

connexes.

On appelle limite projective connexe, une limite d'un diagramme

§ : I A où I est une petite catégorie connexe non vide. Montrons, par

exemple, que la catégorie K est à limites projectives connexes. Soit

(K.). - un diagramme connexe de (K. Montrons que l'anneau A = lim K. estie!E ^ ^ 1netL
un corps. Soit (x.). un élément non nul de A. Il existe un objet i  ̂ i îetE o
de tL tel que x. A 0. Or, si a : i j est un morphisme de I, on a

o
x. = K (x.) et, par suite, on a : x. ^ 0 <=> x. A 0. Donc, puisquej a i  ̂ i j
x. ^ 0 et que I est connexe, on a x. A 0, pour tout i e I. L'élément

o
(x.^). p. est alors un élément de A qui est inverse de ailleurs

A est un anneau non trivial. Il est alors immédiat que le corps A est la 

limite projective de dans la catégorie (K.

PAOP'ï-tMc 7.3.7. -

i) Les catégories de C^ sont à limites inductives filtrantes.
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2) Les catégories de Ĉ  sont à limites inductives ^ - filtrantes.

On appelle limite inductive filtrante (resp. ,L*^-filtrante) une limite 

inductive d'un diagramme <& : E -^A où- E est une petite catégorie non vide 

filtrante (resp. JU^-filtrante).

Montrons, par exemple, que la catégorie Met est â limites inductives

filtrantes. Soit (E.,d). - un diagramme filtrant de Met. Notons (E,(A<).1 ici 1 l€U-
une limite inductive des ensembles (E.). . Soit x,y deux éléments de E.1 letL
Il existe un objet i de E et deux éléments x^, y^ de E^ tels que l'on

ait : A.(x.) = x  et A.(y.) =y. Si i' est un autre objet de E et x.,,î i i  ̂  ̂ i'
y^, sont deux objets de E^, vérifiant A^,(x^,) = x et A^,(y^,) = y, alors

il existe un objet i" de E et deux morphismes de E : a : i i",

i' i" vérifiant E (x.) = E  ,(x.,) et E (y.) = E  ,(y.,). On a alors :a i a i a i a '-'i''
d(x^,y^) = d(E^(x_.),E^(y^)) = d(E^,(x^,),E^,(y^,)) = d(x^,,y^,). Il est alors 

immédiat que l'on définit une distance sur E, en posant d(x,y) = d(x^,y^) 

et que l'espace métrique (E,d) ainsi obtenu est la limite inductive de 

(E^,d)j^p- dans la catégorie Met.

Montrons encore que la catégorie Metcompl est à limites inductives

.^-filtrantes. Soit (Ej)j^ un diagramme ^-filtrant de Metcompl. Ce diagramme

est filtrant. Il a donc une limite inductive dans Met que l'on note (E,(pj)j ^).

Soit (y^) une suite de Cauchy de E. Pour chaque n e !N, il existe  ̂J

et x e E. tels que u. (x ) = y  . Il existe alors un objet j de J etn i ^ n .n o
des morphismes a : j j de J. La suite (E (x )) de l'espace métrique

n ^
E. est de Cauchy. Elle est donc convergente. Soit x sa limite. Il est immédiat 
*̂ o

que l'élément y = p. (x) est la limite de la suite (y ). Cela montre que E
^o ^

est complet et par suite que c'est la limite inductive de (Ej)j^ dans (Metcompl.

Ï.3.2. -

1) Dans les catégories de C^ les limites inductives filtrantes com­

mutent aux limites projectives connexes finies.
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2) Dans les catégories de les limites inductives -filtrantes

commutent aux limites projectives connexes dénombrables.

Pour la catégorie !K, par exemple, les limites inductives filtrantes 

et les limites projectives connexes sont créées par le foncteur oubli de struc­

ture : (K (Ens. La propriété se déduit alors de la propriété analogue dans la 

catégorie !Ens. Pour la catégorie tMetcompl, par exemple, les limites inductives 

3^-filtrantes et les limites projectives connexes sont créées par le foncteur 

ensemble sous-jacent : Metcompl (Ens. La propriété se déduit aussi de la pro­

priété analogue dans la catégorie (Ens.

7.3.3. -

1) Les catégories de possèdent un ensemble générateur propre 

formé d'objets ^ -présentables.

2) Les catégories de possèdent un ensemble générateur propre 

formé d'objets 3.'̂ -présentables .

Les notions d'ensemble générateur propre et d'objets ^^-présentables 

ou 3,̂ -présentables sont prises au sens de Gabriel-Ulmer j^j. L'espace métrique 

réduit à un point est générateur propre ^-présentable dans la catégorie (Met.

Il est générateur propre 3^-présentable dans la catégorie Metcompl. Les ordi­

naux 1 et 2 forment un ensemble générateur propre ^"présentable dans la caté­

gorie Ordt. Montrons que les corps de fractions z[x]/I des domaines d'inté­

grité z[x]/I où I est un idéal premier de constituent un ensemble

générateur propre formés d'objets 3! ̂ -présentables de Kc. Si x est un élément 

d'un corps commutatif K, on note 1^ l'ensemble des polynômes de <%[x] ayant 

x pour zéro dans X  et on définit l'homomorphisme f^ : ^[x]/I^ ^ K- P^r

f (P) =P(x), puis l'homomorphisme g : E[xl/I K par g (̂ ) = . Il
* x  ̂ x Q Q(x)
en est, en outre, immédiat que tout homomorphisme g : z[xj/l K est de la 

forme précédente pour un élément x et un seul de K. Le résultat se montre 

alors facilement.
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2 - MOTION UMH/ERSEiiES LOCALES.

Dans le but d'améliorer le bilan universel des catégories de C, on 

introduit de nouvelles propriétés universelles. Ce sont les propriétés univer­

selles locales suivantes.

2.0. - d'objets - Ob/e^A Zcc%Zemcn^

Toutes les familles considérées sont indexées par un ensemble.

On considère une catégorie A.

2.0.0. - Une famille d'objets de A  est initiale

dans A  si, pour tout objet A de A, il existe un et un seul couple (i,f)

tel, que i ë I et f : A^ A.

2.0.7. - Un objet A^ est localement initial dans A  si

pour toute paire d'objets A, B de A  et toute paire de morphismes g : A B

et h : A B, il existe un morphisme f et un seul de source A et but A.o o

A

g

B

Notons que l'on a alors : h = gf.

PAopoA-ÙÙton 2.0.2. - Un objet est localement initial si et seulement 

si il est initial dans sa composante connexe.

. - Il est immédiat que la condition est suffisante.

Soit A^ un objet, localement initial dans A. Pour tout morphisme g : A B

de A, on a : Hom^(A^,A) A 0 <=**=> Hom^(A^,B) ^ 0. On en déduit que pour

tout objet A de la composante connexe de A^, on a Hom^(A^,A) A 0, et par

suite on a un unique morphisme : A^ A. Ainsi A^ est un objet initial de

sa composante connexe.
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2.0.3. - Deux objets localement initiaux dans la même 

composante connexe sont isomorphes.

PA.opQ4^Ùton 2.0.4. - SjL est une famille initiale d'objets

de A, tout objet A^ est localement initial et tout objet localement initial 

est isomorphe â un objet A^.

: Soit i e I et ,g : A-*- B, h : A^ -^B deux mor­

phismes de /A. Il existe un couple (j,f) où j € I et f : Aj ->-A.

On en déduit l'existence d'un morphisme gf : Aj B. Par suite, on a i = j.

On obtient ainsi un morphisme : A^ A, qui est nécessairement unique. Ainsi

A. 'est localement initial. Soit A un objet localement initial de A- H  i o ^
existe un couple (i,f) où i c i  et f : A^ A^. On en déduit l'existence 

d'un morphisme g : A^ A^. Ces deux morphismes sont inverses l'un de l'autre 

et, par suite, A^ est isomorphe à A^.

2.0.5. - Une catégorie A  est à objets localement initiaux

s'il existe un ensemble i d'objets localement initiaux dans A  tel que, pour

tout objet A de A, il existe un objet A de 1 et un morphisme f : A A.o o

PA.opû4^Ùtü^ 2.0.6. - Les assertions suivantes sont équivalentes 

(i) A  est à objets localement initiaux ;

(ii) A  a un ensemble de composantes connexes ayant chacune un objet 

initial ;

(iii) A possède une famille initiale d'objets.

: L'équivalence de i) et ii) est une conséquence de la 

proposition 2.0.2. Si on suppose ii), on note I l'ensemble des composantes 

connexes de A  et pour chaque X c I, on note A^ un élément initial de X ; 

la famille alors initiale dans A. La proposition 2.0.4. montre,

en outre, l'implication : iii) => i).
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2.0.7. - Les categories de C possèdent une famille initiale

d'objets.

L'anneau Z et les corps d'entiers modulo les nombres premiers 

constituent une famille initiale dans les catégories Rnt,)Dom. En effet,

soit A un objet de Ænt ou de Dom. Soit p^ la caractéristique de A.

Il existe alors un homomorphisme unique f f Z/(p^) A qui est injectif.

Réciproquement, si p est un nombre premier ou nul et si f : Z/(p) A

est l'unique homomorphisme injectif, alors p.l est nul dans A, donc p

est un multiple de p^ et par suite p = p^.

Le corps Q et les corps d'entiers modulo les nombres premiers

constituent une famille initiale dans les catégories X, tKc.

Pour tout nombre p premier ou nul, on note Zp le localisé de Z 

en p i.e. l'anneau des fractions rationnelles —  où q n'est pas multiple

de p. L'anneau Zp est local. La famille (Zp), pour les nombres p

premiers ou nuls est initiale dans les catégories [Loc, tLocc. En effet, soit

A un objet de Loc. L'entier p^ = min{n : n.I est non inversible dans A}

est premier ou nul. Il existe alors un unique homomorphisme f^ : Zp^-^ A 

et cet homomorphisme est local. On montre en outre qu'un tel couple (p^,f^) 

est unique.

2.7. -

2.7.O.- On considère une catégorie A et un foncteur

U : A-* Ens. Un élément de U est un couple (A,a) formé d'un objet A
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de A  et d'un élément a de UA. La catégorie de représentation fRy de U

a pour objets les éléments de U et pour morphismes de (A,a) dans (B,b)

les morphismes f : A B tels que Uf (a) = b. Un élément localement initial

de U est un obîet localement initial de iR . C'est donc un couple (A ,a )U  ̂ o o
formé d'un objet A^ de A  et d'un élément a^ de UA^ tel que, pour toute 

paire d'objets A,B de A, toute paire de morphismes g : A B, h : A ^ B,

et tout élément a de UA, vérifiant Ug(a) = Uh(a^), il existe un morphisme

f : A A et un seul vérifiant Uf(a ) = a. Une famille initiale d'éléments o o -------- — —------ — --------
de U est une famille initiale de (R .U

2.7.7. - Un foncteur U : A  !Ens est localement repré­

sentable s'il possède une famille initiale d'éléments.

2.7.2. - Un f oncteur U : A  tEns est localement repré­

sentable si et seulement si il est somme de foncteurs représentables.

Considérons une famille (A.).  ̂ d'objets de A  -------------- i ici ^
et un isomorphisme a : t t Hom^(A^,-) U. Posons ^A ^ A   ̂ " ^i*

ici  ̂ i i
(A,a) un élément de U. Posons * Alors ^ A ^ o ' ^  " ^

et la commutativité du diagramme

I I Horn. (A.,A. ) rT-br A i lîel o

_Lj_HomjA.,f)
ici

-+ UA.i

Uf

JJL Hom^(Aj.,A)
ici

UA

montre que Uf(a^ ) = Uf(a^ )) = a^(i^,f) = a. Par suite, on obtient
o i io o

un morphisme f : (A. ,a. ) ^ (A,a). En outre, si g : (A.,a.) -+ (A,a) est
o o

un morphisme de 'R.,, on a et (i,g) = Uf(a. (!* )) = Uf(a. ) = a = a (i ,f)U A A.. A. i A O1 1  OO O
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Par suite, on a (i,g) = (i^,f), donc (A^,a^) = (A^ ,a. ) et g = f. On
o o

en déduit que la famille d'éléments (A.,a.). est initiale.^ i i ici

Soit, réciproquement, ^^î^i^icl famille initiale d'éléments

de U. On définit une transformation naturelle a : I ] Hom(A.,-) U en
iel ^

posant ot^(iyf) = Uf(a^). On montre facilement qu'elle est un isomorphisme.

2.7.3. - Les joncteurs ensembles sous-jacents des catégories 

de C vers les ensembles sont localement représentables.

Considérons, par exemple, la catégorie Dom et le foncteur ensemble

sous-jacent U : !Dom-̂  fEns. Soit A un objet de (Dom. Si x est un élément

de A, l'ensemble 1^ = {p e : p(x) = 0} est un idéal premier de -Z[x]

et il existe un unique homomorphisme f^ : ^[x]]/I^ A qui vérifie ^(X) ^

Réciproquement, soit I est un idéal premier de Z[x] et f : zjx]/I A

un homomorphisme injectif. On pose x = f(X). Pour tout polynome p de Z[x],

on a : p e  ï <==> p(X) = 0  <= >  p(x) =0. Par suite, on a 1 = 1^ et

f = f . Cela montre aue l'on a une bisection : UA - Il Hom^(zlxl/I.A).
iJs^; :[x] *

On montre alors facilement, qu'en fait, on a: U = _J__ L  - Honi, (Z /1, - ),
I e S p e c z M

c'est-â-dire que le foncteur U est localement représentable.

Pour le foncteur ensemble sous-jacent U : fLocc *^!Ens, il suffit

de substituer dans ce qui précède les anneaux localisés Z[xj^. de %[x] en I

aux quotients zjlfj/1.

Considérons le foncteur ensemble sous-jacent : U : {Eue *^iEns. On

note 0 l'espace euclidien réduit â un point et fR l'espace euclidien (R

muni du produit scalaire canonique. Montrons que l'on a un isomorphisme :

U - Il ( Hon^^(tR ,-)) où !R̂  désigne l'ensemble des nombres'UC <uc p

réels positifs et où (R̂  est l'espace euclidien ÎR. Soit E un objet de !Euc.
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A l'élément nul de E, on associe l'unique morphisme : 0 E et réciproque­

ment. Soit x un élément non nul de E. Posons p = []xj j et définissons

l'application f : [R-^E par f (A) =. —  x. L'application f est linéaire x x p x
et orthogonale, puisque l'on a : f (A).f (p) = —  x . —  x = (x.x) = Ap.

P P P
Réciproquement, si (p,f) est un couple formé d'un nombre réel positif p et

et d'une application linéaire orthogonale f : (R E, on définit un objet

x de E par x = p.f(l). On a alors : f (?) = — = f(l) et, par suite f = f.
^ P *

2.2. - FühctanAA

On considéré un foncteur U : /A -̂ fB. Soit B un objet de (B.

Un morphisme de B vers U est un couple (A,g) formé d'un objet A de /A

et d'un morphisme g : B UA. La catégorie (B,U) a pour objets les mor­

phismes de B vers U et pour morphismes de (A,g) vers (A',g') les

morphismes f : A A' vérifiant Uf.g = g'.

2.2.0. - Une localisation de B vers U est un morphisme

de B vers U localement initial dans (B,U). C'est donc un couple (A ,g ) 

formé d'un objet A^ de A  et d'un morphisme * B U,Ap tel que, pour

toute paire d'objets A,X de A, toute paire de morphismes h : A^ X,

^ : A ^ X de A, et tout morphisme g : B ^ UA vérifiant Uti-g^ = UZ.g, 

il existe un morphisme f : A^ A et un seul vérifiant Uf.g^ = g.

Notons qu'alors le diagramme ci-dessus est commutatif. On dit que A est un ̂ o
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objet de A  localisé de l'objet B vers U.

Pë^Ln^Ùtü^ 2.2.7. - Un foncteur U : A  tB est localisant si, pour

tout objet B de (B, le foncteur Hom^(B,U) : A [Ens est localement repré­

sentable .

Il revient au même de dire que pour tout objet B de (B, la caté­

gorie (B,U) possède une famille initiale.

P&TïdAquc. - Dans [jo], J.J. Kaput a défini la notion de foncteur pos­

sédant un adjoint à gauche local. Cette notion est plus générale que celle de

foncteur localisant et en diffère par l'absence d'unicité stricte et d'une

condition de petitesse. Tout récemment, dans jl̂] , R. Borger et W. Tholen défi­

nissent la notion de foncteur possédant un adjoint à gauche local fort en ad­

joignant â la définition de J.J. Kaput la condition d'unicité, mais non celle

de petitesse. Or celle-ci est satisfaite dans la plupart des exemples et elle

nous est indispensable pour l'étude de la structure des catégories localisables.

2.2.2. - Le composé de deux foncteurs localisants est

localisant.

- Soit U : A  tB et V : B (E deux foncteurs loca­

lisants. Soit C un objet de C. Considérons une famille initiale

(h^ : C de morphismes de C vers V, puis, pour chaque i c i ,

une famille initiale (g. : B. UA.). - de morphismes de B. vers U.J i J JCJj;  ̂ i
On montre facilement que la famille de morphismes de C vers VU

(Vg..h : C VUA.) où i varie dans I et J varie dans J., est initiale.
J i J i

PAopo^^ùéou 2.2.3. - SjL U : A (B est un foncteur localisant et C
Œ (E (Eest une petite catégorie, le foncteur U : A  [B est localisant.

- Soit G : (E fB un foncteur. Pour chaque objet X
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de G, choisissons une famille initiale 1^ de morphismes de GX vers U.

Notons 1 l'ensemble des couples (F,g) formes d'un foncteur F : G

et d'une transformation naturelle p : G UF tels que pour tout objet X

de € le couple (FX,P^) appartient à 1^. Montrons que L est une famille
Ginitiale de morphismes de G vers U . Soit L : G un foncteur et

y : G UL une transformation naturelle. Pour chaque objet X de G, il 

existe un unique element (A,g) de 1^ et un unique morphisme f : A LX

tels que y^ = Uf .g. Posons alors A = FX, g = P^, f = Si f : X Y

est un morphisme de G, la relation ULf.Ua^.p^, = ULf.y^ = y^.Gf = Ua^.p^.Gf 

implique l'existence d'un unique morphisme h : FX FY vérifiant :

UFh-tp^ = Py.Gf et donc aussi : Lf-o^ = a^.Fh. Il est alors immédiat que l'on 

définit un foncteur F en posant Ff = h, que P^ : GX UFX définit une 

transformation naturelle P : G UF et que : FX LX définit une trans­

formation naturelle a : F L. On a Ua.p = y. En outre si (F,P), (F',p') 

appartiennent à L et si y : F L, y ' : F ' - ^ L  sont deux transformations 

naturelles vérifiant Uy.p = Uy'.p', alors, pour tout objet X de G, on a

^X'^X ^ ̂ ^X'^X ^  ^X^X ^ ^X^ suite, on a :

^X ^ ^X ^X " ^X  ̂ Y = Y'-

P-^ûpo^^ÙtOil 2.2.4. - Tout foncteur localisant à valeurs dans !Ens 

est localement représentable.

- Un foncteur localisant U : A Ens est isomorphe

au foncteur Hom^(!,U) qui est localement représentable.

Exejïip̂ eA 2.2.5. - d'^uuMux.

P/LOpA^éëtë^ 2.2.5.0 . - Les foncteurs : An ^ An, /Ane' Ane sont 

localisants.
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- Soit A un objet de An. Notons I l'ensemble 

des idéaux bilatères propres de A. Pour I c i ,  considérons l'anneau 

quotient A/l et la projection canonique P^ : A A/1. Montrons que

(P̂ . : A A/1)^^ est une famille initiale de morphismes de A vers le 

foncteur : Ah^ An. Tout homomorphisme f : A B se factorise sous la

forme f : f.p^ où I est le noyau de f et f : A/I-^B est un homomor­

phisme injectif. Si I, I' c I et f : A / I ^ B ,  f' : A/1' -^B sont deux 

homomorphismes injectifs vérifiant : f.p^ = f'.p^.,, on a, pour un élément 

x de A : x e  I <=> p^(x) = o  <=> f(p^(x)) <=> f'(p^,(x))=0 <==>

p^.,(x) = 0  <= >  x c  I'. On en déduit que 1 = 1', puis que f = f'.

2.2.5.7. - Les foncteurs ensemble sous-jacent
# 4An Ens, Ane' Ens sont localement représentables localisants.

2.2.6. - Quotients premiers, réduits, primaires, quasi- 

primaires, d'anneaux.

2.2.6.0. - Les foncteurs : &nt *̂ Ân, ^ Ane,

(Red Ane, (Prim Ane, Q-jPrim Ane sont localisants.

- Soit A un anneau. Notons S l'ensemble des idéaux 

bilatères premiers de A. Pour I e S, considérons l'anneau intègre A/1 et 

la projection canonique p̂ . : A A/1. On montre comme au 2.2.5., que

(p^ : A famille initiale de morphismes de A vers le foncteur :

Knt An. Le résultat reste valable pour le foncteur : Dom ->-Anc. Pour les 

foncteurs : (Red -^Anc, (Prim Ane, Q-dPrim^Anc, on remplace l'ensemble S 

respectivement par les ensembles, S^, S^, S^ suivants. Ŝ  est l'ensemble 

des idéaux semi-premiers de A i.e. des idéaux I de A qui vérifient :

V  n e !N, V  x e A (x^ e I =*=> x c I). est l'ensemble des idéaux pri­

maires de A i.e. des idéaux I de A qui vérifient :
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V  x, y € A (x.y e I = >  ( II) € (N, e I) ou y € I).

est l'ensemble des idéaux quasi-primaires de A i.e. des idéaux I de 

A qui vérifient

V x ,  y e A ( x . y e l  = >  n € (N, x ^ c  I) ou (jj n e [ N , y ^ c  I))

Cü^ofZaé^e 2.2.6.î. - Les foncteurs ensemble sous-jacent

(Ent (Ens, (Dom (Ens, (Red (Ens, Prim (Ens, Q-Prim (Ens sont localement

reprësentables localisants.

Cû^O^axAe 2.2.6.2. - [Kc est une sous-catégorie pleine localisante

de *Anc.

Pemon^^Aa^Ùton.- Il suffit d'observer que (Kc est une sous-catégorie 

pleine réflexive de tDom.

Exempte4 2.2.7. - Quotients, quotients réduits, primaires, quasi- 

primaires, corps de fractions, d'anneaux différentiels.

PAüpAtHëA 2.2.7. -

!) Les foncteurs : (Dif ^ (Dif, (Domdif -^!Dif, Reddif ^ (Dif,

Primdif (Dif, QPrimdif !Dif, (Kdif -^tDif sont localisants.

$2) Les foncteurs oubli de structure: (Dif^ (Ens, [Domdif -^tEns,

{Reddif -̂ -[Ens, Primdif -^!Ens, QPrimdif -^(Ens, (Kdif -^(Ens sont localement 

représentables localisants.

PéMiûn^tAatxon. - On substitue la notion d'idéal différentiel à la 

notion d'idéal dans ce qui précède.

ExempfeA 2. 2. &. - Anneaux de ^Aac^éon^.

PAPpA^teteA 2.2.5.0. - Les foncteurs : Anc^V/Anc, (Dif^EDif sont 

localisants.
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PémouAtAatéou. - Soit A un objet de Ane. Notons M l'ensemble 

des parties multiplicatives saturées de A ne contenant pas 0. Pour 

E € M, considérons l'anneau des fractions A[j] et l'homomorphisme canonique

f̂  : A A ^  Ĵ. Montrons que (f^ : A A[z est une famille initiale

de morphismes de A vers le foncteur : Anc^ /Ane. Un homomorphisme d'anneaux

f : A - ^ B  se factorise sous la forme f = f.f^ où E = { x c A  : f(x) 

inversible} et f est défini par f(f^(a).f^(s) = f(a).f(s) En outre,

si y e A^E est tel que f(y) est inversible, on a y = f^(a).f^(s) ^

où s e E, donc f(y) = f(a).f(s)  ̂ et, par suite, f(a) est inversible ; 

on en déduit que a c E, donc que f^(a), puis y = f^(a).f^(s)  ̂ sont inver­

sibles. Ainsi f est un morphisme de Anc^ .

Si E,n sont deux éléments de M et g : A^E h : A[*n ^]-^B

sont deux morphismes de Anc^ qui vérifient g-f^ *  ̂ ^  pour un

élément x de A : x e E < = >  f^(x) inversible <=> g(f^(x)) inversible 

<==> h(f^(x)) inversible <=> f^(x) inversible <==̂ > x e n. Par suite, 

on a E = n et g = h .

Pour le foncteur : !Dif̂ * !Dif, on considère l'ensemble M' des 

parties multiplicatives différentielles saturées i.e. des parties multiplica­

tives qui sont telles que :

V x e A ,  (d(x) c M  = >  x ^ M ) .

Cû^ïO^axAG 2.2.^.ï. - Les foncteurs ensemble sous-jacent,

Anc^ Ens, (Diff^ Ens sont localement représentables localisants.

Examp^GA 2.2.9. - LoeatéAatéo^iA d'a^uGaax.

P/YopAtGtGA 2. 2. 9. P . - Les joncteurs : [Locc ^ Ane, (Locdif (Pif, 

sont localisants.
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- Soit A un objet de Ane. Notons S l'ensemble

des idéaux premiers de A. Pour I e S, notons Â . l'anneau localise de A

en I. i.e. l'anneau des fractions A[1(A-I) et : A Â . le morphisme

canonique. On sait que l'anneau A^ est local. Montrons que (f̂ . : A

est une famille initiale de morphismes de A vers le foncteur : (Lpcc Ane.

Considérons un homomorphisme f : A B où B est un anneau local. Notons U 

l'ensemble des elements inversibles de B. L'ensemble B-U est un ideal 

maximal de B et, par suite, l'ensemble f ^(B-U) est un idéal premier de A 

noté I. L'homomorphisme f est alors de la forme f : f.f̂ . où f : Â . B

est un homomorphisme qui reflète les éléments inversibles. On achève la démons­

tration comme au 2.2.8. Pour les anneaux différentiels on considère les idéaux

premiers différentiels.

2.2.9.?. - Les foncteurs : !Locc (Ens, iLocdif (Ens

sont localement représentables localisants.

Exempts 2.2.Ï0. - at de .

P^opAX-é-té^ 2.2.10.0. - Les foncteurs : !Dtr^ Dtr, Trd^ Trd,

He^ (He, OBool^ (Bool, Trdloc^ Trd sont localisants.

- Etudions d'abord le foncteur : tDtr̂ * -^!Dtr.

Soit E un demi-treillis unitaire. Notons F l'ensemble des filtres

de E. Pour un filtre <3 e F, on note E/4 le demi-treillis unitaire quotient

de E par l'équivalence : x ^ y ssi .J ac<3, x A a  = y A a ,  et on note

fg, : E E/4 la projection canonique. Montrons que (f^ : E ^ ^ $ e F  

une famille initiale de morphismes de E vers le foncteur {Dtr̂ * -^(Dtr. Soit 

f : E F un homomorphisme de treillis. La partie <3 = f ^(1) de E est un

filtre. Si x, y e E sont tels que f^(x) = f^(y), il existe un élément a

de 4* tel que x A  a = y A a ,  on a donc f(x) Af(a) =f(y) Af(a) et par
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suite f(x) = f(y). Il existe donc une application g : E/<& F telle que

g.f^ = f. Il est immédiat que g est un morphisme de (Dtr̂ *. En outre,

si <&,T sont deux filtres de E et f : E/<3 F, g : E/T F deux morphismes

de tDtr^ vérifiant f-fg) " 8*^^? on a : x c  ̂ < = >  f^(x) = 1 <==>

fof^(x) = ! <==> gof^(x) = 1 <=> f^(x) = ! <==> x e T ; par suite,

on a <& = T et f = g.

Le raisonnement reste valable pour.les foncteurs ^

Trd^ Trd, Eê " Ee, (Bool^ (Bool. Pour le foncteur : Trdloc Trd,

on considère l'ensemble des filtres premiers de E i.e. des filtres § de E

qui vérifient V  x, y e E (x V y e § =>(x e § ou y e ^))(cf. Anders Kock).

CûAû^ZaxA^ 2.2.70.7. - Les foncteurs ensemble sous-jacent,

(Dtr^ [Ens, Trd^ (Ens, !He^ !Ens, (Bool^ (Ens, Trdloc Ens, sont localement

représentables localisants.

ExanpZe. 2.2.77. - ÜAcfAM ^otanx ^nA Z M  oAcfouiiM.

PAOpAtË^e 2.2.77. - Le foncteur (Drdt Ord est localisant.

PËmOd^^AatxOd. - Soit E un ensemble ordonné. Notons 7* l'ensemble

des préordres totaux sur E moins fins que l'ordre donné sur E. Pour un

élément R de 7, on note E^ l'ensemble totalement ordonné quotient de E

par l'équivalence associée à R et f^ : E E^ la projection canonique qui

est croissante. Pour x, y e E, on a : xRy <==> ^(x)  ̂ f^(y). Montrons que

(f^ : E une famille initiale de morphismes de E vers le foncteur

(Drdt (Drd. Considérons une application croissante f : E F où F est un

ensemble totalement ordonné. Notons R le préordre initial sur E défini par

l'application f et l'ordre sur F. Le préordre R appartient â T. Si

x, y e E vérifient ^(x) " ^R^)' ^ yRx, par suite :

f(x) $ f(y) et f(y)  ̂ f(x), et donc : f(x) = f(y). On en déduit que f se
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factorise par f en une application f : E F. Il est immédiat que fK K
est uniquement déterminée et strictement croissante. Considérons, en outre 

deux éléments R, S de 7, un ensemble totalement ordonné F et deux appli­

cations strictement croissantes f : E F, g : E F vérifiantK b
f.f^ = g.fg- Pour x, y eE, on a : xRy <=> f^(x)  ̂ ^(y) <= >  

f(f^(x))$ f(f^(y)) < = >  g(fg(x))$ g(fg(y)) < = >  fg(x) $ ^g(y) < = >  xSy.

Par suite, R et S sont égaux.

Cü^ûZZaxAG.- Le foncteur Qr dt^Ens  est localisant.

Exemples 2.2.72. - PA.&LGA totaux AoA f  M  amicaux et ZM  coApA.

PAopAtMéa 2.2.72. - Les foncteurs : Ancordt.-^Anc, !Kord -̂ fKc 

sont localisants.

PémouA^AaÙéou.- On montre facilement que l'on obtient une famille 

initiale de morphismes d'un objet A de Ane vers le foncteur :

Ancordt -^/Anc en considérant l'ensemble des ordres totaux sur l'anneau A.

Le raisonnement est le même pour le foncteur : (Kord !Kc.

Excmp^cA 2.2.73. - MctAù?acA AoA an GApaec ^opcZog-ù/ac.

PAopAtGté 2.2.73.P. - Les foncteurs (Met Topsep, (Metcomp Gomp 

sont localisants.

PëmouA^AaÙéou.- Soit E un espace topologique séparé. Notons P

l'ensemble des pseudo-métriques continues sur E. Pour d e  P, notons E,d
l'ensemble quotient de E par l'équivalence ^ définie par : x ^ y ssi

d(x,y) = 0, muni de la métrique d définie d(x,y) = d(x,y), et par 

^d * ^  ̂^d projection canonique, qui est continue. Montrons que 

(fd : E famille initiale de morphismes de E vers le

foncteur : (Met ÏTopsep. Considérons une application continue : f : E (F, 6)

où (F,g) est un espace métrique. Notons d la pseudo-métrique continue
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sur E définie par d(x,y) = 6(f(x),f(y)). Si x,y sont deux éléments de E

vérifiant d(x,y) = 0, on a d(f(x),f(y)) = 0  et par suite f(x) = f(y).

On en déduit que f se factorise par f^ en une application f : E^ F

qui est une isométrie. En outre si d,d' sont deux pseudo-métriques

sur E, si (F, 6) est un espace métrique et f : E F, g : E,, F sontd d
deux isométries vérifiant f.f, = g.f.,, on a, pour deux éléments x,y ded d
E :

d(x,y) = d(x,y) = 6(f(x),f(y)) = 6(g(x),g(y)) = d'(x,y) = d'(x,y).

On en déduit que d = d'. Cela montre que le foncteur [Met üopsep 

est*localisant. Pour le foncteur Metcomp Comp, il suffit de remarquer que 

si E est compact et d e P, alors E^ est compact.

CoAcf^axAG. 2.2.73.7. - Les foncteurs [Metcompl Top, Metcompl -^)Ens, 

[Met Ens, (Metcomp Top, (Metcomp - (̂Ens sont localisants.

ExejnpZaô 2.2.74. - ^uA ud coAp^.

PAopAx.été 2 . 2.7 4 . Ü . - Le foncteur (Kv-^!K est localisant.

- On montre facilement que l'on obtient une famille 

initiale de morphismes d'un objet K de (K vers le foncteur (Kv (K en 

considérant l'ensemble des valeurs absolues sur K.

CoA0-&E<2XAa 2.2.74.7. - Le foncteur K v ^ E n s  est localisant.

ExemptM 2.2.75. - McAmM ^uA an Mp^cc uectoAxc-f.

PAOpAxé^Ë 2.2.75.Ü. - Le foncteur !Nor(K) -^Evt(K) est localisant

- Soit E un objet de (Ev(K). Notons N l'ensemble 

des semi-normes continues sur E. Pour n € N, posons = {x e E : n(x) = 0}.
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Alors est un sous-espace vectoriel de E et l'espace vectoriel quotient

E = E/X est norme par la norme quotient n. On note f : E E la pro-n n  ̂  ̂ n n
jection canonique. Montrons que (f^ : E E ^ n  ^ est une famille initiale

de morphismes de E vers le foncteur : ]Nor(K) Evt(K) . Considérons une

application linéaire continue f : E F où F est un espace vectoriel norme

par m. Notons n la semi-norme continue sur E définie par n(x) = m(f(x)).

Si x c X^, on a m(f(x)) = 0  et par suite f(x) = 0. On en déduit que f

est de la forme f = f.f^ où f : E^ F est une application linéaire qui

préserve la norme. En outre si, n, n' sont deux semi-normes sur E, si

(F,m) est un espace métrique et f : E^ F, g : E^, F sont des morphismes

de )Nor(K) vérifiant g.f , = f.f , on a,pour un élément x de E :n n

n(x) = n(x) = m(f(x)) = m(g(x)) = n'(x) = n'(x).

On en déduit que n = n' et par suite que f = g.

CoAQ^atAC 2.2.75.?. - Les foncteurs : !Nor (K) IEv(K) , Nor(K) Ens

sont localisants.

On démontre de façon analogue les propriétés suivantes :

PAopAéëte^S 2.2.75.2. - Les foncteurs : Algnor(K) -^Alg(K),

Algnor(K) Ens, Envnor(K) Env(K), tEnvnor(K) ^ !Ens, Stell ^ CEnv(C)

Stell !Ens sont localisants.

CoAQ^E^tAC 2.2.75.3. - Les foncteurs : !Metcomp iEns, {Kvcomp K ,

(Ban(K) !Ev(K), Algban(K) -^Alg(K), Invban /Alg(C) , Stellcompl Alg(C) 

sont localisants.

2.2.76. - PAod^ùùs ^cnZ^cAM <saA nn Mp^.cc ucc.toAtc^.

PAopAx.etë 2.2.76. - Les foncteurs Eue -^Evt(!R), [Eue (Ev(M) ,

(Eue (Ens sont localisants.
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- D'une façon analogue â celle du 2.2.15.0., pour

un objet E de (Evt((R), on obtient une famille initiale de morphismes de

E vers le foncteur : Eue -̂ )Evt(!R) en considérant l'ensemble des formes 

bilinéaires symétriques positives continues sur E.

Exemple, 2.2.7 7.- CatégcAtGA de ^AactéoKA d'anc catëgpAéc.

PAppA-écté 2.2.7 7.- Le foncteur Gat̂ * Gat est localisant.

PéwPUATAatépq.- On utilise les résultats de Gabriel-Zisman sur le

calcul de fractions [8j . Soient A, 1B deux petites catégories et U : A

un foncteur.

Y

U

!B

On définit, pour tout ordinal a, une petite catégorie et

deux foncteurs Fa A  , U a a vérifiant U .F = U, et pour tout a a
couple d'ordinaux a, g tels que a < g, un foncteur F : A  Aga a p
vérifiant F- .F =F_ et F = F  pour a <  g <Ys par récurrencega a g yg ga ya  ̂ ^
transfinie, de la façon suivante :

1 ) A  =A, F = 1., U =U, o  ̂ o A o ^

2) A  = A [*E 1̂ où E est l'ensemble des morphismes de A^a+1 a^-a^ a 3
rendus inversibles par U , F , : A  -^A , est le foncteur canonique,a a+l,o a a+1
F  ̂ = F , , .F  ̂ pour g < a, et U , : A  , tB est l'unique foncteura+1,g a+1,a a,g  ̂ a+1 a+!
vérifiant U ,.F , = U  .a+1 a+1,a a

3) Pour un ordinal limite y,

A  = Ü m A  , F : A  -^A est l'induction canonique ety   ̂ a y,a a ya<y '
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U : A  (B est le foncteur défini par U .F = U .Y Y Y Y<3 a

Pour tout ordinal a, le foncteur F , est un épimorphisme dea+1,a  ̂ ^
(Eat[8^. Puisque tout composé et toute-limite inductive d'épimorphismes est

un épimorphisme, on en déduit que les morphismes F sont des épimorphismesa
de Cat. La catégorie (Cat étant à peu d'objets quotients, il existe un

ordinal Y tel que F . soit un isomorphisme. Le foncteur U reflèteY+1'Y Y
alors les isomorphismes. En outre, si (E, D. sont deux petites catégories,

G : A  (E un foncteur V : A  !D et W : (E (D sont deux foncteurs reflè-
Y

tant les isomorphismes et vérifiant W.G = V.F^, il est immédiat par récur­

rence transfinie, qu'il existe un unique foncteur T : A  (E vérifianta
T.F* = G. Le foncteur : Cat̂ -** Cat est alors localisant par suite de la a ^
proposition 2.0.6. et du fait que (Cat est à peu d'objets quotients.

Exemple. 2.2.7 S. - CaZcu^ de à gaucAe. catégoAtM.

PAopAtë^é 2.2.7%. - Le foncteur Endf^ End est localisant.

- Soit A  c Endf. Notons S' l'ensemble des parties

saturées de HF1(Â) qui admettent un calcul de fractions â gauche E 8 1 *

Pour E € S', considérons la catégorie de fractions Le foncteur

canonique F^ : A  -^A[E préserve les limites inductives finies E 8 J.
En outre un foncteur U : A^E (B préserve les limites inductives finies

si et seulement si UF^ les préservent. On montre alors, comme au 2.2.17.,

que (F : A  AE^ ^j) est une famille initiale de morphismes de A
EeS'

vers le foncteur : Endf^ ^ End.

Exemple 2.2.7 9. - cfe. ca^cgoA-ŒA

PAopAtétë 2.2.7 9. - Le foncteur Abex^-^Abex est localisant.

- On utilise ici des résultats de E ^  '

Soit A  une petite catégorie abélienne. Notons E l'ensemble des sous-caté-
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gories épaisses de A. Pour !K c E, considérons la catégorie quotient A/!K 

et le foncteur canonique : A  A/(K. Le foncteur F^ est additif et

exact. En plus un foncteur additif exact à gauche U : A  (B se factorise

sous la forme U = U.F où (K est la sous-catégorie épaisse de /A ayant

pour objets ceux dont l'image par U est un objet nul et où U est un fonc­

teur additif exact. On montre alors facilement que (F^ : A  A/!K)^p est uneIKeE
famille initiale de morphismes de A vers le foncteur : Abex Abex.

2.3. - at tcrH-LtM ZocaZ&ô.

On considère une catégorie A. Soient d une petite catégorie et 

F d A  un diagramme de A, encore noté

2.3.0. - Une localisation inductive du diagramme F est 

un cSne inductif de base F, localement initial dans la catégorie des cones 

inductifs de base F.

C'est donc un cone inductif y : F— ^ A  de base F tel que pour 

tout cone inductif y' : F A' de base F et toute paire de morphismes 

h : A X, h' : A' X vérifiant h.y^ = h'-Y^ pour tout i € d, il existe

un morphisme f : A A' et un seul vérifiant f-Y^ * Y^ pour tout i e d

A.

2.3.7. - Une couronne inductive de A  de base F est

une famille de cones inductifs de A de base F.

Elle peut être notée (y. : F B.), ou (y.. : A. B.),. ^
'j J joj 'ji i J (i,j)cdxj
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Pé^U^Ltto^ 2.3.2. - Une limite inductive locale du diagramme 

F : E A est une couronne inductive initiale dans la catégorie des cones 

inductifs de A  de base F.

C'est donc une couronne inductive (y. : F B.). de base F telle que
J J JcJ

pour tout cone inductif y : F B de base F, il existe un unique couple

(j,f) forme d'un élément j de J et d'un morphisme f : B^ B vérifiant

f.y^ = y^ pour tout i cE.

PS^MX^ton 2.3.3. - Une catégorie A  est localement cocomplète 

si tout petit diagramme de A admet une limite inductive locale.

On considère le foncteur diagonal A : A  -̂ Â " et on note

T : A  -^Ens le foncteur Horn -.(F,A-). Alors est l'ensemble des
A  ^

cones inductifs de A  de base F et de sommet A.

PA.opo^^Ùéon 2.3.4. - Le diagramme F : E - ^ A  admet une limite 

inductive locale si et seulement si le foncteur : A  (Ens est localement

représentable.

PAopOA^tùtcn 2.3.5. - Une catégorie A  est localement cocomplète 

si et seulement si pour toute petite catégorie E. le foncteur diagonal 

A : A  Â * est localisant.

PéwiO^^R^Utl. - C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.3.4. 

PA.op^tétë 2.3.6. - Les catégories de c sont localement cocomplètes.
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- Montrons le pour la catégorie iLocc, par exemple.

Soit un diagramme de ILocc. Notons (A,i) la limite inductive du

diagramme d'anneaux commutatifs unitaires Notons S l'ensemble des

idéaux premiers p de A tels que : V i e d ,  V  x e A^, (x non inversible

dans A^ ==> i^(x) e p). Pour p e S, on note A^ le localisé de A en

p et fp : A -x Ap 1'homomorphisme canonique. L'anneau Ap est local et les

homomorphismes f .1 . : A. -^A reflètent les éléments inversibles. Montrons p 1 1 p

que (f .1 . : A. A  ̂ est une limite inductive locale de (A.). ^ ̂ p i  1 p (i,p)€dxS 1 îcCL
dans [Locc.

Soit (a. : A. B). un cone inductif de A  de base (A.). Il existe1 1 îed ' 1 ici

un unique homomorphisme d'anneaux a : A B vérifiant a.i. = a. pour

chaque i e d. Notons U l'ensemble des éléments non inversibles de B.

U est un idéal maximal de B, donc a ^(U) est un idéal premier p de A

et même un élément de S. L'homomorphisme a : A B s'écrit alors d'une

seule façon sous la forme a = 8.f où 8 :A B reflète les éléments
P P

inversibles. On montre facilement qu'un tel couple (p,P) est unique.

PA.0P04-ÛÙÙM 2.3.7. - JSi A  est une catégorie localement çocômplète

et (C est une petite catégorie , la catégorie est localement cocomplète.
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- Soit tE une petite catégorie. Le foncteur diagonal

A^ : A  Â * est localisant (prop. 2.3.5.) et, par suite, le foncteur
Œ Œ OL (E Œ C fEA. : A  (A ) l'est aussi (prop. 2.2.3.). Le foncteur diagonal A  ̂ : A  (A )

A(E E C (C tEcomposé de A^ avec 1'isomorphisme canonique (A ) (A ) est alors loca-
€lisant. Cela montre que A  est localement cocomplète (prop. 2.3.5.)

2.4. - FouctauAA ^cdèfaA.

La notion suivante de foncteur localement pleinement fidèle semble

mieux adaptée à l'étude des propriétés universelles locales que la notion de

foncteur pleinement fidèle.

Pa^UX^ÙtOtî 2.4.0. - Un foncteur U : A  83 est localement pleinement

fidèle si pour tout couple de morphismes h : A C, g : B C de A de mêmes

buts et tout morphisme Z : UA UB de 83 vérifiant Ug.̂ . = Uh, il existe

un unique morphisme f : A B de A  vérifiant g.f = h et Uf = Z.

Il revient au même de dire que, pour tout objet C de A, le

foncteur Û , : (%A,C) ((B,UC) induit par U entre les catégories comma (A,C)

et (B,UC) est pleinement fidèle.

Une sous-catégorie est localement pleine si le foncteur d'inclusion 

est localement pleinement fidèle.

Examp^aA 2.4.?. - La plupart des foncteurs cités au 2.2. sont loca­

lement pleinement fidèles. Seuls les suivants ne le sont pas :

Anc^ (Ens, 8)if^ (Ens, Locc [Ens, Locdif {Ens, Ptr^* Ens,

Fr^ Ens, Frd Ens, Ords Ens.

PAOpOAx^ÙtOU 2.4.2. -

1) Le composé de deux foncteurs localement pleinement fidèles l'est

aussi.

2) Un foncteur est localement pleinement fidèle si son composé par un
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foncteur fidèle l'est.

3) Si U : A  B est un foncteur localement pleinement fidèle et C

est une petite catégorie, le foncteur U^ : B^ est localement pleinement

fidèle.

PéMOMA^a^XOU. - Immédiate.

P^OpO^^cÙtOU 2.4.3. - Un foncteur est localisant si son composé par 

un foncteur localement pleinement fidèle l'est.

P é r M O n . - Soient U : A  B un foncteur et V : B C un

foncteur localement pleinement fidèle tel que VU soit localisant. Soit B

un objet de IB. Notons (h. : VB VUA.). - une famille initiale de morphis-1 î  i c i

mes de VB vers VU. Considérons l'ensemble M des morphismes de la forme

g : B-^UA. où i c I et Vg =h.. Montrons qu'un tel morphisme g est o î o i  ̂  ̂ o
une localisation de B vers U.

UA.

UX

Soient m : A^ ^ X, n : A X deux morphismes de A  et g : B UA un 

morphisme de !B vérifiant = Un.g. Il existe un unique morphisme

f : A^ A vérifiant VUf.Vg^ = Vg. Les deux morphismes

Uf.g^, g : B —  ̂UA vérifient alors les relations Un(Uf.g^) = U(nf).g^ = 

Um.g^ = Un.g et V(Uf.g^) = VUf.Vg^ = Vg. Le foncteur V étant localement 

pleinement fidèle, on en déduit l'égalité Uf*B^ = g. En outre, il existe au 

plus un morphisme f : A^ A vérifiant Uf.g^ = g puisqu'il vérifie alors : 

VUf.Vg^ = Vg.

VUX
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Soit g : B UA un morphisme de (B. Il existe i c i  et f : A^ A 

vérifiant Vg = VUf.h^. Le foncteur V étant localement pleinement fidèle, il 

existe un morphisme g^ i, B UAj, tel que Uf.g^ = g et Vg^ " d'où g^ e M.

Cela montre que la catégorie (B,V) des morphismes de B vers V 

possède une famille initiale (prop. 2.0.6).

2.4.4. - Soit U : A  !B un foncteur localement pleinement 

fidèle localisant. Si la catégorie (B est à limites projectives connexes, la 

catégorie A  aussi.

- Soit ^  diagramme connexe de A.

Posons (B,p) = lim UA.
ici ^

V
A.,

UA.

UA

UA. ,1

Pour tout objet i de d, le morphisme : B UAj, est de la

forme g. = Ua..p! où (A' g!) est une localisation de B vers U etî i i i i
^i * ^  ^  morphisme de A. Puisque le diagramme (^j^-j^d con­

nexe, toutes les localisations (A^,P^) peuvent, en fait, être choisies égales ; 

on note (A^,g^) leur valeur commune. On obtient alors un cone projectif

(a. : A A.). Montrons que c'est une limite protective. Soiti o i îed  ̂ ^
(y^ : A cone projectif de base (^i^i^d* existe un unique

morphisme g : UA B vérifiant P^-g = Uy^ pour chaque i e E. Le foncteur

U étant localement pleinement fidèle il existe, pour chaque i c E, un unique

morphisme f. : A A vérifiant a..f = y. et Uf. = P -g. Or si ̂ i o i 'i i ^o ^
a : i i' est un morphisme de d, on a :  ct.,.f. = A.a..f. = A.y. = y., ̂ l ' i a i i a i i '
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et donc f^, = f^. Puisque le diagramme est connexe, on en infère

l'égalitë f. = f-, pour tout i, i'e t. En notant f la valeur commune des f.

on obtient un morphisme f : A A^ vérifiant a^.f = y^ pour chaque i e E,

un tel morphisme étant, en outre, unique.

ExampZa 2.4.4.0. - Le foncteur Metcomp -^Met est localisant puisque 

son composé par le foncteur localement pleinement fidèle: Met Fop égale 

le composé des foncteurs Metcomp (Eomp et Comp Fop qui sont localisants.

P/LOpûÂ cttOH. 2.4.5. - Soit U :A-^tB un foncteur localement pleine­

ment fidèle localisant. Si la catégorie B est localement cocomplète, la caté­

gorie A  l'est aussi.

- Soit E une petite catégorie. Les foncteurs diago­

naux A,, : A  A^, A^ : (B !B̂ , le foncteur U et le foncteur : A^ !B̂*A [B
vérifient la relation U^**^ = Puisque la catégorie B est localement

cocomplète, le foncteur A^ est localisant (prop. 2.3.5.) et par suite le

foncteur Û .A,, = A^.U l'est aussi. Le foncteur étant localement pleinementA  !B
fidèle (prop. 2.4.2.), le foncteur A^ est localisant (prop. 2.4.3). Cela 

montre que la catégorie A  est localement cocomplète (prop. 2.3.5.).
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3 - UN THEOREME P'EXISTENCE PE LPCALISATIPNS.

Les foncteurs A n ^  *^An, {K^An, ILoc *^An, Fr^* *^Tr, Frloc ^ Fr, 

Crds ^ Ord sont-ils localisants ? Le calcul de fractions et la localisation 

ne se font classiquement que pour les anneaux commutatifs et le quotient d'un 

treillis non distributif par un filtre n'est pas, en général, un treillis. Les 

résultats du 2.2. ne s'appliquent donc pas ici. Le théorème d'existence de lo­

calisations suivant, analogue au théorème d'existence d'adjoint de P. Freyd, 

montre que ces foncteurs sont localisants.

3.P. - Le ^Aéo^ëma

femme 3.P.P. - Dans la catégorie des ensembles les limites projectives 

connexes commutent aux sommes.

PémOitA'&La^'ton. - Soient I un ensemble, J* une petite catégorie 

connexe non vide et X : I x y  A  un diagramme de A , encore noté :

Yj * ^  *ij *""" -i ' J ' *i. P°"t

a : J J' , et Y = lim Y.. On a :
JËJ *"

 ̂^  ^ J '?j " ^  Ya(yj) =Yj.) .

Soient (y.). un tel element et j, j' e J. Alors ,

Yj = (i'Xj) et yj, = (i', Xj,). Si a : j ' ^ j  , on a

(i.x.) " Y (y.)) = (i', X., (x.,)) . Par suite, on a i =  i' etJ J u J 1 (X J

' °R en déduit : (y-). , e Y  < = > j  i e  I , (Vj e J , x. e X..)J ^ J J j€^ J
et (Va : j -*j', X ^ ( x )  =x!) < = > 3  i e  I, (x.) e lim X . . < = >

 ̂ jêj ^
(yib-ye JLL (lim X. . ) . 

iel jlj ^

PAûpo^^ÙtQU 3.P.?.- Tout foncteur localement représentable préserve 

les limites projectives connexes.
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- Soit U : A (Ens un foncteur localement represen­

table. Il existe une famille d'objets ^  telle que

U = J-L Hon^(A^,-) .Si X = lim X. est une limite projective connexe 
iel jej ^

de A, on a:

U (lim X.) = J-L Horn. (A., lim X.) = JLL limHom (A. ,X.) -^Lim JJ_ Honn(A.,X.) 
jej ** iel  ̂ jej  ̂ ieljeJ  ̂  ̂ jej) ici ^

3. P. 2. - Tout foncteur localisant preserve les limites

projectives connexes.

- Soit U : A  !B un foncteur localisant. Pour

tout objet B de (B , le foncteur Hom (B,U) est localement representable.HJ
Si X = lim.X. est une limite projective connexe, on a :

-*

Hom^(B,U X) = lim Hon) (B, U X.) = Hom^(B, lim U X.)
jëj  ̂ jej ^

Ce qui prouve que : U X = lim U X. .
jëj! -*

Une catégorie A  qui possède une famille d'objets

telle que, pour tout objet X , il existe un i e l  et un morphisme

f : A^ X est dite bornée (c.f. solution set condition dans [j3])* Un

foncteur U : A  (Ens est borné si sa catégorie de représentation

est bornée. Un foncteur U : A  !B est borné si, pour tout objet B de B,

le foncteur Hon^(B,U) est borné.

T é̂oAënie. 3.0.3.- Une catégorie â limites projectives connexes 

possède une famille initiale d'objets si et seulement si elle est bornée.
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- La condition est, évidemment, nécessaire.

Soit A une catégorie à limites projectives connexes possédant une

famille bornante (A.). Soit A un objet de A. Notons A(A) la sous-î ici
catégorie pleine de A ayant pour objets les X tels que Hom(X,A) ^ 0

et J la sous-catégorie pleine de A(A) dont les objets sont A et

ceux de la forme Â, , pour i e I. La catégorie J est petite, connexe et

non vide. Notons p : B ->- <& la limite projective du foncteur d'inclusion

$ : J A. Montrons que B est un objet initial de A(A). Si X est un

objet de A(A), il existe un morphisme f : X A et un morphisme

g : A^ X. Par suite A^ est un objet de A(A) et on obtient un morphisme

g*P^ : B X. Soient f,g : B X deux morphismes. Notons (K,k) le noyau 
i

de (f,g).

X

Il existe un morphisme h : A^ K ; par suite A^ est un objet de A(A).

Pour tout objet Aj de J , on a

.k.h.p^ ^ . O n  en déduit k.h.p^ = .
J i j i

Le morphisme k est alors un épimorphisme, ce qui montre que f = g.
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Considérons maintenant deux objets A , A' de A  et un 

morphisme f : A A' .

Notons B (resp. B') un objet initial de A(A) (resp. A(A')) 

et f^ (resp. l'unique morphisme B A (resp. B' A'). Puisque

Hom^(B,A') ^ 0 , il existe un morphisme g : B' B et par suite un 

morphisme h : B B' . Il est alors immédiat que g et h sont inverses 

l'un de l'autre. On a donc B - B'. Cela prouve que chaque composante connexe

a un objet initial. Par ailleurs A  a un ensemble de composantes connexes.

TAé&ïënie. 3.0.4.- Soit A  une catégorie à limites projectives

connexes. Un foncteur U : A {Ens est localement représentable si et 

seulement si il est borné et préserve les limites projectives connexes.

- Il est immédiat que les conditions sont nécessaires.

Si U préserve les limites projectives connexes^ le foncteur Q : -^A

défini par Q(A,a) = A et Q(f) = f crée les limites projectives connexes 

(lemme du th. 2 , p. ]]7, [.1̂ ])* La catégorie tR̂  est alors à limites 

projectives connexes et a un ensemble de composantes connexes. Du théorème

3.0.3., on infère que (R̂  possède une famille initiale et, par suite,

que U est localement représentable.

3.0.5.- Soit A  une catégorie à limites projectives connexes.

Un foncteur U : A  B est localisant si et seulement si il est borné et 

préserve les limites projectives connexes.

- Il est immédiat que les conditions sont nécessaires.

Si le foncteur U les vérifient, il en est de même de chaque foncteur 

Hom^(B,U). Du théorème 3.0.4. on infère que chaque foncteur Hon^(B,U) est 

localement représentable et, par suite, que U est localisant.
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3 . 7 .  -  n o n

3 . 7 . P .  -  L o c a ^ ^ a ^ o t i A  d M  n o n  c o m m o ^ ^ i t t ^ .

PA.op^éétë 3.7 .P. - Les foncteurs An^*^An, !Loc-^An, (K-^An

sont localisants.

P^^UUC : Nous allons utiliser le théorème 3.0.5.

a) Soit ^  diagramme connexe de Ân^. Notons (A,p) la

limite projective de (A.). -- dans An. Soit (x.).  ̂ un élément de A tel ̂  ̂ i îeE i îeE
que x. soit inversible, pour un objet i de E. Pour tout morphisme

o
a : i i' de E, on a : x^ inversible < = >  x^, inversible. Puisque I

est connexe, on en déduit que x^ est inversible pour tout i e E et par

suite que est inversible dans A. Cela montre que les projections

canoniques p^ : A ^ A^ sont des morphismes de An^. La catégorie Ah^ étant

une sous-catégorie localement pleine de An, le cone (A,p) est la limite

projective de (A.).  ̂ dans An̂ ". Il est immédiat que si les A. sont des ̂ ** i ici ^ i
anneaux locaux (resp. corps), A est un anneau local (resp. corps) et par 

suite (A,p) est la limite projective de (A^)^^ dans (Loc (resp. ïK).

b) Soit g : A B un morphisme de An. Posons

C = {y e B : J  ne!N, j] Rc<Z(X^...,X^), j] x^,...,x^€A,

y = R(g(x^),...,g(x^))}. C est un sous-anneau unitaire de B contenant l'in­

verse de ses éléments inversibles dans B et contenant l'image de g. Le mor­

phisme g se factorise alors sous la forme g = f . p  où f : C B est un 

morphisme de /An^ et où le cardinal de C est borné par + card A. En

outre, si B est un anneau local (resp. corps), C en est un aussi. Cela

montre que les trois foncteurs sont bornés.

3 . 7 . 7 .  -  L o c ^ ù & s a t t o ^  dcA  n o n  .

Rïop^tÉ^é 3.7.7. - Les foncteurs Tr^ Fr, Frloc Fr sont

localisants.
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- Nous utilisons le théorème 3.0.5.

a) Soit ^  diagramme connexe de Tr^.

Notons (E,p) la limite projective de dans Tr.

Soit (x.).  ̂ un element de E tel que x. = 1 pour un obîet i de I.îieCL i  ̂ oo
Si a : i ^ i '  est un morphisme de I, on a : x^ = 1 <=> x^, = 1. Puisque

CE est connexe y on en déduit que x^ = ! pour tout i e & et, par suite, que

(x^)^p. = 1. Ainsi p^ est un morphisme de Tr̂ ", et, puisque Cr^ est une

sous-catëgorie localement pleine de Tr, (E,p) est la limite projective de

(E^)j,^ dans Tr^. Il est immédiat que si les E^ sont locaux, E est local

et qu'alors (E,p) est la limite projective de dans Trloc.

b) Tout morphisme g : E F de Tr se factorise sous la forme

g = f.p où p : E-^g(E) est induite par g et f : g(E) -3- F est le morphisme

d'inclusion. Or f est un morphisme de Tr̂ * et le cardinal de g(E) est borne

par celui de E. Cela montre que le foncteur : Tr^ Cr est borne. En outre, 

si F est local, g(E) l'est aussi ; ce qui montre que le foncteur :Trloc -3- Tr 

est borne.

3.?.2. -

On note V : (Drds (Drd le foncteur défini sur les objets par

V(E,<) = (E,^) où x $  y ssi (x = y ou x <  y) et par l'identitësur les

morphismes. Le foncteur V est un plongement bijectif sur les objets qui in­

duit un isomorphisme entre la catégorie (Drds et la catégorie ayant pour objets

les ensembles ordonnés et pour morphismes les applications strictement crois­

santes .

PAop/téëté 3.?. 2. - Le foncteur V : (Drds (Drd est localisant.

PAenuc : On utilise le théorème 3.0.5.

a) Soit ^  diagramme connexe de (Drds. Posons
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(E,^) = lim (E.,^) . Soit (x.) , (y.) deux elements de E tels que
i€ t ^

(x.) < (y.). Il existe un objet i de t tel que x. < y. . Pour tout
o o

morphisme a : i -)* j de t , on a x^ < y^ <==> Xj < Yj * Puisque I 

est connexe, on en déduit que, pour tout i e K, on a x^ < y^. Cela prouve 

que chaque projection p^ : (E,$) (E^,^) est strictement croissante

et que par suite on a (E,<) = lim (E.,<) dans Ords.
îë?

b) Montrons que V est borné. Soit f : (E,g) (F,<) une

application croissante. Munissons l'image f(E) de l'ordre strict induit

par celui de F. Alors f est de la forme f = V(g).h où

h : (E,^) (f(E),<) est une application croissante et g : (f(E),<) (F,<)

est une application strictement croissante. Or on a card f(E)  ̂ card E.

3.2. - Un cad de.

On étudie le cas particulier d'un foncteur U : A (B où A

est une catégorie dont les morphismes sont monomorphiques.

Mo;ùxttOKA 3.2.O.- Un morphisme g : B ^ UA de !B engendre

l'objet A de A si tout monomorphisme f : A' A de A tel que Uf

factorise g, est un isomorphisme. On dit alors que A est engendré par

g ou par B. Si g : B UA est un morphisme de <B , un sous-objet

f : A' A de A  est dit engendré par g s'il existe un morphisme

g' : B UA' qui engendre A' et vérifie Uf.g' = g.

3.2.7. - Soit /A une catégorie à morphismes monomorphiques

possédant des produits fibrés et des noyaux et U : /A !B un foncteur qui pré­

serve les produits fibrés et les noyaux.

1) Un morphisme g : B UA est une localisation de B

vers U si et seulement si g engendre A.

2) Le foncteur U est localisant si et seulement si
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a) pour chaque morphisme g : B UA , un sous-objet de A 

engendre par B existe,

b) pour chaque objet B dê  (B , les objets de A engendres 

par B, pris à isomorphisme près, forment un ensemble.

- Soit g : B UA une localisation de B vers U.

Si f : A' A est un morphisme de A et g' : B UA' un morphisme

de [B vérifiant Uf.g' = g , il existe un unique morphisme h : A A' 

vérifiant Uh.g = g' et f.h = 1^ ; ce qui implique de f est un isomor­

phisme. Ainsi g engendre A.

Considérons, réciproquement, un morphisme g : B UA qui 

engendre A. Soit f ̂ : A A^ , f^ : A^ A^ deux morphismes de A

et h : B UA^ un morphisme de (B vérifiant : Uf^.g =

UA'

Notons (A^;fj,fJ,) un produit fibré de (f^,f^). Alors (UA^;Ufj,Uf^) 

est un produit fibré de (Uf^,Uf^) et, par suite, il existe un morphisme 

^ : B UA^ vérifiant Ufj.Z = g et Uf^.Z = h . Puisque g engendre A, 

fj est un isomorphisme. Alors le morphisme m = f^.(fj)  ̂ est tel que 

Um.g = h . Supposons que n : A A^ soit un autre morphisme vérifiant
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Un.g = h. Notons (A',n') le noyau de (m,n) alors (UA',Un') est le

noyau de (Um,Un), et par suite, il existe un unique morphisme g' : B UA'

vérifiant Un'.g' = g. On en déduit que n' est un isomorphisme et par suite,

que m = n.

La partie (2) est une conséquence immédiate de la partie (1).
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4 - INTERPRETATION CES PROPRIETES UMH/ERSELLES LOCALES PAMS LA CATEGORIE 

PES FAMILLES P OBJETS.

4.0. - La. FA dM d'objet de A.

On considère une catégorie A. La catégorie FA des familles

d'objets de A a pour objets les familles d'objets de A et

pour morphismes (A.). (B.). - les couples (a,(f.). .,) formés d'unei ici J jcJ J JcJ
application a : J I et d'une famille (f'. : A ... B.). ̂  de morphismesJ <*(j) J JcJ
de A. Le foncteur Jy, : A FA est défini par J.A = A et J^f = f .A  ̂ A A
C'est un plongement plein. On identifie A  à une sous-catégorie pleine 

de FA par le foncteur Ĵ .

P/LOpM-ÙÙtOU 4.O.P.- Une famille d'objets de A est initiale dans

A si et seulement si elle est un objet initial de FA.

Soit (A.).  ̂ une famille initiale dans A.-------- - ' i/iel

Si (B.). est un objet de FA, on note, pour tout j e J , (a(j),f.)J j
l'unique couple tel que a(j) e I et f. : A B. .On définit ainsiJ a(j) J
un morphisme (a,fj)) : ^j^jcJ* ^  morphisme est en outre

unique. Par suite initial dans FA. Réciproquement, si

(A^)^j. est un objet initial dans EA, alors pour tout objet A de A ,

il existe un unique morphisme ^ i.e. un unique couple (i,f)

où i c i  et f : A. A , la famille (A.). ̂  est, par suite, initialei i iel ' ^
dans A.

PA.opoAZttQtl 4.0.?

ï) Une couronne inductive de A est une limite inductive locale 

si et seulement si elle est une limite inductive dans FA.

2) La catégorie A est localement cocomplète si et seulement si 

la catégorie FA est cocomplète.



- 51 -

Soit (A.). - un diagramme de A. Il est immédiat  i iel
qu'une couronne inductive (y—  : A. -3* B.),. ^ de A  de base (A.). ^^ 'Ji i J (i,j)eïxj î^icl

est une limite inductive locale si et seulement si le cone

((v..): A. -3* (B.). .J. _ est une limite inductive de (A.).  ̂ dans (FA.'jr i j jelr ici î^iel

On en déduit que si (FA est cocomplète, la catégorie A  est localement

cocomplète. Supposons, réciproquement, que A  soit localement cocomplète.

Soit ((A.), .r ), un diagramme de (FÀ. Posons I = lim I . Pour tout
' S K  ^

Élément i = (i^keK ***' ^ ^  diagramme (A^ de A. Notons
k

<'ji, ' \  ^j\k,j)dKxJ. ^  inductive locale de (A. ) ^ .  Posons
k K i ^

J = J. (on suppose les ensembles J. disjoints deux à deux) . Pour
* iel  ̂ **

k e K, on définit : T-*- 1^ par si j e Jl. On obtient

alors un morphisme (a, , (1 ^  ). —) : (A.). (B.). , puis un cône

inductif de (FA de base ((A.). et de sommet (B.). —. , que l'oni 3-̂ 1̂  xcK j je .I
montre facilement être une limite inductive.

La proposition suivante peut expliquer le role des limites 

projectives connexes.

PAppOA^ctton 4.0.2.- La catégorie A  est â limites projectives 

connexes si et seulement si la catégorie (FA est complète.

- La catégorie (FA est â produits, le produit

de la famille ((A.). ) d'objets de (FA étant l'objet (A.). ,1i 3.C.L keK i icJJ— L
kcK

Supposons (FA complète. Soit ^  diagramme connexe de A.

Notons (Bj)j^j sa lim dans !FA, et, pour tout i c i  , par 

(a(i), fj.) : (Bj)jej ^ ^  la projection canonique.
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Le diagramme étant connexe, on a a(i) = a(i') pour tout

i, .i' e E. Notons leur valeur commune. Le cone projectif

(f. : B. -i- A.). _ de sommet B. et de base (A.). „i j îieE j i îeE définit un

morphisme (g.).  ̂ : B.J jeJ J, (B.). _ vérifiant g. .f. =f. pour tout i e  I. 
J -̂ o ^

Le morphisme (g.) (j , I ) : (B.). (B.). composé avec leJ O b. J j€J j jej
*̂o

morphisme (a(i), f^) est le morphisme (J^,f^). C'est donc l'identité. 

On en déduit que l'application J ^ l'identité et que,

par suite J = {j } . Ce qui montre que B. = lim A..O 1 -f— r- 1.^O iet
Supposons A à lim connexes. Considérons deux morphismes

u Notons y : I -i* K-L ' J
le conoyau de (a,g).

(B.).  ̂ de J jeJ

I K .
B

-1Soit k un élément de K. Posons A = k U a (k) (on

suppose k tl a  ̂(k) = 0) et notons A le type de diagramme ayant A

pour ensemble d'objets et ayant un morphisme a(j) -** j et un morphisme

P(j) J pour chaque j e a \k) , pour seuls morphismes non unités.

Ce type de diagramme est connexe, puisque si i , i', sont deux éléments

distincts de k, il existe une suite (i ) d'éléments de k telle' n ne[OyNj
que i ^ = i  , i ^ = i '  et, pour tout n e  [0,N] , il existe j e J
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vérifiant (ct(j) = i^_^ et g(j) = i^) ou (g(j) = i^ et a(j) = i^), 

et, par suite, il existe un couple de morphismes? j  ̂ j* On

définit le diagramme <& : A ->-A par ^(i) = A^ pour i € k , ^(j) = Bj 

pour j e a \k) , §(a(j)^ j) = f. et %(P(j) ^ j )  = ĝ  . On pose 

0^ * lim  ̂ et on note Pj[ * ^  ^  projection canonique d'indice

i € k.

A. = A

Ai, -

On définit ainsi un morphisme (Yi(P^)^]-) * ^k^keK ^i^iel 

vérifiant (u,(fj)).(y,(p^)) = (P,(gj)).(Y,(p^)) . Montrons que c'est

le noyau de (a,(f^)), (S,gj)). Soit (6,(h^)) : ^ ^ihel

un morphisme vérifiant (a,(fj)).(6,h^)) = (&,gj)).(^3(h^)). On a alors

6a = 6g et, pour tout j c j , f . . h , . . =  g..h„,.. . On en déduit unJ ct(j) J P(j)
morphisme e : K L rendant commutatif le diagramme

P

et pour tout k e K , un morphisme m^ : rendant commutatif

le diagramme :
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A. = Aa(j)

-!pour tout j c a (k). Cela définit un morphisme (e,(m^)) : ^

vérifiant (y,(p^)).(c,(m^)) = (6,(h^)). L'unicité d'un tel morphisme 

est immédiate.

keK

4.J. - Le. ônĉ:g.uA. U :(FA-*-<B d'un ônctc.uA u

PAopo^^&éon 4.I.0.-

!) Le foncteur JL <FA est codense.

U : A

2) Un foncteur V : FA tB est une extension de Kan à droite 

si et seulement si il préserve les produits.

3) Si (B est une catégorie à produits, tout foncteur 

 ̂ admet une extension de Kan à droite par j^.

- Nous allons montrer que : A FA est

codense par produits [̂ 5 j . Il suffira alors d'appliquer le théorème 2.1

de [^5]. Tout objet (A^)^^ de FA est le produit TT A^ d'objets
ici

de A. Soit ((A.). - ), une famille d'objets de FA. Elle a pour "  îiel, keK ** ^k
produits l'objet (A.). de FA où I = -LL I . Pour tout objet

keK *
A de A, on a :

Hon^((A.).^,A) = -LL Hot^(A.,A) = -U- Ji- Hom^(A.,A) = Jl-Hom^((A.).^^ ,A)
ici keK ie I. keK
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Ce qui prouve que les produits sont J^-absolusdans FA. [̂ 5]].

On note U : FA (B une extension de Kan à droite de U 

par J^. Puisque est pleinement fidèle, on a ^ -

4.?.?.-

1) Un foncteur U : A Ens est localement representable si

et seulement si son extension U : FA Ens est representable.

2) Si_ !B est à produits, un foncteur U : A  (B est localisant

si et seulement si son extension U : FA [B admet un adjoint à gauche.

PémonA Hatton. -

1) Supposons U : A Ens localement representable et soit

(A.,a.).  ̂ une famille initiale d'éléments de U . Pour tout obîet i i ici ^
(B. ) . _ de FA, on a :J jeJ

Ü((B.) ) = TT U(B) = H  (IL Horn (A.,B )) = Hom ((A )J jeJ J A  i J <Fà i ici j jeJ

de façon naturelle par rapport à (Bj)j^j. Le foncteur U est, par suite, 

représentable. Supposons, réciproquement, que U soit représentable et 

soit % )  élément initial de [R̂ . Pour tout objet B de A,

on a :

U(B) = Ü(B) = Hon^((A.).^, B) = J_L Hom(A.,B)
ici

de façon naturelle par rapport à B. Le foncteur U est par suite 

localement représentable.

2) Pour tout objet B de (B, l'extension de Kan à droite

Hon^(B,U) du foncteur Hom^(B,U) : A  ^ Ens est isomorphe au foncteur 

Hom(B,U). On en déduit que le foncteur Hom^(B,U) est localement représentable
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ssi le foncteur Hom^(B,U) est représentable et par suite que le foncteur 

U est localisant ssi le foncteur U admet un adjoint à gauche.

4. ?. 2. - Modulo la proposition 4.0.2. et la proposition

4.1.1, le théorème 3.0.5. équivaut au théorème d'existence d'un adjoint 

à gauche dè P. Freyd [j3].
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5 - CATEGORIES LOCALISABLES.

5.0.- On considère un cardinal a. Un ensemble est a-petit 

s'il est de cardinal inférieur â a. Une famille est a-petite si son ensemble 

d'indices est a-petit. Le cardinal a est régulier si la somme d'une famille 

a-petite de cardinaux inférieurs à a, est inférieure à a. On considère, dans 

toute la suite, un cardinal régulier infini a.

Une catégorie est petite si elle est équivalente à une catégorie dont

la classe des morphismes est un ensemble. Elle est a-petite si la classe de ses

morphismes est un ensemble a-petit. Un diagramme (A.). - d'une catégorie esti ici
a-petit si la catégorie ï est a-petite. Une limite ou une limite locale d'un 

diagramme a-petit est a-petite. Une catégorie est localement a-cocomplète si 

tout diagramme a-petit admet une limite inductive locale.

Les notions d'ensemble générateur propre, de limites inductives a- 

filtrantes (non vides), d'objets a-présentables et d'objets a-engendrés sont 

prises au sens de Gabriel-Ulmer [V] ,

5.?. - Une catégorie est q-localisable si

1) elle est à limites inductives a-filtrantes ;

2) elle est localement a-cocomplète ;

3) elle possède un ensemble générateur propre formé d'objets 

a-présentables.

Une catégorie est localisable s'il existe un cardinal régulier a 

tel qu'elle soit a-localisable.

PAopA^e^e^ 5.2. -

!) Les catégories de la classe C sont 3K -localisables.---------------------  o ------o — --

2) Les catégories de la classe Ĉ  sont ^^-localisables.
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: On utilise la définition 5.1. ou les résultats du 8.

5.3. - SjL /A est une catégorie a-localisable et A^ 

est un objet de A, la catégorie A/A des objets de A  au-dessus de A------------------------------- o ------  ------------- o
est localement q-présentable.

- La catégorie ^/A^ est à limites inductives a-

filtrantes puisque la catégorie A  l'est. Montrons qu'elle est a-cocomplète.

Si (A.,x.). - est un diagramme a-petit de A/A , on note (a. : A. A).i i iel ^  ̂ o i i îeï
une localisation inductive du diagramme ^ i  factorise le cone

inductif (x. : A. A et on note x : A A le morphisme défini pari i o îeü o  ̂ ^
x.a. = x. pour tout i c i .  Le cone inductif (a. : (A.,x.) (A,x)). est1 i i i' i '
alors une limite inductive de ^  infère que la catégorie A./A^

est cocomplète. En outre si G est un ensemble générateur propre de A  formé 

d'objets a-présentables, l'ensemble des objets de A/A^ de la forme (A,x) 

avec A c G est un ensemble générateur propre formé d'objets a-présentables.

PAopo^^tton 5.4. - Dans une catégorie a-localisable les limites 

inductives a-filtrantes commutent aux limites projectives a-petites.

- Soit A  une catégorie a-localisable ayant

G pour ensemble générateur propre formé d'objets a-présentables. Soient 

t une petite catégorie a-filtrante, J une catégorie de cardinal 

inférieur à a et (A..),.  ̂ un diagramme de A  pour lequel on

suppose l'existence des limites considérées ci-dessous. Soit

^ * Iii? lim A.— — )- lim lim A.^ le morphisme canonique. Pour tout 
iet jcJ jejiel

objet A^ de G, l'application Hom̂ (Â ,ij)) est la composée des bijections 

suivantes :
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On en déduit que Hom^(A^,iP) est une bijection et par suite que ij? est 

un isomorphisme.

5.5. - Dans une catégorie a-localisable, une limite 

inductive a-filtrante de monomorphismes est un monomorphisme.
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6 - OBJETS a-PRESE^ABEES PANS LES CATEGORIES a-EOCAEISABEES.

On considère une catégorie a-localisable A.

PAûpo^TTTün 6.0. - Les objets q-présentables de A  sont stables

pour les localisations inductives a-petites.

Péi?io^TAatTon. -

a) Notons d'abord que si ^  diagramme a-filtrant de

Ens de limite inductive (E,(e^)), pour tout ensemble a-petit 1^ d'objets

de CE et toute famille (x.). - telle que x. e E. et e.(x.) = e.,(x.,)i ici ^ i 1 1 1  1 1'o
pour tout i, i' e 1^, il existe un objet i^ de I et un morphisme

a. i i de E pour chaque i e I vérifiant E (x.) = E (x.,) pouri o  ̂  ̂ o a. i a., i' ^i i
tout i, i' e I .o

b) Soient (X^)j^ un diagramme a-petit d'objets a-présentables

de A  et (i. : X. X).  ̂ une localisation inductive de (X.). Montrons J J JeJ j'jeJ
que l'objet X est a-prësentable. Soit (a^ : A^ limite induc-

tive a-filtrante dans A.

Soit f : X A. Pour tout objet j de F, il existe un objet

i' (j) de F et un morphisme f ! : X. A. , , vérifiant a. , , ...f ! = f . i ..J J i (j) ^'(j) j j
Fixons l'objet j . Pour tout morphisme P : j j' de J, on a la relation
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a.,....f'.= f.i. = = a.,,.,..f!,.X^. Puisque l'objet X. est a-présen-i (j) J J J S i (j ) J P J
table et que la catégorie J est a-petite, il existe, d'après le a), un objet

i(j) de H et un morphisme : i'(j') ̂  i(j) pour chaque j' e 3T\ véri­

fiant A . f!,.X = A  .f! pour tout g : j *^j'. Il existe alors un objet
^j'j  ̂  ̂ ^jj ^

i^ de I et un morphisme y^ : i(j) i^ pour chaque objet j de J. Posons

f.= A -A .f!,. On obtient ainsi un cone inductif (f. : X. A. ). véri-
J Yj "jj 1 J J ^JEJ-

fiant a. .f. =f.i. pour tout objet i de i. Puisque (i. : X. -^X).  ̂
ip J J J J jeK

est une localisante inductive, il existe un unique morphisme f : X A.
o

vérifiant a. .f = f  et f .i. =f. pour tout j e J.i o o i j ^o J J

Considérons maintenant deux morphismes f . : X A. , f . . : X A. , ̂ i i i i
vérifiant a..f. = a.,.f.,.i l  i l

X.

Pour chaque objet j de J, on a : ^ Il existe, par suite,

un objet i(j) de  ̂ et deux morphismes a : i-^i(j), a' : i' -^i(j) véri­

fiant A .f..i. = A  ,.f.,.i.. Il existe alors un objet i de I et un mor- a i j a i j  ̂ o
phisme aj : i(j) i^ pour chaque objet j de J. On a alors

A .A .f..i. = A .A ,.f.,.i, pour chaque objet j de J et par suite on a :
"j "  ̂ ** "j "  ̂ ^

A .f. = A  ,.f.,.a*a i a.a i'
j j
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Soit G un ensemble générateur propre constitué d'objets a-présen­

tables de A. Pour tout ordinal g, on définit la sous-catégorie pleine G^

de A  par récurrence transfinie de la façon suivante :

1) G^ a pour objets les objets appartenant à G ;

2) ^ pour objets les localisations inductives a-petites
(3+  !

d'objets de G ;p

3) G = , pour un ordinal limite y.
V P<y

Pé^nZtt-On 6.7. - La sous-catégorie pleine G^ est la cloture de G 

par*localisations inductives a-petites.

Lamma 6.2. - La sous-catégorie pleine G^ est petite, fermée pour 

les localisations inductives a-petites et ses objets sont a-présentables.

a) Montrons par récurrence transfinie sur P que Ĝ, est petite.p
La catégorie G est petite. Si G^ est petite, G^,. l'est aussi. Sio p p+i
Y est un ordinal limite et si pour y < g la catégorie G^ est petite,p
la catégorie G^ réunion d'un ensemble de petites catégories, est petite.

b) Soit ^  diagramme a-petit d'objets de G^ et

(a. : X. X). une localisation inductive de (X.). Pour chaque i c E,i i îeï i ici
il existe un ordinal g^ < a tel que X^ est un objet de G^ . Puisque

 ̂ i
card E < a, il existe un ordinal g vérifiant : V  i e ï, g^ ^ g

et g < a. Alors un diagramme a-petit de G^. Par suite X

estu n o b i e t d e  & donc un objet de G .** g+! '  ̂ a

c) Les objets de G^ sont a-présentables. Si les objets de G^

sont a-présentables, ceux de sont aussi (prop. 6.0.) . Si y est un

ordinal limite et si les objets de G^ sont a-présentables pour Lout g < y,P
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tout objet de (B̂  étant un objet d'un (Ê  pour p < y, est a-présentable.

On déduit ainsi, par récurrence transfinie sur p, que les objets de (Ê  sont 

a-présentables pour tout ordinal P.

CoAQ^axAe. 6.3. - La catégorie (&̂  est localement q-cocomplête.

Ee^C 6.4. - Pour tout objet A dê  A, la catégorie comma 

(C^,A) est petite, non vide et q-filtrante.

- Puisque la catégorie (B̂  est petite, la catégorie 

comma ((&̂ ,A) l'est aussi. La catégorie A  étant à limites inductives 

locales a-petitespossède une famille initiale. Il existe alors un objet loca­

lement initial A de A  et un morphisme f : A A. Or A est uno  ̂ o o
objet de & , donc de (& . Par suite (A ,f) est un objet de (G ,A). Soit 1 a o a

un diagramme a-petit de (&^,A). Il existe une localisation

inductive (p. : A. B). du diagramme a-petit (A.).  ̂ de A  et uni i ici "  ̂ i ici
morphisme f : B A vérifiant f.p̂ , = a^, pour chaque J. e I. Alors B

est un objet de C et on obtient ainsi un cone inductifa
(P^ : (Aj,,a_j.) ^  ^ a ^ ^  base montre que

la catégorie comma (G^,A) est a-filtrante.

Ee?me 6.5. - La sous-catégorie G est dense dans A.-----  — ----------- s  a ---------------

Soit A un objet de A. Notons <& : ((E ,A) -^A---- -  ̂ ' a
le diagramme de A  défini par <&(X,x) = X et 3>(f) = f. Le diagramme <&

étant petit, non vide et a-filtrant, la limite inductive de <&

existe. Notons la P : B. Il existe un unique morphisme a : B A
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vérifiant a.p = x pour tout objet (X,x) de (<G ,A). Soit X unX,x a
objet de G. L'application Hom^(X,a) : Hom^(X,B) -^Hom^(X,A) est surjec- 

tive. Montrons qu'elle est injective.

Z

Soit f,g : X ___  ̂ B deux morphismes vérifiant a.f = a. g.

L'objet X étant a-présentable, il existe un objet (Y,y) de (G^,A)

et deux morphismes f',g' : X 1  ̂ Y vérifiant ^  . f' = f et

Y,y

Y,y'

.g' = g. La relation :

a.fL, .f' = a.f = a.g = a.(L, .g', implique l'existence d'une localisationY,y Y,y °

inductive h : Y Z de (f',g') et d'un morphisme z : Z A vérifiant

a. 8^ = z.h. Or l'objet Z est cians G , on obtient, par suite, unY,y  ̂ a
morphisme h : (Y,y) (Z,z) de (G^,A). On en déduit la relation :

= Py y^ P ^ s  ia relation : g = gy y-ë' = ^ ^Z z*^*^' ^

= 8.̂  .f' = f. Ainsi Horn, (X,a) est une injection. L'ensemble G étantY, y A
générateur propre, on en déduit que a est un isomorphisme, donc que 

A = lim <& et par suite que (Ê  est dense dans A.

femme 6.6. - Les objets de sont exactement les objets

a-présentables de A.
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- On sait déjà que les objets de G^ sont a-présen- 

tables (lemme 6.2.). Soit A un objet a-présentable de A. Avec les nota­

tions précédentes, on a A = lim §. Il existe alors un objet (X,x) de 

(G^,A) et un morphisme f : A X vérifiant ĝ. x'^^^A* Alors (A,g^ ^)

est le conoyau de la paire de morphismes (f*&x x'^X^ * ^  ̂ X de G^.

Par suite, A est une localisation inductive a-petite d'objets de G^.

A appartient donc à G^.

6.7. - La sous-catégorie pleine de A  ayant pour objets, 

les objets a-présentables de A est petite, dense dans A, et est la 

cloture par localisations inductives a-petites, d'un ensemble générateur 

propre de /A formé d'objets a-présentables.

Pémon^^M^ton. - C'est une conséquence de résultats précédents.

On se propose de rechercher les objets ^^-présentables dans les 

catégories de la classe C. On utilise, pour cela les lemmes suivants.

LefMme. 6. R. - Si U : A-^ÏB est un foncteur préservant les limites 

inductives q-filtrantes, les objets de A  localisés vers U d'objets 

a-présentables de B sont a-présentables.

- Soient B un objet a-présentable de Æ et

g : B UA une localisation de B vers U. Montrons que l'obîet A o  ̂ o
est a-présentable dans A. Soit (A,i) = lim A. une limite inductive

lett
a-filtrante de A.
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UA

Si f : A^ A est un morphisme de /A, il existe un objet i de t et un

morphisme g^ : B UA^ de B vérifiant Ui^.g^ = Uf.g et, par suite,

il .existe un morphisme f. : A A. vérifiant Uf..g = g. et f = i..f.. ̂ 1 0 1  1 1  1 1

Si f. : A A.. f., : A ^ A., sont deux morphismes de A  vérifiant :i o i i o i
i^.f^ = existe un objet i" de E et deux morphismes x : i i",

x' : i' i*' de K vérifiant : UA^.Uf^.g = UA^,.Uf^,.g et, par suite,

on a i A * f . A ^. f . ̂ .x i  x i

Soit une catégorie à limites inductives a-fil-

trantes, B une catégorie a-localisable et U : A  !B un foncteur loca- 

lisant qui préserve les limites inductives a-filtrantes et reflète les iso­

morphisme s , alors les objets a-présentables de A  sont les rétracts des 

localisés vers U des objets a-présentables de iB.

- Les localisés vers U d'objets a-présentables de !B 

sont a-présentables (lemme 6.8.). Soient A un objet a-présentable de A  

et A' un rétract de A. Il existe alors un morphisme q : A A' et un 

morphisme s : A' ih A vérifiant q.s = !^,. Le morphisme q : A A' est 

alors conoyau du couple (sq,l^) : A  ̂ A. Les objets a-présentables étant 

stables par conoyaux, on en déduit que A' est un objet a-présentable de A. 

Cela montre que les rétracts des localisés vers U des objets a-présentables
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de B sont a-présentables. Considérons, réciproquement, un objet a-présen-

table A de A. L'objet UA est une limite inductive a-filtrante d'objets

a-présentables de ]B (th. 6.7.) : soit (UA,p) = lim B.
iejE

Pour chaque i c i ,  le morphisme p. est de la forme P. = Ua..g. oùi i i i
8^ : B^ UA^ est une localisation de B^ vers U. Pour chaque morphisme

x : i i', il existe un unique morphisme A^ : A^ Aj,, vérifiant :

UA .g. = g.,.B . On obtient ainsi un diagramme a-filtrant (A.).  ̂ de Ax " i  ^i' x ^  ̂ i ici

et un cSne inductif (a. : A. A). -- base (A.). Ce cone est unei i ici i ici

limite inductive, car, si l'on note A = lim A. et f : A A le mor-o -^r i oici
phisme défini par le cone morphisme Uf est un isomorphisme

et par suite f aussi. Dans la catégorie A, le morphisme ^  - A A

est alors de la forme 1. = a..y. où y. : A A.. On en déduit que AA i ' i ' i i ^

est un rétract de l'objet A^ localisé de l'objet a-présentable B^.

6.10. - Soit A  une catégorie à morphismes monomor-

phiques, à limites inductives a-filtrantes et à produits fibrés, (B une

catégorie a-localisable et U : A JB un foncteur localisant qui préserve 

les limites inductives a-filtrantes et reflète les isomorphismes. Alors les 

objets a-présentables de A  sont exactement les objets engendrés par les

objets a-présentables de S3.
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- Les objets de A  localises vers U d'un objet 

de B de (B sont exactement les objets engendrés par B (prop. 3.2.1.)

6.7 7 . -

(1) Les objets ^-présentables des catégories An, Ane , (Dom, [Red, !Prim, 

Q-LPrim, sont les objets dont l'anneau sous-jacent est engendré par un ensemble 

fini.

(2) Les objets ^^-présentables des catégories tDif , fDomdif, iReddif,

{Primdif, Q-^Primdif, sont les objets dont l'anneau différentiel sous-jacent

est engendré par un ensemble fini.

(3) Les objets ^-présentables des catégories tK, !Kc, IKord sont les objets 

dont le corps sous-jacent est engendré par un ensemble fini.

(4) Les objets A'^-présentables de iKdif sont les corps différentiels engendrés 

par un ensemble fini.

(5) Les objets ^-présentables des catégories : {Dtr^, Tr̂ ", Trd̂ ", )Hê ,

(Bool^, ITrloc, Trdloc, Ordt, {Met, sont les objets dont l'ensemble sous-jacent 

est fini.

(6) Les objets A! ̂ -présentables de Anc^, Locc sont les objets qui sont les

rëtracts des objets dont l'anneau sous-jacent A contient un ensemble fini

d'éléments x^,...,x^ qui sont algébriquement indépendants et tels que tout

élément de A est la valeur en x,,...,x d'une fraction rationnelle à coef-1 n
ficients dans Z des variables X,,...,X .1 n

(7) Les objets A'^-présentables de JNor(K), [Eue sont les objets dont l'espace 

vectoriel réel sous-jacent est de dimension finie.
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7 - STRUCTURES CES CATEGORIES LOCALISABLES.

7 . 0 .  -  f o n c t e u r s  -Loc.aZe.mg.nt a - c o H té fn o s .

On considère une petite catégorie localement a-cocomplète $

Pë^-ùltZcOM 7. O.P.- Un foncteur F : €°-*-[Ens est localement

q-continu si pour toute limite inductive locale a-petite de $

(y.. : X.  ̂  ̂ , l'application <(Fy..)> : ) ) FY. lim FX.' H  i j'(r,j)etxJ ^  'jr' j r
est bijective.

Fy..
FY. ----------------------^ --------------------*FX.

On note la sous-catégorie pleine de la catégorie Ens*̂  des foncteurs 

de dans Ens , ayant pour objets les foncteurs localement q-continus.

7.0.7.- Un foncteur Ens, limite inductive a-filtrante

de foncteurs localement q-continus est localement q-continu.

Soit (F.), ^ un diagramme q-filtrant de C — -----------  kkeK.
et (y.. : X.  ̂ une limite inductive locale q-petite de €.

Si F - lim F , on a : 
keK

IL FY. = IL lim F Y. = U m  JJLF Y. = Lim lim F X. =
jeJ  ̂ jeJkdK * J keKjeJ  ̂ keKiët ^

= lim lim F X. = lijnFX. .
îet keK  ̂ lel ^

On en déduit que F est un objet de C.
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iCMMiC 7.0.2.- Les foncteurs représentables : G° (Ens sont 

localement g-continus et le plongement canonique : G préserve les

limites inductives locales q-petites.

Soit (v.. : X. -**Y.),. - une limite--------   '*ji i j^(i,j)elxj
inductive locale q-petite de C. Pour tout objet X de (E, l'application 

<(Hom^(y..,X))> : J-L Hom^(Y.,X)  lim Hom_(X.,X) est bijective. Cela^ 11 . T G i T J" G ijeJ ici
exprime que le foncteur Hom^(-,X) : G^ Ens est localement q-continu.

Si F : G^ Ens est un foncteur localement q-continu, l'application :

< (Nat(Hom (-,y ),F)) > : ± L  Nat(Hoin (-,Y.),F)—  ̂lim Nat(Honr (-,X.),F)G j i . - G j ^ ^  G ijeJ  ̂ ici
est isomorphe à l'application bijective :

<(F y..)> : -LL FY.  lim FX. .
^  jeJ J î n  ^

Elle est donc bijective. Ce qui signifie que la couronne inductive :

, . . . ^est une limite inductive locale dans G.

7.0.3.- La catégorie G est une sous-catégorie pleine 

localisante de la catégorie Ens^ et elle est a-localisable.

PëwoM^^attQM.. - C'est un cas particulier du théorème 8.9.

P^opM-ÛLéou 7.0.4. - Les objets q-présentables de G sont 

les foncteurs représentables.

Soit (i. : F. F). une limite inductive    i i icK
v . ^a-filtrante dans G. La catégorie C étant fermée dans Ens

pour les limites inductives a-filtrantes, le cone (t. : F. F).  ̂ est ̂  ̂ i i îel

une limite inductive dans Ens . Par suite, pour tout objet X de C,

le cone (t.., : F.X ** FX). est une limite inductive dans Ens , ainsi îX i ici
que le cone Hom^(Hom^(-,X),(T.^))^^^- qui lui est isomorphe. Par suite,
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les foncteurs représentables sont a-présentables dans G. La sous-catégorie 

pleine de G ayant pour objets les foncteurs représentables est dense dans G 

et est fermée pour les localisations inductives a-petites. Du théorème 6.7., 

on infère qu'elle est la catégorie des objets a-présentables de G.

7.7. - de

7.7. - Toute catégorie a-localisable est équivalente à une
%catégorie G de foncteurs localement q-continus sur une petite catégorie G 

localement q-cocomplète.

- Soit A  une catégorie a-localisable. La sous-caté- 

gorie pleine A^ de A  ayant pour objets les objets a-présentables de A

est petite et localement a-cocomplète. Le foncteur d'inclusion J : A  —a
est dense par limites inductives a-filtrantes Pour tout objet A de

A, le foncteur Hom^(J,A) est localement a-continu. On définit alors un
i

foncteur U : A-*-A par U(.) = Horn, (J(-),.). Ce foncteur est une équivalencea A.
d'après le théorème 4.1. de [Y],par exemple.

7 . 2 .  -  C o ^ é q u c n c M  d u  d e

PAopû^ZttC^ 7.2.Ü. - Les catégories localisables sont localement co- 

complètes et à limites projectives connexes.

Pëmon^^AdÙton. - Soit G une petite catégorie localement a-cocomplète. 
C°La catégorie Ens est complète et cocomplète. Par suite, la sous-catégorie

^ G^pleine localisante G de Ens est localement cocomplète (prop. 2.4.5.) et â 

limites projectives connexes (prop. 2.4.4.). Il en est de même pour les catégories 

localisables d'après le théorème 7.1.

PAûpo 7.2.7. - Une catégorie localisable est à peu de sous-objets.

P ëmo n A Ù c c U .- Une catégorie localisable A est une sous-caté-
G^gorie localisante d'une catégorie de foncteurs }Ens , où G est une petite
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catégorie [th.7.0.3]. La catégorie (Ens est à peu de sous-objets et le foncteur
, . . (E° . . .d inclusion de /À dans !Ens préserve les limites projectives connexes, donc

aussi les monomorphismes. Par suite A., est à peu de sous-objets. Le raisonnement 

montre aussi bien que pour toute famille d'objets de /À, les cones

projectifs monomorphiques de A  de base forment, à isomorphismes

près, un ensemble. Cette dernière propriété paraît plus adaptée au cas des 

catégories sans produit.

7.2.2. - Une catégorie localisable est à factorisations

fortes.

- C'est une conséquence du fait qu'elle est à limites 

projectives connexes et à peu de sous-objets ([j7[], prop. 21.6.2. (g), page 351).

7.2.3. - Une catégorie localisable est à peu d'objets

quotients forts.

- Soit A. une catégorie a-localisable et A un

objet de A.

a) Soit (hj, : A un conoyau local d'un couple de morphismes

parallèles de but A. Si (m,n) est le couple noyau de ^i^iel

est un conoyau local de (m,n). Or le cone projectif (m,n) de base (A,A) 

est monomorphique et, d'après la proprosition 7.2.I., ces cones forment, à iso­

morphismes près, un ensemble. On en déduit que les conoyaux locaux de couples

de morphismes parallèles de buts A forment, à isomorphismes près, un ensemble.

b) Les localisations inductives de couples de morphismes parallèles

de but A forment à isomorphismes près, un ensemble, puisque chacune d'elle

est isomorphe à une localisation inductive appartenant à un conoyau local 

(prop. 2.0.4.) et que chaque conoyau local est constitué d'un ensemble de loca­

lisations inductives.
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c) Tout morphisme z : X Z de A  peut être factorisé de la façon 

suivante. Soit (m,n) le couple noyau de z et x : X Y une localisation 

inductive de (m,n) qui factorise z. Il existe alors un unique morphisme

y : Y Z vérifiant y.x= z. Notons que x égalise les couples de morphismes 

égalisés par z.

d) Soit f : A B un épimorphisme fort de A. Pour tout ordinal 6 

on définit un objet Ag et un morphisme f^ : Ag B et pour tout couple 

d'ordinaux g,g' vérifiant g' < g, on définit un morphisme f^o! * Aot A ,
pp P P

par récurrence transfinie sur g, de la façon suivante :

1) A = A, f = f.o o

2) Le morphisme fg : Ag B admet une factorisation décrite au c)

que l'on note fg = fg+,-fg+^g ou fg+^g : Ag Ag^ et fg^ : Ag^ B.

3) Si y est un ordinal limite, A^ est une localisation inductive 

du diagramme (Ag)g^, qui factorise le cone inductif ^
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pour g < y, : A^ A^ est l'induction canonique et le morphisme

1 : A B est l'unique morphisme vérifiant f .f = f ^  pour tout g < Y*Y Y i  ̂ Y Yp P

Notons que A^ est une limite inductive a-filtrante du diagramme

(Ao)o^ puisque la catégorie A  est à limites inductives a-filtrantes.p p<a
Montrons que f^ est un monomorphisme. Soit X^ un objet a-présentable de

A  et x,y : X ' 1 A deux morphismes vérifiant f .x = f .y. Il existeo  ̂ a  ̂ a a ^
P < a et deux morphismes x .y^ : X A^ vérifiant x = f .x^ et ̂ p-'P o  ̂ P aP p
Y = f n'Yn- On a : f^.x^ = f .f ^.x^ = f .x = f .y = f .f .y = f  .y . ̂ ap^P P P a ap P a q ^  a ap ^p p ^ p
Par suite, on a f ̂ . ^.x^ = f ̂ ^  .y^ et donc x = f  ̂.x^ = f ..f ,  ̂.x^ =P+!,P p p+l,p^p qp p a,P+l p+l,p p

^a,p+!'^g+i,e'^e "

Puisque f est un épimorphisme fort, f^ est un isomorphisme et 

par suite f est isomorphe à fqo

e) A partir du b), il est immédiat, par récurrence transfinie sur p, 

que les objets de la forme A forment, à isomorphismes près, un ensemble.p
Cela est en particulier vrai pour a et par suite aussi pour les épimorphismes 

forts de sources A .

7.3. - de doÆ&ùté.

La 2-catégorie tLoc^ a pour objets les catégories a-localisables, 

pour morphismes les foncteurs qui admettent un adjoint à gauche et préservent 

les limites inductives q-filtrantes et pour 2-cellules les transformations 

naturelles.

La 2-catégorie Kndloc^ a pour objets les petites catégories loca­

lement q-cocomplètes pour morphismes les foncteurs qui préservent les limites 

inductives locales a-petites et pour 2 cellules les transformations naturelles.

7.3.0. - La 2-catégorie *Loc^ des catégories a-localisables 

est 2-équivalente â la duale de la 2-catégorie Indloc^ des petites catégories 

localement q-cocomplëtes.
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Soit G : !D G un morphisme de Indloc . Notons  f a
G^ G^ ^ ^ ^Ĝ, le foncteur Ens : Ens Ens , et G : G D le foncteur induit

par G^.

D

%
G

D

Ens
-

"b* ^ *G G*
' -

Ens!D

'b b̂ O/
Le foncteur G^ préserve les limites inductives a-filtrantes puisque G,G)

sont fermées dans Ens^ , Ens^ pour les limites inductives a-filtrantes.
^ . . . .Le foncteur 1^ : fD E étant dense par limites inductives a-filtrantes et

b
la catégorie G étant à limites inductives a-filtrantes l'extension de

Kan G de h^.G par 1^ existe et elle est adjointe à gauche du foncteur
^ . . r* *! ^ .G^ (proposition 3.1. )_5j). On en déduit que G^ est un morphisme de fLoĉ .

On définit alors un 2-foncteur $ : Gndloc^ !Loc en posanta a
a,  ̂ b

 ̂G = G pour un objet G de Gndloc^, <&G = G^ pour un morphisme

G :(D-^G de Gndloc , et (<&a)_, =Fa pour une 2-cellule a de dndloc .a' F  ̂ a
Il est immédiat que le 2-foncteur  ̂ est un plongement. Montrons qu'il est 

une 2-équivalence.

b b
Soit C,D deux objets de dndloc^ et U : G un morphisme de

* ^ "b . . ^Loc^. Notons U : (D G un adjoint à gauche de U. Le foncteur U preserve 

les limites inductives locales. Il préserve les objets a-présentables, d'après 

le lemme 6.8.

Le foncteur U* induit alors un foncteur U* : )D G qui préserve les limitesa a a b ^
inductives locales a-petites. Puique l'on a les équivalences : !D et

b ^
G ^ G , le foncteur U induit un foncteur H : !D G qui préserve les limites a a 'i r
inductives locales et est donc un morphisme de Indloc . Les deux foncteursa
b b b
H^, U : G D ont alors pour adjoints à gauche deux extensions de Kan de
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]r̂ .H relativement à ĥ ,. Ils sont, par suite, isomorphes.

En outre, tout objet A  de est équivalent à un objet de la

forme §(E d'après le théorème 7.1.

7.3.?. - Si € et [D sont deux petites catégories loca- 

lement q-cocomplètes telles que les catégories (E, !D associées sont équiva- 

lentes, alors les catégories (E et (D sont équivalentes.
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3 - COMSTRUCflOMS PE CATEGORIES LOCALISABLES.

3 . 0 .  -  i - M

Il est immédiat que les catégories localement a-présentables au 

sens de Gabriel-Ulmer [Y] sont a-localisables.

3 . ? .  -  p A od ü ttù s  d e  c ^ g g o A ^ c a A

P/LOpo^^ÙtO/L 3.?. - La somme et le produit d'une famille de catégories 

a-localisables sont a-localisables.

P é n i o n . . - Soit famille de catégories a-locali-

sables. Pour chaque Z € L, soit G^ un ensemble générateur propre de A^ 

formé d'objets a-présentables.

a) Posons A = I I Ap. Si L est vide, A  est la catégorie vide,
ZeL ^

qui est a-localisable. Supposons L non vide. On peut supposer que les A^ 

sont des sous-catégories pleines de A. Un diagramme a-filtrant de A  est

nécessairement contenu dans une catégorie A^ ; sa limite inductive dans A^ 

est alors aussi sa limite inductive dans A. Si un diagramme a-petit de A  

est contenu dans une catégorie A^, sa limite inductive locale dans A^ est 

aussi limite inductive locale dans A, sinon sa limite inductive locale dans 

A  est la couronne vide. La réunion des ensembles G^ pour ^ e L

est un ensemble générateur propre de A  formé d'objets a-présentables.

b) Posons B = ] j Ap. Si L est vide, B est la catégorie ü qui 
^eL ^

est a-localisable. Supposons L non vide. Chaque catégorie A^ étant â 

limites inductives a-filtrantes, la catégorie B l'est aussi. Soit 

^ ^ i ^ c L ^ i e l  ^  diagramme a-petit de B. Pour chaque f e L, soit

(i.. : Ap. B.),.. n-  ̂ une limite inductive locale du diagramme (Ap. ).LJ LL j (i,j)€U.xj^ tLi îel
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de Posons K = II et, pour k = c K , posons

\  = ^ j ^ Z e L  ^  'ki = ^ i j ^ Z e L  = ^Zi^ZeL " \  ^  immédiat que

la couronne inductive (i^. : ( A ^ . ) ^ ^  B^)^. est une limite

inductive locale du diagramme ^  outre, l'ensemble

^ " ^ ^ ^ Z e L  * ^  ^  ̂B  ̂ € G^) ou (A^ est localement initial dans

est un ensemble générateur propre de !B formé d'objets a-présentables.

3.2. - i M  de

3.2. - Sî  A  est une catégorie a-localisable et €
Gest-une petite catégorie, la catégorie A  est a-localisable.

-

Ga) La catégorie A  est à limites inductives a-filtrantes et elle 

est localement cocomplète (prop. 2.3.7.)

b) Soit X un objet de G et A un objet de A. Pour touto  ̂ o ^
objet X de (E, on note (y. : A ^B.), .. .. ... ... - une somme locale' 'jx o j' (x,j)eHomg(X^,X)xJg
de l'objet A^ pris Hom^(X^,X) fois. On note ^ l'ensemble des couples

o' o
(H,(i^)^^) formé d'un foncteur H : G -^A et, pour tout X c G, d'un cone

inductif discret (i^ : A HX) ^ appartenant à la somme localeXx o xcHom^(X^,X)
précédente i.e. tel que : _J j e J^, V  x : X^ X, = Y^j- On pose

i = i i A HX . Soit F : G -*-A un foncteur et (H,(i^)) uno X^,!^ o o X
O

élément de IL, , . A toute transformation naturelle a : H F, on associe X ,A o o
le morphisme w(a) = a„, .i : A FX . Montrons que iB établit une bijection ̂  ̂ X o o oo
entre les ensembles - 1 t - Nat(H,F) et Horn (A ,FX ), en construisant

(".<'X»TX ,A ° °
O o

l'application réciproque. Soit f : A^ FX^ un morphisme de A. Pour tout

objet X de G, le cone inductif (a : A ^ FX) , . défini parXx o xCfiom-,^X yX)G o
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= (Fx)f, détermine de façon unique une localisation inductive de l'objet 

A^ pris HomJX^.X) fois, que l'on note : A^ ^ HX)^
G o

ainsi qu'un morphisme g^ : HX FX. Il est alors immédiat que HX est défini 

fonctoriellement et que g^ définit une transformation naturelle g : H F.

c) Soit G un ensemble générateur propre formé d'objets a-présen­

tables de A. Notons [G,A]^ l'ensemble des foncteurs :

(H ;3 X„ c E 2  A, e G, F }.
O o

Montrons que [c,A]^ est un ensemble générateur propre formé d'objets 

a-présentables de A  . Soit a,g : FIZ^ G deux morphismes de A  tels que

Nat(H,a) = Nat(H,g) pour tout H e [c,A]^. Pour tout objet A^ de G et tout 

objet X^ de G, cm a, d'après le b) :

Hoim(A ,a ) = -J__ L- Nat(H,a)  ̂ -J___L. Nat(H,g)
° o (H,(^))er^

O o o o

- Hom^(A^,g^ ). On en déduit que a^ = g^ et par suite que a = g. 
o o o

GSoit a : F G un morphisme de A  tel que l'application Nat(H,a) soit

bijective pour tout H c [G,A]^. Alors, pour tout X^ e G et tout A^ e G,

l'application : Hour (A ,a ) -  L Nat(H,a) est bijective ;
^  ° *C (H,(i^))cr^ ^

Ô  O
par suite, a^ est un isomorphisme, donc a aussi. Soit ^  dia-

o
gramme a-filtrant de A^ et H un objet de [G,A]^. On a :

 L Nat(H,lim F.) - Horn. (A ,lim F.X ) - lim Hoim(A ,F.X ) -ru / V— i' A' o'l— ^ i o -7— gr A' o' 1 O(H,(i^))cr^ A ^
o' o

= li^ J_L Nat(H,F.) = J __[_ limNat(H,F.). On en
iel (H,('x))erx ^  ̂ ^ îlt ^

O* O 0 ^ 0

déduit : Nat(H,lim F.) - lim Nat(H,F.), ce qui prouve que H est a-prcsen-
ieî  ̂ ieE ^

table.
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3.3. - icA ^0LL6-cdttcg

3.3.0. - Soit U : A  ->* iB un foncteur fidèle localisant qui 

préserve les limites inductives q-filtrantes et reflète les isomorphismes.

Si la catégorie B possède un ensemble générateur propre formé d'objets 

a-présentables, la catégorie A  en possède un.

- Soit H un ensemble générateur propre de tB formé 

d'objets a-présentables. Pour chaque objet B^ de H , soit

(g. : B UA.). -r une famille initiale de morphismes de B vers U. i o i o
o

Montrons que G = {A. : i e 1^ } est un ensemble générateur propre
B eH  ̂ oO

de A  formé d'objets a-présentables.

a) Soient f,f' : A ZIt A' deux morphismes de A tels que,

pour tout A c G, on ait Horn (A ,f) = Horn.. (A ,f'). Pour tout objet o A  o A  o ^
B^ E H, on a : H o m ^ . U f )  - j_L Hom.(A.,f) - _LL Horn, (A.,f') =< .

^ ^ B  ^ ^ Bo o

On en déduit que Uf = Uf' et, par suite, que f = f'.

b) Soit f : A A' un morphisme de A  tel que pour tout objet

A^ de G, Hom^(A^,f) est une bijection. Pour tout objet B^ de H,

l'application : Hom^(B^,Uf) - t t Hom^(A.,f) est bijective. On en déduit
ielg

O
que Uf est un isomorphisme et par suite que f en est un aussi.

c) Soit ^  diagramme a-filtrant de A  ayant une lim.

Pour B € H et i e 1^ , on note f. : lim Horn,. (A., A, )—  ̂Horn.. (A., lim A. ),o B ' i r-^ A' i' 1</ A i ^o kdK keK

l'application canonique. L'application [ ) f. est alors composée des
ielg  ̂

o
bijections suivantes : Il lim Hom„(A.,A,) - lim I ] Hoin,̂ (A.,A, ) -

ici. keK A i- * /A i k
R Ro o

- lim Hon^(B^,UÆ ) = Homg(B^, U(lim A^) - . I [ Hom^(A^,lim A^). C'est 
këjÉ ° ° kdK iel-  ̂keQ̂Ro

Uf').



- 8 1  -

donc une bijection, et, par suite, chaque f^ est une bijection ; cela prouve 

que les éléments de G sont a-présentables.

3.3.7. - Soit U : A B un foncteur localement pleinement 

fidèle localisant qui relève les limites inductives a-filtrantes. Si la caté­

gorisa B est a-localisable, la catégorie A  l'est aussi.

-

a) U relève les limites inductives a-filtrantes signifie : tout 

diagramme a-filtrant de A  dont l'image par U a une limite inductive 

possède une limite inductive préservée par U. La catégorie A  est donc

à limites inductives a-filtrantes préservées par U.

b) La catégorie !B étant localement cocomplète et à limites pro­

jectives connexes, il en est de même de la catégorie A  (prop. 2.4.4 et 

prop. 2.4.5.).

c) Montrons que U est fidèle. Soit f,f' : A A' deux morphismes 

de A  tels que Uf =Uf'. .L'image par U du noyau k : K - ^ A  de (f,f') est 

le noyau de (Uf,Uf') ; c'est donc un isomorphisme. Le foncteur U étant 

localement pleinement fidèle, il existe un unique morphisme h : A K véri­

fiant Uh = (Uk)  ̂ et k.h = 1̂ . Cela implique que k est un isomorphisme

et, par suite, que f = f'.

d) Montrons que U reflète les isomorphismes. Soit f : A A'

un morphisme de A  tel que Uf est un isomorphisme. Puisque U est fidèle, 

f est un monomorphisme. Puisque U est localement pleinement fidèle, il 

existe un morphisme h : A' A tel que Uh = (Uf)  ̂ et f .h = 1^. Par 

suite, f est un isomorphisme.

Le théorème est alors une conséquence du lemme précédant.
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o

S.4. - i M  cn-dM^ooA d'a{i oby^t.

P^opo^^tùton ^.4. - Ri A  est une catégorie a-localisable et A 

est un objet de A, la catégorie A^/A des objets de A  en-dessous de A^ 

est a-localisable.

Pél7?on2)^6tttou. - Montrons que A^/A est localement cocomplète.

Soit (A.,x.). un diagramme de (A ,A). i i ictï o

A.i

Notons (i.. : A. A.).. - une limite inductive locale du diagrammeîj i j (i,j)elxj
(A.). Pour tout j € J, notons (q, : A. B, ), le multiconoyaui iel  ̂ ^k i kkeK. ^J
local de la famille de morphismes parallèles (i...x. : A A.). Notonsîj i o j ici

: A^ B^ la valeur commune des morphismes ^k'^ij'^i pour tout i e t.

On obtient ainsi une famille (^k'^k^ d'objets de A^/A et une couronne

inductive (q,.i.. : (A.,x.)-^ (B, ,y,  ̂ ^ debase (A.,x.).^ k  îj  ̂ i' i k'^k (i,k)c]LxJ_i.K. i' î̂ ielE'
jcJ ^

que l'on montre facilement être une limite inductive locale dans A /A.o

Notons U : A^/A A  le foncteur défini par U(A,x) = A et

Uf = f. Ce foncteur crée les limites inductives a-filtrantes et par suite

A /A est à limites inductives a-filtrantes. Pour montrer que A /A possède o o
un ensemble générateur propre formé d'objets a-présentables il suffit de

montrer que U est localisant (lemme 8.3.0. ). Soit A un objet de A.

Notons (A.). -, une somme locale des deux obiets A et A , et notons J jcJ o'



- 83 -

i . : A. A., i. : A A. les injections canoniques. On obtient alors uneoj o j j j

famille (A.,i . ). - d'objets de A /A et une famille (i. : A-^U(A.,i .)).J oj'jeJ  ̂ o' ' j j' oj^jeJ
de morphismes de A vers U que l'on montre facilement être initiale.

ExeJHpZ&A. - La catégorie des extensions d'un corps k est ^-locali­

sable. La catégorie des anneaux (ou des corps) ayant une caractéristique

donnée est /L* -localisable . o

3.5. - Laô A".
a

Si A  est une catégorie, on note A^ la catégorie ayant les mêmes

objets que A et ayant pour morphismes les monomorphismes de A.

P^ûpo^^tÙton 3.5.0.- Si la catégorie A  est a-localisable, la caté-
i).

gorie A ** l'est aussi.

ij
A  est une sous-catégorie localement pleine de A.

Elle est localisante puisque si A est un objet de A  et si 

est une famille représentative des quotients forts de A (prop. 7.2.3.), 

tout morphisme g : A B de A se factorise d'une unique façon sous la

forme g = f.g^ où i. € I et f : B^ B est un morphisme de A** (corol-

laire 7.2.2.). En outre, soit (A^)^Q. un diagramme a-filtrant de A  de

limite inductive (A,i) dans A. Si A^ un objet a-présentable de A et

si x,y : A^  ̂ A^ sont deux morphismes de A  vérifiant i^.x = i^.y, il

existe un morphisme a : i i' de [E vérifiant A^.x = A^.y et puisque 

A^ est monomorphique, on en déduit x = y. Les objets a-présentables engen­

drant A, on en infère que les ij- sont monomorphiques et par suite que
. . . .  # .(A,i) est un cone de A . Ce cone est une limite inductive dans A  puisque

41
si (p. : A. B). - est un cone inductif de de base (A.). il esti i îetE  ̂ i îetE
immédiat que le morphisme f : A B défini par " l-*j_ pour tout i c i ,

est monomorphique (corollaire 5.5. ). La catégorie A  est alors a-localisa­

ble d'après le théorème 8.3.1.
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#RewaAqae %. 5.7 . - Les objets a-présentables de A  sont exactement 

les objets a-engendrés de A.

- La notion d'objets a-engendrës est prise au sens
ri . ^

de Gabriel-Ulmer [_7J . Les objets a-prësentables de A  sont les localisés 

des objets a-présentables de A  (corollaire 6.10.). Ce sont donc les quotients 

forts des objets a-présentables de A. Or ceux-ci sont exactement les objets 

a-engendrés de A  (cf. démonstration de Gabriel-Ulmer [Y]).

%. 5.2. - Les catégories An^, Anc^, !Dif^, He^, (Bool^.

%.5.3. - Soit A  une sous-catégorie pleine d'une catégorie 

B, fermée pour les limites inductives a-filtrantes et les sous-objets. Si la 

catégorie !B est a-localisable, la catégorie A l'est aussi.

ii ^
A  est une sous-catégorie pleine de (B" fermée 

pour les limites inductives a-filtrantes. Elle est localisante puisque l'on
it

obtient une famille initiale de morphismesd'un objet B de tB vers le 

foncteur A  fB' en prenant la famille réduite au morphisme 1̂  si B est 

un objet de A  et la famille vide sinon.

ExMip^M &.5.4. - Les catégories Int, tDom, (Red, CPrim, Q-Prim, 

tDomdif, !R.eddif, Primdif, Q-Primdif.

<6.6. - i M  cd^ago/tca6 A^ r-Zoc^ux.

On considère une catégorie a-localisable A, munie d'un ensemble 

de couronnes inductives :

r = -C(Yj. : A.  ̂ '

. htelles que pour chaque k c K, le diagramme est a-petit et les
k k ^objets A^, Bj sont a-présentables.
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Un objet A de A  est dit r-local si pour tout k e K  et tout

j e l'application

lim Hom^ (A. ,A) -f—  A' i'  ̂1€Ü, k

est injective et l'application

<(Hon^(y^,A))> : ] I Hom^(B^,A) lim Hom^(A^,A)
-l^k i-^k

est surjective.

Si A, B sont deux objets r-locaux, un morphisme f : A B de A

est dit r-local si pour tout k e K, tout j e J^, tout cone inductif
k k \ /(e. : A. A). - et tout morphisme Z : B. B vérifiant V  i e !L ,i i ici  ̂ j k

k . . . k w^.Y-. = f.e., il existe un morphisme m : B. A vérifiant : V i e L  ,Ji i J k'
km.Y" = s..Ji i

A 1̂ B.

m

B

Les objets et morphismes r-locaux constituent une sous-catégorie 

de A  notée A^.

%. 6.(1. - La sous-catégorie A^ est localisante.

a) Plaçons-nous dans la catégorie EA des familles d'objets de A

(cf. 4). Puisque A  est localement cocomplète, la catégorie EA est co-
**. k . kcomplète (prop. 4.0.!.). Pour k € K, posons X = lim A. et

ieE,̂   ̂k
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k k k ky. = <y..> : X -3- B.. Les objets T-locaux sont alors les objets A telsJ Ji J

que, pour tout k e K, et tout j e J^, l'application
k k kHom^,^(Yj,A) : Hom^^(Bj,A) ^ Hom^^(X ,A). est injective et l'application

k ( { k k<HoiRp^(Y-'A)> : ) ] Hon^(B.,A) Hon^(X ,A) est surjective. Les morphismes

r-locaux sont les morphismes f : A B tels que, pour tout k € K, tout
k k kj e J , tout e : X ̂  A et tout ^ : B. B vérifiant .̂.y. = f .e , ilk j J

* k k kexiste un morphisme m : B^ A vérifiant : m.y^ = e. Les objets X ne

sont pas nécessairement a-présentables dans (EA. Cependant, pour tout dia­

gramme a-filtrant de A, on a une bijection :

k k . klim.Hon^(X ,A^) - Hom^(X ,lim A^), puisque X est une limite inductive
icE ici
a-petite d'objets de A  vérifiant cette propriété.

b) Soit A un objet de A, C un objet T-local de A  et h : A C

un morphisme de A. Nous cherchons une factorisation universelle h = g.f

où f : A B est un morphisme, B est un objet T-local et g : B C est

un morphisme T-local.

Notons A l'ensemble des triples (k,x,j) formés d'un élément k
k

de K, d'un morphisme x : X A et d'un élément j de J- , pour lesquelsk
* * k kil existe un morphisme z : Bj C vérifiant z.y^ = h.x. Un tel morphisme,

nécessairement unique, est noté z .. Notons /A le type de diagramme dontk,x, j
les objets sont constitués par un objet U et par les objets V .,k,x,j k,x,j
pour chaque triple (k,x,j) de A, et ayant un seul morphisme : V, . Uk y x, j
et un seul morphisme V . W .. Notons § : A [EA le diagramme dek?x,j k,x,j
[FA défini par <&(U) = A, §(V .) = X^, '^(W .) = B̂ f,  ̂ U) = xk,x,j k,x,j j k,x,j
et $(V, . W, .) = y Lk,x,j k,x,j j

kPosons (X,i) = lim §. Notons i, . : B. X l'induction cano-—  ̂ k,x,j j
nique. Il existe un unique morphisme h'̂' : X -> C vérifiant :
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h".i = h et h''.i - = z . pour chaque (k,x,j) e A.i U i K,X,J K,X,J

c) Etudions une propriété de Soit D, E deux objets r-locaux,

n : E -3* D un morphisme T-local et m : A E, Z : X ^ D deux morphismes de

tEA vérifiant n.m = Z.i . Montrons l'existence et l'unicité d'un morphismeu ^
m' : X E vérifiant m'.i = m. Ce morphisme vérifie alors là relation :u ^
n.m' = Z

X

x

-  B*

Pour tout (k,x,j) e A, le morphisme : B. D vérifiek,x,j j
Z.i- ..y. = Z. i .x = n.m.x. Le morphisme n étant T-local, il existe 

k?x,J j u
k . . kun morphisme m, . : B. E vérifiant nr ..y. = m.x. On en déduit *,x,j j k,x,j 'j

l'existence d'un unique morphisme m' : X E vérifiant m'.i = m et

Soit m" : X E un morphisme vérifiant Pour tout
. k(^yX,j) e A, on a l'égalité : m".!, ..y. = m".i .x = m.x = m'.i .x =kyX,j j U U

km'.i ..y.. L'objet E étant T-local, on en déduit l'égalité :KyX,j j
m".i . = m'.i . , et par suite, l'égalité m" = m'.XyX,j kyX,j

d) Notons q : X Y le multiconoyau de l'ensemble de couples de

morphismes
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A vérifie y.y^ = z.y^}- 
J J

k k .Pour tout (y,z) e C, oira : h".i^.y.y^ = h'^.i^-z.y^. Puisque l'objet

C est r-local. on a : h''.i .y = h''.i .z. On en déduit que h'' : X C1 u  ̂ 1 u ^ 1
se factorise de façon unique sous la forme ĥ ' = hj.q où hj : Y C.

L'objet Y de FA étant une famille d'objets de A, il existe un unique

objet de cette famille et un unique morphisme h^ : A^ C tel que

hj = h]*P] où p̂  : Y A^ est la projection canonique. Posons h' = p^-q-i^

"  Yk.x.j °" a h *  h  '**' "  '°"
(k,x,j) € A.

e) Etudions une propriété de h'. Soit D, E deux objets r-locaux,

n : E D un morphisme r-local et m : A E, ^ : A^ D deux morphismes

de A  vérifiant : n.m = Z.h'. Le morphisme f.p^.q : X D vérifie

^-Pj.q.i^ " ^.h' = n.m. D'après le c), il existe un unique morphisme m" : X E

vérifiant : m".i = m, ^.p,.q = n.m".u M  ^
k kPour tout (i .y,i .z) c C, on a : m".i .y.y. = m".i .z.y.. L'objet u ^ ^ u  u ^  j u 'j

E étant T-local. on en déduit m".i .y = m".i .z. Par suite, le morphismeu ̂  u ^
m" s'écrit d'une unique façon sous la forme m" = m'.q où m' : Y E.



- 8 9  -

La relation ^.p^ = n.m* montre alors qu'il existe un unique morphisme

m^ : A ^ ^  E vérifiant m' = m^.p^ et n.m^ = et par suite m^.h' = m.

En outre, soit mj : A^ E un morphisme vérifiant mj.h' = m. On a :

m!-Pi*Q*i = mj.h' = m = m".i . D'après c), on en déduit :1 M  ^ u ! u ^
iRj-P]*q = m" = m^.p^.q et par suite mj = m^ .

h'

X Y

 ̂ D

f) Pour tout ordinal P, on définit un objet A de A  et unp
morphisme ĥ , : A^ C et, pour tout couple d'ordinaux g, g' tels que

p P
g' < g, on définit un morphisme f , : A , -** A de A, par induction

p y p P P

transfinie, de la façon suivante :

O  A = A, h- =h. o o

P
3) Si y est un ordinal limite, (A ,(f ) est une localisantey Y& P<Y

inductive du diagramme factorise le cone inductif (h^ : A^ C)

par un morphisme que l'on note h^ : A^ C.
e<Y'
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iNO L̂ OIlS j

est a-filtrant.
p^a

g) Montrons que A^ est un objet r-local.
— kSoit k e K et x : X ^ ^  un morphisme. Il existe d'après le (a)

k —un ordinal P < a et un morphisme x : X +* A tel que x = fp P a , p p
kPuisque l'objet C est r-local, le morphisme : X C

k kest de la forme h^.x^ = z.y. où z : B. C. Par suite le morphismeP P J J ^
,̂k  ̂ ^ . kYi . : B. -+ A.^ . vérifié y. ..y. =f^.,.,x.. k,x^,j j p+1 -^k,Xg,j /j g+l g g

— k
Le morphisme y = f n.i-Yi - : B. -+ A vérifie alors :a,p+i k,x^,j j a

y**g " L,6+!'yk,Xg,j'L " ^a,g+!'^g+l,g'^g " L,g'"g
— — k — k * *  kSoit y, z : Bj A^ deux morphismes vérifiant Y*Yj = ^*^j*

L'objet Bj étant a-présentable dans A, il existe un ordinal P < a et
k - — —deux morphismes y^yZ : B. Ar, vérifiant y = f n-Yo et z = f o*z .p p j   ̂ a , p p a , p p

k kOn a alors f n-Yo-Y- = f o'^c'Y-* D'après le (a), il existe un ordinal otyP p J a, p p j
k k6' > 6 tel que l'on ait : f , o-Yo-Y- = n-^n-Y*- ^nr construction deP y P P j  P , P P j

Ag,^,, on on déduit la relation : +

' ^a,6' + l*^6' + ]^g ' * L.e'^6 *

h) Montrons que le morphisme h : A C est r-local.
— k — kSoit x : X  ^  et y : B. C deux morphismes de (DA vérifiant

, - - kh .x = y.y.. a ' j

B^
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Le morphisme x est de la forme x = f ^.x^. Par constructionot,P P
de A^,, le morphisme X p ^ j - B ^ A ^ ,  v5rifie = y ^ ^ _ . . y ^ . f ^ , g . x ^

— .s. — kLe morphisme z = f ^,,.y. . vérifie alors : z.y. = fa,g+! ^k,x^,j 'j a,g+l g+l,g g
f .X = X.a, g g

i) Le morphisme h est de la forme h = h .f . Soit D. E deuxa a,o
objets r-locaux, n : E D un morphisme r-local et m : A E, ^ : A Da
deux morphismes de A  vérifiant Z.f = n.ma,o

m

Il est immédiat à l'aide de e) et par récurrence transfinie, que, 

pour tout ordinal g  ̂a, il existe un unique morphisme m : A Ep P
vérifiant : m-.f. = m. Le morphisme m : A E vérifie alors m .fg g,o  ̂ a a a a,o
Pour des raisons analogues, un tel morphisme m^ est unique.

= m.

j) Il reste à montrer que les objets de la forme A^ quand A est 

fixé et que le morphisme h : A C varie, forment (à isomorphisme près) un 

ensemble. Or, en reprenant les notations du b), les objets de la forme X 

forment un ensemble puisque les diagrammes de la forme /A forment un ensemble. 

Avec les notations du d), les objets de la forme Y forment un ensemble et, 

par suite aussi, ceux de la forme A^. Ainsi, avec les notations du f), 

les objets de la forme A^ forment un ensemble. Par récurrence transfinie, 

il est alors immédiat que les objets de la forme A forment un ensemble.p
Cela est en particulier vrai pour a.
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S. 6.7. - La catégorie Ap est a-localisable.

a) Montrons que la sous-catëgorie Ap de A  est fermée pour les 

limites inductives a-filtrantes. Soit (Ĉ )̂ c(L, ^  diagramme a-filtrant

de Ap et (C,i) sa limite inductive dans A. Pour tout k e K ,  l'application

lim <(Hoim(y^. ,CJ)>: lim_]J_ Horn (B^,C.) H m  lim Honr(A^,CJ
ZdL ^  ^  ^ ZdL jeJ^ ^  J ^ ZdL ÎJiÊ^ ^   ̂ ^

étant une limite inductive d'applications surjectives est surjective. Par 

suite, l'application composée :

jeJi
Hoim (B^,C) = I I Horn (B^,lim C J  

^  ̂ jeJ. ^   ̂ fetL ^

I I lim Hom„(B^,C^) - lim ] ] Hom„(B^,C^) lim lim Hom^(A^*,Cp) -* -r ^ A  1 t. *n ^   ̂ A  1 t. *lô ^  ̂ ° A  r 'CjeJ^ te!L êïL -teL

- lim lim Horn (Â f,Cy) - lim Hom^(A^*,C) J p J" A l t .   ̂ ir A  1 îeE^ teL *̂̂ k̂

est surjective. De la même façon, on montre que, pour tout j e J^, l'applica-
k k ktion (Hom^(y.^,C)) : Hom^(B.,C) l.im Hom^(A^,C) est injective. Ce qui
 ̂  ̂ iel,k

montre que l'objet C est T-local.

b) Montrons que les inductions canoniques ^ sont T-locales.
k k . . kSoit k e K ,  j e  x : X et y : Bj C vérifiant ^ ^*^j*

x

 ̂ B^ J
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Puisque l'objet Bj est a-présentable, il existe un morphisme
k *-A : ^ - 3- Z' de (L et un morphisme y' : B. - 3- C^, vérifiant y =

k kLa relation ^'*Y'*Yj = ^ *^A*^ implique l'existence d'un
kmorphisme p : f  Z" de )L vérifiant : C .y'.y. = C .Ch .x = C '.x. Le  ̂ p  ̂ 'j p A pA

kmorphisme C  ̂ étant r-local, il existe un morphisme z : B. -3* C„ vérifiant  ̂ pA  ̂ J L
kz.Yj = x. Cela implique que est r-local.

c) Montrons que (C,i) est la limite inductive de dans

la catégorie A^. Soit (D,6) un cone inductif de A^ de base

x.

 ̂ D

Soit 6 : C -3- D l'unique morphisme de A vérifiant

pour tout ̂ e (L. Le morphisme 6 est r-local. En effet, si x : C,
k ky : Bj D vérifient y.y. = ô.x, le morphisme x est de la forme x = i^-x^

koù x^ : X^ -3- C^ ; on a alors Y*Yj = ^-x = 6.i^.x^ = ô^.x^. Le morphisme
k .6^ étant r-lôcal, il existe un morphisme z' : Bj -3- C^ vérifiant :

k kz'.Yj = x^. Le morphisme z = i^.z' : Bj -3- C vérifie alors la relation
kz.y. - x.
J

d) A^ est une sous-catégorie localement pleine de A  puisque si

f : A-3-B et g : B-3-C sont deux morphismes de A  tels que g.f est
k kr-local et si x : X A, y : B. B sont deux morphismes vérifiant :

k k ky-Yj = f.x, le morphisme g.y : B. C vérifie g.y.y. = g.f.x et par
k ksuite, il existe un morphisme z : B. -3- A vérifiant z.y. = x.
J J
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e) Le théorème est une conséquence du théorème précédent et 

du théorème 8.3.1.

C%A 3.6.2. - Les couronnes vides.

Supposons que les couronnes inductives de T soient toutes vides

i.e. les ensembles sont vides. Un objet A est r-local si et seulement
ksi, pour tout k e K, l'application : 0 lim Hom^(A.,A) est surjective

îetLk
c'est-à-dire si et seulement si l'ensemble lim Honr (Â ",A) est vide. Si A, B\ --r A  iîeE,k
sont r-locaux, tout morphisme f : A B est r-local.

La catégorie A^ est alors la sous-catégorie pleine de A  ayant

pour objets les objets A  tels qu'il n'existe aucun cone inductif de base

(A.).  ̂ y de sommet A. i ictL k

C&A pa/LttCitEtGA 3.6.3. - Les étoiles inductives.

Une étoile inductive est une couronne inductive dont la base est

réduite à un objet. Dans le cas où la catégorie A  est a-cocomplète, les

couronnes inductives peuvent être remplacées par des étoiles inductives. En

effet si y = (y.. : A. B.).. .. - . est une couronne inductive telle queJi i j'(i,j)eExj ^

card E < a, on pose A = lim A. , y . = <y.  ̂ : A B . et on note e
i ^   ̂ J Ji ie!t j

l'étoile inductive (y; : A -+ B.). ̂ de base A. Les obîets et morphismesJ J jeJ
y-locaux sont alors exactement les objets et morphismes e-locaux.

3 . 7 .  -  LaA A ^ .

On considère une catégorie a-localisable A  et un ensemble E 

d'épimorphismes de,.A de sources et buts a-présentables. Un morphisme 

f : A B de A  est E-local si pour tout morphisme ^ ^  ^

tout morphisme g : A^ A et tout morphisme h : B^ B vérifiant 

h.o = f.g, il existe un morphisme : B^ -+ A vérifiant Z.o = g. On
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note A^y ou plus simplement A^, la catégorie ayant les mêmes objets que 

A  et ayant pour morphismes les morphismes E-locaux de A.

PAopoAZYxon #.7.0. - La sous-catégorie A^ est localisante et 

a-localisable.

- Pour chaque morphisme o : A^ B^ de E, on note

(1^ ,o) l'étoile inductive dont la base est l'objet A et qui est constituée 
o

par les deux morphismes 1^ et o. Si on note T l'ensemble des étoiles in-
o

ductives (1^ ,o) pour o € E, il est immédiat que les sous-catégories A^" 
o

et Ap sont égales.

La proposition résulte alors des théorèmes 8.6.0. et 8.6.1.

ExejupZaA &. 7.7. -

La catégorie An^ est la catégorie An^ où o : zjlfj *^^&?X]/^Y-1)

est 1'homomorphisme d'anneaux défini par c(P(X)) = P(X).

La catégorie Fr̂ * est la catégorie Fr^ où o : 3 2 est l'homo­

morphisme de treillis de l'ordinal 3 = {0,1,2} vers l'ordinal 2 = {0,1}

défini par cr(0) = 0  et c(l) = o(2) = 1.

La catégorie Gat^ est la catégorie où o : 2 E est le

foncteur de la catégorie 2 à deux objets 0,1 et un morphisme non unité :

0-^1, vers la catégorie E à deux objets 0,1 et deux morphismes non 

unités : 0 -3* 1, 1-^0, inverses l'un de l'autre, et qui est défini par

o(0) = 0, o(l) = 1 et c(0 1) = (0 1).

La catégorie (Drds est isomorphe à la catégorie <D d̂  ̂ où

o : 2 -3- 1 est l'unique application de l'ordinal 2 vers l'ordinal 1.

g.#. - LaA A ^  cf'ob/e^A r-locaux AttcctA.

0n reprend les notations du 8.6.

Un objet A de A  est dit r-local strict si pour tout k cK,



est bijective. On note A(p) la sous-càtégorie pleine de A  ayant pour objets 

les objets T-locaux stricts.

5. %. - La sous-catégorie pleine A^p^ est localisante et

est a-localisable.

- Pour tout couple (j^^2) d'éléments distincts de
1 k 2 kJ^y on note (c^ : IL C^, : B̂  ** limite inductive

I 2 j^,j^

locale du diagramme (y..)/. n- r- - i de A. On note T l'ensemble'ji o

des couronnes inductives vides dont les bases, réduites à un objet, sont les

objets Cp, quand ^ varie dans L. . , (j.,jr,) étant un couple d'éléments
1 2

distints de J. , k variant dans K. Un objet A est T -local si et seulement k o
si il n'y a aucun morphisme de la forme : A ou encore si et seulement si
* t * k kil n existe aucun couple de morphismes (y. : B. A, y^ : B. A) tel

j] - J2

9^6 j, ^ et : V  i eTE. ,y,.y. . = y.,.y. .. On en déduit que les objetsi  ̂ K i ^2^

r-locaux stricts sont exactement les objets T U T^-locaux. Si A, B sont

des objets T-locaux stricts, tout morphisme f : A B est T-local et

par suite T U T^-local. Ainsi la catégorie A^p^ des objets T-locaux

stricts est exactement la catégorie Ap^p des objets T U T^-locaux.
o

&.9. - i M  de r-ccntomA.

On considère une petite catégorie € munie d'un ensemble de couronnes 

inductives a-petites :

T = {(y^. : Â * B^),. ^ . Un foncteur F : (E°-*lEns estJi 1 J

localement F-continu, si, pour tout k c K, l'application
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est bijective. On note (E,T la sous-catëgorie pleine de Ens ayant pour 

objets les foncteurs localement T-continus.

^. 9. - La catégorie (C, T est a-localisable et est une 

sous-categorie pleine localisante de la catégorie Ens

- Notons encore T l'ensemble des couronnes inductives

{(HomJ-,y^.) : Hom^(-,A^) HomJ-,B^)) ^  de la catégorie
j  ̂  ̂ k k

Ens . Pour F : (E Ens et k e K, l'application :

<(Fy^.)> : FB^   ̂ lim FA^
jeJ. ** îet,** k k

est isomorphe à l'application :

<(Nat(Hom^(-,yjp,F))> : J ]_Nat(Hom^(-,Bj),F) --- lim Nat(Hom^,(-,A^),F)
jeJk iet^

(E°Par suite, les catégories C,T et Ens sont identiques.

On applique alors les théorèmes 8.6.0. et 8.6.!.

#.?(?. - i M  edtggü/tcM de .

Le théorème 8.6.1. permet de montrer que les catégories de modèles 

de théories logiques du premier ordre dont les axiomes sont d'une certaine 

forme, sont des catégories ^^-localisables. Nous nous bornerons à donner
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quelques exemples et à noter que nous rejoignons ici des travaux de M. Coste 

sur les theories logiques définissables par limites projectives finies et 

sur les localisations dans les catégories de modèles.

La catégorie {Dom est la catégorie Anc^ où T est constituéi oo
de l'étoile inductive vide de base 0 et de l'étoile inductive (Y^*Y]) de

base l'anneau quotient z[x,Y]/(XY) ayant pour branches les morphismes 

y° : z]x,Y]/(XY) -+ z[x) et y° : z[x,ï]/(XY) z[Yj définis par

y°(P(X,Y)) = P(X,0) et y°(P(X,Y)) = P(0,Y).

La catégorie !Kc est la catégorie Ane où T est constitué
1 1 1de l'étoile inductive vide de base 0 et de l'étoile inductive (y , y,) deo 1

base l'anneau z[x] ayant pour branches les morphismes y^ : ,z[x] Z,

yj : z[xj ^ z[x,Y[/(XY-l) définis par y^(P(X)) =P(0) et y](P(X)) =PÔÔ*.

La catégorie !Locc est la catégorie Ane où T est constitué
2. . . 2 2de l'étoile inductive vide de base 0 et de l'étoile inductive (y , y.) de'o '1

base l'anneau z[x] ayant pour branches les morphismes :

y^ : z[x] -i- z[x,Y]/(XY-!), y^ : z[x] Z[X,Y]/((X-1)Y-1) définis par

Yp(P) = P  et y^(P) =P.

La catégorie <Drdt est la catégorie <Drd̂  où T est l'étoile 

inductive ayant pour base l'ensemble discret {0,!} et pour branches

les morphismes y^ : {0,!} 2, ŷ  : {0,!} 2 debut l'ordinal 2

définis par y ^(0) = 0, Y^(0 = !, Yj(0) = 1, y^(!) = 0.
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9 - QUELQUES EXEMPLES.-

9.0. - La câ égO'Sx.e. oa&nnê6.

a) La catégorie (t a pour objets les nombres entiers !,2,3

pour morphismes non unités, deux morphismes a^, ^  2 , trois

morphismes P]) ^2 *  ̂^  ^ morphismes y^, Y ^ Y 2 *  ̂ 3 ,

dont la composition est définie par : p  a = p^ot = y ,o o 2 o ' o

"o ", * 3] "o *Y] - 6, ", - 6 2  ", - Y 2 -

2

^2

La couronne inductive de C a pour base le diagrannne discret :

$ : {0,1} C défini par <§ (0) = § (1 ) = 1 et est constitue des o o o
trois cônes (1 , 1 ), (a , a,), (a,, a ) i i o i i o

:

2



- 100 -

On note la catégorie ayant pour objets les entiers 0,1,2 et pour

morphismes non unités, un morphisme 0-^1 et un morphisme 0-^2. Le 

cone inductif de (C a pour base le diagramme <3̂ : (t défini

par 4̂  (0) = 1 , 4^ (!) = 4̂  (2) = 2  , (0 -*- !) = 4< ̂ (0 2) = ,

pour sommet l'objet 3 et est formé des morphismes : &o' 1̂

On pose T = (Fo'T])*

b) Montrons qu'un ensemble totalement ordonné (E,$) définit 

un foncteur localement T-continu : E^  ̂ (Ens. Posons

E^^ = E , E ^  = {(x,y) e E^ : x < y}, E ^  = {(x,y,z) e E^ : x < y < z} ,
.(2)(%) (2) .E :E E la première projection, E : E E la seconde

^i^ (3) . . . . . ^i^ (3)projection, E : E E la projection d'indice i+1 , E : E E

sont les applications définies par E (x,y,z) = (x,y) , E (x,y,z) = (y,z) , 
(&2^

E (x,y,z) = (x,z) . L'image de la couronne inductive par le foncteur

) est la couronne projective :

E
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(2) (21tElle determine une application f : EilE il E,o 1
E^^ = E ^  = E ^  , qui est définie par

E x E où

f(x) = (x,x) pour x e E ,

f(x,y) = (x,y) pour (x,y) e E

f(x,y) = (y,x) pour (x,y) e E

(2)
0 
(2)
1

Or il est immédiat que f est bijective.

L'image du cone inductif par le foncteur E^  ̂ est le cone

projectif

(3) (2) (2)Il determine une application : g : E '-**E x E  définie par
E

g(x,y,z) = ((x,y), (y,z)). Or il est immédiat que g est bijective.

c) Une application strictement croissante f : (E,$) (E',$) 

définit une transformation naturelle f^  ̂ : E^  ̂ E' ̂   ̂ par f^^ = f , 

f^^(x,y) = (f(x),f(y)), f^(x,y,z) = (f(x),f(y),f(z)).

d) Montrons qu'un foncteur localement T-continu F : (Ens
2détermine un ensemble totalement ordonné E. Posons E = F! . Si (x,y) e E , 

posons : x < y , s'il existe u e F2 tel que FotQ (u) = x et 

F a^(u) = y. La couronne projective
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F

définit une bijection : E J ± F 2 j L L F , 2 ^ E x E  où F 2  = F\2 = F2 .o 1 o , l
Identifions les deux ensembles par cette bijection. On a :(x,y) e E < = >  x = y. 

Si x ^ y  et si l'on a pas : x < y  , alors (x,y) ^ E  et (x,y) ^ F ^ 2  ; 

donc (x,y) e F^2 et par suite (y,x) ^ EJLLF^2 ; donc (y^x) e F^2

et par suite y <x. Si on a : x < y  et y < x  , on a (x,y) cF^2

et (y,x) e F^2 , donc (x,y) c F^2 et (x,y) e F^2 , ce qui est absurde.
3Soit (x,y,z) e E tel que x < y et y < z. Le cone projectif

définit une bijection :F3—  ̂F2 x F2 . Identifions les deux ensembles
FI

par cette bijection. On a
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F ot̂  . F g^(x,y,z) = F y^(x,y,z) = ? (x,y) = x

et F . F g^(x,y,z) = F y^(x,y,z) = F ĉ  ̂(y,z) = z

et par suite x < z . Cela achève de prouver que la relation : x  ̂y si

et seulement si x < y ou x = y , est une relation d'ordre total sur E.

e) Une transformation naturelle t : F F' détermine une 

application t̂  : FI F'1 qui est strictement croissante.

f) On montre facilement que les correspondances définies ci-dessus 

établissent une équivalence entre la catégorie des ensembles totalement 

ordonnés et la catégorie des foncteurs localement T-continus : !Ens .

9. h  - La  catggoAx.e. daA aapacaa

a) On construit une petite catégorie € de la façon suivante.

Les objets de € sont constitués par le nombre réel 0, les nombres réels 

positifs et les triplets (a,b,c) de nombres réels positifs vérifiant : 

a $ b $ c $ a+b.
Les morphismes de C sont constitués par les morphismes unités, 

deux morphismes a^, )3̂  : 0 ^  & pour chaque nombre réel positif a, 

trois morphismes Y^bc y ^abc ' ^abc * ^ ^  (&yb,c) pour chaque objet 

de € de la forme (a,b,c), un morphisme : a a pour chaque nombre

réel positif a, deux morphismes <Ŝ bc y ^abc * (Ryb,c), deux

morphismes ^^bc * ^ b c  * ^ (^^b,c) , deux morphismes
2 2

^abc* ^abc *  ̂^  (^ybyc) , pour tout objet (a,b,c) de $.
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abc

La composition des morphismes est définie par

T^.a^ = g^ , Tg*Pg " ct̂  , pour chaque objet a > 0 ,

.o o o .o
abc'^à *̂abc  ̂ ^abc'^a abc '

J = 1 I = J
abc'^b ^abc  ̂ ^abc'^b abc ^

.2 ^ 2  2 ^ 2 
abc'^c ^abc  ̂ ^abc'^c abc '

-o o  ̂ 2̂ 2  ̂ oo^t^*a * e. .g = 0 i -a = e .  *P = y , ,abc a abc a abc c abc c 'abc

abc" a ^abc'^a abc*% ^abc b ^abc ^

^abc'^b ^abc'^b ^abc'^c ^abc'^c ^abc ^

pour tout objet (a,b,c) de (E.

b) La couronne inductive de Œ a pour base le diagramme

discret $ : {0,1} (E défini par <& 0 = <& ! = 0 et est constitué par o o o
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le cone inductif (] , 1 ) et les cones inductif s (a ,3 ) pour tous les' o' o a a ^
nombres reels positifs a.

0

La couronne inductive de (E a pour base le diagramme

discret 3^ : {0,1,2} $ défini par <^o = 3^1 = ̂ ^2 = 0 et est

constitue des cônes inductifs suivants :

1) le cone inductif (1 ,1 ,1 )o o o

2) pour tout nombre rëel positif a, les trois cones de sommet

a : (a ,a ,P), (a ,P ,6 ), (a ,P ,a ) et le cone (y° , y* , y^ ) dea a a a a a  ̂ a a  ̂ a 'aaa 'aaa ^aaa
sommet (a,a,a)

3) pour tout couple de nombres réels positifs (a,c) tel que

a < c  < 2 a  , les trois cones de sommet (a,a,c) : (y^ , y^ , y^ ) ,' ' ' ' ' 'aac 'aac' 'aac
.1 2 o . , 2  o 1 .
^aac^ ^aac^ ^aac  ̂ ^aac^ ^aac, ^aac

4) pour tout couple de nombres réels positifs (a,c) tel que

a < c, les trois eSnes de sommet (a,c,c) : (y°^, y ^ ,  y ^ ) ,  ( y ^ ,  y ^ ,  y°^)

^acc' ^acc* ^acc^
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5) pour tout triple de nombres réels positifs (a,b,c) tels 

que a < b < c g a  + b , les six cones de sommets (a,b,c) : ^abc' ^abc^^
! 2 o
abc' ^abc' ^abc
2 ! o
abc' ^abc' ^abc

I !

a < c < 2a

 ̂a < b < c $ a+b



- 107 -

Posons r = {r , r,} o 1

c) Nous allons montrer qu'un espace métrique E détermine 

un foncteur T-continu: (Ê -^!Ens que nous noterons encore E. Posons 

E(o) = E , E(a) = {(x,y) e E^ : d(x,y) = a), E(a,b,c) = {(x,y,z) e E^ : d(x,y) = a 

d(y,z) = b , d(x,z) = c} , * E(a) ^ E la première projection,

E(g^) : E^ E la seconde projection, E(r^) : E^ E^ la transposition,

E(6^^) : E(a,b,c) E(a) l'application définie par E(6^^)(x,y,z) = (x,y) ,

E(6^bc) * E(b) l'application définie par E(6^^)(x,y,z) = (y,z)
2 , 2 et E(6^^) : E(a,b,c) E(c) l'application définie par E(6^^)(x,y,z) = (x^z),

les valeurs du foncteur E pour les autres morphismes étant définies par 
composition.

L'image de la couronne inductive par le foncteur E est

la couronne projective.

E

L'application associée f : E H  ! t E(a) E x E est définie par f(x) = (x,x)
a>0

pour x e E et f(x,y) = (x,y) pour (x,y) ^ E^. Il est immédiat que 

f est bijective. L'image de la couronne inductive par le foncteur E

est une couronne projective qui détermine une application g dont l'ensemble 

de départ est :
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EliJ_l(E (a)iLE,(a)llE^(a))lLE(a,a,a)il - o ! za>0

-J----- !  (E (a,a,c)ÜE (a,a,c)iLE (a,a,c))Jl
0 < a < c < 2 a  °

J L (E (a,c,c)Ü E (a,c,c)ilE (a,c,c)) _LL
0<a<c

J _ _ _ L  (E (a,bc)ÜE (a,b,c)lLE (a,b,c)U.E (a,b,c)lLE (a,b,c)iLE (a,b,c))
0<a<b<c^a+b o < z j t a

où E^(a) = E(a) , E^(a,a,c) = E(a,a,c), E^(a,c,c) = E(a,c,c) ,

E^(a,b,c) = E(a,b,c), dont l'ensemble d'arrivée est E x E x E , et

qui est définie de la façon suivante :

g(x) = (x,x,x) pour x c E , g(x,y) = (x,x,y) pour (x,y) € E (a) ,o
g(x,y) = (x,y,y) pour (x,y) e E^(a) , g(x,y) = (x,y,x) pour 

(x,y) e E^(a), g(x,y,z) = (x,y,z) pour (x,y,z) e E(a,a,a), 

g(x,y,z) = (x,y,z) pour (x,y,z) e E^(a,a,c), g(x,y,z) = (y,z,x) pour

(x,y,z) e E^(a,a,c), g(x,y,z) = (z,x,y) pour (x,y,z) e E^(a,a,c),

g(x,y,z) = (x,y,z) pour (x,y,z) € E^(a,c,c), g(x,y,z) = (y,z,x) pour

(x,y,z) e E^(a,c,c) , g(x,y,z) = (z,x,y) pour (x,y,z) e E^(a,c,c),

g(x,y,z) = (x,y,z) pour (x,y,z) e E^(a,b,c), g(x,y,z) = (y,z,x) pour

(x,y,z) e E^(a,b,c), g(x,y,z) = (z,x,y) pour (x,y,z) e E^(a,b,c)

g(x,y,z) = (y,x,z) pour (x,y,z) € E^(a,b,c), g(x,y,z) = (x,z,y) pour 

(x,y,z) e E^(a,b,c) , g(x,y,z) = (z,y,x) pour (x,y,z) e E^(a,b,c).

On montre facilement que g est injective^ Montrons que g est
3surjective. Soit (x,y,z) e E .

* Si x = y = z alors g(x) = (x,y,z)

^ Si x = y ^ z posons d(x,z) = a alors (x,z) c E^(a) et

g(x,z) = (x,x,z) = (x,y,z)

* Si x = z ^ y , posons d(x,y) = a , alors (x,y) e ̂ 2 (3 ) et

g(x,y) = (x,y,x) = (x,y,z)

* Si y = z ^ x , posons d(x,y) = a , alors (x,y) e E^(a) et

g(x,y) = (x,y,x) =- (x,y,z).
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On suppose désormais x,y,z distincts deux à deux, et 

-on pose d(x,y) = a , d(y,z) = b , d(x,z) = c

C, alors (x,y,z) € E(a,a,a) et g(x,y,z) (x,y,z

C, alors (x,y,z) € E^(a,a,c) et g(x,y,z) = (x,y,z

b, alors (z,x,y) e E^(a,a,c) et g(z,x,y) = (x,y,z

a alors (y,z,x) e E^(c,c,a) et g(y^z,x) = (x,y,z

c, alors (x,y,z) e E^(a,b,b) et g(x,y,z) = (x,y,z

c, alors (y,z,x) e E^(b,a,a) et g(y.z,x) = (x,y,z

b, alors (z,x,y) e E^(c,a,a) et g(z,x,y) = (x,y,z

c, alors (x,y,z) e E^(a,b,c) et g(x,y,z) = (x,y,z

* Si b < a < c, alors (z,y,x) c E^(a,b,c) et g(z,y,x) = (x,y,z)

Ainsi g est bijective

d) Une isométrie f : E E' définit une transformation

naturelle par : f^ = f , f^ : E(a) E'(a) définie par

f (x,y) = (f(x),f(y)) et f, : E(a,b,c) -^E'(a,b,c) définie para ^a,D,cj

e) Montrons qu'un foncteur localement T-continu F : C fEns 

détermine un espace métrique E. Posons E = FO. L'image de la couronne 

par le foncteur F définit une bijection entre les deux ensembles
2 «nEJ-L ! ) Fa et E , ensembles que l'on identifie. De même l'image 

a>0
de la couronne par le foncteur F définit une bijection entre deux

ensembles que l'on identifiera.
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Soit (x,y) e E . Si (x,y) ^ E  , on a x = y  et on pose

d(x,y) = 0. Si (x,y) e F(a), on pose d(x,y) = a. Alors

F T^(x,y) = (y,x) e F(a), donc d(y,x).= a. Si d(x,y) = 0 alors

(x,y) e E donc x = y. Il reste à montrer l'inégalité triangulaire.
3Soit (x,y,z) e E . Supposons, par exemple, que (x,y,z) c F^(a,b,c) avec 

a < b  < c, alors (y,z) e F(a), (x,z) e F(b), (x,y) cF(c) et, 

par suite, on a d(y,z) = a, d(x,z) = b, d(x,y) = c. Or on a : 

a < b < c ^ a+b. On a donc l'inégalité triangulaire pour x,y,z. On étudie 

de la même façon les autres cas.

f) Une transformation naturelle t : F F' définit une 

application t^ : FO F'O qui est une isométrie.

g) On montre que les correspondances ci-dessus déterminent

une équivalence entre la catégorie des espaces métriques et la catégorie

des foncteurs localement T-continus : - t̂Ens.

9.2.  -  La ca^egc^ce  & A  doma^ne^

a) La catégorie C a pour objets les couples (n,I) formés

d'un entier n € [o,3] et d'un idéal premier I de ^[x^,...,X^]. Les

morphismes (n,I) (m,J) sont les homomorphismes injectifs d'anneaux

unitaires Z[x,,...,X 1 /I Æ fx, ,. .. ,X 1 /J . Ils sont tous de la forme *-1 n-' *-1 m-*
<g^,...,g^> ,où sont des polynômes de %[x^,...,xj] vérifiant :

V f  e Z[X , ...,X 1 (f c I < = >  f ( g  g ) e J),et où <g,,...,g >j nr i n i n
désigne 1 'homomorphisme quotient de 1 'homomorphisme :

g],.. . ,gn i % [x̂  ,. . . ,X^] ^ [x^,.. . ,X̂ ] . La composition des morphismes

de (E est la composition des homomorphismes d'anneaux.

2
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b) T est la couronne inductive ((0 ,p))  ̂ de baseo * pespecZ
vide.

Pour tout couple (1^,1^) d,'éléments de Spec on pose :

S(I^,I^) = {Je S p e c Z ^ ^ X ^ ]  : J<1 z[x^ = 1  ̂ et j H z [ x J  = i^}

et on note T la couronne inductive de base discrète $ : {0,1} (E
1' 2

définie par $0 = (1 ,1 ^, $1 = constituée des cônes inductif s :

(<Xj> : (l,ip -3- (2,J), <X^> : (1,1^) (2,J)) pour tous les éléments

J de S(I,,l2>-

Pour tout triple 1^, 1^, 1^ d'éléments de Spec Zjjf], on

pose

S d , , ^ , ^ )  = {Ke SpecZ^X^X^.X^] : K H z ^ , ]  = 1̂  , KHz[x^] = 1^

et K H z j x ^  = 1 3 }

et on note T  ̂ la couronne inductive de base discrète $ : {0,1,2) (E
1' 2' 3

définie par $0 = (!,ip , $1 = (ld^), $2 = (1 ,1 )̂ , constituée par 

les cônes inductif s (<X^> : (1,1^-* (3,K), <X^> : (l.I^) *̂* (3,K) ,

<X^> : (1,1^) *̂* (3,K)) pour tous les éléments K de *
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On pose r = (r } U ( T  T : e Specz[x]} Uo i ^

= h -  h -  1 3 ^ sp.c:[x])

c) Nous allons montrer qu'un domaine d'intégrité A détermine 

un foncteur localement T-continu : A^  ̂ -^(Ens. On pose

= {(x^,...,x ) e A^ I V  f e z[x^...,Xl, f(x,,...,x ) = 0 < = >  f e I}, i n *"* i n̂  1 n
^(n,I)

Pour un morphisme <g^ g > : (n,I) (m,J) on définit

? '  ^ par A ' 'hi

(g,(x,,. . . ,X^)....... ,X̂ )) .

L'image de par le foncteur A^  ̂ est la famille

d'ensembles (A^°'P^) . Or on a : = ! si p espeSpecZ
caractéristique de A et = 0 sinon. Par suite, on a

J  L  A<°'P> =- I .
peSpecÆ

L'image de la couronne inductive T par
!' 2

est la couronne projective :

le foncteur A ( )

AA ----- -
<X,>

(2,J)
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: ] (2 J) (1*1]) (1*^2^Elle induit une application u : __i_____[_ A '   ̂A x A
j€S(l yl^)

définie par u(x^yX^) = (x^,x^). Il est immédiat que u est bijective.

L'image de la couronne inductive T par le foncteur
, . I' 2' 3

A est la couronne projective :

[ (3K) d ' l p  ^ ^ 2 ^Elle induit une application v : —J L— A '   ̂A x A >

x A définie par v(x^,x^,x^) = (x^,x^,x^). Il est immédiat que

v est bijective.

d) Si AyA' sont deux domaines d'intégrité, un morphisme

f : A A' détermine une transformation naturelle A^ : A^  ̂ A'^ ̂

par : ^(x^,...,x^) = (f(x^)y...,f(x^)).

e) Soit F ^ ^  -^Ens un foncteur localement T-continu.

Nous allons montrer que F détermine un domaine d'intégrité A. Etudions

d'abord le foncteur F. Soit g,,...,g cZ[x,y...,x1. On note encore1 n *- i m-*
(g^,...,g^): %[x^y...,X^] ->-Æ[x^y...,X^] l'homomorphisme d'anneaux unitaires 

associé. Soit J e Spec ^[Xjy--*yX^]. On note I l'idéal premier 

(ëj ) * * * y ë^) (^) Ẑ [x̂  , . . . yX̂ J] et

<g^,...,g^> : ^[x^,...yX^]/I  ^^[x^,...,X^]/J l'homomorphisme quotient

(g^y....g^) . On note



- 114 -

F<g, ĝ> :
JeSpecZ [x^,. . . ,X̂ J] 

l'application définie par les diagrammes commutatifs

-J L F(n,I)IeSpecZ[x̂,...

F(m,J)
F(<g,,...,ĝ>)

F(n,I)

J_ _ _ _ L  F(m,J)
"'S,.... s^>

JeSpecZ [x^,... ,X^j
F(n,I)

où* désignent les inductions canoniques.

Soit h^,...,h^ e Z [X^,. .. ̂ X^] .Si K e Spec Z [X^,.. . ,X̂ J , 

on note J = (t^,...,h^) \K) et I = (g^y...yg^) \d). Les morphismes 

<6 ]**--yg^> - (î yl) ^ (niyd) et <h^,...,h^> : (myJ) (pyK) ont alors 

pour composé le morphisme <g^(h^...,h^),...,g^(f^,...,h^)> : (n,I) (pyK) 

On en déduit la commutativité du diagramme

F(m,J)

F<g ̂ (h ̂ , . . . y y  . . . yg^(h ̂ ,...yb̂ ) >
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où i^y ij, désignent les inductions canoniques. Cela étant vrai

pour tout K e Spec ^[x^,...,X^, on en déduit que l'on a :

1 (h. y * * * * * * * 1 y * * *  ̂ ^ F<g . , . . . yg  ̂ * F<h. , . . .  ̂ *i i m n i  m i n i m

f) Posons A =  J L F(!,I) .
IeSpecZ[x^

L'image de la couronne inductive T par le foncteur F
1' 2

est la couronne projective

où J varie dans S(I^I^). Elle induit une bijection

J L F(2,J)   ̂F(!,I ) x F(1,I ). On a , par suite, une bijection :
Jcsd,,^)

A X A=dl F(1,I ) X _LL F(!,I ) = _L_L F(!,I ) x F(!,I ) = ..L J_ J  F(2,J)
i, i; ii,i2 1 , ^ 2  J ' S d r i p

= 1LF(2,J).
J

On identifiera les deux ensembles A x A et 11F(2,J) par cette bijection.
J

L'image de la couronne inductive T par le foncteur F
M  2' 3

est la couronne projective
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Elle induit une bijection : _J___L  F(3,K) ) F ( 1,1 ) x F(1,I^)  ̂F(!,I ).
K e S d ^ I ^ , ^ )

On a, par suite, une bijection :

A * A * A = IL F(1'IJ " -LL F(!.I )  ̂J-L F(!,I.) = J  L  F(!,I,)xF(l,IJxF(!,I )
T ' T 2 T ^ T T T *  ̂ 3

J  L  — L_ _ ! L- F(3 ,K) =1LF(3,K) .
I ^ I ^ . I ^ K e S d ^ I ^ d ^ )  K

On identifiera les deux ensembles A x A x A et .LLF(3,K) par cette bijection.
K

g) La structure d'anneau de A est définie de la façon suivante :

!) l'addition + : A x A A est l'application

F<X' + X > rJj.F(2,J) — >-iiFd,I)
J I

2) l'élément nul 0 : ! A est l'application

F<0> :ilF(0,p) — ^-JU.F(1,I)
P I

3) le produit . :AxA A est l'application

F<X X > : 1LF(2,J) — > R F d , I )
J I

4) l'élément unité A est l'application

F<1> : JjLF(0,p) —  ̂JiF(l,I)
P I
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Notons que les projections canoniques p^, p^ : A x A A sont

les applications F<X >, F<X > :JJ.F(2,J) -— *-JJLF(!,I) et que les projections
*  ̂ J I

canoniques p^, p^^ i A x A x A --  ̂A sont les applications :

F<X >, F<Xy>, F<X^> :JJLF(3,K) — ^JiF(l,I). Démontrons, par exemple,
* K I

l'associativité de l'addition. Les deux diagrammes commutatifs

±LF(3,K)
K

F<X, + X^, X^>
-^-llF(2,J)

J

F<X,,X2> F<X^>

1LF(2,J)
J F<X^ + X^>

-^llF(!,I)
I

JL1F(3,K)
K

F<X, + X2 , X^>
H.F(2,J)

F<X2>

I

montrent que l'application (+) x 1^ : A x A x A — A x A est l'application 

F<X^ + X2 , X^> . Le diagramme commutatif

11 F(3,K) 
K

F<X^ + X2 , X^>
^11F(2,J)

J

F<X^, X2 + X^> F<X^ + X2>

ilF(2,J)
J F<X^ + X2>

+ 11F(!,I) 
I
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montre alors la commutativité du diagramme

<+> * 'AA x A x A   A x A

A

ce qui implique 1'associativité de l'addition.

Montrons que l'anneau A est non trivial. Soit p^ l'unique 

élément de Spec y tel que F(0,p^) = 1. L'image réciproque de p^ 

par l'homomorphisme 0 : Z[x] Z est 1 ^ = {f e ^[x] : f(o) e p^} et 

son image réciproque par l'homomorphisme 1 : ^[x] Z est

1̂  = (f e Z[x] : f(i) ep^} . On a : 0 eF(!,I^) et ! eF(l,I^).

Puisque : on a : 0 ^  H

2Montrons que l'anneau A est intègre. Soit (x,y) e A

vérifiant : xy = 0. Soit l'unique élément de que

(x,y) c F(2,J^). L'image réciproque de par l'homomorphisme

(X̂  X^): Z[x^ Z[x^,X^] est 1^. Par suite, on a :

V  f e Z^X^j, f(X^ X^) e <==> f e 1 .̂ Or f = X^ appartient à 1 ^,

donc X, X^ e J . Puisque J est un idéal premier, on a : X, e JI 2 o  ̂ o r ? 1 o
ou X^ e J^. Si X^ e , par exemple, les deux morphismes <X^>, <0> :

(ï,Ip) ^  sont égaux et on a donc : x = F(<X^>)(x,y) = F(<0>)(x,y) = 0.

h) Si F, F' : Ens sont deux foncteurs localement T-continus,

une transformation naturelle t : F F' détermine une application

f =-LLt, . : A=±LF(!,I)-?- A' =JiF'(!,I) .
I *- '  ̂ I I

On montre sans difficulté que f est un homomorphisme d'anneaux

unitaires. Montrons que f est injective. Soit x e A vérifiant f(x) = 0.
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L'element f(x) appartient à F'(1,I ) où I est l'idéal défini ci-dessus;o o
par suite, l'élément x appartient à F(1,I^). Puisque X^ e 1^, on en 

déduit : x = 0 .

i) On montre facilement que les correspondances ci-dessus établissent 

une équivalence entre la catégorie (E,T et la catégorie des domaines d'intégrité.

9*3* - La daA annaaux Zocaax .

a) La catégorie C a pour objets les couples (n,I) formés

d'un entier n e [o,3]} et d'un idéal premier I de ^[X^,...,X^J]. Les 

morphismes : (n,I) (m,J) sont les homomorphismes locaux d'anneaux locaux :

Z [ x ^ . . . , x J ^ P [ X , , . . . , x J j  où %[x,,...,xj^, 2 [x,,...,xjj senties

anneaux localises des anneaux 3?[X] X̂ J, y[j^,...,X^Jj, et où un morphisme

d'anneaux f : A B est dit local s'il vérifie : V  x e A ,

f(x) inversible ==> x inversible. Soient (n,I) un objet de (E et A

un anneau local, les homomorphismes locaux : ^[X^,...,X^]^ A sont tous

de la forme : <x,,...,x >, où x,,...,x sont des éléments de A vérifiant :1 n ! n
V p  e ^jX^,...,X^J] ( p e l  <==> p(x.,...,x^) non inversible) et où 

<x^,...,x^> désigne l'homomorphisme déterminé par l'homomorphisme 

(x^,...,x^): ^[X^,...,X^J A . La composition des morphismes de C est la

composition des homomorphismes d'anneaux. On munit la catégorie C de

l'ensemble de couronnes inductives :

r = {r^} u i,* ^  ^ ^  LJ (r̂ . ^   ̂ [i,, i^, e spec ?[x]}

où les couronnes T ,  ̂  ̂  ̂ sont définies de la même façon
° i[-h J i - h - h

qu'au 9.2 mais où les morphismes <X^>, ^^3  ̂ sont ceux définis

ci-dessus.

b) Montrons qu'un anneau local A détermine un foncteur

A^  ̂ Ens. Posons = { (x̂  ,. . . ,x^) : c A^ [ V  f e , . . . ,X^J ,

f e I <===> f(x^,...,x^) non inversible) . Pour un morphisme
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,  ̂ / T\ ,3 -.r- (m,J) (n,I)<r^,...,r^> : (n,I) (m,J), on définit A : A -*- A

<^i,...,r^>
par A (x ,...,x ) = (r (x,...,x ),...,r ( x,...,x)) .i m i i m n i  m

L'image de la couronne inductive par le foncteur A^ ^

est la famille (A^°'^)  ̂ Or si p = {n c % : n.l est non inversible^peSpecZ^ *o
dans A}, on a A^'^*o^ = 1 et A ^ ^ ^  = 0  si p ^ p^. On a, par suite,

-U.A<°'P) - 
P

De façon analogue à celle du 9.2, on montre que A^  ̂ est un 

foncteur localement T-continu.

c) Si A, A' sont deux anneaux locaux, un homomorphisme local

f  ̂A A' détermine une transformation naturelle A^ : A^  ̂ A'^  ̂ définie

par A^ .(x ,...,x ) = (f(x ),...,f(x )).(,n,i; l n l n

d) Montrons qu'un foncteur localement r-continu F : (Ê  -̂ -tEns 

détermine un anneau local A. Soit 8]'***yën  ̂ ^  note

(g^,...,g^) : ?[x^,...,X^J ^[x^,...,xj] l'homomorphisme d'anneaux unitaires

déterminé par g^,...,g^ .Si J e  Spec 2?]1^,...,X^J, on note I l'élément 

(g].... g^) *(J) de Specjjx^ xj) et

^g^*--)g^^ ! z[x^,...,xj^ z[x^,...,xj]^ l'homomorphisme localise de

l'homomorphisme (g^--.,g^)- On note F<g^,...,g^> l'application définie 

par les diagrammes commutatifs

F(<g,,...,g >)
F(m,J) --------  !---S-------------  ̂F(n,I)

'j

F(m,J)

'i

Je6pecz[x^,. .. ,X ] --------------IcSpec^jx^,. - .,X 1
F<g^ y - - * y g^>

F(n,I)

où î., désignent les inductions canoniques.

On définit alors une structure d'anneau sur A = _ I t   F(!,I)
IeSpecZ [x^

une structttre d anneau, d'une façon tout à fait analogue à celle de 9.2*
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Pour montrer que l'anneau A est local, nous allons d'abord 

montrer que l'on a :

F(!,I) = {x c A : V  f c 2f[x^, f(x) non inversible <==> f c 1} .

Soit 1'element de Spec Z tel que : F(I,p^) = 1 et

1^ l'image réciproque de p^ par l'homomorphisme : (1) : ^[X^ Z . 

L'élément 1 de A appartient à F(1,I^). Notons que  ̂ 1^ puisque 

1 ^ p^. Soient x un élément de A, I l'élément de Spec Z"[X^ tel 

que xeF(!,I^) et f un élément de I. Soient y un élément de A et 

J l'élément de Spec z[x^,X^ tel que (y,f(x)) e F(2,J). On considère 

les homomorphismes (X^) : z[x^] z[x^,X^J, (X^ X^) : z[x^j z[x^,X^j

et (f) : %[xj 2[x^ . On pose 1̂  = (xp"'(J) , 1^ = (X̂  X^)"'(J).

On a y.f(x) e F(2,I^) et f(x) e F(!,I^). Par suite, on a : f \l) = 1^.

On obtient ainsi le diagramme suivant de C .

(1,1) < — -----

<X,>

<x x >
(2,J) ^-----— ---------  (l,^)

Puisque f e I, on a : X^ e 1^. Par suite, on a X^ e J donc aussi

X^ X^ e J. On en déduit : X^ e 1^. Ce qui prouve que 1^ est distinct

de Ip. L'élément y.f(x) = F(<X^ X^>)(y,f(x)) ne peut donc être 1 et

l'élément f(x) n'est pas inversible. Considérons maintenant un élément g 

de Spec Z[]x^ qui n'appartient pas I. On considère, icicles homomorphismes 

(0) : 2-)- %[xj, (g,!/g) : %[X], X̂ ,] et on pose

J = (g) !/g) '(I) et I2 " (̂ i ^2  ̂ obtient ainsi le diagramme

commutatif suivant de Œ.



+ (0,P^)

<%>

(2,J) ---------------  . (1,1)
<g,I/g>

On a alors g(x) . F(<l/g>)(x) = F(<X^ X^>) (g(x),F(<l/g>)(x)) =

F(<X^ X^>) (F(<g>)(x) , F(<l/g>)(x)) = F(<g, l/g> <X^ X^>)(x) =

F(<0><1>) (x) = 1. Ce qui prouve que g(x) est inversible dans A.

e) Si F, F' : (Ê  ->-[Ens sont deux foncteurs localement T-continus,

une transformation naturelle t : F F' définit une application :

u = IL t . . : A = jLL F( 1,1)  A' = Jj-F' (1,1). On montre facilement que
I  ̂  ̂ I I

u est un homomorphisme d'anneaux unitaires. Il est local car si x est

un élément de A appartenant à F(1,I), u(x) est un élément de A'

appartenant à F'(1,1) et par suite, si x est non inversible, X^

appartient à I, donc u(x) est non inversible.

f) On montre facilement que les correspondances ci-dessus 

établissent une équivalence entre la catégorie 0,r et la catégorie des 

anneaux locaux commutatifs.

- !22 -

0,l2>
< 1>

<x, x^
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10 - LE CAS PARTICULIER PES CATEGORIES L0CALEMEM7 PRESENTABLES.

10.0. - PA.op/ùL.é^ cfan̂  Ze6 ca^égoA^M à

^ n a E .

Lew^ 10.0.0. - Dans une catégorie à objet final,

(1) toute famille initiale d'objets est réduite à un objet initial,

(2) toute limite inductive locale est une limite inductive .

PéHlûn^^atEou. - La catégorie est connexe. Par suite, on a (1) 

(prop. 2.0.2.). La catégorie des cones inductifs ayant une base donnée 

possède un objet final , par suite,toute limite inductive locale est réduite 

à une limite inductive.

L'eJMMie. 10.0.1. - Si A  est une catégorie à objet final et si 

U : A  CB est un foncteur préservant l'objet final,

(1) U est localement pleinement fidèle si et seulement si 

U est pleinement fidèle.

(2) U est localement représentable si et seulement si

U est représentable (!B = !Ens).

(3) U est localisant si et seulement si U admet un adjoint

à gauche.

(1) La condition suffisante est immédiate. Supposons U localement 

pleinement fidèle. Si X,Y sont deux objets de A, on note x,y les

morphismes x : X ^  ! , y : Y 1. Si g : UX UY est un morphisme de B,

on a Uy.g = Ux ; il existe donc un unique morphisme f : X ^ Y vérifiant 

y.f = x, et Uf = g c'est-à-dire vérifiant Uf = g .
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(2) La catégorie !R̂  de représentation de U possède un objet 

final. Elle possède donc un objet initial si et seulement si elle possède 

une famille initiale d'objets (lemme 10.0.0).

(3) Si U est localisant, pour tout objet B de B , le foncteur 

Hom^(B,U) : A-^(Ens préserve l'objet final et est localement représentable.

Il est par suite représentable, ce qui implique que U admet un adjoint

à gauche.

7Ü. 7. -

Lew/Me 70.7.0. - Une catégorie est localement a-présentable si 

et seulement si elle est a-localisable et à objet final.

- Une catégorie localement a-présentable est 

complète et possède donc un objet final. Réciproquement, une catégorie

a-localisable est localement cocomplète, par suite du lemme 10.0.0., elle est 

a cocomplète si elle possède un objet final ; elle est alors localement 

a-présentable.

Nous allons montrer que les résultats essentiels de Gabriel-Ulmer [7] 

sur les catégories localement présentables se déduisent immédiatement des 

résultats sur les catégories localisables. Soit A  une catégorie localement 

a-présentable. Le théorème 6.7 implique que la sous-catégorie pleine A^ 

de A dont les objets sont les objets a-présentables, est la cloture par 

limites inductives a-petites d'un ensemble générateur propre formé d'objets 

a-présentables et le théorème 7.1. que la catégorie A  est équivalente 

a la catégorie Â , des foncteurs a-continus : A^ fEns . La proposition

7.2.0. montre que A est complète et cocomplète. Soit  ̂ un ensemble 

de morphismes de A de sources et buts a-présentables. En considérant les 

morphismes de  ̂ comme des couronnes inductives dégénérées, le théorème 8.6.0.
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implique que A^ est une sous-catégorie localisante de A. Mais, puisque

contient l'objet final de A, on en déduit que A^ est une sous-catégorie 

réflexive de A et qu'elle est localement cr-présentable. Si (E est une 

petite catégorie munie d'un ensemble  ̂ de cones inductifs a-petits, 

le théorème 8.9. montre que la catégorie (E des foncteurs E-continus :

(E° Ens est localement a-présentable.
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H  - TOPOS CLASSIFIANT POUR UNE CATEGORIE ^ -LOCALISABLE.   '̂ o -----------

7 Î . 0 .  -  P A c ^ a T ^ c M a x  p E ^ t 6 .

On considère une petite catégorie C et un topos de Grothendieck !E.

Un préfaisceau défini sur G à valeur dans !E est un foncteur F : (Ê  -̂ (E.

Nous allons rappeler quelques notions sur les préfaisceaux internes â un topos 

[22].

Notons y : E -3* Ens l'unique morphisme géométrique de topos et C

la catégorie interne à (E image réciproque par y de la catégorie C interne
(Êâ Ens. La catégorie (E des préfaisceaux sur C à valeur dans !E est

. . C°équivalente à la catégorie E- des préfaisceaux internes sur C, la caté- 

gorie de représentation F du préfaisceau F : (Ê  E étant définie de la

façon suivante :

_
XeObŒ * {(X,f):X€Ob(E et f : . -^X)

(!) = _LL FX, F^ = J_L FX

(2) d ,d, : F, ------  ̂ F sont déterminés par d .  ̂ = i.r-Ff' ' o 1 1 ------  ̂ p  ̂ o X,f Y
et ^i*^x f " ^X f : X -i- Y dans (E, (i désigne une induction

canonique).

(3) i : F^ F̂  est déterminé par i.i^ =  ̂ .

(4) m : F x F  ̂  L  FX   ̂ F
o {(X,Y,f,g):X,YcÛb(E,f:Y^X,g: . -^Y}

est déterminé par m. ^ .X,Y,f,g X,fg

Le préfaisceau F : E est plat si sa catégorie de représentation

F est filtrante, ce qui équivaut à la satisfaction des trois conditions sui­

vantes :

(i) le morphisme I I FX -3- 1 est épimorphique .
XcObŒ
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(ii) pour tout X, Y e (Db(E, le morphisme

a : ! ! - FZ  >- F X * F Y
{(Z,f,g):f :X Z,g:Y Z)

déterminé par a.i = (Ff,Fg), est épimorphique.
^  y ^  y g

(iii) Pour tout couple de morphismes f,g : X ^  Y de €, le morphisme

{(Z,h):h:Y Z,hf=hg}
FZ -------  ̂ Ker(Ff,Fg) induit par le morphisme

P : ! t FZ  FY déterminé par g.iy , = Fh, est épi-
{(Z,h):h:Y-^Z,hf=hg}

morphique.

17.1.  -  à  uaEeaA un

On suppose C localement ^^-cocomplète.

11.1.0. - Un préfaisceau F : -^E est localement Y  -

continu si, pour toute limite inductive locale finie (y.. : X. -^Y-J,.  ̂ ŷ-------   ̂ ji L d (i,J)etxJ'
le morphisme <(Fy.^)> : ] I FŶ . lim FX^ est un isomorphisme.

 ̂ jeJ îct

On note [jE ,Ê[ la sous-catégorie pleine de Ens ayant pour objets

les foncteurs localement 1Ï* -continus.^o

Exempt 11.1.1. - Le préfaisceau canonique h : (Ê  Ens^ à valeur 
(Edans le topos Ens est localement ^[^-continu.

P/Lûpo^Ztton 11.1.2. - Sur une petite catégorie localement lY^^cocom- 

plète (E, un préfaisceau F : (Ê  E à valeur dans un topos est localement

Yp-continu si et seulement si il est plat.

a) Soit F : (E° E localement l\^-continu. La catégorie (E possède
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une famille initiale (X.).  ̂ i.e. une limite inductive locale de la famillei ici
vide d'objets de (E. On a alors J [_FX. = 1 et par suite le morphisme

iel ^
i i FX 1 est épimorphiquc. Si X,Y sont deux objets de (E et 

Xc(Db(E
(y. : X Y.,y., : Y ->* Y.). - est une somme locale de X et Y, le morphismejo j' 'j! j jcJ ' ^

<(Fy. ,Fy..)> : J i FY. FX x FY est un isomorphisme et par suite le morphismeJO j! j

a : FZ   ̂ FX x FY, défini au 11.0. (ii) est épimor-
{(Z,f,g):f:X ^ Z,g:Y-^Z 

phique. Si f ,g : X t Y sont deux morphismes de (E et : Y -3- est

un conoyau local de (f,g), le morphisme

<(F6 )> : LJ FZ ker(Ff,Fg) est un isomorphisme et par suite le morphisme
keK

FZ  Ker(Ff,Fg) défini au 11.0. (iii) est épi-
{(Z,h) :h:Y Z,hf=hg} 

morphique. Cela prouve que le préfaisceau F : E est plat.

b) Supposons F : (Ê  E plat. L'extension de Kan - 0 F :

Ens^ —  ̂ E de F par h : (E° Ens^ existe et préserve les limites induc­

tives et les limites projectives finies [22]. Le préfaisceau h étant loca­

lement *Y^-continu, il en est de même du préfaisceau (- 0 F)h : (Ê  E. Or 

ce dernier est isomorphe â F.

7 7.7.3. - Pour toute petite catégorie localement " ^ -cocomplète
€(E et tout topos E, le foncteur qui, à un morphisme géométrique f :!E Ens 

associe le préfaisceau f*h : (E^-^E image réciproque par f du préfaisceau 

h : (E° Ens^, induit une équivalence entre les catégories Top(E,Ens^)^ et 

[C°,E].

(ELe topos Ens est donc classifiant pour les préfaisceaux localement 

A. -continus et le préfaisceau h : Ens^ est le préfaisceau localement

7^-continu générique.
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: C'est une conséquence de la proposition 11.1.2. et 

du théorème 4.8. de [[22].

77.7.4. - Pour toute petite catégorie localement ^ -cocom-

plète (E, la catégorie C des préfaisceaux localement Tt^-continus sur C est
€ (Eéquivalente à la catégorie fFib(Ens ) des fibres du topos Ens .

: On a Fib(Ens^)^ Top(Ens,Ens^)*\

77.7.5. - Une catégorie localisable A  est équivalente
A  , A

à la catégorie Fib(Ens O) des fibres du topos Ens o où A^ est la catégorie

des objets ^ -présentables de A.

P é ^ n  : C'est une conséquence du théorème 7.1.
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