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1. Introduction 
Une esquisse a est la donnée d'un graphe multiplicatif U et de cer­

taines transformations naturelles entre néofoncteurs à valeurs dans U, vérifiant 
quelques axiomes. Une structure algébrique d'espèce cr est une ̂réalisation" 
de c7, c'est-à-dire un néofoncteur de U vers une catégorie d'applications 
qui applique les transformations naturelles données en des limites projectives 
ou inductives naturalisées. Il existe une 35plus grande" esquisse T 
appelée type de cr, prolongeant cr et telle que les structures d'espèce n 
s'identifient aux structures d'espèce T 

Dans le § 2 sont définies les esquisses des graphes, des classes multiplicatives et des 
catégories ; l'étude des catégories et des catégories structurées comme réalisations d'esquisses a 
fait Fobjet du mémoire [3]. Le § 3 généralise aux graphes multiplicatifs les théorèmes de 
complétion des Catégories de [2]. Les notions d'esquisse, de prototype et de type d'une 
esquisse sont introduites dans le § 4 ; les définitions adoptées ici sont un peu différentes de 
celles proposées dans [4], mais elles permettent d'obtenir des résultats analogues à ceux de [4] 
et aussi de résoudre les problèmes indiqués à la fin de cet article. 

La terminologie et les notations (en particulier relativement aux transformations natu­
relles) sont ceux du livre [1]. 

2. Exemples de définition d'une structure 
comme réalisation d'une esquisse 

Rappelons qu'un graphe multiplicatif est un couple (C, x) d'une classe 
C et d'une application x d'une partie M de C X C dans C vérifiant les 
axiomes suivants, où l'on pose y. (g, f)=g.f: 

1. Pour tout /£ C, il existe une et une seule unité à droite, notée 
a(/), telle que (/, a(/))£Af et une et une seule unité à gauche p (/) telle 
que (p (/),/) i M. 
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2 CH. EHRESMANN 2 

2. Si fo/)SAf, on a 
«fc)=P(/), *(*•/) = *(/) et Pte-/)-pte). 

Les applications a, ¡3 et x sont appelées source, but et loi de composition 
de (C, x) et le couple (C, x) est souvent noté C' ; dans ce cas, on écrit 
Af = C* -X- C*, et on désigne par C0 la classe y. (C) = p (C) des unités de C\ 

Remarquons que cette définition utilise seulement la composition des 
applications. 

Si C' et C' sont deux graphes multiplicatifs, on appelle néofoncteur 
de C' vers C* un triplet (C*, 9, C*), où 9 est une surjection de C sur 
o{C)C C, tel que : 

1. Si &/) g C-*C-, on a (9 (̂), 9(/))6C^C-et9te).?(/) = ?te./); 
2. Si ̂ 6C;}, alors <?(e)£C'0 . 

1 a) Esquisses des graphes et des classes multiplicatives 
Un graphe est un triplet (C, p, a) = [C], où C est une classe, a et p 

deux rétractions de C sur une partie [C]0 de C. Cette définition est équi­
valente à la suivante: Soit Uq le graphe multiplicatif ayant deux unités 
11 et îiQ et 3 autres morphismes a et b de u vers «0 et i de M0 vers u (fig. 1), 
les composés autres que le composé d'un élément avec ses unités à droite 
et à gauche étant 

a.i — u0 et b. i = w0. 
Si [C] est un graphe, la surjection 

u-+C, u0->[C]0, a-*a, è-*p et z-*(C, 1, [C]0) 
définit un néofoncteur T7 de £7̂  vers la catégorie SJR des applications. 
On voit que l'application (C, p, a) -> F est une bijection de la classe cjy 

Fig. 1 Fig. 2 
des graphes (C, ¡3, a) tels que C£§>}10 sur la classe des néofoncteurs F de U' 
vers tels que F(i)£Ml = classe des injections canoniques. Cette bijection 
s'étend en un isomorphisme de la catégorie § des morphismes entre graphes 
sur la sous-catégorie pleine de la catégorie longitudinale <ft(#R, U')a des 
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transformations naturelles entre néofoncteurs F de U' vers #lt tels que 
F(i) G «Te1. Donc la „structure de graphe" est obtenue comme ̂réalisation" Uq . 1 

De même, on peut définir une classe multiplicative comme une Réa­
lisation" du graphe multiplicatif U'ĉ  ayant 3 unités u, u -)f u et uXu, les 
autres morphismes étant (fig. 2) 

vl, v2 et k de u -)f M vers w, 
px , p2 de u X u vers w, 
zv de u ̂  n vers w X w, 

les composés de deux éléments différents d'une unité étant 
px. ï = vx et y>2. iv — v2 . 

Si (C, x) est une classe multiplicative, soit F le néofoncteur de L e ­
vers o")îl tel que F (p.) soit la z-ème projection canonique de C x C sur C 
et que 

F(k) = x et ¿7(1') - (CxC, l, C' C'). 
La surjection (C, x) -* F définit une bijection de la classe c\ des classes 
multiplicatives telles que C£eftl0 sur la classe des néofoncteurs F de Le­
vers STL tels que ,F(zv) 6 oïl- et que F (p.) soit la projection canonique de 
F (u) X F (n). 

b) Esquisse d'une catégorie 
Soit [c/J le graphe ayant 4 sommets u3 u0, u u, (u )f w) -)f (w «) 

et dont les seules flèches sont 
a et b de M vers w0, 
i de w0 vers u, 
vl, ̂2 et k de w -)f M vers «, 
z;(M, Z.a) et ̂(z.b3 u) de M vers u JX- MJ 

1 îo., Wo, kv et &2 de (u -K- w) ->f (M -X- w) vers z/ -X- U. 
Nous désignerons par U'̂  le graphe multiplicatif défini comme suit: 2 

[£/,] est un sous-graphe du graphe [U^] sous-jacent à Ui^, contenant 
toutes les unités de Ui^ (fig. 3) ; les éléments de sont ceux de U] 
et 11 autres morphismes g., où 1<Z'<11; la loi de composition est 
telle que les seuls composés soient les composés d'un élément avec ses 
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unités à droite et à gauche, et les composés explicitement indiqués 
dans les formules ci­dessous; de plus deux composés sont égaux si, et 
seulement si, l'égalité figure parmi les relations suivantes: 
(1) u0 — a .i = b .i, 
(2) gl = a.vl=b.v2, g2 = a.v2 = a.k9 g3=b.vl = b.k, 
(3) u=vl.v(u9i.a)=v2.v(i.b, u),g4 — i.a = v2.v(u, t.a), g5=i.b=v1.v[i.b9u)i 
(4) k.v(u9 i.a) = il = k.v(i.b, u), 

¿6 ='V2 • Wi == Vl ' W2 > §1 = k ' Wl = Vl • K > ¿8 = V2 ' W2 = V2 • K > 
(5) 

(6) gn =k.k1 =k.k2. 

FIG. 3 

Ainsi Uïç est engendré par [c/J et une relation., i. e. c'est un quotient 
d'un sous­graphe multiplicatif de la catégorie libre des chemins associée à [£/,]. 

Soit 7j = (H'9 fx, H1) un triplet formé d'une catégorie H', d'une classe 
H1 de monomorphismes de H' et d'une application produit fibre naturalisé 
fini [x sur H' [\9 déf. 10­IVJ. Désignons par (rj)0 la classe des néofonc­
teurs F de U'^ vers H' vérifiant les conditions suivantes : 

1° F(i)SH>, 
2° ((F(a), F(vx)), (F(b)9 F(v2))) — \i(F(a)9 F(b))9 
3° ((F(v2)9 F(^)), № ) , F(zo2))) = yL(F(vJ, Ffa)). 

On montre que deux éléments F et F' de & (*/j)0 ayant mêmes res­
trictions à l'ensemble {a, b9 i9 k} sont égaux. Un élément de (̂TJ)0 est 
appelé catégorie restructurée. En particulier, supposons ­/iĉ=(o"i1ï, \xĉ9 oTi% 
où ^ est l'application produit fibre naturalisé canonique sur SM (i. e. on a 

/2) = ((/I» (f2> vi))> 
si sont deux applications de même but et si v. est la restriction de la 
projection canonique du produit oc (fx) X a vers a (/.) à la classe des 
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couples (xl3 x2) tels que fx (xx) =f2 (x2)). Soit ̂ (t)^) la sous-catégorie pleine 
de la catégorie 2c(oTC, U'̂ ) m des transformations naturelles ayant & (v)ĉ)o 
pour classe de ses unités. On montre que $ (7^) est isomorphe à la caté­
gorie & des Joncteurs, l'isomorphisme associant à (y\̂ )Q la catégorie 
C-=(F(u), F(k)). 

Si p est un foncteur d'homomorphismes saturé de H' vers §f\l9 résolvant 
à droite et à produits finis [1, déf. 19-11, 8-111, 6-IV] et si 7] = (//', [x, 
-1 
p (#lï1)) où [x est l'application produit FIBRE naturalisé sur H' appliquée 1 
par p sur [Xĉ- [1, déf. 3-1VJ, on prouve que la catégorie 3*(p) des Joncteurs 
p-structurés est isomorphe à & (yj) (voir [3]), ce qui justifie la terminologie. 

Remarque. L'esquisse d'une catégorie définie dans [3] est légère­
ment différente de celle construite ici, l'axiome d'associativité n'étant pas 
,,représentécc de la même façon. Les structures associées aux deux esquisses 
(i. e. les catégories) s'identifient, car les deux esquisses déterminent le même 
type (voir plus loin). 

Pour définir d'une manière générale les notions d'esquisse et de 
structure associée, il nous faudra utiliser certains résultats sur la compiè-
tion des graphes multiplicatifs. 

3. Complétion d'une base de catégorie 
Dans la fin de cet article, nous désignons par i)lï0 et par SM0 deux 

univers tels que • .?K0 6 iW,/ et O^oC^oj Par ̂  et Par ̂ l' et cV, par 5 
et 5 respectivement les catégories pleines d'applications, les catégories des 
néofoncteurs et les catégories des foncteurs correspondant à et à ̂ K0 « 

Soit U' un graphe multiplicatif. A U* est associée „universellementu 
une catégorie N(U') et un néofoncteur v (U'} de U' vers N (U') vérifiant 
la condition : Si F est un néofoncteur de U' vers une catégorie C', il existe un 
et un seul foncteur F de N(U') vers C'tel que F = F.v (U'). Autrement 
dit: v(Um) est un $1' )-projecteur, si U'z^\, [1, théorème 10-111]. 

Définition. Si v(c/') est injectif, on dira que U' est une base de 
catégorie. 

Dans ce cas, on identifie U' à un sous-graphe multiplicatif de N(U'). 
Les bases de catégories sont les sous-graphes multiplicatifs des catégories. 

a) Complétion ô-projective 
Nous partons d'une partie ¿1 de la classe $F0 telle que J appartienne 

à la saturante Â = mY.m.âlY [1, déf. 16-1] de 8R dans m. Soit ê'0 = ê'0(3) 
la classe des couples (£/*, u,), où U'£§1'0 et où u. est une surjection asso-
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6 CH. EHRESMANN 6 

ciant à certains néof oncteurs O de /' £ $ vers U' une transf ormation natu­
relle JJL(O) définie par un triplet (O, T, £), où <? note le néofoncteur con­
stant" sur e£UQ. Soit §>' = &' (J) la classe des triplets 

vérifiant les conditions: 
1° On a (U; n)S&; et (D\ v)£&Dï 
2° F = (U­, fU') E S)V; si ¡1 (O) est défini, Jx (F. <D) est défini et [1, prop. 46­11] 

~ (F. cD) = F̂ x (O) = 0F. :x (0)). 
S' est une catégorie pour la loi de composition 
((17­, =),f, (Û\ !>)).№; ¡1), /, (U; y)) = ((V; " ) , /'/, (T/­, n)) 

si, et seulement si, U' — U' et fx = ¡1. Nous identifions à la classe des 
unités de §>'. Soit p le foncteur de S' vers $V associant F à F. 

S' admet pour sous­catégorie pleine la catégorie ' dont les unités 
sont les couples (U', ;x) £ tels que £/* £̂ '() et que rx soit une application 
J­limite projective partielle sur U\ Ceci signifie que, si (<t>) est défini 
par le triplet (O, T, <?), alors £ est une limite projective de <P et la pro­
jection canonique de e vers <& (i) est T (i) pour tout / £ a (O)0. Soit la 
sous­catégorie pleine de ayant pour unités les couples (U', 
tels que u, soit une application J­limite projective (totale) sur U', c'est­à­
dire tels que \i (<I>) soit défini pour tout néofoncteur <D de F £ J vers U'. 
Soient p'* et p" les foncteurs de &u et de respectivement vers SZ' 
restrictions de p^ . ^ 

Proposition 1. />fft m w/z foncteur fidèle à if ̂limites projectives, 
îf'*" w«r des sous ­catégories saturées de ê', et les fondeurs i, /c ) 

(S', L, #C ) sont à &̂ ­limites projectives. 
La démonstration est analogue à celle de la proposition 20 [2]. 
Soit pcp, le foncteur canonique de S)V vers M et posons 

Ç'J = p£>i>­P,rj et qJ' =p§fr>.pô. 
Désignons par S', par et par ?F les catégories, par Q et par 2" les 
f oncteurs, obtenus de même à partir de l'univers 8fll0. Soit X* la classe 
des <2'1 ­monomorphismes [1, déf. 5­III] ((//*, fx),/, (C*, fx')) tels que/(C)* 
soit une sous­catégorie de H' stable pour [x, i. e. vérifiant la condition : 
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Si [A (O) est défini par (O, .0) et si le néofoncteur <ï> de /'vers //' 
applique / dans /(C), on a T$(;')JC pour tout *6/0; si de plus W est une 
transformation naturelle définie par (O, y, e') où *F C f(C), on a 
lim!alF6/(C)5 en notant lim17 T Tunique h^H tel que t(I) (/) (i) pour 
tout f. 

Théorème 1. Le fondeur Qrt est (sYR . o>R0, Xt , 5" ) -engendrant 
et les fondeurs Q et Q sont / engendrants pour S1\L[2y déf. 2-1]. 

Preuve. Soient (i/3 pt)Ĝ 0 et une partie de // appartenant à iW. 
L'intersection de toutes les sous-catégories de H' stables pour u et con­
tenant K est notée K' ; évidemment it* est stable pour u, et la ^/J)-
sous-structure de (H\ ¡1) engendrée [2, déf. 2-1] par K est (iO, i±), 
où a est l'application „induite" par \± sur AT*. On montre que K z en 
construisant it par récurrence transfinie. Cette construction est en tout 
point analogue à celle faite dans la démonstration du théorème 5 [2] (pour 
prouver que est ,— - engendrant pour M). La première affirmation 
en résulte. Comme (î ', u,) • appartient à 5»t si (//', [x)ÇtY,c , et comme 

7 'Y 7 tout Q" -monomorphisme appartient à X" , il s'ensuit que Q est / 
engendrant pour M (résultat démontré dans [2]). Enfin, Q'<( est /• 
engendrant pour &VL en vertu de la proposition 12 [2], puisque Q'J est à 
i)K0-produits fibres et que (K', ¡1) est une 2'"'-sous-structure de (H\ \L) 
vérifiant iCĉ K. 

Théorème 2. i1' ¿5? ww£ catégorie à (Fu -projections et une caté-
gorie à 3 -projections [1, déf. 16-111]. 

Preuve. Soit c = (U\ a) £ ̂  . Posons 3f = (resp. = et 
y=z ?c0. s', gt. La surjection associant (a, /) à ((H', a), /, G) c 7 définit 
une bijection de Y sur une partie de U Y X Y' , où 

F„ = U (B # '. /'). *R. ( H ' . /')) 6 e t FH = //.^.c7€i)R0. 
7' S<7 

Comme i?6^o et que o*ft0 est un univers, on a Y^S)L0. Le foncteur P"4' 
relatif à M0 étant à o)1c0-produits (d'après la proposition 1), il existe un produit 

5 = ( H ; il) = n W et t ^ W = ((̂ '» ̂ > /» a) 
dans S', et l'on a <S£#. D'après le théorème 1, /(t/)go*lï engendre une 
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(X , %)-sous-structure S' — (C, \L) de (H\ ¡1) (à savoir C ' est la sous-caté­
gorie stable pour ¡1 engendrée par /(£/)), et il existe un G = (s, g, S')£LX0. 9t'Y . 
Alors J=(S, 1, S').G'1 est (Q,/r, ^-engendré par [F]F€y et, a for-
tiori, j est (P"c , X' . ?t0, ft)-engendré par [Fj^. Du théorème d'existence 
de structures libres [2, théorème 1] il résulte que s est une (%, S')-pro-
jection de G, car tout noyau dansïF'* appartient à X1 . 

Corollaire, admet un adjoint. 
En effet, pour que (H\ ¡1) soit une pl -structure libre engendrée 

par U'£&C0i il faut et il suffit que (H\ u.) soit une , s')-projection 
de (£/*, 0), où 0 est la surjection vide. Donc le corollaire résulte du 
théorème précédent. 

Définition. Si U' £ M'o, une -structure libre engendrée par U' 
est appelée une completion ¿1-projective libre de U\ 

Théorème 3. Soit U' une base de catégorie. Alors U' admet une 
completion 3 -projective libre (H'3 telle que H' admette N(U') pour sous -
catégorie pleine et que le joncteur limite projective associé à \x soit injectif. 
H' est solution du problème universel du plongement, à une équivalence près, 
de U' dans une catégorie à 5-limites projectives. 

Preuve. N (U') étant le plongement universel de U' dans une 
catégorie, la completion ̂ -projective de U' est identique à celle de N (U'), 
d'après le théorème 7-III [1] de transitivité des projections. Par suite la 
première affirmation se déduit du théorème 6 [2]. Soit la catégorie 
quotient de $>V par la relation d'équivalence r: F~F' s'il existe une équi-
valence naturelle de F sur F'. Notons &^ et rF- les sous-catégories de 
dont les éléments sont les classes F mod r, où F est un foncteur et un 
foncteur à «̂ -limites projectives respectivement. En vertu du théorème 
8 [2], H' est une , ̂ -̂projection de N(U') ; comme N (U') est aussi 
une (cF_, cTC)-projection de U\ il s'ensuit que H' est une _, #£J-
projection de U', ce qui précise la dernière affirmation. 

b) Completion 3'-projective et 3'-inductive 
Nous supposons que S et J' sont deux parties de &0 appartenant à 

la saturante £K de M dans âl. 
Notons la classe des triplets (U', ¡1, [x') tels que : 
1° (u; (.)6§0 = S0(J); 

' • 2° u/ est une surjection associant à certains néofoncteurs O de /' £ J' vers 
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9 ESQUISSES ET YPES DES STRUCTURES ALGÉBRIQUES 9 
U' une transformation naturelle fx' (O) définie par un triplet (e, T, O), 
où *çU0. 

Si ([/', fx, pt/) vérifie ces conditions, soit ÎX'* l'application associant 
au néofoncteur <D* dual de O la transformation naturelle y.'* (<£*) définie 
par (<!>*, T, <?), lorsque (x' (O) est défini par (e, T, <D). Alors (£/*, tx'*) 
appartient à la catégorie S' (J'*) construite à partir de la classe J'* des 

fi w 
catégories duales des éléments de /f. Soit ê,t e la catégorie dont les élé­
ments sont les triplets F = {{U\ <JL, IX')5 f, {U', rx, ;x')) tels que 

1° (U'} ;x, \x) et (U', a, [i) appartiennent à ' ; 
2° {{U'JA, /, (U; ix))6*'(J) et ((¿7*, j?*),/, (t/*, n'*))6S'(J'*). 
Soit />r,t,t/ son foncteur projection canonique vers oV. 

* admet pour sous-catégorie pleine la catégorie * (resp. r»-* * ) 
ayant pour unités les (U', u, u') £ ê'̂  ' tels que 

(U'9 fx)6 5,J (resp. gip*) et (17*, n'*)6*F'J'* (resp. 6^'*); 
pour un tel élément, on appelle ;x' une application J'-limite inductive par-
tielle (resp. inductive) sur £/v Soit c le foncteur de ' vers 
associant (U, f, U) k F et soit t sa restriction à ' . Soient G" ' 

Y f 
et Q~ ̂  les foncteurs associés de même à l'univers £ïï0. Nous désignons 

Y Y' Y /7' par Z' ' la classe des Q'f *• -monomorphismes de la forme ((//', :x, ;x'), 
f, (C'} v, v')), où f (C)' est une sous-catégorie de //* stable pour [x et pour 
;x'. La classe Ie ° r*i*' * est formée de tout les Q ' -monomorphismes. 
Soit />'• le foncteur de r*' vers à>t' restriction de />fft ' . 

27 

Théorème 4. s" ' catégorie à -projections et a 
projections. Le foncteur pK ̂  admet un adjoint. Si U' est une base de caté-

Y Y' « t̂fn'tf, /a />* * -structure libre (//', ;x, a') engendrée par U' est telle que U' 
soit isomorphe à un sous-graphe multiplicatif de H' et que H' soit solution du 
problème universel du plongement de U', à une équivalence près, dans une 
catégorie à J -limites projectives et à J-limites inductives. 1 

Preuve. Si a = {H\ \L9 pt/) £ê'0 et si K Q H appartient à #R5 
fi ni « fi w ~ 

on voit qu'il existe une (X* )-sous-structure (K', \x) de a engen­
drée par iC, où /C* est l'intersection de toutes les sous-catégories de H* conte­
nant K et stables pour [x et pour \L . En construisant K par récurrence 
transfinie comme dans la démonstration du théorème 12 [2], on obtient 
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K £ № . Il s'ensuit que Q ' W est un foncteur ($<. W0, &'^')­en­

gendrant et que Q­ est / engendrant pour M. La première affir­
mation se prouve d'un façon analogue au théorème 2, à l'aide du théorème 

A//7/ tv 
d'existence de structures libres et en utilisant le fait que ' et g/0 c 
sont des foncteurs à #0­limites projectives. Les autres affirmations se dé­

1 duisent des théorèmes 13 et 14 [2], appliquées à N(U'). 
Remarque. Les résultats du § 3 a) peuvent être déduits du § 3 b), en 

identifiant (U', u.) 6 ̂  * 0)6^/^ 3 ou 0 désigne la surjection vide. 
4. Type et prototype d'une esquisse 

Les notations sont celles du § 3. On suppose encore que 3 et 3' 
sont des parties de &0 appartenant à la saturante M de M dans M. 

Définition. Si G = (U\ [JL, FI/) G et si U' est une base de 
catégorie, on appelle G une préesquisse 3­projective et 3'­inductive, ou une 
(3, 3')­préesquisse. Une {%, è'* * )­projection de G est appelée (3, 3'̂ pro­

totype de G si V(^=^"­f^ (resp. (39 3')­type de G, si ft = ). 
Le prototype et le type de cr sont définis à un isomorphisme près. 

Si <7€?£" son (J, J')­prototype est identique à G; par suite les éléments 
de Î:*'*­*­ 3 seront appelés des (J, Ĵ ­prototypes et ceux de des 
(J, J')­types. 

Soit a=(U', [x, ix') une (3, J')­préesquisse et v (U') le néofoncteur 
injectif de U' vers N(U'). Soit X = jx (resp. = fx') ; désignons par À la 
surjection obtenue en associant 0 v (U). X (O) à tout $ tel que X (O) soit 
défini. On voit queiV(a) — (N (U')3 \i, (x') est une (3, J')­préesquisse, qui 
admet même (J, J')­prototype et même (3, 3')­type que (7. 

Théorème 5. Soit G—(U', (X, pt/) une (J, 3')­préesquisse et G — 
(H', (x, [x') z/?z (/I, 3')­type de G. Alors G est une q^^ ­structure quasi­
quotient d'une p' ­structure libre G = (H', ;x, engendrée par U'. Si G 
est un (33 3')­pr'ototype, U' s'identifie à une sous­catégorie de H*. 

Preuve. La première affirmation se démontre par un raisonnement 
analogue à celui utilisé pour prouver le théorème 15 [2]. D'après le théo­
rème 4, U' peut être identifié à un sous­graphe multiplicatif de H\ Dans 
ce cas, G est la q ­structure quasi­quotient de cr par la relation d'équi­
valence engendrée par la classe des couples (T(I) (/), T0 (Z)), OÙ (X (O) (resp. 
u/(0)) est défini par le triplet (O, T^, e) (resp. (e, T(ï), O)) OÙ i'6a(<ï>)0 
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et JJL(O) (resp. u/ ($)) est défini par le triplet (Ô,Toj i) (respu ( I , T(]), Ô)). 
La deuxième affirmation est une conséquence du théorème 15 [2]. 

Soit nr — (U\ [x, u/) une (.7, .7')-préesquisse, cr = (£/*, [x, jx') son 
(«7, .7')-prototype et ï = (//*, »x, u') son (<7, J')-type. Le type de G est 
isomorphe à a et c7 * peut être identifié à une sous-catégorie de H ' d'après 

\/ M HI y y/ 
le théorème 5. Mais si G --̂  (a, g, G) est un 4 , s'4 4 )-projecteur, en 
général ^ n'est pas injective. On est conduit à considérer les préesquisses 
particulières telles que g soit une injection, c'est-à-dire telles que IT 
s'identifie à un sous-graphe multiplicatif de U' (et par suite de H'); dans 
ce cas, nous dirons que U' s'identifie à un sous-graphe multiplicatif de n. 

Définition. On appelle (IW)-esquisse un couple (a, Af) vérifiant 
les conditions : 

1° (7 = (U'> jx, ;x') est une («7, <7')-préesquisse et M C U ; 
2. c7* s'identifie à un sous-graphe multiplicatif de son (tA(J')-prototype. 
Soit ̂4 4 la catégorie des morphismes entre («7, <7')-esquisses, dont 

les éléments sont les triplets F = ((V, AT ), /, (cr, M)) tels que 

i (F) = (*',/, CR)6S'*7J' et/(M) CM'. 
7 af' y /y/ y y 

Soient &4 et ̂'4 4 les sous-catégories pleines de S4 4 ayant pour 
unités les (J, /1')-types et les (<7, -prototypes pointés respectivement, 
i. e. les (cr, Af) 6 *" tês Que CT6^C< et cr̂ '̂4'4' . Des théorèmes pré­
cédents, on déduit : 

Théorème 6. (£/4 4 , z, S ) e$r wrc joncteur à &0-Hmites projectives 
7 7' i y et à % ̂-limites inductives. £4 4 est une catégorie à -projections et à 

> 7<7' 
ij'4 -projections. 

/y A// A/ A,7 y y/ 
On peut choisir deux foncteurs (LJ'* 4 , )-projection T' et c , 

AJAjV Af Al'/ 
£4 )-projection 7* de sorte que, si ((7, Af) £ et cr = (£/*, tx, jx'), on ait : 

1° r(a, Af) = ((#•, ¡1, ¿0, Af) et 7>, Af ) = ((#', ¡1, f), Af); 
S/ VY 

2° £/' est un sous-graphe multiplicatif de U' et c7' une sous-caté­
gorie de H' ; 

3° T(T ((7, Af)) - T((7, Af). 
Définition. 7" (a, Af) et r(cr, Af) sont respectivement appelles 

( J, 3')-protype et («7, 3')-type pointés de (g, Af). 
Remarque. Une esquisse (cr, Af) telle que cr = (U\ (x, 0), où 0 

est la surjection vide, peut être appelée esquisse «7-projective et représentée 

29 

li 

2 



12 CH. EHRESMANN 12 

par le couple {(U', fx), M). Les esquisses algébriques projectives auxquelles 
un type a été associé dans [4] correspondent aux esquisses /f-proj écrives 
(en ce sens) cr = (cr, M) telles que AT (or) soit un (5, J')-prototype et que M 
soit formée de monomorphismes. 

Supposons donné un («7, <7')-type pointé a (H') = {{H', \xH, jxH), MH) et 
une (J, J')-esquisse G = (c, M ) , où G — (U'3 (X, >/). 

Définition. On appelle G {H')-structure d'espèce G un néofoncteur 
F de U' vers H' tel que (G (H')3 F, ~G) 6 Ŝ 7'. Si cr (M) = ((oÏÏt, ^ [x'^),^), 
où jx et jx' sont les applications ,7-limite projective et /7'-limite inductive 
usuelles sur la catégorie M des applications, une G (̂ -structure d'espèce G 
sera appellée structure algébrique d'espèce a. 

Soit ê(a(H')3 G) la catégorie des morphismes entre G (H')-structures 
d'espèce cr, c'est-à-dire la sous-catégorie pleine de la catégorie sìl(H'} U')w 
des transformations naturelles ayant pour objets les G (//')-structures d'es­
pèce G. On définit un foncteur fidèle S de f (cr (//'), cr), vers la catégorie 
produit (ff')u;> en associant à la transformation naturelle Vi ̂  (rr (//•), cr) 
définie par le triplet (F', y, F) la famille (y {u))ucu- . 

Théorème 7. 5/ l'application somme de ocm;x <?r Pm;x' e\sY injective 
et si MH est saturée dans H* (i. e. si H[, . MH. H'̂ Q MH)} les catégories 

l1ï i (cr (H'), cr) et $(G1(H'), G) sont isomorphes pour tout GL(H') de la forme 
((//', ;x,, [x;)3 MH)z,;T(<'( . Les catégories à (G (H'), G), $ (G (H'), Tf (G)) et 
f (cr (//'), r (cr)) so/2t toujours isomorphes. 

La dernière affirmation résulte du théorème 6. Nous ne démontrerons 
pas la première affirmation. 

5. Cas particuliers. Problèmes 
t( , , 7 7' 1° Supposons ¿1 = ¿1' = 0 . Comme à" ' s'identifie à $v et que * 

et W ' s'identifient alors à ¿7*, une (0, 0 )-esquisse s'identifie à un 
couple cr = (U\ M) d'une base de catégorie U' et d'une partie M de £7. 
Ainsi, avec les notations du § 1, le couple gq = (U'q, {*}) est une telle 
esquisse. Les structures algébriques d'espèce cr̂  s'identifient aux graphes. 

2° Supposons que <T soit la classe vide et que â soit la classe formée 
de la catégorie discrète 1° ayant deux unités 1 et 2. Soit U'm la catégorie 
ayant deux unités u et u x u et trois morphismes k, p1 et p.2 de source 
u x u et de but u. Soit gm = (U'm , où jx(O) existe pour le seul fonc­
teur 0 de ./' vers U'm constant sur u, le triplet définissant [x(<ï>) étant 
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(O, T, u X u), avec T (i) = p. pour i = 1 et 2. On voit que cr,„ est un 
(J, <T (­prototype (mais non un («f,J'(­type). Une structure algébrique 
d'espèce (cm) 0) s'identifie à un magma (= classe munie d'une loi de 
composition partout définie). Plus généralement tout type au sens de [7] 
est un ( J, <7')­type. 

3° Supposons encore J' = 0 et J = {7°}, où 7= {1, 2}. À partir de 
la catégorie U$i du § 1, on définit comme dans l'exemple précédent l'ap­
plication [I et l'on obtient une (J, J'(­esquisse G^ ~ ([U , \X), U'}). Une 
structure algébrique d'espèce G^ s'identifie à une classe multiplicative. 

4° Soit I' la catégorie ayant trois unités 0, 1 et 2 et deux morphismes 
di et dz de source 0, de but 1 et 2 respectivement. Supposons /< — {/'} et 
<T = 0. On définit une (/J, /î')­esquisse cr̂ (̂(Lr̂ ? ), {i}) comme suit: 
soient (î\ et les néofoncteurs de I' vers U'̂  tels que Q^idJ = a, 

(do) — b, (ci­) = v2i (l)o №) — ̂ 1 ; soit ;x (<!>,­) la transformation naturelle 
définie par le triplet (0,, T(­, g,), où T1 (7) =~ z.>, et ­j (/) ~ 20,­ pour j 1 et 2. 
Une structure algébrique d'espèce CR,7, s'identifie À une catégorie (voir § 1). 

5° Les quasi­catégories (resp. les catégories non associatives) [3] sont 
les structures algébriques d'espèce G, l'esquisse A étant la sous­esquisse de 
Gobtenue en supprimant de Ujp les éléments V (i. b, U) et V LU, i.a) 
(resp. tous les morphismes de source (U ­>:­ U) ­X­ (u ­v­ U)). D'une façon ana» 
logue, on peut construire des esquisses dont les structures //­aires (définies 
dans [6]) sont des réalisations. 

Ces exemples montrent que les structures algébriques usuelles peuvent 
être définies comme des structures algébriques au sens précis indiqué plus 
haut. Par suite, on obtient une méthode de construction des structures de 
même espèce ̂ relatives à une catégorie H'i{ (exemple: les catégories re­
structurées du § 1). 

Nous n'avons pas la place d'étudier ici les propriétés catégoriques des 
structures d'espèce G. Dans un prochain article nous considérerons les 
problèmes suivants : 

1° Construction et étude d'un foncteur „d'oublifC de $(G(H'), G) vers 
oW, qui est / engendrant pour et à limites projectives (généralisant 
les résultats de [4]). Autres foncteurs d'oubli obtenus en ̂isolant" certaines 
unités de U'. Application à l'existence de structures quasi­quotient et de 
problèmes universels. 

2° Définition d'esquisses ,,minimalesfC ayant même type qu'une esquisse 
donnée; ceci conduit à la notion d'idée d'une structure, qui précise les 
idées définies dans [3] : l'idée d'une catégorie est formée des éléments 
a, b, k, i. 
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3° Comparaison des structures d'espèce G et d'espèce G , où G' est 
une sous-esquisse de G: ceci mène à des théorèmes de projections entre 
structures de diverses espèces, analogues aux théorèmes de projections 
entre structures «-aires considérés dans [5]. 
Reçu le 26 X 1967 Faculté de Sciences, Paris, 

France 
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SCHITÀRI SI TIPURI DE STRUCTURE ALGEBRICE 
(Rezumat) 

Se aratà modul in care teoremele de completare [2] ale unei categorii prin adjuncua 
unor limite proiective §i inductive pot fi utilizate pentru construirea anumitor structuri, nu-
mite j,algebrice", care cuprind de exemplu structurile algebrice uzuale (definite de legile de 
compozitie peste tot definite) precum çi cele definite de legi de compozî ie partiale (clase 
multiplicative, cvasi-categorii, categorii etc.). 
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