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1. Kapitel 

EINLEITUNG 

Zusammenhange zwischen stochastischer Quantisierung (1) und 

Supersymmetrie (2) haben zunehmend an Bedeutung gewonnen. 

Dies wird verstandlich, wenn man die fermionischen Freiheits­

grade supersymmetrischer Feldtheorien als geschickte Parame­

trisierung der dynamischen Symmetrie einer rein bosonischen 

Theorie interpretiert. 

Die M6glichkeit 1 supersymmetrische Systeme ohne Rtickgriff 

auf Fermionen aus stochastiscben Prozessen zu konstruieren, 

wurde zuerst von Parisi und Sourlas (3,4) beobachtet. Der An­

satz einer lokalen stochastischen Gleichung lieferte an Lo­

rentz-invarianten Feldtheorien jedoch nur das N=2 Wess-Zumi­

no-Modell in zwei Dimensionen. Auf der anderen Seite schlug 

Nicolai (5) vor, das Verschwinden der Vakuumsenergie (6) unge­

brochener global supersymmetrischer Theorien zu deren Charak­

terisierung Uber ihr funktionales IntegrationsmaB zu verwen-

den. Er zeigte die Existenz einer (nichtlokalen und nichtli-

nearen) Feldtransformation zu neuen bosonischen Variablen. in 

denen das IntegrationsmaB das einer freien Theorie ist. Zu­

satzlich sollte die Jacobi-Determinante dieser sogenannten Ni­

colai-Abbildung mit der durch Ausintegration der Fermionen er­

zeugten Mat~hews-Salam-Determinante (7) Ubereinstimmen (8). 

Da sich die bosonischen Feldvariablen einer freien und einer 

GauJ3schen Theorie ("stochastische Variablen") nur durch die 

Wurzel des kinetischen Differentialoperators unterscheiden, 

ist zur Nicolai-Transformation stets eine stochastische Glei­

chung assoziiert. Letztere ist jedoch im allgemeinen nichtlo­

kal (vom integrodifferentiellen Typ) und muB stOrungstheore­

tisch konstruiert werden. 

Von besonderem Interesse sind supersymmetrische Eichtheo­

rien, weil unter ihnen endliche Feldtheorien auftreten (9). 

De Alfaro, Fubini, Furlan und Veneziano (10) haben kUrzlich 
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gezeigt, daB die N=l Yang-Mills-Theorie in vier Dimensionen in 

Lichtkegeleichungen ein zweites Beispiel eines stochastischen 

Modells darstellt, also durch eine lokale stochastische Glei­

chung erzeugt wird. 

Vor diesem Hintergrund erscheint es wlinschenswert, die 

allgemeine Struktur der Nicolai-Transformation besser kennen­

zulernen, um die Suche nach den Spezialfallen stochastischer 

(oder vielleicht teilweise stochastischer) Theorien systema­

tisch voranzutreiben. Genau dies ermOglicht die vorliegende 

Arbeit: Sie prasentiert eine perturbative Konstruktion der 

Nicolai-Abbildung fUr global supersymmetrische skalare und 

Eichfeldtheorien. Ausgehend von der Tatsache, daR sich die 

Wirkung bier als Supervariation ausdrlicken l§Bt (6), leiten 

wir einen Generator infinitesimaler Parameterverschiebungen 

fUr physikalische Observable ab. Mit dessen Hilfe erstellen 

wir dann die Nicolai-Transformation als endlichen Parameter­

fluB aus der freien Theorie. ffierbei erlautern wir den Effekt 

von Eichtransformationen auf die Nicolai-Abbildung. Eine gra­

phische Darstellung der letzteren durch fermionische Baumdia­

gramme vermittelt eine neuartige Form der St6rungsreihe fUr 

Vakuumerwartungswerte. AnschlieBend reproduzieren wir die 

Stochastizitat der beiden eingangs erwannten Spezialfalle aus 

den Pixpunkteigenschaften der Transformation. Dieser Zusam-

menhang liefert, wie angestrebt, ein allgemeines Kriterium fUr 

den stochastischen Sektor supersymmetrischer Theorien. 

Die Arbeit ist folgendermaBen aufgebaut: Kapitel 2 und 3 

enthalten das gerade skizzierte Konstruktionsverfahren der Ni­

colai-Abbildung fUr skalare beziehungsweise Eichfeldtheorien. 

Im 4. Kapitel wenden wir das angesprochene Kriterium an, um 

stochastische Funktionale der N=l Yang-Mills-Theorie in vier 

Dimensionen aufzusuchen. AbschlieBend fassen wir die wesent­

lichen Ergebnisse der Dissertation zusammen und geben einen 

Ausblick auf offene Probleme. Teile dieser Arbeit sind be­

reits innerhalb des vergangenen Jahres publiziert worden 

(11-13}. 
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2. Kapitel 

KONSTRUKTION DER NICOLAI-ABBILDUNG FtiR SKALARE THEORIEN 

Wir beginnen mit einer kurzen Beschreibung der allgemeinsten 

skalaren supersymmetrischen Feldtheorie im vierdimensionalen 

Minkowski-Raum. Diese wird durch eine Anzahl von chiralen 
Superfeldern q>._ (x,e}, i=l. ··un, aufgebaut, welche jeweils 

ein komplexes Skalarfeld 'fi (x), ein Weyl-Spinorfeld "rl<OC(x) 

und ein komplexes skalares Hilfsfeld FL(x) enthalten. Die 

antichiralen superfelder +7<x,§) bestehen aus den entspre­
chenden adjungierten Komponenten. Wir Ubernehmen bier und im 

folgenden die Notation von Wess und Bagger (14). Theorien mit 

eingeschr§nktem Wertebereich der Feldvariablen (wie nicht­

lineare ~-Madelle) werden von der Betrachtung ausgenommen. 

Dann lautet die allgemeine Lagrangedichte in Superfeldern 

(2.1) != fcl'•e t: ;, ~ ~c1.~e V<+J ~ j.te v\<tn 
und in Komponentenfeldern 

L= 
( 2. 2) 

~ " I" .r 'f; d 'f; ... i "'t-7 ""'· 
• I ' 

* + f. f. . ' 

+ v. <"J F. + v:<'f:J f- i '~'•'r. v,i <'f,) - ~ 't, 'l'j v.: <'f:> , 

wobei wir annehmen, daB das Superpotential V analytisch in 
allen Feldvariablen ist. Vz bezeichnet die Ableitung von V 
nach Cf_: , wanrend 

Massen m:i und 

werden ala reell 

potential auf: 

"*" fUr komplexe Konjugation 

die Kopplungskonstanten 9't~k , 

angenommen und treten linear 

steht. 

h;l\o.A 

!m 
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Die 

etc. 

Super-

(2.3) V('f;l == l;'f; + i"'•;'f:'f; + H•i•'l'•'f;'f. + ~~-ijkl'fi'f;'f.'f~ 

letztere werden reprasentativ·im Multiindex ?l zusammengefaBt. 

Wir untersuchen nur ungebrochene Supersymmetrien; in diesem 
Fall kOnnen die Parameter 11 gleich Null gewanlt werden. Die 

Forderung nach Renormierbarkeit wlirde den Grad von V auf drei 
beschr§nken. Wir werden jedoch den Aspekt der Renormierung 

nicht diskutieren und nehmen im folgenden an, ~ae das Renor­
mierungsprogramm die Struktur unserer formalen Gleichungen 

nicht durch Induktion von Anomalien ver§ndert. Die Wirkung 

(2.4) s = ~ d'•x Lex) 

ist invariant unter globalen Supersymmetrietransformationen 

~« 'f; = 'f' i"' "%"'!', = 0 

d"' 'I'~ - 0 
-· .. _ ... 
8" 'fi ~ 't'i 

d -y.~ = 
« ' 

S ~F . 
K ' 

s" '!"-~ = • ; ~"~ 'fi 
( 2. 5) 

~ .. "'t';f = "F. " -. «f 'l'i r"-"'l';~ = s"; F;'" 

.f,. F; = 0 -· -~ "" a F- == ( '!';,. ( 

~-- f: = 1. -c. -i .-"f~ -"F" d ( = 0 

In dieser Schreibweise ist der 

der bosonischen 

Weyl-Sp!nor-Parameter "t ( j) 
C" • - - .. 

Transformation of ~ 1 &_ + 1- d be rei ta 
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abgespalten. 

Da die Nicolai-Transformation im bosonischen Sektor der 

Theorie operiert, unterscheiden wir zwei Mittelungsvor­

schri £ten fUr Funktionale X allein der bosoni schen Felder 'ft : 

(2.6) ~X~ = fD'fi ~lhr, ~t>f, 
iS 

e X 
bezeichnet 

Wirkung s. 
den Vakuumerwartungswert von X bezliglich der 

Um die Notation einheitlich zu gestalten, arbeiten 

wir im Minkowski-Raum und implizieren eine Wick-Rotation ins 

euklidische Gebiet, wo immer wir Begriffe der statistischen 

Mechanik benutzen. Einfache Klammern bezeichnen die Mittelung 

mit Hilfe des MaBes der rein bosonischen (nicbtlokalen) 

Theorie, die wir nach Integration der fermionischen und 

Hilfsfelder erhalten: 

(2.7) <x> = r D 'f, 
i(Sb +Sf) 

e X =• f~ ['f) X 
mit 

s b = - f 4.~x t,. 'l'~ "d"' 'i'i + v:(cy:) v, ('f) 1 (x) 

(2.8) s = f 
1: )..;.,.. 1l c. -t (' 1") 

t [qo, j '"''i ,::\] "" ( 
V;i 

. 'ii •·· I 'f lj 

_;, :j) 
V;j 

Die fermionische Determinante Det(i 1') kann als formaler 

Ausdruck verstanden werden~ um sie zu regularisieren, 

empfiehlt es sich, die Funktionalintegrationen als Superspuren 

zu lesen und periodische Randbedingungen in der Zeitkoordinate 

zu stellen. 
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a) Die Erzeugende des Parameterflusses 

Nach diesen Vorbemerkungen beginnen wir nun mit der 

Konstruktion des Generators R der infinitesimalen Parameter­

verschiebung. Zu diesem Zweck betrachten wir die Reaktion von 

Vakuumerwartungswerten von Funktionalen X[~,] 

derungen der Kopplungsparameter A 
auf Veran-

( 2. 9) d~ ~X~ = ( ~~:? + i (X ;~) 
("') 

An diesem Punkt setzt eine Beobachtung von Zumino (6) an: Da 

die Wirkung S die letzte 

darstellt, 1aet sie sich immer 

letzten Komponente schreiben: 

Komponente eines Superfeldes 

als Supervariation der vor-

s = J' 6. .. 
D( 

+ s;,. ~;, 
(2.10) /::;. .. ' f [·- :ii'"" F" "] ' r" " = ~} t'J'<;. 'f' 'f\ .... < 1ti + l) Vt't; 

A - J. ( [ . " -;,( * - 1 ). ( y" -Ll.:. - '~- 1 -•1', Y',.;,. cp, + F, '\',.. + 2 1 < 't;;. 

Das gilt dann natilrlich auch flir beliebige Ableitungen nach 

den Parametern A: 

(2.11) 

()S 
~:l. 

= 
d h."' + -,;,. -~, 

C< ().) d D.;,. 

"' ll. ().) = -i ~ ~ v( < 'f~~) 'l't (.) 
.6 _"-1 -.. - , r d v-~~, * 1 ) 'n ' 'l'~o.C><-1) "'+' iic l!<l 

J.\ 

J.""x 

(*) Die Differenzierbarkeit setzt 
Rahmen der Sttirungstheorie bewegen. 

voraus, daB wir uns 
Vergleiche dazu (15). 
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Aus dieser Eigenschaft konnte Zumino auf das Verschwinden der 

Summe aller Vakuumdiagramme schlieBen. Wir setzen die gewon­

nenen AusdrUcke in (2.9) ein, fUfiren eine partielle 

Integration durch 

(2.12) (x X.,L\:,,) = {.1:,., s .. x} + <(s .. (Ll:,x)} 
und benutzen die Ward-Identit~t der ungebrochenen Super­

symmetrie 

(2.13) { s .. Y} 0 

um zu erhalten: 

(2.14) ()~ <(x~ = <_;;_) + '<.t.:,b..x + 11:' ;¥"x)>_ 

Ftir invariante Funktionale,die keine explizite Parameterabhan­

gigkeit aufweisen, das heiSt i«X = ~ = ~X =0, folgt, daB 

ihr Erwartungswert A-unabhSngig und damit gleich dem der 

freien Theorie (~=0) ist. Der Fall X=l reproduziert das 

ursprtingliche Resultat von Zumino ( ((1)) =: Zpct't ): 

(2.15) 
d;,..z =o 

"):A ,.rt ~ Z (A)= Z (o) 
re...t rqi: 1 

also das Verschwinden der Vakuumsenergie 

StOrungstheorie. 

innerhalb der 

Weiter beobachten wir, 

nischer Funktionale X(Cf,] 

drUckt werden kBnnen, 

daB die Supervariationen rein boso­

durch Funktionalableitungen ausge-
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(2.16) 

~ .. x ['f,1 

r'"x["J 
~ .. sx [q>,] 

= J" "'f· (x) --
"' aq,<x'l 

=; ~ "'\';,. X, 

= r J.".. 1'·;, "'' ox r.,;] =, r "'\'-~X": 
l c. ~ ~7 (x\ } ' .. 

und schreiben (2.14) ganz explizit: 

(2.17) ()~ <x) = (;~) + i(f-a~,.,th~~ .. fa;.v,\,J'f{X:~ 
Hier ist die gesamte Wechselwirkung ersetzt 

einfachere Struktur von ~~- Dieser Gewinn 

durch die 

wi.irde durch 

Iteration der Gleichung in ihrer jetzigen Form wieder 

verlorengehen. Daher ist es notwendig, die Felder mit der 

komplizierteren Supervariation, also "¥t' und F.:, auszuinte­

grieren. Dies bereitet keine Probleme, da die Fermionen nur 

bilinear auftreten und nicht an die Hilfsfelder koppeln (i• 

Gegensatz zu nichtlinearen CT-Modellen). Wegen 

(2.18) SD'f 't"'l r<r> 
-1 {\ 1f<><l O"Qc,~\ 'f(y) 

e. = ci1.,.,l [M 0' ]'h 

finden wir 

(2.19) 

~ <x) = (R:~.X) j 

~ ,... 
R>-= n + R;. 

~ 

R). ['f., i~,J = 1 H~ V,:)(>c) '!':'(X) J "'IJ.''fl s 
''f·<.y' l 

+ \...c. 

wobei die Kontraktionen di'e Greensfunktionen der in den boso­

nischen Feldern Cft propagierenden Fermionen andeuten: 
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(2.20) 

-I 
T.. (x,'f) = 

•J (
"'~"·· (>) '1'-'<yl L__..J 

'if. ()<) 'I'~ <y) 
~· 

't;~"" if;~ ly) ) 

'if~ .• ly) 
\!...____.1 ll• 

Der bosonische nichtlokale (gewbbnliche und funktionale) 

Differentialoperator Rh in (2.19) generiert also einen fermio­

nischen Propagator von der •auelleM XJ(Xj•) bis zur Einsetzung 
~,__ V, ( aA vr). Beztiglich der Spin-Indizes CIC .,ic ist dieser 

Propagator kurzgeschlossen, weist also eine Schleifenstruktur 

auf. 

Es ist bekannt (16), daB ftir renormierbare Theorien des 

Typs (2.1)-{2.3) (Wess-Zumino-Modelle) eine Wellenfunktions­

renormierung Zt ausreichend ist. Wir sehen, daB unter der 

tibliChen Reskalierung 

.,. < 
A- = "l- A-• . . A= {'f;,'I"';,FJ 

Q _,,. -14 

" ;jk = "l . l- £"' .. J 'L:k 

... 
,.:jk 

(2.21) 

Mi,i 

_,,. -lh. 

- "l· "l-' . ~ ...... 
'l 

0( - D.l tiu.\ und .d~ in (2.11) 
homogen vom Grad 3/2 

fluB-Gleichung (2.19) 

und damit die R~-operation (2.19) in I 
sind. Daher kOnnen wir die Parameter-

auch fUr die renormierten GrCSBen 

schreiben. Der Operator R~ 

Flusses in den physikalischen 

interpretiert 

( ,._~ Ubernimmt 

werden. Die 

die Rolle des 

kann damit als Erzeugender eines 

Kopplungskonstanten A~ =fg~~l 
Analogie zur Diffusionsgleichung 

Zeitparameters) wird besonders 

deutlich, wenn wir das generierende Funktional 

= 
fd• [ . .• • 1 <e. . 1• ()<) 'f; Cxl + 1; ... '!; "'' 

( 2. 22) z [jJ > 
- 10 -

betrachten: 

d 
(2.23) "0).. z [~J RA(~, ,1J z [-j.J 

b) Die fermionische Baumgraphenentwicklung 

Die differentielle Beziehung (2.19) sollte 

versetzen, den globalen ParameterfluB 

tms 

der 

in die 

Theorie 

Lage 

durch 

Integration zu bestimmen, d.h., die Vakuumerwartungswerte bei 

i.mterschiedlichen Parameterwerten ~ und ). 0 zueinander in 

Beziehung zu setzen. Wie bei einer gewOhnlichen Differentia1-

gleichung werden wir zu diesem Zweck (2.19) iterieren, um die 

Koeffizienten einer Taylor-Entwicklung von <x> (~) um )... zu 
ermitteln: 

<x> C:>.\ = ~ (.>.->..l" (L /x)Cxl)l 
L Jc..! dXk "'-' - X•1o 
k•O 

( 2. 24) 

- (:1.-A.l" <C " )' ' = 2:_ "-' R~ X JA.,./o 
k.sO • • 

Der Index *o" am Erwartungswert deutet an, daB hier 

bosonische Theorie bei A=- ).. 0 zu mitteln ist: 

tiber die 

<x>.. = fD'f, D .. t (< !' .. )"- e < s~"' X ,.,, ~ ~J<J:1 X 
( 2. 25) 

q-C•) 
T .. o=s 

'J r.i 1}.·>-. S
Co) _ 

.. - sb k.,.. 
Da diese Integration nur im Falle einer quadratischen Wirlcung 

einfach auszufUhren ist, werden wir im folqenden stets .l.0 •0 
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setzen. Das entspricht einer Entwicklung um die freie massive 

Theorie 

( 2. 26) 

s (o\ 

b 
= 

T".~o., = 
J 'J 

-1 a\ {} c(d" 'j', + "'•j "'jk <( 'fk 1 ()<) 

( 
""'i 
~l;i 

-(~d;j) 
Wlij 

Um die Formeln nicht unnOtig mit Indizes zu belasten, prasen-

tier en wir den restlichen Teil der Konstruktion der 

Nicolai-Abbildung flir ein einzelnes Superfeld (n=l). Der 

Leser kann bei Bedarf die Verallgemeinerung auf den Fall 

mehrer Superfelder problemlos vornehmen. 

Um die R-Qperation iterieren zu kOnnen, mlissen wir uns 

zunachst Kenntnis tiber die implizite Abhangigkeit des Fermion-_,_, 
propagators J" von A und Cf verschaffen. Dazu ist es 

nlitzli~, die Spin-Spuren in (2.19) zu einer gemeinsamen Spur 

i.iber die Indizes oc und rX einer 4x4 Matrix zusammenzufassen 
, ?J\f , ~tv 

(V = ~f, V = lo'f' etc.) 

(
"J,.V

1 

0) ' ( 
0 o) f tx f t)' 0 ~ v''l(y.' 'f (}(,y, •: R (y) (2.27) R~ I 

-I t-r 

und in A. zu entwickeln 

-I 
(2.28) t = (v~ -;')_, = 

;~ v•• 
r'"'-1 ~ 1'··-· (:" :.. ) t,.,-• + ... 

mit 

1 = .- (O+IM~rl ~, .. -• ("" '') 
-· '¥ '-""" 

(2.29) v ('f) = l""' 'f ~ .. w ('f) 
Die Randbedingungen an ;:•r' sind diejenigen, welche an die 

- 12 -

Fermionen beim Mittelungsprozea {2.5} gestellt werden. Eine 

graphische Darstellung dieser Entwicklung ist in Abbildung 1 

flir das Wess-Zumino-Modell wiedergegeben. 

Um die Feynman-Diagramme abzuleiten, die sich bei Wieder­

holter Anwendung von R ergeben, betrachten wir induktiv die 

Wirkung von R auf einen zu RkX gehOrigen Graphen ~ ( «f]. 
Zunachst einmal wirkt :i\ explizit auf die in W

11 vorkommenden 

Parameter an den Vertizes der Propagatorwege (2.28) und 

verringert die Ordnung von 1- in )l . Dann erzeugt R die 

Diagramme eines neuen fermionischen Propagators ~-I mit 

Endpunkt d~v' ( ~V 1 ~) und heftet sie an folgenden Vertizes an 

~ an• 
a) an der "Quelle" x 00 • 

b) an den Endpunkten a,,_v' (I) oder d,._V1* CR.) der Propagatorwege 

von~-
c) an den Vertices w" (.tJ oder w0*Ul der Propagatorwege von 

~-
Der zusatzliche Ableitungsindex (~) deutet an, daB in frtiheren 

Anwendungen von R dort bereits nach Cf differenziert worden 

sein mag. Sebald die Gesamtzahl der funktionalen Ableitungen 

an einem Vertex (Endpunkt) den Grad von v 0 
(V

1
) erreicht, 

tragt dieser keine Feldabh.3:ngigkeit mehr und bietet nattirlich 

keinen Ansatzpunkt fUr weitere Operationen von R. Die 

verschiedenen Wirkungen der R-Qperation auf einen Ausschnitt 

von ~ sind in Abbildung 2 fUr ein einfaches Beispiel zusam­

mengestellt. 

Offenbar erzeugt die wiederholte Anwendung von R eine 

Vielzahl von Graphen, die aus freien fermionischen Propa­

gatoren baumartig zusammengesetzt sind. Diese "fermionischen 

-Baume" wurzeln in den Ableitungen von 

auf und tragen an den Enden der "Kste" 

Die bosonischen Felder treten explizit 

stellen und -Enden auf. Es kann jede 

X, weisen Verzweigungen 

ein \v' bzw. )~v•* .. 
an den Propagator-Naht-

mOgliche Baumstruktur 

realisiert werden. In der Folge der Iterati_onen von R treten 

zudem flir jedes Diagramm alle mOglichen Spin-Spurbildungen 

entlang linear zusammenhangender Aststlicke auf. Wertet man 
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nun gemaB (2.24} die derart gewonnenen Gebilde bei ~~ =0 aus, 

so blei ben nur 

besitzen wie 

Ergebnis 

diejenigen Graphen, die genau so 

die Ordnung k der Iteration 

viele Vertizes 

bet ragt. Das 

(T~'x)r'!J = ).R,: , I 
e X ['f• il=• 

- . 
= " ~ -e. (':f] L. k! ((I< ••• 

{ 2. 30) 

~ .. ['f] t ..ft:rw.io"'"u·c:'-'.t. &:tu-~'·f'"e"' w.l\- k Vcrtlus J 

m6chten wir a1s fermioni scbe Baumgraphenentwicklung 

bezeichnen. Flir ein generisches Beispiel sind ihre fUbrenden 

Terme aus Abbildung 3 ablesbar. 

Um die StOrungsreihe fUr den Vakuumerwartungswert (x) zu 

erhalten, sind die Baumdiagramme noch bezUglich der freien 

bosonischen Theorie zu integrieren: 

{2.31) 
(x) C.:>.) = (T~ X )o 

Dies entspricht dem paarweisen Verbinden aller bosonischen 

Felder an den Vertizes eines Graphen durch freie bosonische 

Propagatoren (n+"'""")
1
, wobei alle mOglichen Paarkombinationen 

{ Cf I cr"*> zu beriicksichtigen sind. Einige Diagramme fiir die 

Zweipunktsfunktion <Cf*(x} Cf (y}> sind in Abbildung 4 

wiedergegeben. Das Resultat der Mittelung weist weder boso­

nische Ein-Punkt-Schleifen noch fermionische Schleifert Uber­

haupt auf. Das letztere ist eine wichtige Veranderung gegen­

Uber der gewOhnlichen StOrungsreihe, da die Fermionen 

(abgesehen von den Spinkontraktionen} wie klassische Felder 

auftreten. Zudem verhalten sich die aus den Baumgraphen 

gewonnenen Diagramme weniger ultraviolett-divergent, wie z.B. 

an Abbildung 4 ersichtlich ist. Das ist darauf zurUckzu­

fUhren, daB die neue StOrungsreihe in jeder Ordnung eine 

systematische Umformulierung der altbekannten Feynman-Graphen 
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darstellt, in der das Wegheben der £Unrenden Ultra-

automatisch ist. Wie Nicolai {15) violett-Divergenzen 

hervorhebt, besitzt die Baumgraphenentwicklung (2.30) vermut-

lich einen endlichen Konvergenzradius. Dies wUrde bedeuten. 

daB die "kombinatorischen Divergenzen" der normalen St5rungs­

theorie bier von der abscblieBenden Mittelung Uber die freie 

Theorie herrtihren. Der Vollstandigkeit halber geben wir in 

Abbildung 5 die genauen Feynman-Regeln fUr T~~ an. 

c) Konstruktionsbeweis der Nicolai-Abbildung 

Wir mOchten nun zeigen, daB die Baumgraphenentwicklung (2. 30) 

eine graphische Realisation (des perturbativen Teils) der 

Nicolai-Abbildung ist. Dazu beobachten wir, daB aufgrund der 

Derivationseigenschaft des R-Qperators die globale Transforma­

tion T;' im Raum der bosonischen Feldfunktionale distributiv 

wirkt: 

{ 2. 32) 

_, 
T). X['f1 = X [T;''f] 

Wir unterdrticken bier die externen Superfeld-Indizes von 

(2.19}. Mit dem FunktionalmaB der rein bosonischen Theorie 

DJA [,J k5nnen wir {2.31) aus£Unrlicher formulieren: 

{2.33) } Dl' ['i'1 X I'fl ~ 

Um die MaBe auf heiden Seiten 

wir 'f'=T;'Cf und finden 

\ D/'· ['f] X [T;''j'] 

zu vergleichen, substituieren 

(2.34) r~['f1 XL'f1 = IJ?.[T,_<f'] X(cr'1 
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Da diese Relation flir beliebiges X gliltig ist, folgt, daB T~ 

das Maa der wechselwirkenden Theorie in das der freien Theorie 

transformiert, 

(2.35) Dl' [<f) = DJ'o (T;>..'J'] > 

oder, mit (2.7),(2.8),(2.25),(2.26} und der Substitutionsregel 

fUr Integrale, 

D ( )v. ;;~r'f1 ("T. ) , . s""[ 
(2.36) .t <Hr1 e = I 'Dei: ·~" lll.J:(<T"'t e' ~ T,'j') 

Riermit haben wir fUr T bereits eine wesentliche Eigenschaft 

der Nicolai-Abbildung wiederentdeckt. 

Falls <f ....,.T_..<f tatsiichlich die gewi.inschte Transformation 

darstellt, muB darliber hinaus noch gelten (5): 

sb r 'f 1 = (o) [ ] sb T;>.. 'f 
(2.37) 

Det { 'H<tJ )'k 
T(O) = Det ( EJT;'f) 

Da nach (2.36} bereits eine dieser Relationen die jeweils 

andere impliziert (*), genligt es zu zeigen 

( 2. 38) 

-I 
T).. s~ ['f1 = S ~o) ( 'f J 

) 

was aufgrund der Struktur von T;' aquivalent ist zu 

C*1 --in den bier betrachteten Theorien sind beide Determinanten 
positiv. 
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( 2. 39) RA sb ['f J 0 l*l 

Unter Benutzung der expliziten Form (2.19) von R finden wir 

c2.40l Rl.Sb =- }(<l"v.Jv> iH~AvJj~ f;j~ [o'f:-v:\{.) +\..c .. 

Nun verwenden wir zweimal die Definitionsgleichung des fermio­

nischen Propagators 

(2.41) ( 

v .. ~. 
'l • 

;'if"'ll ,r .. 
'l 

-; 1.; o;j) ("f'~/ 
v,'! •• . 00 y.li 'I'' 

·~ ft J. k .__. 
'fir 'F•r) (" • ., ) y ~.. (x,y) = ~ ~·' ia. r:..,, 

10-.& t . 

in folge-nder Nebenrechnung: 

" If 1;. 'rj 0 'fj -= 
'--' 

= 

(2.42) 
== 

= 

~ "" - ;. ~ --r,. "'fj )" pj "¥ 'f j 
1..--l 

- < ,., ""' V. " .:y P• " 
''" '"" k· Y' 'f· ~"' :l J 

. - "51~· " 
-· 'j', .. "'~'•I' )" v ... 

L...-.1 

- .r .... v. * + 
' '~'"' "'~'·" vk v." L-J~ j k 

Einsetzen in (2.40) 1 iefert dann das gewlinschte 

Konstruktionsbeweis 

Ergebnis 

fUr die (2.39). Damit ist der 

Nicolai-Abbildung formal vollstandig. Insbesondere ist es uns 

gelungen, die Gleichheit der Determinanten in (2.37) nachzu-

(*) Ich danke H. Nicolai fUr diese Bemerkung. 

- 17 -



weiaen (vgl4 (8))4 Da.it dieae Ableitung nicht rein formal 

bleibt. ist nachzutragen, daB die stOrungstheoretische 

Existenz von T~ als Inverse& der Potenzreihe (2.30) wegen der 

Struktur T~1 
• id + 0(~) gesichert ist. In der Praxis kann 

T"Cf' iterativ durch rekursives Einsetzen von niedrigeren in 

h~ere A-ordnungen aus T~ ~' erhalten werden. Das Resultat 

weist wiederum die fermionische Baumgraphenstruktur auf, was 

auch aus Abbildung 6 hervorgeht. 

Natilrlich k~en wir aus der perturbativen Konstruktion 

von T~ nur sehr limitierte Informationen tiber die globalen 

EigensChaften der Abbildung ableiten. Unter Ausnutzung der 

diskreten Symaetrien des Superpotentials 

(2.4,3) V'(1Tkt<r;>) = V'('f.l 

1aat sich T~ auf die Umgebung der tibrigen Nullstellen von V1 

(•supersymaetrische VaJcua•) erweitern: 

(2.44) T,. 'If" <'f,l = T>- 'f• 

Dies zeigt deutlich die Mehrdeutigkeit einer global defi­

nierten inversen Transformation. Der Witten-Index (17) der 

skalaren Tbeorie als Windungszahl ihrer Nicolai-Abbildung (18) 

kann durch dimensionale Reduktion von vier nach null Dimen­

sionen gewonnen werden (19}. Diese resultiert in der Durch­

tuhrung der folgenden Ersetzungen: 

(2.45) 

'I'; (x) - 'fi 

" 'U'. (>o) -u-. (y) 
h IJ" 
l.---.J 

....-+ 

R.,. ........,. - ~).v. v.~· 
'l 

\ >-+ - v:vi 

-2 v.~· 
'J 

..L. 
d'fj 

- d y" 
)o. i 

__ , 1-

Y;j ~'fr 
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Die. Baumgraphenentwicklung fUr T~-\ reduziert sich zu einer 

gewbbnlichen Potenzreibe, deren Inverses 

(2.46) 1;. 'f; = 'f; +;. .... ; (~x'~;)l~. = 'f; + W\ ;j' V\lj 

nach dem zweiten Term abbrichtl Man kann sich leicht davon· 

tiberzeugen, daB die Baumgraphenentwicklung in diesem Fall 

einfach durch die lokale Umkehrung der (in A} linearen alge­

braischen Nicolai-Punktion (2.46) um einer ihrer Nullstellen 

erzeugt wird. Am globalen Resultat {2.46) 1aat sich die 

Windungszahl von T,_ direkt als Grad der Abbildung 'fi .,._....Vi. 

ablesen. Die Substitution "l.t = Vo. ( Cf..,) in der auf ein gewOhn­

liches Integral reduzierten Zustandssumme liefert unmittelbar 

das gleiche Ergebnis und zeigt die Konsistenz unseres Ver­

fahrens mit anderen Resultaten (19). 

d) Dimensionale Reduktion und Stochastizitat 

Die Lineari tat (in l. ) der auf d::Q reduzierten Nicolai-Abbil­

dung (2.46) ist nicht Uberrascbend, da bereits die Reduktion 

auf zwei Dimensionen und damit natilrlich auch auf die 

Quantenmecbanik - eine derartige Transformation liefern muG# 

um tlbereinstimmung mit dem Ergebnis von Parisi und Sourlas (3) 

zu erzielen. Um das Auftreten dieses Effekts und. umgekehrt~ 

die Nichtexistenz einer lokalen stocbastischen Differential­

gleichung in anderen Modellen zu verstehen. wenden wir una zum 

Ende dieaes Kapitels der auf zwei Dimensionen reduzierten 

Theorie, das heiSt dem Nc2 d=2 supersymmetrischen skalaren 

Modell. mit n=l zu. 

Ea wird sich ala wichtig erweisen, daB die Lorentzgruppe 

in zwei Dimensionen abelsch ist und somit Spinoren samt 

Dirae-Weyl-Operator auf eindimensionale Darstellungen redu­

zibel sind. Daher transformieren wir in der Darstellung 
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( f 0 =i S'1 , Yj= IS'z.) auf Lichtkegelvariablen 

(2.47) xt = X0 ± x, 

und identifizieren 

<ft ~ 'f 

(2.48) If_= 'f" 
'1' .. = "'!', 

'!'_ = 'i; 

d± ~ ;).± ;J, 

'F .. ~"'!'.,_ 
-if_ = "'f... 

so daB die Lagrangedichte lautet: 

v .. = -av 

"" V - "?N* - - ~, .. 

1:. - - d 'f d 'f + "' -c "" + ""' a ""' - + + - - \+ + 1 + 1- - 1-

(2.49) 

- v .. v_ - "Y .. '~'- v__ - ""_ "'~' ... v .... 

~t_i:c.. 

' 

Die N=2 Supersymmetrie-Transformationen der Wirkung s=fd*x L~l 

sind in folgender Tabelle zusammengefaBt: 

.r .. d_ .r .. ·- ~ ~r.·•-
'l't "'· 0 'i"- 0 'l" .. 

'f_ 0 'I'_ 0 'f .. '1'-
(2.50) 

'l' .. 0 0 v_ a_.,. 0 
,._ 

0 0 ... ,_ v .. 0 

"'· ~-'f- -v .. 0 0 <~_.,_ -v .. 
:;r_ -v_ ... .,. 0 0 a. 'f.-"-·-
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Wie in vier Dimensionen laBt sich nun schreiben: 

cS 
( 2. 51) 

- '"" d A(}.\+ d dU) 
<l::t + - - + A~'= l (~,y.,) 't:t 

oder: 

-as ~ Li,"'~' - -u• 
(2.52) ();1. = + - +LA. .. A'; = -\ (<l,_V.,)y~ 

Dartiber hinaus besteht die Freiheit, auch Linearkombinationen 

zu verwenden ~ 

(2.53) 
<lS 
();t 

'1. ~ U\ 'Z.. ~ -o.\ 'J,. (.\) • 'Z. - -o.') 
:= cos "' o+l>- + s;~" a+A- + cos ~ :1"_6 .. + ,,,. f f_A.+ • 

' 
da diese jedoch nur rotierten Koordinaten entsprechen und alle 

zum selben R>.-operator fb."hren, wahlen wir bier ot=~ =0. Auf 

der anderen Seite finden wir 

(2.54) d"± !).~
1 

= ) a. (<l~'{) = 0 

was uns die Darstellung 

(2.55) 
~s ~=&Au.\ a= s .... d"~ 

{*) 
) 

t."') = ~ + /:,.~\ 

ermOgl icht. Somi t ergi bt sich flir den Generator R>. = ~ +R,. der 

Parameterverschiebung 

(*) W1r betrachten nur topologisch triviale Feldkonfiguratio­
nen. 
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R-. = - t"[ f~ ~). (~ ~J ~-· (f:; .,_ 
f 

~) 
(2.56) 

'f == ( ;)+ v++) 
y__ il_ 

Mit Hilfe der Rekursionsgleichung (wir setzen m=O) 

r-· == f'·,-·- ~ r-· (0 v++) f(.,-· 
v .. 0 

(2.57) 

'fl•l = (:: ;_) 
und der Abkiirzung 

(2.58) J ('~ 
"-

.~.) == h ..L. 'I' i ,.,_ 

finden wir 

R,. <f± = ( (" 0 ) _, 
- t.. l d>- ;; "+ r ~ :1: 

(2.59) 
f (" 0) ,f' (( (" o) _,(OV-w\ ..,.., 

= -tr 1"~ ; v+ f' ft. -+ t. }}~A ; '4 f \v •• o 1 f ~± 

[ r (v_ o ) ,.,-• 1 ~ - RA h l 0 v. 'f ~ ± 
J 

woraus folgt 

(2.60) R -x [ cr 1 (/<) - ~ty ;f~ <><-'1> v'f < '~'~ <y>)] = o 
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Dies k:onsti tuiert einen Fixpunk:t von T;,1 
, 

( 2. 61) ·(' ['ft-f~v+ 1 = ['f:t-rd;v"'11)..o = 'f:t 

und damit eine in ).. lineare Nicolai-Abbildung 

(2.62) T>- 'I'± CJ<) == 'f± c..l - fJ.Y. "d~' c'k-Y> v"f l'fiv•> . 

Man kann sich leicht davon tiberzeugen, daB die Potenzreihe flir 

T~·y~ aus der iterativen Inversion dieser Abbildung entsteht. 

Beseitigen wir die Nichtlok:alitat in (2.62} durch 

Anwendung des Differentialoperators ~~. so erhalten vir die 

bekannte (lokale) stochastische Differentialgleichung (3) 

(2.63) ~± T-. 'f;t: =• 't:t. = ~± Cf:t - V:r- ('f+) 

Die Baumgraphenentwicklung Tl:1 <f~ , ausgedriickt in der stocha-

stischen Variablen 'l~ J 

(2.64) <f't :1; == T;'(;}~1±) 

ist identisch mit der von Cecotti und Girardello (4) vor­

geschlagenen sogenannten infradiagrammatischen Entwicklung fUr 

die LOsung ~,~ von (2.63) und zeigt am deutlichsten den 

stochastischen Prozea, der in diesem Fall die Dyna.ik der 

Theorie bestimmt: 

( 2. 65) (X(Cf:~:1) = f D'1. X [<I> ] -t h.,__ 
± J,"' e. 

Wie generell bei stochastischen Gleichungen, so liefert 

auch bier die Zeitumkehr den rUckwarts ablaufenden ProzeB 
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( 2. 66) '1.± = ~±'f-t. + V "f- C'f+) 

den wir anstelle von (2.63), jedoch nicht gleichzei tig 

benutzen kOnnen. Gemischte GrOBen wie die bosonische Vakuums­

energie 't:t"l~ sind daher im all.gemeinen nicht stochastisch. 

Rilckblickend ist festzustellen, daB ftir die Existenz eines 

solchen stochastischen Prozesses in skalaren Theorien sowohl 

die Trivialitat des Spins als auch die komplexe Struktur von 

Basis- und Feldraum {vgl.{2.54)) notwendig erscheint: In N=l, 

d=2 und d=4, skalaren.Theorien ist durch die Baumgraphenent­

wicklung insbesondere deshalb kein Markov-ProzeB gegeben, weil 

durch die Schleifenstruktur im Spinraum Anfang und Ende eines 

fermionischen Propagatorweges direkt miteinander verknlipft 

sind. Damit sind diese Madelle nicht durch lokale stoqha­

stische Gleichungen erzeugbar. 
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3. Kapitel 

KONSTRUKTION DER NICOLAI-ABBILDUNG FUR EICHFELDTBEORIEN 

Es liegt nahe, die im zweiten 

vorgestellte Methode auf den 

Fall einer Eichfeldtheorie 

Kapitel anhand skalarer Theorien 

phenomenologisch interessanteren 

zu erwei tern. Das einfachste 

nichttriviale Beispiel einer solchen ist durch eine N=l super­

symmetrische Yang-Mills-Theorie gegeben, und es wird genUgen, 

dieses explizit zu behandeln, um die gegentiber den skalaren 

Modellen neu auftretenden Probleme zu diskutieren. Diese Vor­

gehensweise dient der Klarheit der Darstellung und ermOglicht 

es dem Leser, nahezu alle Ergebnisse dieses Abs7hnitts auf 

erweiterte supersymmetrische Eichtheorien oder Madelle mit 

eichinvariant angekoppelten Materiefeldern auszudehnen. Dazu 

wird nur die Voraussetzung benOtigt, daB sich die Ableitungen 

der supersymmetriscben und eichinvarianten Wirkung S~v nach 

allen Parametern A als Supervariationen schreiben lassen, was 

bei Existenz einer "off-shell"-Formulierung der Supersymmetrie 

immer gewanrleistet ist. Bei Wahl der Wess-Zumino-Eichung 

sind wir dann allerdings an eine bestimmte Skalierung der 

Eich-Kopplungskonstanten g gebunden, da die ursprtinglich 

linearen Supersymmetrie-Transformationen durch Erganzen einer 

speziellen Eichtransformation ( .. Kovariantisierung") nicht-

linear werden. Von anderen Skalierungen wird spater noch die 

Rede sein. 

Die supersymmetrische N=l 

Dimensionen enthalt Eichfelder 

reelle skalare Hilfsfelder ;o•. 

Yang-Mills-Theorie in vier . . . Ar , Weyl-Sp1noren "\' « und 

Der Farbindex a zantt die 

Felder in der adjungierten Darstellung der Eichgruppe und wird 

im folgenden unterdrUckt. Bei bilinearen Feldausdrilcken an 

einem Raum-Zeit-Punkt ist stets ein Skalarprodukt im Farbraum 

impliziert (Summe l~er a), 
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(3.1) CfU<l "'!'(X) = <y"0<l 't"O<l J 

es sei denn, ein diesbeztigliches Kreuzprodukt ist ausdrticklich 
angedeutet (Summe tiber a,b,c), 

( 3. 2) '{' (l() 'r (X\ • :X.(>() = r•c <f"0<\ "'!'"t<l ;tcw 

wobei fdwc fUr die Strukturkonstanten der Eichgruppe steht. 
Fermionische wie bosonische Freiheitsgrade sind Bestandteile 
eines chiralen Multipletts w_ , in Wess-Zumino-Eichung: 

<3 • 31 W,. = -i'r ..... [-io-;"~15-- .. ~ '1:> ]ep + e~ JJ«« '!'" . 

Wir fi.ihren bier den Feldst§rketensor F /"'01 und die kovariante 
Ableitung D~ ein: 

(3.4) 
Fr = 

Dr = 

[ \)/ J l>v } 

"d + A " /" I 

~ft A.1 + AI" • A. 

Aus W« l§Bt sich leicht die explizite Form der Supervaria­
tionen ableiten, 

6 A = . ---·~ .... '1' " r f'"A . - "· "'t' == -&~ 
'I' r " 

( 3. 5) 
i .. 'j'~ =-~~'"''F. -··d'.ll ~-'I'' = 0 

... I'" ... 

cr .. '~" f. = 0 
r;. -,...v. F: • li" ;)) 

:;r~ ~ - " p r-' f> 

i.,. J) == )f .... :q:.- I" J:> ~ )l"'"' "'!' .. 
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und die (eich- und super)invariante Lagrangedichte gewinnen: 

.( i~v = ~ { r .~.~e v/''W,. -+ f .~.~e \,/;._ 'W ;.1 
(3.6) 

= -{ vr.Fr- iy)hy -t 1 J)
1 

Die noch verbleibende Eichfreiheit behandeln wir nach 
Fadeev und Popov und addieren nach t~Hooft-Mittelunq zur 

Lagrangedichte einen Eichfixierungsterm 

(3.7) .( 
1 7. 

= -- G (A)+ Q 
~f lO< ~ 

c ()6 
aAr Dr c J 

welcher die Eichfixierungsfunktion 

(3.8) G (A) = Gr Ar + (J (A2
) 

einen Mittelungspa.rameter ot E 1.+ und die Fadeev-Popov-Geist­
felder c enth§lt. Die Felder sind so skaliert, daB die Kopp­
lungskonstante g in der Wirkung S (abgesehen von obigem 
Geist-Term) lediglich in einem generellen Faktor '1'3-2. auf­
tritt: 

( 3. 9) s }>- i d''x ( f.;~v {,c) -+ £. 2-f 0<1) 

Der Grund fUr die ungewbbnliche Wahl der Geistfeld-Skalierung 
wird spater ersichtlich werden (in (3.12)). J:2'f bricht die 
Supersymmetrie von .£. i .... v expl izi t und reduziert die Eich­
invarianz auf eine BRS-Invarianz unter folgenden (Slav­
nov-)Variationen: 
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s Ar = r, Drc s J) = ..J"i Dxc 

S"j' = ~ "txC s c =!V}cxc 
(3.10) 

S"\f' = fi"'f'H s c = .L -1 G (A) 
"'fi . 

a} Die R-Qperation in der Wess-zumino-Eichung 

Wir werden nun die Erzeugende R der g-Verschiebung fUr die N=l 
Yang-Mills-Theorie ableiten. Wie im Falle skalarer Theorien 
schlieBen wir zunachst aus der Superfeld-Struktur: 

(3.11) 

VermOge 

( 3. 12) 

J £,~v = t ( .s .. A" + "%" l:l-) 

~"' c= - ~ f .L~ "/' ~(x) ( 6" "'; .. fl.· 0<) - i 6,; J) (x)) 

-~ ~Jtx "'!' f (x) ( 5"..- ~;. f/.• (•} - i ~;;. 1) (xJ) . Jl. = U.;, 

~ 

4~ 
( : .. r .c,f) == 

-st._ 
'l- s Jc G 

- bier geht die Skalierung der Geistfelder ein - finden wir 

(3.13) 
~s 

~1-
~ -} ( .r .. A" + J;, b..._- ..J'i s i'G) 
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Die g-Abhangigkeit der Vakuumerwartungswerte.von Funktionalen 

X(A) des Eichfeldes allein, 

(x) = fMfD"IJ'fDJ)\Dc 
; s 

(3.14) e. X 
J 

ergibt sich dann al s 

(3.15) 
~-a (x}.: {;x)- ~ {X(.r .. li"'+ X"t&.:.- .Jis{cG)} 

1- ~ r . 

Um die Variationen auf das Funktional X wirken zu lassen. 
benOtigen wir die ward-Identitaten fUr Supersymmetrie und 

BRS-Invarianz (*). WShrend fUr die letztere gilt 

(3.16) {sY) = 0 
J 

wird die Relation flir die Supersymmetrie wegen 

( 3. 1 7) ~« ~ .c,.f = - {} s s c: clb 
etwas modifiziert: 

(3.18) ( s .. Y) = i}31'"{a .. (Jc:6) sY). 

Damit erhalten wir aufgrund der Eichinvarianz von ~·( lr.>= 

~ (x) = ( ~)- !~ { (&" 5 .. T ~" S01)X) 
(3.19) 

-~(h-:'"(ti"d .... !tX")Jc:G- fJc:G]sX). 
(*) Wtederum geht die Annahme der Freiheit von Anomalien ein. 

- 29 -



FUr reine Eichfeldfunktionale X(A) gilt 

~ • r -i< ~X 
~ ... X = -; J.x ~>"'" '!' (x) rX'w 

cr .. x · r J.'' G' i<k "t: (X) 
rx 

== -c. X JA .c. r Ar(y.' (3.20) 

~X sX -fi' f lx J?. c (><) = 
.!A/"w . 

Weil die Fermionen (Geister eingeschlossen) nur bilinear auf­

treten und nicht an das Hilfsfeld l> koppeln, lassen sich alle 

Integrationen auBer der Gber das Eichfeld leicht ausfUfiren. 

Dies liefert Erwartungswerte 

(X) = r l'<l') ( )'s~ DA DetnaA/r 1M -~.}'! e X 
(3.21) 

SL = -~ 1J.'x {i ~.f .... + i,. 6(A)
2 1 

und fermionische Propagatoren 

"r .;,. ()<.) '\' II- (y) = (i ~ r' "'II (x,y) 

(3.22) 
'r (X) 't. (y) 

. ... (' = (-i~r .. ~ <x,y> 

c lxl c (y) 
- ( (l6 J_, 
- -~A ~,. Cx,y) .,. 

und erlaubt uns zu schreiben 
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~<x> (RX) -(3.23) 
d} 

mit 

R = RiMV -+ R ,-~' 

(3.24) 

. ) r 
R;...v = ~- j ftx (.t.."~.-y"<·> + 4-.G';"j~(l<) rAr"" 

R'l-f = i fd'\c ~J.y R,M. (-~G)ex1 ~~> ~';C'fl ~!/v> 

tlii.CAetl resultiert aus der Integration iiber das Hilfsfeld Jl: 

!!. "" = - ~ J cl''·x -r' Cxl <>'";" fr <•l 

(3.25) 

A = _ .h_ f ci\ -ut. (X) t>r' ~. f ()<) 
Ll.c ... J , ~ " r• 

Zwei Bemerkungen sind angebracht. Der Generator R besteht 

aus einem eichinvarianten Supervariationsteil R~ und einea 

eichvarianten Slavnov-Variationsteil Rtf , dessen Effekt darin 

besteht, daB die gewahlte Eichklasse G(A)=O bei g-Verschiebung 

erhalten bleibt: 

( 3. 26) R (t 6 ) ~ 0 

Wafilen wir ein eichinvariantes Funktional x;_, entfSllt die 

(feldabhangige) Eichrotation R~ , und wir erhalten eine eich­

invariante FluB-Gleichung 
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(3.27) :} (X;,.v > - < Ri,.v X;"v> . 
Diese ist auch ohne EinfUbrung von ~tf ableitbar: Da die 

"/ ( -· Fadeev-Popov-Prozedur mit ra,. und d"' .r-) kommutiert, brauchen 
wir das Volumen der Eichgruppe erst nach Ausnutzung der 
Ward-Identitat 4:,.!,..Y:-~=O abzuspalten und finden so ftir xi .. .., 
eine Analogie zu den skalaren Modellen. FUr (nichtobservable) 
Erwartungswerte eichvarianter Funktionale jedoch laet sich das 
Gruppenvolumen nicht abspalten; sie sind daher von der Wahl 
der Funktion G abhangig. 

b) Aufbau der Nicolai-Abbildung in beliebiger Eichung 

Mit der expliziten Kenntnis des Generators R haben wir jetzt 
die MOglichkeit, (3.23) 

Nicolai-Abbildung der N=l d=4 

aufzuintegrieren 

Yang-Mills-Theorie zu 

und die 

konstru-
ieren. Zu diesem Zweck entwickeln wir den Vakuumerwartungs­
wert (x) (g) um die freie Theorie (g=O): 

<x> c-a-J = I :: ( ~~k <x)<~~) I 
(3.28) ~· J ~· 

- l< " ~ ~ !, ( R c;1 X ) Cillt':o 
Die Mittelwerte (R'-(g' )X) sind wohldefiniert bei g 1 =0, nicht 
aber der Integrand oder das Ma13 DJA [~ separat, da 

(3.29) 
R" (,_'l "' o-c~-'"l j s. "' (T(~-·) 

Um eine Feldtransformation AI--+T(g)A zu definieren, ist es 
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daher notwendig, eine Reskalierung 

(3.30) A ~-------+ '} A 
vorzunehmen und skalierte Mittelungen einzufUOren: 

<x'} == )DA Mf-~~/'~)'Det(-,PJ)' e' 5~ X =• ~DrfAJ X 
(3.31) 

1 ·s'co) 

(x lo = ~ DA Det ti !?r) It•• Det (-?) e.' ~ X =• J ~JIJ X 
1 

wobei gestrichene Gr5Ben als nach (3.30) reskaliert zu ver­
stehen sind, z.B. 

G' (A) = G (}A) ~> }+1-A/ 
(3.32) 

s~ [AJ = s"' [}AJ S""'[A) = $ [ A) I 
b " ,. ,. "" 

Weil DA !hy Dd> De invariant ist unter der Reskalierung 

A......- ~A 

'I' ~ 1- 'f' 
(3.33) 

J) ~ ~J) 

c.--~c 
' 

haben wir die Jacobi-Determinante der Substitution (3.30) 
durch entsprechende Skalierung der Fadeev-Popov- und der 
Fermion-Determinante kompensiert, so daB die Zustandssumae 
g-unabh~ngig bleibt. Dann liest sich (3.28): 

- 33 -



<x [A1l''l-' (X['}'AJ) C~.) 

(3.34) 
= < %. ~ ~(~) X rr-'A 1 > C:.'J I ~·;o 
- < e.xr (~R<j>) X [{'A] I / --.:. 

A-fA i"' 0 /o 

=: ( T-1'1> X [A] lo 
Wie in skalaren Theorien wirkt T- 1 (g) distributiv: 

(3.35) T ... <'}l X [A] = X [T-\> A] 
) 

woraus folgt 

T-1
( ) A - .l.. exo (a~ R (~))A I I 

(3.36) ,. '}'>- } I <T 0 ')" A-'{P. 't';o 

Wegen 

<';.- ~ A"' '~ -r" ' 1-1"' " 11 · - d u = --2 F f = i " ~ ~ r 1 

(3.37) 

e=r• 1 ,..r~F 
I =7:£ !~i H" = t,..~,;~. (A.dJA~ ... j A.A/ A).) 

macht es, da wir stOrungstheoretisch arbeiten, fUr (3.36} 

keinen Unterschied, in R ((3.24)) zu ersetzen 

I ( " - -;.) < "'<" • 2. (3.38) I .1 d +Ll;..S ~ Co<w A a,.+ s.,...., 
L-l'' L--1 ~ 

x. ~ .. 
..!...o ) 
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zum Beispiel also allein mit AfJJ(. {w =0) oder K&: {w=I} zu 

arbeiten. FUr den Rest dieses Kapitels setzen wir ~=0. Pftr 

eichinvariante Funktionale Xi.,....,. vereinfacht sich (3.36) zu 

(X;,., [AJ") <,_, == (X [T,::C~> A)~ 
(3.39) 

-r;:~ <}l Ar = t e.xl' ( '}Rr..v t~>) At lA~ fA l,:;o 
Nur die eichvarianten Funktionale X bilden eine genUgend 

greBe Klasse, um aus (3.34) und (3.35), d.h. 

(3.40) \ Dt' [A] X [A] = f DjdAJ X [T-·c~> A) _, 

zu schl i eBen 

(3.41) Dp [A] Df'o [T<:.> A] 

T(g) ist eine Nicolai-Abbildung, wenn separat gilt 

s: [A] = S~ co> [T<1> A] 
(3.42) 

Det (i'(9+}~·}) Det ( (G"ilvf(!!,},..)') =I Det ( dil'A) I. 
Es kann gezeigt Werden, daB T;"v beide Bedingungen niebt 

erfUllt und somit nur im Zusammenhang mit eichinvarianten 

Funktionalen die Rolle von T Ubernimmt. Die Eichrotation R1~ 

ist also notwendig, um (3.42) zu befriedigen. Da die zweite 

Bedingung mit (3.41),(3.32) aus der ersten folgt, genUgt es zu 

zeigen: 
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( 3.43) R S~, [A] 0 

Mit (3.26) ist bereits eine Halfte bewiesen, 

(3.44) R ( ~~ f L, G2

) 
j 

fUr den zweiten Teil, 

( 3. 45) R ( ~· r.!. F fr) 
't /'" 

= 0 

verweisen wir auf das nachste Kapitel, we diese Relation aus 
dem Kontext stochastischer Variablen resultiert. 

Wie im Falle skalarer Theorien erlaubt die Potenzreihe 
(3.36) flir T- 1 (g)A~ eine graphische Darstellung. Dazu beo­
bachten wir, daB die Iteration des Generators 

P- = R;~. + R~f 
~ 

..- ....-

( 3. 46) 

R,,." = ;} - ~,J :A ~J.~~ 'r;, h-f \5'1~ ~fA ;r , _, r 
...... -
R$f = -'J- f :"r Dr~ f ~ (i: G)[. 

fermionische Baumgraphen liefert, deren Aste sowohl a us 
Fermion- ala auch aus Geist-Propagatoren zusammengesetzt sind 
und jeweils in ~'J.Fr>. od.er G enden. Eine gewisse Kompli­
kation gegen~ber dem Wess-Zumino-Modell wird durch die Farb­
spur und das Auftreten von '17'-Matrizen an den Vertizes verur-

-1 sacht. Wir wenden uns nun dem Grundbaustein T (g)Ar zu (vgl. 
(3.35)). Aua der Eichinvarianz von Ri ... v und aus 
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( 3. 4 7) R (~G)= o i f\ iv.v ( i G" '" Fr") = 0 
(") 

schlieBen wir, daB jede Iteration genau einen neuen Ast 
erzeugt, welcher an einem anderen Ast, jedoch niemals an 

Diaqram.m von RkA/" dessen Ende, ansetzt. Damit besitzt jedes 

genau k Aste und ist von der Ordn~~g g-k. Bei der Propagation 
der Fermionen und Geister von der "Quelle" A~ zu den Astenden 
kOnnen auBerdem keine Geister von Fermionlinien abzweigen. 
Alle Graphen bauen sich also aus einem zusammenhangenden 
Geistpropagator-Grundgerlist mit angehefteten fermionischen 
Teilbaumen auf. Um Feynman-Regeln abzuleiten, haben wir den 
Effekt der Reskal ierung A~"-"+ g' A und des Einsetzens in die 
freie Theorie g'=O zu untersuchen: Propagatoren werden dabei 
durch diejenigen der freien Theorie ersetzt: 

"'f;, (x) 'j' ~ ly) ...- - •r _, 
i p D (X-Yl 

(3.48) 

C. txl c (y) ~ 
-I 

(- G,..~) 0<-yl 

lineare Fermion- und Geist-Baume ergeben 

- .L t r - ("" G" r-" F I \ z,! r 
0 "fcJJ f~ A~jA joo 

(3.49) 

-'~-'De ' -'oG R· .._ I I /" ~ ( 1 ) •~• A~1'A }•o 

= 
T 

Ar 

AL 
r 

wanrend (in linearen Eichungen) flir allgemeine 

resultiert: 

Astenden 

~D1ese Relation wird in Kapitel 4 bewiesen und eingehend 
er!Mutert. 
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(3.50) 

-' ,.,..-u;;.f-u-~~;-r>-tF I \ -
2f "'~ \~ l' f).. A ... tA ~•,..o -

- ' •• c; ( c (l. G) 0 I I 
t ClA/" ~ t' 1'-i"'" A~i'A ,_'=o 

-l cr" if A •r AT 
1 oe.Ot }.. 

G"fc"'Gl-A) 
j 

T d L • h Ar un A~ bezelc nen transversale und longi tudinale Eich-

feldkomponenten 

( 3. 51) 

AT= 
t' 

AL = 
:r 

Ar - ~ f [(1 (<I· A) 

dr f o-' (a-A) 
_, ,. 

Ftir den Aufbau von Tiow (g) mag man A,.. durch Ar ersetzen, was 

der Wahl einer Landau-Eichung entspricht. Ein generisches 

Diagramm aus T-1 (g)A,... ist in Abbildung 7 dargestellt; 

Feynman-Regeln fUr T:~v (g) finden sich in Abbildung 8. 

Es besteht die MOglichkeit, die Reskalierung in {3.34) mit 

der Exponentiation des Generators zu vertauschen, das heiBt, 

eine reskalierte R-Qperation R1 (g) zu definieren, wobei jedoch 

die Eichinvarianz von R;~v verlorengeht. Dazu schreiben wir 

mit R(g;A],=R(g;gA) 

(X[~;A]>I'I-l = (exp }(:t' + R[i;A1)X &i?AJIA~iAI~~· '), 

= ( exp <J-(:~, + )~,_. + R ((tA1) X[~"; ~A] \A
4

)

1
•.r l

1
o... ~ 

(3.52) 
= (exr 3-tJ~s(}Arl +;i+"H1';}A1)Xb'ifA1\A--)~.,i'}'"'~ 

= (exp ~(-~fAr!r + ,~. +R[};$AJ)X[,.';A] '~··o ~ 

=•(exr(,.R'ctl)XC~;A]j~,). = (T-~}lX[}1 A]){ 
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Um auch in dieser Formulierung die Vereinfachungen 

{3.49)-(3.51) zu implementieren, benutzen wir 

( 3. 53) 
~r" Fr>.. = ~If.- o·A- cr 1x A1 "~-A>-

und ermitteln R1
(g) flir W=O~ 

(3.54) 

I +- +-1 
R C}) = R'; ... (tl + R )'£ (,_J 

.... - -
R~. C&l = 0:_- t f 5~ [At'+ it1" ~ ~ ~ "f' .,r>- F;).) 

~ 7' 4-1 

.,_, 
R t~\ 

H 

.... .... 
= ~ + ~ h l rAi 6"r 'I' ("'I' (?J·A + ~ -s- 1>.A ><A ] 

3- '1- 7 ~ f ]1. 

- f ~ I -

= - f .!"Ar l>rc~ 
I +-I 

G R· <'l} ·- J 

wobei "'" an die durchgefU.Orte Reskal ierung erinnern sell: 

(3.55) 

I 
D =a .... A • r "!' •;r 

F.' '[' '] j r = "i ~,~. G'(A) = ~ 6 {fA) 

"'r. Y = (i~T' 
LfJ 

U = (- ~~/rf' 
Man kann sich leicht liberzeugen, daB R1 (g 1 } bei g 1 =0 wohldefi­

niert ist und die Eichklasse erhalt (R'G1 =0). 

( 3. 56) 

erzeugt 

Fermion-

T-
1

('}) X = exp (,_R'c,"J) X l,_•~o 

eine alternative Baumgraphenentwicklung, welche 

und Geist-Xste in beliebiger Abfolge enth~lt und der 
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Struktur der Entwicklung in skalaren Theorien recht nahekommt. 
Die zugehBrigen Feynman-Regeln sind in Abbildung 9 zusammenge­
fa.Bt. Die Landau-Eichung G(A) = ~·A , oc. _.., 0 fi.ihrt zu der 
bemerkenswerten Vereinfachung 

...... 

(3.57) 

-, 
R 1"v • }~ 

,Lrr _1 ~ + -;:n oA "'r'Y "!' cr-' A1 •A>-. 
"/" L!J 

ein Resultat, das auf etwas anderem Wege bereits in (11) abge­
leitet wurde. Ein wichtiger Unterschied der heiden Formu­
lierungen (3.36) und (3.56) -VOn T-1(g) zeigt sich bei der Dis-
kussion eichinvarianter 

ersten Darstellung (mit 

Funktionale 

R) gentigte, 

Xr .. v : 

-· T;-

wanrend es in der 

aus Ri ... v allein 
aufzubauen und somit keine Geist-Propagatoren auftreten, ver­
lieren wir bei der zweiten Methode (mit R1

) die Eichinvarianz 
bereits bei R~ ...... X;_ und sind gezwungen, die Geister miteinzu­
beziehen. 

Es bleibt nachzutragen, daB die Mittelung tiber die freie 
(abelsche) Theorie die libliche StOrungsreihe in einer neuen 
Form reproduziert, in der weder Fermion- noch Geistschleifen 
auftreten. Wiederum ist das Verschwinden der fllllrenden Ultra­
violett-Divergenz eingebaut. Die nichtabelschen Eigenschaften 
der Theorie sind bereits vollstandig in T-t(g) enthalten. 

c) Stochastizitat in Lichtkegeleichungen 

Der vielleic~t gr5Bte Unterschied zwischen den Generatoren R 
in der skalaren und der Eichtheorie besteht im Auftreten des 
Eichtransformationsterms R$~ in der letzteren. Da dieser von 
der generellen Nichtinvarianz der Eichfixierung G=O unter 
Supersymmetrie in Wess-Zumino-Eichung herrtihrt, liegt es nahe, 
nach der Existenz einer mit Supersymmetrie vertr~glichen 

Eichung zu suchen. Dieses Problem wurde bereits von Mandel­
stam (9) erOrtert mit dem Ergebnis, daB zwar keine Eichfixie-
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rung mit der vollen (eich-kovariantisierten) 
trie kompatibel ist, Lichtkegeleichungen 

N=l SUpersymme­

jedoch von einer 

eingeschrankten Klasse von Supervariationen respektiert 

werden. Parametrisiert man die Super-Transformationen durch 
Weyl-Spinoren £$ und walllt 

( 3. 58) 
G(A) = V\·A "'-z = 0 

J 

so stellt die Invarianzforderung 

(3.59) ) "' /" -;. s. G (A = - i E Y\ 6i- -~ "'' = 0 

eine lineare Bedingung an E~ dar. 

entscheiden wir uns fUr 

Um explizit zu werden, 

(3.60) 
1'\ (1,0,0,1) ~ G(A) = A.-A-. 

und 16sen die Bedingung (3.59) durch E~ = cf-'~E.. Die durch E~ 
vermittelten Supervariationen bezeichnen wir mit ~s• sie rea­
lisieren eine mit der Eichwahl vertragliche "N=l/2" Supers:yJl­
metrie, die es uns erlaubt, nach dem Beispiel der skalaren 
Theorien fortzufahren. 

Es ist sinnvoll, zu Licbtkegelvariablen 

A,_= A.-A3 
0 = 0 -d 

[.. 0 1 

(3.61) AP. = A.+ A1 dR = do.._ dl 

A±= A,± i Az "d-x. = a, :1:. ;az 

liberzugehen und "selbstduale" Feldstarken 
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fi = - (fo; + t Eijl< F~lc.) 

f+ = F, + i F2 = t [D+, D~..] 
(3.62) f_ = F, - i F2 = "i[D_) DR] 

F)= d,. ([DR, D~..] + [D+,D-J) 

mit 

(3.63) Dr= ~+}A;" 
einzu£Unren. Die reskalierte Wirkung lautet dann (nach Elimi­

nation der Hilfsfelder) unter MiBachtung von topologischen 
Randtermen: 

(3.64) So= {cl""x {if3

2
+ ~f+f- -i-.y ... ~.._;c'\f'"} 

Die Wahl der axialen Eichung A~=O erm6glicht es, die Eichbe­
dingung anstelle tiber das Fadeev-Popov-Verfahren direkt durch 
ihr Einsetzen in die Wirkung und Weglassen des longitudinalen 
Freiheitsgrades in der Funktionalintegration zu implementie­

ren. S:= S0~~o ist damit invariant unter 

SA = o s + 

(3.65) S A = 2i "\1'2. ~ -
dr Ap, = 2i "\j'

1 

d"5 "\f, = - f~ 

lis "'f~ = - F+ 

ds ~ .... = 0 
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Die Wirkung S l§Bt sich nicht 

schreiben; mit Hilfe von 

als Supervariation 

~ F = o s + 
(3.66) 

d~ F_ = 2i()'5-\F), 

&~ F3 = -i (,EI-if)'2. 

$5 (1.:q; )o( = 0 

ist dies aber flir ~: mllglich (obwohl ;o, ~; *0): 

~s f" lf <~F, 'F ~F- . ~ ("' ) . <~ tTl. ) 1 ~,. = l ch l l Olio + I + ~,. + l "'!; 1- vif 2. -c•r%. )1-V"if I 

(3.67) = ss b. 

A= _f[~w+.!.dt,~] =-l(fAxA~+A•A ...,] 
~ l a,_ ~ 1 z ~,_ ,,_ z.) 1..: + - 1, - 11. ~'" 

Unter Benutzung der Ward-Identitat der "N=l/2• SUpersymmetrie 

ergibt sich fUr Vakuumerwartungswerte von Funktionalen xtx] 

des Eichfeldes 

(3.68) 41~ {x) = ~~~~ + < (~ ;sx) 
und nach Integration tiber die fermionischen Freiheitsgrade 

(3.69) 
d 

os- <x) 

R'= d ;),.. 

(R'X) 

+ ( [<If; + I )'f_'tf: J d 
l <~,_ i• I~ ~" qs 
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~s ist hier 

verstehen, 

als funktionaler Different i aloper at or zu 

(3.70) f [- • + 
S, = 2i "\', fA~ - .. J "\'._ .A_ 

und die fermionischen Propagatoren sind aus der Wirkung 
ablesbar: 

(3. 71) 
"f' .. (>:) ( ;y 'Y )~ ty) = "' f.,.~ d (x.-y) 

Nach Entwicklung der Propagatoren "4'-. 'fa um. die freie .__, 
Theorie (g=O) kOnnen wir die fermionische Baumgraphenentwick­
lung 

(3.72) T-
1

('1-1 X = exp {} R'CJ!l) X l,_'~o 

ableiten ( 0 = aL•.- 0+0_), 

-r 

T A+= A-t 

(3.73) T_, A_ = A_+ 1- f ~-A .. ~A_+ j- f~ A_ "Ap. + mj-'·) 

-r ca (a TAR= Afl.+~~~A+"'A_+})aA-~Ap._ + oc{l 

A+ liegt im Kern von cf5 und zeigt daher ein triviales Trans­
formationsverhalten. 

Bei der Inversion der Potenzreihe (3.73) stellen wir fest, 
daa die Transformation T(g) bereits nach dem zweiten Glied 
abbricht l Wi r erhal ten demnach eine (in g) lineare 
Nicolai-Abbildung 
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T A+ = A+ 

( 3. 74) T A_= A_ q_ f d_ A ~<A - q f ~~A ><A .rO+- era- ll 

TAR= AR- 'l- r; A.><A_- 1-l~ A_xAtt 
Wie im Fa1le des N=2 d=2 Wess-Zumino-Modells (*) liefert die 
Differentiation, welche (A.p A_, Aa._) nach (F+, F_, F1 >\, .. 0 abbi1-
det, eine lokale stochastische Differentialgleichung 

( 3. 75) "Vtt = Fi [A] tE f+,-,>} col« {t,2,3J 

Die Existenz dieses stochastischen Prozesses wurde zuerst von 
de Alfaro, Fubini, .Furlan und Veneziano (10) gezeigt. Man be­

achte, daB nicht nur die quadratische Form der bosonischen 
Wirkung (3.64) den richtigen Ansatz liefert, sondern auch die 
tibereinstimmung der Jacobi-Determinante der Transformation 
A ....... F mit dem Produkt aus Fermion- und (trivialer) 
Fadeev-Popov-Determinante offenkundig ist: 

(3.76) (
-a o o ) Det 0~ -bA ~-
-b_ D+ -oc 

Dd: (-;!,_) . Dct ( -~: ~iL) 

Dieses Argument ist rein formaler Natur, da die betrachteten 
Operatoren nicht hermitesch sind und somit die Regularisierung 
der Determinanten fragwlirdig erscheint. Die Autoren von (10) 
haben vorgeschlagen, dieses Problem durch Ubergang zu einer 

r-TOiese· Analogie ist besonders 
nal reduzierten Version, der 
Lichtkegeleichung. 

transparent in der dimensio­
N=2 d-2 Yang-Mills-Theorie in 
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0(2,2)-invarianten Metrik zu umgehen. 

Die stochastische Gleichung (3.75) l§Bt sich auch aus den 

Fixpunkt-Eigenschaften von T~ (g) ableiten. Eine kurze Rech­

nung (12) flihrt mit (3.69),(3.66) und (3.71) auf 

(3.77) R' F, [A] 0 L ~ t 1" ,-, 1} 
) 

was (3.75) impliziert. Wie im N=2 d=2 Wess-Zumino~Modell sind 

diese Resultate perturbativer Natur, da wir zu ihrer Ableitung 

die Wirkung in topologisch ·nichttrivialen Sektoren abandern 

muBten. 

Der zeitlich umgekehrte stochastiscbe Prozea korrespon­

diert zur Benutzung der "anti-selbstdualen" Feldstarken F•* 

und wird durch 

(3.78) 'l; f~ [A] 

generiert. Entscheidend ist, daB jeweils nur drei der sechs 

unabh§ngigen Linearkombinationen der elektrischen und magneti­

schen Feldstarken Fixpunkte von T-1 bilden. 

Gleichung (3.75) l§Bt sich natilrlich auch in anderen 

Eichungen formulieren. Sie bescbreibt dann allerdings keinen 

der gesamten Theorie zugrundeliegenden stochastischen ProzeB 

mehr, und die Rtick£Unrung au£ eine lineare Nicolai-Abbildung 

ist wegen der Komplexitat der Eichbedingung im Konfigurations­

raum nicht mehr mBglich. Vielmehr zeigen die Resultate in 

einer allgemeinen Eichung, daB T(g) ausschlieBlich in Licht­

kegeleichungen polynomial ist. Auf den Nutzen der selbst­

dualen Feldstarken im Kontext beliebiger Eichungen werden wir 

4. Kapi tel 

STOCIIASTISCHE VARIABLEN 

Nachdem w~r die Nicolai-Abbildung konstruiert haben, sind wir 

in der Lage, eine Methode zur Bestimmung stochastischer Sek­

toren supersymmetrischer Theorien zu etablieren. Der stocha­

stische Sektor wird aufgespannt von rein bosonischen Funk-

tionalen K, deren Vakuumerwartungswerte (. K) nicht von den 

Parametern A. der Theorie abhiingen, also Invarianten des 

A -Flusses sind, 

_}. <K.) - < R.i'-X) - 0 
( 4.1) ~).. J 

und damit in der freien Theorie A.=O berechnet werden kBnnen: 

( 4. 2) < K ) C>-) = < K t ..•• ). 
Ein solches Funktional bezeichnen wir als stochastisch. wenn 

der entsprechende Operator die Quantenzahlen des Vakuums 

tragt. Dadurch sind die F§lle trivial verschwindender Erwar­

tungswerte ausgeschlossen. Eine hinreichende Bedingung fUr 

(4.1) ist offensichtlich die Annihilation durch den Generator 

RA der Parameterverschiebung 

(4. 3) RA K = 0 

im nMchsten Kapitel noch zu sprechen kommen. Diese wird beispielsweise erfUllt durch die boeonische Wirkung 

(vgl.(2.39)) oder die Nicolai-Transformierten beliebiger Funk-

tionale X: 
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( 4. 4) TA-r ( T.,_ X ) = X L k'-> Rx (T;\. X) = o . 
Die Menge dieser Funktionale schOpft jedoch den stochastischen 

Sektor nicht aus, wie wir noch sehen werden. 

Von besonderem Interesse sind lokale stochastische Vari­

able, das heiSt Funktionale 

( 4. 5) K ['f;lC] ... k ( 'f 6<) J )( ) 

In den durch stochastische Prozesse erzeugten Theorien lagen 

tiber die stochastische Gleichung 

(4.6) ~(X) k l'J'oc>,x) 

bereits derartige stochastische Variablen vor. Ihre Greens­

funktionen stellen Korrelationen von sogenanntem weiaen Rau­

schen dar: 

(4.7) <.IT It (x,l > ,., 
2~ ~ 

= L J"(x;-x .. l ( Jf '1_Lx,)) 
• L 1•1 
J>""'' ·~- ... 

~~JJ"' 

Diese Relationen werden in (10) als stochastische Identitaten 

bezeichnet. weiterhin fanden wir in der Eichfixierungs­

funktion G(A) eine lokale stochastische Variable der 

Yang-Mills-Theorie vor, eine Beobachtung, die auf unsere Be­

handlung der Eichfreiheit zurUckgeht. 

Um Aussagen Uber physikalische Observablen zu gewinnen, 

widmen wir den Rest des Kapitels der systematischen Suche nach 

eichinvarianten stochastischen Variablen der N=l dc4 

Yang-Mills-Theorie. Dazu werten wir zunachst die hinreichende 

Bedingung (4.3) fUr eichinvariante Funktionale K[A} aus: 
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(4.8) R.~.K = (:'\ + ~1- trfrw,..·~·f""r'F J.-.,-+- ;1- t~~ifii'r~~Of'I'}.:JK-0. 
Da die stochastischen Funktionale einen linearen Raum bilden, 

gentigt es, in g homogene Funktionale vom Grad p zu betrachten, 

( 4. 9) 

aK 
.'} = LK 

} 

Dies ftihrt zu einer homogenen Funktionaldifferentialgleichung, 

die ein Iterationsschema zulaBt: 

,.... · f ~K'"' f · ~ oK"'' ( 
(4.10) K "' ; t.- "! iA if '!'",..!f.. + ~ t .. ~ fA"'l' 1-r ifl""~ 

p ' ~ f f ~ 

Hier entsteht abermals eine Baumgraphenentwicklung, diesma1 

jedoch direkt fUr die Nicolai-Transformierte eines eichinva­

rianten K 

( 4.11) k [~A] = Li""' 
-~-

k'"'[,_A] = TC3-) kc•>[,_A] 

wie leicht nachzuprlifen ist. 

In diesem Zusammenhang kommen wir zu einer wichtigen 

bachtung: 

.... 
""F ' t f 1 

- ( ;,.-. F <> r . i "" 6f lA, "'~'t.L'l' w :>:r 

(4.12) 

"jfJM FJ.- . · r r- r-~ i:, ~,~A "!' 1' 
r L:...J 

~A"I: FA, 

= _,,..F 
r· 

= - ~,... F i. 

Beo-

J 

ohne daB eine entsprechende Relation fUr die gemischten Pro­

dukte gilt. Bei Beschr~nkung au£ Konfigurationen verschwin­

dender topologischer Ladung sehen wir deshalb, daB nur fUr 
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W=O oder W:::Jf mit p=-1 sofort ein stationarer Punkt der 
Iteration (4.10) eingefangen wird: 

k ~ (x) = l rsrv P F C.Xl [w~oJ 
" ,. "' r 

(4.13) 

K ;,. C"l = l. ffr .< . F C.X> 
~ ,.. ' r [<-> = "'i] 

also 

R. (u~o) K .. ~ (l<) - 0 .. ~ 
(4.14) R · tw~ lf) K;,. · (xl 0 -... p 

In K~~ und K~. verbergen sich gerade die selbstdualen bezie­
hungsweise anti-selbstdualen Feldstarken 

Mr. := - t'f" ()r ~'>- Fr). -= !J.· + i 17· 
(4.15) 

M*" '"' - t"f" \f 6' 1:~. F.>- = F.: - < F: r• r r r• ,r• 

welche in der Lichtkegeleichung mit den in (10) gefundenen 
stochastischen Variablen identisch sind (vgl.(3.75)). 

Da tMP"' und j:M~ eichkovariante Gr5Ben sind, haben wir 
aus ihnen eichinvariante Ausdrilcke zu bilden. Dabei sind wir 

nach Wahl von w aber jeweils auf iMr oder fM;.. bescbr§nkt, 
so daB sich alle eichinvarianten Funktionale 

(4.16) K [ iMr1 j K [tM;.] 
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als stochastisch erweisen. Hinzu kommen dann auch beliebige 
- -Linearkombinationen von von K und K, insbesondere die in ~ 

geraden und ungeraden Anteile der Zerlegung von K in Produkte 

gew0hn1icher Feldstarken F~ und ~ : 

( 4.17) 

..£.. 
d'} 

k K e.ve.v. + 

< K~·~") = 

K • .~..l 

) 

dt <K.u) = 0 

Hier haben wir Beispiele stochastiscber Funktionale vor uns, 
die durch kein R(w) annihiliert werden. Der einfachste Fall 
dieser Art ist durch die bosonische invariante Laqrangedichte 

(4.18) 

I - F fr• tt,_~ r· (><\ ( 
I MV) = --.:M M: B,_ '"/"" eve."" 

gegeben, da mit ~=0 gilt (siehe {3.37)) 

( 4.19) 

R (;~ ~.fr•) = IZ ( z' ... !"' r• M""" ) 
,.. C,\1~ 

=- R {~·M,....rt·).u 

= R (- ~L lj..fr") 

= R (~~ ~ H") 
= 1.; ,. ( R }.1-\r) 
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also 

( 4. 20) 

a 
0} < ..!.. F F"'•G<J'\. ,_. r "/ "' 0 

fUr einen homogenen und isotropen Grundzustand~ Weil 
f (M...-M.-)o.U. demnach lediglicb ein (topologisch signifikan­

ter) Oberflacbenterm ist. haben wir sogar 

(4.21) R (}f~F--).,. R ({~{MrK") = o 
Dies vervollstandigt den Beweis, daB T{g} aus (3.36) tatsach­
licb die Nicolai-Abbildung der Yang-Mills-Theorie ist. 
Weitere stocbastische Variablen sind gerade und ungerade An­
teile hOherer Potenzen von M~ mit beliebiger Kontraktion der 
Lorentz- und Farbindizes, solange sie eichinvariant bleiben. 
Ihre Zerlegung in F~ und ~ zeigt, daB sie spezielle Linear­
kombinationen aller eichinvarianten Produkte einer festen 
Anzahl von Feldstarken sind, zum Beispiel 

fff 

<4.22) 6FFFF + 3(fFl ... -2 F\=FF 

FFFF 

~ 

FF F 

(FF!'"- (FFJ'" 

(fp)(FF) 

Andere Linearkombinationen entstehen aus der Aufspaltung 
gemischter Produkte von M)"v und M,!, weshalb sie im allge­
meinen nicht stochastisch sein kOnnen. Wiederum ein Beispiel: 
der Energie-Impuls-Tensor des Eichfeldes 

(4.23) e r = l. M ll- M "f :r 1. ~"'r~"' = f,.. f vy _.. ~ d. f F F).~ 
r -"• 

ist genausowenig stochastisch wie die bosonische Energiedichte 
des Nz2 d•2 Wess-Zumino-Modells. 
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Selbstverstandlich bleiben beliebige Korrelationen 

(4.24) < K, <x,) K,· c.x,J ... K, tx~> ) 
I .,_ M 

stochastischer Variablen g-unabhangig. Demgegenliber besitzen 
die eichkovarianten Greensfunktionen der selbstdualen Feld­
starken M~ eine g-Abhangigkeit, die jedoch in einer Eichrota­
tion enthalten ist: 

d <I I > oo. -.. M "<x,> ... -; M tx.! ([" (" /""r I ~ rll'l V" 

(4.25) 

= - i <(it ± f'\ .v. 6<;)) t\ "(x,.) x CO<,.J fc(y) (tG) tv> 
'· • I ~ ')", ' J'>.. J.. L..-!.J • 
'"'"'' n;; i..\c 

In Lichtkegeleichungen verschwindet diese Eichtransformation, 
und die Greensfunktionen gentigen stochastischen Identitaten 
(10). da dort Mrv im strengen Sinne (4.3) eine stochastische 
Variable ist. In allgemeinen Eichungen finden wir dagegen 
offenbar nur einen eichinvarianten stochastischen Gehalt. 

Nicht alle eichinvarianten Funktiona1e kOnnen aus F~ auf­
gebaut werden. Ftir den Wilson-Loop beispielsweise beobachten 
wir eine g-Abhangigkeit des Vakuumerwartungswertes: 

d ·~¥ ·<f.dz'/(" (426)~t..-<Pe G >=<t,-(,~;az."R· A(2)re.'~'") • 3-- 'rc .... r . J 

die Spur bezieht sich auf den Farbraum, P bedeutet Pfadordnung 
entlang der Schleife C und z in Cz gibt den Crt der Farbkon­
traktion an. 
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[' 

s. Kapi tel 

ZUSAMMENFASSUNG UND OFFENE PROBLEME 

Ausgehend vom Verschwinden der Vakuumsenergie (6) in global 
supersymmetrischen Feldtheorien gaben wir erstmalig ein voll­
standiges konstruktives Verfahren zur Erstellung der (pertur­
bativen) Nicolai-Abbildung (5) in skalaren und Eichtheorien 
an. Die Nicolai-Transformation resultierte aus der Integra­
tion eines Parameterflusses mit dem Anfangswert der freien 
Theorie. Der Generator dieses Flusses wurde aus der Wirkung 
des betrachteten Modells konstruiert. Er erlaubteine einfache 
Interpretation ala gemittelte Super- und Eichtransformation 
und zeigt die Art der Abhdngigkeit der Nicolai-Abbildung von 

der Wahl der Eichung. 

Nicolai-transformierte Funktionale besitzen eine transpa­
rente graphische Entwicklung in fermionischen Baumdiagrammen. 
Aus dieser gewannen wir eine neuartige StOrungstheorie, in der 
keine Fermion- oder Geistschleifen auftreten. Das durch Su­
persymmetrie verbesserte Ultraviolett-Verhalten ist bereits in 

den Graphen eingebaut. 

Die stochastischen Eigenschaften des N=2 d=2 
Wess-Zumino-Mod.ells und der N=l d=4 Yang-Mills-Theorie in 
Lichtkegeleichung erwiesen sich ala Spezialfall eines allge­
meinen Zusammenhangs zwischen stocbastischen Variablen und 
Fixpunkten der Nicolai-Transformation. Diese FixpunKte wurden 
konstruiert, um eine Klasse eichinvarianter stochastiscber Va­

riablen in der N=l d=4 Yang-Mills-Theorie abzuleiten. 

Verschiedene interessante Fragen bleiben offen: FUr den 
Pall skalarer Theorien wurde die Vertraglichkeit der Parame­
terfluB-Gleichung mit dem Renormierungsprogramm gezeigt; dies 
muB fUr Eichtheorien noch untersucht werden. Die Baumgraphen­
entwicklung verspricht, einen endlichen Konvergenzradius zu 
besitzen, was Aufscbltisse Uber den nichtperturbativen Bereich 
erga~e. Ebenfalls nicht diskutiert wurde die physikalische 
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Interpretation der stochastischen Sektoren supersymmetrischer 

Theorien. 

SchlieBlich lassen sich verschiedene Erweiterungen des 

nichtl ineare 6" -Mod.elle ( 20), vorgestellten Konzepts denken: 

Theorien mit gebrochener oder mit erweiterter Supersymmetrie. 

Der letzte Aspekt erscheint besonders verlockend im Hinblick 

auf die Endlichkeit der N=4 d=4 Yang-Mills-Theorie (9). 

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. K. Dietz ftlr die The­
menstellung der Dissertation und seine wertvolle UnterstUtzung 
und Kritik wdhrend ihrer Entstehungszeit. Ich habe von zahl­

reichen Diskussionen mit ihm profitiert. 

Bei Prof. Dr. R. Flume mOchte ich mich herzlich fUr die 
Zusammenarbeit und wichtige Anregungen in der Anfangsphase der 
Dissertation bedanken. 

Weiterhin danke ich P. Christe, S. Fubini, W. Nahm, H. Ni­
colai und D. Pottinger fUr wichtige Binweise und anregende 
Diskussionen. 
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ABBILDUNGEN 

Abb. 1 

Abb.2 

Abb.3 

Abb.4 

Abb.5 

Abb.6 

Abb.7 

Abb.8 

Abb.9 

Die Entwicklung des Fermion-Propagators T-1 um die 

freie Theorie ·fUr das N=1 d=4 Wess-Zumino-Modell. 

Wirkungen von RA auf einen typischen Abschnitt von 

~ ftir das N=1 d=4 Wess-Zumino~Modell. 
Spin-Spuren sind entlang der Xste zu erstrecken und 
enden, wo eine Fermion-Linie in einen Kreis mUndet. 

Ftir Feynman-Regeln siehe auch Abb.1. 

Die flihrenden Terme der ~umgraphenentwicklung ~X 
fUr das N=1 d=4 Wess-Zumino-Modell. Ftir graphische 
Regeln siehe Abb.1,2. 

Fiihrende Beitrage zur StOrungsreihe fiir (c(tY.Hf(r>) im 

N=1 d=4 Wess-Zumino-Modell. 

-1 
Feynman-Regeln fUr die Baumgraphenentwicklung lr~ o/ 
des N=1 d=4 Wess-Zumino-Modells. Spin-Spuren sind ge­
maS Abb. 2 z u nehmen. 

Graphische Oarstellung der Nicolai-Abbildung des N=l 

d=4 Wess-Zumino-Modells bis O(g3}. 

Typisches Diagramm aus der Baumgraphenentwicklung 

der N=1 d=4 Yang-Mills-Theorie. Flir Feynman-Regeln 
siehe Abb.8,9. 

_, 
Feynman-Regeln fUr fermionische Baume aus T;~v (g). 

Spin-Spuren verlaufen gemae Abb.2. 

_, 
Feynman-Regeln fUr fermionische Baume aus T (g). 

Spin-spuren verlaufen gemae Abb.2. 
Eine lineare Eichung ist gewahlt. 
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Abbildung 5 
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Abbildung 6 
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