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INTRODUCTION

Dans 1'étude des topos - en particulier - interviennent constamment
des raisonnements relatifs aux catégories internes a une catégorie donnée.
On se propose de développer une technique permettant dans de nombreux théorémes
importants de la théorie des catégories de remplacer Ens par une catégorie
plus générale B 2 limites projectives finies. Cette technique repose sur

toute caté-

l'utilisation des fibrations de base B. On remarque d'abord qu'
gorie € est associée une fibration Ens(€) ~+ Ens (ot un objet de Ens(C

au-dessus de 1 est une famille indexée par I d'objets de €). Remplagant

Ens par B, on peut associer 3 toute catégorie interne 2 B une fibra-
tion C : B(C) » B. Une telle fibration sera dite petite. A la catégorie B
elle-méme, on fait correspondre la fibration But : F£ B » B (notée B).

Le rGle des catégories est alors joué dans ce contexte par les fibrations

sur B (§ 2).

Une classe importante de fibrations est formée des fibrations

localement petites (§ 3).

Les foncteurs entre catégories 'ordinaires" sont remplacés par les

foncteurs cartésiens sur B.

En particulier, a tout foncteur interne entre C, C' e [Cat 8],

a tout préfaisceau interne (de C € |cat B|, dans B) correspondent des
foncteurs cartésiens entre les fibrations correspondantes. Le probléme de la
composition d'un préfaisceau et d'un foncteur interne ou d'un préfaisceau et

d'un foncteur, se raméne alors i la composition des foncteurs cartésiens.

On donne un sens 2 la notion de fibration a B-limites ainsi qu

celle de commutation aux B-limites (§ 4).
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On peut alors, dans ce contexte, &tablir quelques théorémes impor-
tants tels que le théoréme du foncteur adjoint, de représentabilité (§ 7) ou
le théormede Kan (C étant une catégorie de préfaisceaux, tout foncteur =
commutant aux limites inductives, de € dans D i limites inductives et loca-
lement petite, est déterminé par sa restriction 3 C ; de plus 2 a un
adjoint a droite) (§ 6).

Un chapitre préliminaire (§ 1), en exposant un cas particulier,
justifie le recours aux catégories fibrées. On prend systématiquement les
hypothéses minimales sur B, qui, le plus souvent, doit simplement avoir des
limites projectives finies (y compris un objet final 1). Pour certains théo-
rémes, B doit de plus posséder des 1 (adjoints a droite des foncteurs

£ .
images inverses). Tout topos &lémentaire a évidemment ces propriétés mais,

bien sir, les hypothéses satisfaites par un topos sont beaucoups trop fortes.

L'idée d'utiliser les fibrations pour étudier les catégories

internes 3 un topos (et plus généralement & une catégorie i lim finies)

est de J. BENABOU. Certains résultats (signalés comme tels dans le texte)
sont également de lui. Il me faut d'ailleurs le remercier non seulement pour
son aide au cours de l'élaboration de ce travail, mais surtout pour la patience,
la générosité et 1'amitié qu'il manifestc a 1'égard de ses éléves.

Je désire enfin remercier Mesdames Bérat et Lengaigne pour le soin

qu'elles ont mis 3 composer ce texte 2 partir d'un bien mauvais manuscrit.



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

Soit F : Ens - Ens un foncteur. Pour tout ensemble 1, on
peut lui associer un foncteur Foot Ens/I + Ens/I (donné par :

UCHRIT R el

Par ailleurs, le foncteur
But : F{(Ens) - Ens
est fibrant, car €ns a des lim finies.

La famille, pour I € |Ens|, des foncteurs F; précédents définic

un foncteur cartésien de cette fibration dans elle-méme.

Désirant remplacer Ens par une catégorie plus générale a lim

finies, on est amené & introduire la fibration :

But : F£B + B (notée dans toute la suite B)

et les foncteurs cartésiens de B dans B.

I.1.- Rappel - Déginition.

Etant donné deux fibrations C : /£ +8 et C' : E' -8, on appelle

foncteur cartésien de C dans C' (ou de E dans E' au-dessus de B) un

foncteur F

+E' tel que C'F =C et tel que 1'image par F d'un mor-

phisme cartésien de E soit cartésien dans E'.
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Netation.- Pour tout I € |B|, on note FI la restriction de F

3 la fibre au-dessus de I. On notera parfois F, au lieu de F, sa restric-

tion 4 la fibre au-dessus de | (objet final de ).

Remarque 1.1.1.- Etant donné un topos élémentaire B8, la plupart
des foncteurs obtenus 3 partir des conmstructions usuelles dans les topos

s'étendent a des foncteurs cartésiens entre des fibrations sur B.
Exemple, = L" entiation (X,Y) - Y% défini bif
xemple.- L'exponenti (X,Y) définit un bifoncteur
of
8% x 8 — B.

Mais, pour tout I, B/I est un topos.
*
Pour f : J+1, f :B/I - B/J est un foncteur logique, qui
commute aux e¢xponentielles, soit :
*

Yeelpz|Vne 1] *mf® = 0b.

On introduit alors les fibrations :

B: F£8 — B
et P:F{BxFZB8 — 8
8
FlLexFLB > FL B
B
Q psf. ‘B
| |
' !
T8 * B




(ot P = B Q et ol B est une fibration telle que, pour tout I, la fibre

au-dessus de I est (B/l)cp, (voir 2.8.1.).

La famille des bifoncteurs "exponentiation" dans chaque fibre

8/1)°P » (B/1) définit alors un foncteur cartésien :

Jemangue 1.1.2.- B est une catégorie 3 limites projectives finies.

Soit F un foncteur cartésien de B dans &

Fe \uanB(u,B)

pour tout T e !B (t
) .
B(T,FX) = IB/T(IT,FT(L X))

Remargue 1.1.3.- si, pour tout I, B/I est cartésienne fermée

S 3 ) o N . B
(ce q équivaut 3 l'existence d'adjoints & droite pour les foncteurs f
de changement de bases, donc est vrai si 8 est un topos élémentaire), B/I

est une catégorie relative a B/I. soit ¢ € \Canﬂ(n,an.

4t 8/1 - 8/1 est un foncteur fort

(voir la démonstration d'une propriété plus générale en 3.4.a).

1.2.-Proposition.
. - = = [ s s
Soit C e (Cat B| . On note (proviscirement) #= la catégorie

des préfaisceaux internes de dans 8.

Si F e ‘Cart‘B(E,B) , F s'étend 3 un foncteur

Preuve : Un objet de 8% est un couple (p ,TI),
= * s - S e
avec p_ € et = dopu leo(-] e F& "'/(‘I)' vérifiant les




=

conditions de descente habituelles

J
WI 5 > "o
l ° ‘
ap | '
cpo | ‘ PD
1 |
d4 .
C] _— ¢
__—d = o
o

) est cartésienne au-dessus de do et i est la fléche au-dessus de
o

correspondant a A

FQ est défini sur les objets par :
Fp 3 = (Fg (p ) F ()
o'l c o’ C I
o 1
On a en effet

Fo (p)) € lE/Col
o

F. (X) : F_ (d" F (4]
'1( LA c]( oPo? I'cl(d]”o)'

Foé ési F.od" = d"F Fod) = dlF. )
et, étant cartésien, ( c. 95 = 4F¢ et cdp =4 F¢
1 [} I o
Fo () @ a5, (p) — d*F_ ¢
c, M o'c Py 1Fe )
1 o o

Sen i {of s 3
La définition de F= sur les morphismes est claire, et le fait

que F-= est un foncteur se vérifie trivialement. On a ainsi défini un

foncteur "composition par F" de e dans 8.



1.3.- Scmmes {nteanes.

On sait que pour toute catégorie B a lim finies et pour toute
! - - % © o =

e |Fe 8|, f£ a un adjoint & gauche Lf (la composition par f).

.
si i:I1I-1, i :B-B/1 est le foncteur, qui pour $ = Ens

associe 2 tout objet X, une famille indexée par 1 dont tous les termes

sont égaux a X. L'adjoint a gauche Z associe donc a toute famille indexée
i
par I 1la somme (coproduit) de ses termes.

Dans le cas plus général de la catégorie B, les foncteurs :[

définissent la notion de "somme interne a B'".

1.4.- Déginition.-
On dit qu'un foncteur cartésien F : B - B commute aux 'sommes

internes" ssi

a) pour tout f € |FL B] f:J+1I, la fleche canonique
2(.FJ = FI'Zf est un isomorphisme
E
8/J — B/J
e i ' Le
FI ¥
B/1 B/1
| b) ¢ étant la fléche de coadjonction Zf.f' -~ 1d
F, = g=% 5
s I FI
Kcmaiguc.~ Pour B =Ens et I =1, la deuxiéme condition exprime

que les images par F des inductions




O ](X.=X)

sont les inductions :

1.5.- Théoreme.
Soit F : B - B un foncteur cartésien. Pour qu'il commute aux
"sommes internes' il faut et il suffit qu'il existe A ¢ |8]

tel que F = A x ().

Preuve :

On note A x(-) le foncteur cartésien défini de la fagon suivante :

MIels] (G:1-1) LAx()]I:i’,\i();rf./l - B/I.

4 * T s s
La commutation aux f et aux Ly est triviale.

La commutation aux € se montre en 'recollant' deux produits

fibrés.

Inversement :

Soit F : B -+ B un foncteur cartésien commutant aux 'sommes
internes".

Pour tout £ e |B/I|

a) on calcule FI(L)

X
\ ]
£
i
L

ona § = i

M
B
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F(g) = Fl(g I = JE

e

Mais lx =x |, F étant cartésien :

o

-
=1 F(1) = % (produit

= (F(1) =
b) On note iy la fléche finale : £ -
triangle commutatif
X = 1
I

et on calcule FI(EL).

E est aussi la fléche de coadjonction
1

notée €

La condition 1.4.b montre que

Eo(e. )= & =E .
i F(1)

XX

F o) = Zx'r(l) B ga'i'F(l)
5 L3

dans B/1I)

II' représentée par

Cette derniére fléche n'est autre que la fléche de

* TR
i F(1) ; bp ¢ X F(1)

I x F(1)

8/1



£
|
z

s

déterminée par le diagramme ci-dessous :

X« By —=ED oy rqy

2 F() PIALEIE) iF(1)
+
X 1

c) Soit maintenant £ : K = 1 une fléche de 8, on a,

les notations suivantes

f=Jf (1:I~-1)
i

F(f) = F(Z £g) = }:Fl(f[) = (d'aprés b) F(I) x f.
— i i P —

Il est clair que pour f ¢ F£ (B/I), on a encore

F (f) = (F(1) x 0,

avec
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CHAPITRE 1I

GENERALTTES SUR LES FIBRATIONS.

II.1

Soit & wune catégorie. On peut lui associer une fibration sur

Ens :

ol un objet de Ens(C) est une famille (.\li)

par un ensemble I, et une fléche de Ens(

Ens(C) ——- &ns

iel

est un couple formé de

w:l=J (ue FEins) et (\['i

La fibration est définie par :

(Xi) e A I

(u, (§.),

VS
1Yier?) "

La fibre au-dessus de 1 est

B

ch\EnS(I,C) .

est dans toute la suite une catégorie

(a, en particulier, un objet final note I).

d'objets de ¢ indexée

a

(X)) = (Yj)ij

= Vi . eFe
Yu(i))icl’ ( e

limites projectives finies

Z.1.- Défindtien.- Soit C e [Cat B|. On note C : B(C) - B la

fibration définie de la maniére suivante : pour 1 e 'B| la fibre au-dessus

°
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de I (notée C(I)) est donnée par
C(1) = Homy (1,0).

C(1) est une petite catégorie car HomB(I,—) : 8 ~ Ens @tant exact a gauche
se prolonge en un facteur de Cat B dans Cat Ens. Un objet de C(Il) est

donc une fléche

Etant donné x : 1 - Cc (x € C(1)) et y: J~ Cu (v € C(J)) un
morphisme de B(C) de =x dans y est un couple (u,¥)

(u:1l-=]j, 0:zr-c]) tel que :

Les projections x > I et (u,J) "= u définissent bien

une fibration.

Netation.- Dans toute la suite la fibration associée i une catégorie
dans @, est désignée par la méme lettre, non soulignée

ex : Ce [cat B, € : B(C) =B (Ce [Fibs|).

2.2.- Lenme de Yoneda.- (Bénabou).
Soit I e [B|. Le foncteur source B/I -~ B est fibrant. (C'est la

fibration notée Yyt B/1 = B(I) -~ B associée & 1 considéré comme catégorie



discréte dans ).

Si E : E~3B est une fibration, alors il existe une équivalence

de catégories entre @ Car:ﬁ(\'l.}.) et E(I) (fibre au-dessus de 1).

Preuve : L'équivalence est définie par

a) Soit f e [Carty (¥, E)|

B/1

On lui associe fI(]I) € (E(1),.

b) Soit Xe [E(I)

. DOn définit un foncteur cartésien f par sa

fibre au-dessus de J.

3
g . - \
3 Soit wu : J ~1 fJ(u)=uXc‘E(J)|.
] (On doit ici choisir une image inverse de X par u).
g
2 R .
3 La définition de f sur les morphismes de B/I et la véri
3
¥ Yodi i ;
qu'on' a bien défini ainsi 1'équivalence cherchée sont triviales.
4
;g Corcllaire.- Si E : E + B est fibrée, elle est B-équivalente i une
El
3 catégorie fibrée scindée.

Preuve : On introduit la fibration E' : E' = B définie par

E'(I) = CartB(IB/YI,E), Elle est scindée.

Le lemme précédent permet de conclure.

3.- A la catégorie B elle-méme, on peut associer la fibration

dont la fibre au-dessus de 1 représente, dans le cas ou B = &ns, la caté-

gorie des familles d'objets de # indes

s par I, soit B/I1.
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La fibration cherchée est donc :

B:TFL8 — ® (1.1.)

7.4.- Se donner un foncteur F entre deux catégories C et C'
revient 3 se donner un foncteur cartésien, encore noté F, de Ens(C)
dans &ns(C') au-dessus de ¥ns.

La restriction a la fibre au-dessus de I est donnée par

Pl = Py -

Si on remplace Ens par @, 1'homologue d'un foncteur sera un

foncteur cartésien au-dessus de 8 entre deux fibrations de base ©.

Propriits (nappel) ([6] 1.5.).
Etant donné un foncteur cartésien u : F - G au-dessus de B,
les conditions suivantes sont équivalentes
1) u est fidéle (resp. plein et fidele), (resp. une équivalence)
2) pour toute fibration X =+ 8, le foncteur
t:ar(u(x.u) J CartB(,\,F) = Carr.ﬂ()\.c) est fidéle (resp. plein et fidéle),
(resp. une équivalence).
3) pour tout 1 € |B], 1a restriction up o aux fibres au-dessus
de 1 est fidéle (resp. plein et fidéle), (resp. une équivalence).
On parlera ainsi de B-équivalence entre fibrations, de foncteur B-plein

et fidéle etc...
Terminefogie.— On dit qu'une fibration
C:B(C) — B

est petite. Une fibration B-équivalente a une fibration petite est essentiel-

lement petite.
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2.5.- Soit C e |Cat B|] et E : £ ~38

une fibration qui, dans le

contexte considéré '"représente' une 'catégorie'.
B

On veut définir un "foncteur" & de C dans E.

2.5.1.- & g,

on associe la fibration C : B(C) - B, un "foncreur"

cherché est alors un foncteur cartésien de C dans E.

2.5.2.- On définit alors la catégorie suivante

- Les objets sont les couples

s Y = a e —
,uf\x»:(cO)J et A, :d & — |

tels que les diagrammes

*
d §
oo

* *

oo

b

Diagramme (%) sa commutativité donne 1, =

(¥) et (#+) soient commutatifs.

*

é
[
\
1

&y
A

o
¢_ est la fléche cartésienne
€
8 S *
o edd +ds§ au-dessus de e
oo oo
d <
1 c €, unite est
= o
d

s telle que d & =




i
3

. A

-

Diagramme (#*) sa commutativité donne 1‘
"
d’s
A o o
-] A
L \
> . > 3
pd 6 =pdé o
oo o oo

. * = +
soit pokt ) :pd

| A an > deI au dessus

A * & k3

-4 d =d 8 3 § — i
diiow (¢ 1Po opl) M Padn o do'o

- Les morphismes sont définis par :

T P £
£ 4 (ao.al) (3

est un couple (£ ,f)

les deux carrés ci-aprés :

Un € F{ I'(Lo), fl

€ FLEC)

est la fléche cartésienne
* ..
wdé +»d3 au-dessus de .
oo oo
W est une fléche au-dessus d¢

Py définie ci-dessous.

(u, fléche de composition est

et

d
L T

2

au-dessus de Py

rendant commutatifs
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B
i
3

W Dbt g

fl {fo
L v
d § 5
o °
Cl Cc

Remarque : Dans le cas ot E =B : F{B - B la catégorie de 2.5.2

est la catégorie de préfaisceaux internes (covariants) de C dans B (1.2.).

2.5.3.- Proposdtion.- La catégorie définie en 2.5.2. est équivalente

a Car:‘B(C,L‘).

Preuve : On remarque que la donnée d'un foncteur ¢ d'une petite

catégorie [ dans une catégorie X revient 3 la donnée d'un foncteur

brr +X (FD ensemble des objets de I, considéré comme catégorie dis-—
créte), et d'une transformation naturelle i : J dD - Jd (o0

‘NI :—‘» l’o et rl est considéré comme une catégorie discréte, do, dl
des fong[eurs), vérifiant une condition de compatibilité pour la composition
des fléches.

En effet :

a) Soit ¢ : [ + X.

11 existe un foncteur wu : =T défini par le diagramme commutatif
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oti i est l'application "identité".

On pose alors § = ¢u : T ~X.

On définit A : u/'do — ¢, de la fagon suivante :

pour tout f : X - Y

My T $(f) + v dc(f) = X — @d](f) = Y.
b) Inversement.
Soient ff : T -+ X et A:dd - Ud.

o o 1

On définit ¢ : [ =~ X sur les objets par ¢X = ¥X et sur

les fléches par ¢(f) = ;\(f)_

Se donner un foncteur cartésien ¢ de B(C) dans E au-dessus
de 8, revient, pour tout I & |B| 2 se donner un foncteur op de
Hcms(l,g) dans E(I), vérifiant la propriété usuelle de comservation des

morphismes cartésiens.

Ceci est équivalent a la donnée de
v, e HO“‘:B“‘CO) - E(I)
et de At u]I.HcmB(I.do) - ‘|I.HomB(I,dl)
soit finalement 3 la donnée de
e |careg(s/c_E)|

et de la MB-transformation naturelle X : -;i‘z/do - ;l.sldl.

Le lemme de Yoneda montre qu'au couple (U,%) est associé biunivo-

quement un couple (8 ) correspondant a la définition de 2.5.2.

[

Laire.- Si €, C' e |cac B|

C') (= Carey(B(C),B(C'))) = Fonet(C

(foncteurs internes).

I1 suffit d'observer qu'un foncteur interne de C dans C' cor-
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respond exactement a la définition 2.5.2. d'un "foncteur" de

dans la
fibration C' : B(C') - B.

Ce corollaire justifie le recours aux foncteurs cartésiens et les

notations adoptées.

2.6.- Foneteuns de composition.

2.6.1.- Définition.- Etant donné C, C' e [Cat B/ et y:g-c'

un foncteur interne E : E » 3 une fibration, le foncteur '"composition par

" est donné par

( )ows= Carty(¥,E) @ Cartg(C',E) - Cart, (C,E)

(o ¢ figurant dans CartB(J7,E) désigne le foncteur cartésien C - C'

associé au foncteur interne { par 2.5.4.).

2.6.2.- Constnuetion.- Soit &' (= (&

€ Car[B(C’,E)\
(2.5.2.).

On construit (&') o ! de la fagon suivante.

o
dl "o

@

s
o

J correspondent et ) commutatifs,
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On considére alors le couple

x ' o=y
W, 8.0 G)
ona: §E)e [ECc)| et :y’[d;) € FLE(C)), avec
Ca Lt _p v e e e
VG 2 diE) ——— a8 (car Yya;T = (9] ec  yjart = a0,

i

On vérifie aisément qu'on 2 ainsi construit un objet de la catégorie

définie en 2.5.2. c'est-d-dire un foncteur cartésien de C dans E

et que
ce foncteur est égal a (&') o 4.
2.6.3.- Définition.- Etant donné C € [Cat 8] et v : E -+ E'

un foncteur cartésien entre deux fibrations sur B, le foncteur "composition

ar %" est donné par :
P P

Yo ()= CartM(C.'i) S CartB(C,E) Cartm(C.E').

2.6.4.- Constauction.-
Soit &(= (6.,X)), &€ [carey(c,E) .

On construit ¥ o (&) de fagon analogue 3 (1.2.)



a*s
_ 170
b 8
s
a*s L g
o0 ] o
o
d
c, ! c,
d
o
On considéere le couple : wcc(rzo),qcl(il)).
On a : 5) e |E'(C)] et ¥. (i) e FLE(C) avec
o o e 1
» d (¥ ) i étant ési
y v ¢ — 5 : v 5
Cl( l) : CI( 'o) ¢, “r% , mais étant cartésien
4 — d%y. (5
o'c (8 1¥c (5,
o o

La vérification qu'on a ainsi défini un foncteur cartésien de C dans E'

et que ce foncteur est ¥ o (§) est triviale.

Remargue.- 11 est maintenant possible de composer par exemple des
préfaisceaux ("foncteurs'" de C dans B) et certains foncteurs de 8 dans

B (ceux qui se prolongent en des foncteurs cartésiens de B dans B).

2.7.- Exponentielle de deux fibrations.

2.7.1.- Produit de deux 4<ibrations.- Soit C : B(C) + B et

c' : B(C') » B deux fibrations petites. La fibration correspondant au pro-
duit de catégories C x C', soit : CxC' :®B(C xC') +B a pour fibre

au-dessus de I
CxC'(I) = HomB(I,S x/g') = Hum‘s(l,g) x llom,B(I.E') = C(I) = €"(D).

Cette fibration est donc obtenue par le produit fibré ci-dessous,

(dans Cat)




pe———

ST

IL12

/ws x ¢
i \
B(C) ¢ x[c B(C")
Cc el
B
Plus généralement, si E : E - B et F: F - B sont deux

fibrations, le produit de ces deux fibrations est donné par le produit fibré

dans Cat

AT | //
- Tt /E‘
B

2.7.2.- Définition (exponentiefle de deux g§ibrations), (Bénabeu,
Etant donné deux fibrations E : E » 8 et E' : E' + B on définit la
. . JE

fibration E par :

V1e |B]

i "
(1) = Cart (Y, x E,E')

(oi Y_ : B(1) + B

1 est la fibration introduite en 2.2.

et ot \!I x E est
un produit de fibrations).

On a bien (lemme de Yoneda, 2.2.)

E E .
CartB(YI,E' ) = E'"(I) = CartB(YI x B, EN
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" :
Pour f : I = J le changement de bases f est obtenu & partir du foncteur

(pour t : T+ 1I, Y_(3) = ft

* = Yy . . i — v .
£ = Cartg(E X Y ,E )] Carty (E » ¥ ,E') Carty (b x Y ,E')

Remaxrque.- Cart (E,E') est la fibre au-dessus de | de E'F.
RKemarque, B

En particulier, la catégorie définie en 2.5.2. des préfaisceaux internes

covariants de C dans L (C : B(C) » B), eéquivalente a Carr.E(C.E),

est la fibre au-dessus de | de EC.

2.7.3.- Localisation.-

2.7.3.1.- Définition.- Soit D : D - B une fibration et I ¢ |8].

On note DI la fibration sur B/1 obtenue a partir de D par le produit

fibré (dans Cat) ci-dessous

_ D
DI p.f 1\1)
B(1)=8/1 T &
I
Pour 1: T ~1I L‘ln) (fibre de DI au-dessus de 1) = D(T).
En particulier pour lI f 1 — I

DI(II) = D(I)
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Pour f : 1' + 1 dans B/I, le changement de base f' dans

DI se confond avec le changement de base £ dans D.

2.7.3.2.- Exempfe.- Si C : B(C) » B est une petite fibration

¢, est la fibration B/I("C) = /L, (i : I+ ).
Preuve :

+ v 5 5
i : B - B/I, aun adjoint & gauche Ei' est exact a gauche,

et se prolonge en un foncteur de Cat B dans Cat B/I.

) ¥ -
De 1'adjonction -4 1 on tire alors
i L1 ,

pour T: T I, G =8BT0 =B 1,0 =8B/I(,i"®) = ¢ ().
2.7.3.3.- Proposdition.- Etant donné deux fibrations E,E' sur 8
E EI
1 - 1y = g . ;
E'"°(1) = CartB/I(El.EI) E.I (ll) (exponentielle

entre fibrations sur B/I).

Preuve :

hI' étant obtenu par le produit fibré par Y se donner un foncteur

1’
F:E xB/I+E' tel que : E'.F = \'I E1 revient & se donner un foncteur
B

cartésien EI > Ei.

Les changements de bases pour la B-fibration : E « Y, se raménent

a des changements de bases pour la ®/I-fibration }—.1.
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Cette proposition permet de ramener des démonstrations sur les
fibrations aux démonstrations restreintes 3 la fibre au-dessus de |.

Remargue.- Si C : B(C) + B, C YI =Cx1I:B(Cx*1I)~>B (2.7.1.).

Si D est une B-fibration, on a donc (2.7.3.2.)

(i"o

carty(C x 1,0) = 05D = b, ap.

27 Prcpesition.- (Propriété universelle de 1'exponentielle).

Etant donné trois fibrations D, E, E', on a :

Cach(IJ,E ) = (SartB(n x E,E')

(D x E est le produit défini en 2.7.1.).

Preuve : L'équivalence se montre de fagon classique en utilisant

la proposition précédente.

Si Ke _Cartm(D,E'k),, K est la donnée pour tout 1 de
E

o R T -
(ST b(I) E'I(I) ( Ep <11) (2.7:3:3:)9,
e gt E - ey
(avec El (11) Lartm/,L(}.I,El)).

La donnée de K revient donc, pour tout I, et tout dl © D(I)
a la donnée de I\I(JI) 3 EI hI.
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P
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A K

v on associe donc :

K, ¢ (D x E)(I) = D(D)

1 x E(I)

défini par

On vérifie que les q

a bien 1'équivalence annoncée.

2.7.5. - Dé4finition.- Soient E,E'

B4 Lo

+D,D!

o€ [Cartg(DE)| et o' e [care, (£",0") [

@ oot o
a) E'" est le foncteur cartésien E'

K (dxp) = Kp(dy) (xp) (%) €

E' (1)

|E(D) | =

des fibrations sur

e'?

II.

EI“I) ).

définissent K & jCar:B(D x E,E')| et qu'on

B,

défini par

v/ 19 = e U 3 * g - Y. 35
vV I E 1 Car[B(‘Xl x ¢,E") Lar(B(YI E,E") CartiB(\I D,E).
WE . B WE P
b) ¢ est le foncteur cartésien E — D défini par
[¥) WE o ' . ' '
V 1 o'y Car[fE(YI X Eyd') Cart:.B(\‘1 x E,E') —s CartB(YI x E,D').

Remarques . -
1) Le foncteur () o  défini en 2.6.1.
]
fibre au-dessus de | de E'

2) Le foncteur ¥ o () défini en 2.6.3.

fibre au-dessus de | de V¥

3) Yo ( )=1¥
Comme en 2.7.3., on peut, & tout
pour I ¢

o | Il
[B], i'F e |Carey, (0,0)].

F e 'CartB(D,D') |

est la restriction

est la restriction

a

associer,



(i.‘F est obtenu 3 partir de F par produit fibré par YI' dans Cat).
-
On a alors : FI (restriction de F a3 D(I)) = i 1-‘l

I
o s
(restriction de 1 F a DI(II))'
Reprenant 1'argument de la preuve de 2.7.3.3., on tire
pour § : C+C' et ¥ :E—>E'

$

" s
Ef = () o> = Cartp (1 = J,E) = Carty,  (Jr.Ep) = i)
(Pour § : C-C', i*) est le foncteur ®/I-cartésien

- * *
0 E e —* ie

i assoeié (2.5.4.) aux images de C et C' par le foncteur :
i“:cat 8 — cat B/D).
E
De méme
.
Covo@xo = Carty (1xC,¥) = Carey, (i'C,i") - i ?1
2.§.- Catéqorie de prifaisceaux.
2.8.1.- Fibration duale.
g Soit D : D - ® ; il lui correspond un pseudo-foncteur
: ;8% - cac.
% On forme le pseudo-foncteur : 5 o 3D, olu § : Cat - Cat
f est le foncteur qui & toute catégorie associe sa duale. La fibration corres-—
]

- - o
pondant & § o 3D sera notée b°P.

Pour 1 ¢ |B] (1) = ()P,

$i C:B(C) - B, on vérifie que

cP : (c°P) > B.
.

2.8.2.- Soit C e |Cat B|, et C la catégorie des préfaisceaux

contravariants (internes). On a : C = Car[e(COP,B).

cPP
C est donc la fibre au-dessus de | de B s
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op )
B (D) = carey (¢ x 1,B).

Un objet y de cette catégorie est (2.5.2.) un couple

I |8/1 = cn‘, Ay € FL(B/I = € vérifiant les conditions habituelles.

soit, sous forme abrégée

|

L x g™

(o y et I xc°P e |cat 8]).
X Ixc e | |

Un tel diagramme peut encore s'écrire, en introduisant la projec-

(IS T TN

tion I x P+ ¢°P
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. =
On sait qu'il existe un foncteur ¢ : 8 -+ C exact 3 gauche

IS o o] 0} o e - -
qui @ 1€ |B| associe I xc°P = C' préfaisceau constant égal a 1I).

On voit alors que Yy est un objet de E/c’l (dans le cas ou
B = Ens, y est une famille de préfaisceaux indexée par 1).
On vérifie alors simplement que :
- ol

¢/c*1 = B° (1)  (équivalence de catagories).

% g s T 1 . .
2.8.3.- On considére la '"comma category (C,c ) et la projection

P i (C,c*) — B.

Le diagramme ci-dessous est un produit fibré dans Cat.

T,
oy
~
o

\

L]

Vo
!
c
ﬁ
|
\
:

C ayant des produits fibrés, But : FL C - C est fibrant.

~ e
P : (C,c ) —+ 8 est donc uwe fibration.

§ g

B Si f:1 > J (feFLB), le foncteur £  est déterminé sur

les objets par le produit fibré dans C ci-dessous

dxft ——m ¢
-
e'd

|

to! [

£ E p-f. |8

|

!

+ =

& T = » €3

c f
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2.8.4.- 11 résulte de 2.8.2. et 2.8.3. que la fibration associée
= c°P ~ .
a C, soit B est [B-équivalente a3 P : (C,c ) ~+ B.

¥

s

g 2.9.- Foncteur de Yoneda.

lzf Soit C : B(C) =~ B une petite fibration.

‘; On se propose de définir dans le SB-contexte le foncteur de Yoneda, Y.

% Dans le cas usuel, (¥ = &ns), il s'agit d'un foncteur C - C.

H Dans le cas général, il s'agit donc d'un foncteur cartésien de € dans
B v . ]Cach(C,BCDP) .

3 Y peut donc Etre construit de la fagon suivante (2.5.2.)

op N
od Y i T ——— e |8¢ )| (=Ere'c,  (2.8.2.),

0P -
C 5
5 c'C]) est de plus image

inverse de Yr par d_
¥, =¥y
| = A O)v

c'est-a-dire (2.8.3.) que le carré inférieur du diagramme ci-dessus est un
produit fibré dans C.
Observant qu'un objet de C peut &8tre représenté par une catégorie
~op
,

interne @ B, au-dessus de la construction de Y prend la forre




oo el

suivante

ol la face (l) représente Yo et la face (3) Y

i
Détermination de \'o (face (1)).
Soit x: I »C. Ona Y (x)e |cart (c®P,B) = c(-
So x: & 5 ¥ (x) e [Cartg(c™™, = C(-,
Pour y : | = LD Yl(x) (y) = C(y,x) est donné par
Cly,x) ————— ¢,
; f (d [d )
P ol !
l = GG
(y,x%) °
Par ailleurs Y (x) est 1'image inverse de Y par | —.
o
e(~,x%) | f Iy
o p.tl. | o
i
"
) oox -

I1I.

2]
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D'od Y :
o
) n
« > C
¢ e r G
2 Py i
|
@o.dlp]) | (dgd)
I |
d xC
X - S - N
o T, > Yo o
o

(u est la fléche di composition).

Détermination de £a 4ace (2).- Cette face représente un objer de

3 - vCir
(.ar[m(c x CO,B) = B (LD).

On fait un raisonnement analogue. Soit y : | + C
L'image inverse de la face (2) par y est C(y,-).

On en déduit la face cherchée :

~ u

“reh : G
PO

|
(d pgsPy) (d_,d))

o

C x CI ————————b  x(C

° C xd oo
o o

Rematque.- La détermination des diverses faces du diagramme nécessite

l'utilisation des fléches T = C_, pour tout T (t : T - 1.

~ " 2 g > ..
Mais une telle fléche revient i une fléche de B/T : I+ t C
donc au cas particulier envisagé plus haut.
La détermination des autres faces se ferait de la méme fagon 2

partir de fléches | - (‘,I.
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Finalement la construction cherchée est la suivante

€ g GE G “E &
o o o
| 3) /
/ ’“ Py
¢ c
1 = 1 o) kpu,dlp])

Remargue.- On considére dans la bicatégorie des distributeurs inter-

([31), le distributeur identique.

o
-0
T/
£
(%)
j§x
o
ox
o
2]

Py | Po
l 4 dg l
dl d
LS i c,
o g & q,
1
(p et P, sont les projections de C]& (‘] sur (il, ¥ la fléche de

composition).

objet de

. o 58
Ldrlﬂ\L,B

Un distributeur L€ => ( peut 8tre considéré (2.5.2.) comme un
. op "

Cc x C
ar[m(C C,B)
op

i il lui correspond (2.7.4.) un cijet e

) qui dans le cas de IC:(_I - C

est Y.
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2.10.- Catégonrdies "comma" au-dessus de 6.

2.10.1.- Définition.- Soit ¢ : E+D et ¥ : E' ~ D deux foncteurs

cartésiens au-dessus de B. On note (4,%¥) la fibration définie de la fagon

suivante :

VYie|B| (8,9() = (cl,el) (catégorie "comma')

- o 2
et si f : I = J le changement de base f est défini sur un objet

i s e Lo
(ApuAfauy t gjay + YA e (6,90 ] par

» * * *
f (AJ,A:]‘UJ) = (f AJ,f A"’,f uJ)

. n * o o
(ot les trois derniers f sont les changements de base dans E,E' et D).

En effet : fu : £ ¢ A = ¢ fA —s F'WA =y g'a
GRS S e A ARl

Les projections P : (¢,¥) »E et P' : (4,¥) - E' sont des foncteurs car—

REEETE

tésiens.

2.10.2.- Proposition.- Dans les conditions de (2.10.1.)

.), si

C e |cat B|
iC € C 2 % " p
(¢,¥) " = (¢ ,¥7) (B-équivalence entre fibrations).

Preuve : On a EC » p¢ er vC . pC.pC foncteurs

cartésiens au-dessus de B.

On montre 1'équivalence sur la fibre au-dessus de 1 puis on

utilise (2:7+3%):

wtotn sl < 0

soit v el (6, M| = |care (e, (5,0 |
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La donnée de vy équivaut a celle d'une famille de foncteurs

Yyt CW) *»(¢,¥) (D =(¢J,“:‘J) (J & |B]) commutant aux changements de bases.

On sait que ceci équivaut & la donnée d'une famille

( )

A1y e |B]

5 . : e o il
ol Ay s cW) - LJ et AJ 4 18 ¢T)! I-.J sont des foncteurs et

by ok A,JXJ - ‘;JA:' une transformation naturelle. La commutation aux changements
de bases se vérifie trivialement.

La donnée de vy équivaut donc a celle d'un triplet (i,1',u)

(o} | C
oo A e [care,(€,B)] = [ES(D], ' e [E'C)er u: sfy = G est
une transformation ®-naturelle, c'est-a-dire a la donnée d'un objet de

(.ﬂc,‘!’c)(l%

2.10.3.- Applications.
a) Seit K : D = B un B-foncteur cartésien.
On note Id : 8 =B la fibration identique et on introduit le foncteur

cartésien % : 1d » B défini par

VIe|s] (#)p ¢ T =B/ est tel que (%) (1) = |
(objet final de ®/I).
On forme la catégorie '"comma" (#,K).

Un objet de (=,K)(I) est la donnée de (&

‘e :I) avec

i |D(1)| et SR T KLEI (x e F€ B/1).
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preewe R

Pour tout C ¢ [Cat B|, on a :
('.K)C = ('L,KC) (8-équivalence) .

lin objet de (’.K)c', par exemple dans la fibre au-dessus de
est donc la donnée de
=68 & \DC(I) = |care, (C,D) |
(3]
* C. .

—a: C (1) » K(§) =Ko (2) (2.6:3.)
s C
(fleche dans B (l) = CarLH(C,B)J.

On voit, en effet, que

(-)f(l) = E'(l) (préfaisceau constant égal a 1).

b) Soit U : D' + D un B-foncteur cartésien.
On forme la catégorie "comma" (X,U) (X ¢ |p(1)].

Pour tout C e |cat B|, on a
&x,0° = (@0 U (@ - ésquivalence).
. - (o] s
Un objet de (X,U) (1) est donc la donnée de

- e pCy) - [care, (c,0") |
=y "X » U5(8")= U o (5') fleche dans DS(1).

. G
(C(X) € [D7(1)|, "foncteur" constant égal 3 X).

11.26
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CHAPITRE III

FIBRATIONS LOCALEMENT PETITES.

3.1.- Véganition.~ Etant donné une fibration E : E -8 on dit
qu'elle est localement petite si et seulement si, pour tout 1 € '8/ et tout

couple (X,¥) d'objers de E(I) il existe un objet Hom (X,¥) = 1 de

/1 vérifiant la propriété :
), | * * ¢
Tu € |B/T] 8/TCu,k) = () (u X;; w¥) (Ui JI-T

i (bijection compatible avec les changements de base).
=
B

Remarjue. -

1) Une telle définition suppose l'existence d'un choix des images

E e « s =2 & N -1 . . :
i inverses u X, u Y , c'est-d-dire d'un clivage pour la fibration
¥ 2) Si E est une fibration scindée, pour tout (X,Y) il existe

N s O o ’ Fo
un foncteur 3/I ~ Ens qui @ u associe E(J) (u X, u ¥). E est localement

petite ssi pour tout I, X, Y, le foncteur précédent est représentable.

PR

Hom, (X,Y)

i b e
-

"

3) Dans le cas usuel, B = Ens, cette définition coincide avec la

notion habituelle de catégorie localement petite :




o AR NGO, A SRR - 1R o il w-wmmw

Y au-dessus de I est une section : I — HomI(K,Y) de k

Voo g Yom -
iel

I1I.2

lom (X,¥) = || Hom(X,,¥;) — 1

3.2.- Fleche générdque.- Utilisant la fléche identique

HsmI(X,YJ = EomI(x,Y)

N\ A

\ ¥

1

la définition 3.1. nous montre 1'existence d'un morphisme

la fléche générique au-dessus de I , de X dans Y.

Ce morphisme a la propriété universelle suivante
- +
ue [B/I] (u:J~1I) et un morphisme u' : u'X » u*Y de

il existe une fléche unique u' : u -

dans B/I tel que

inverse de g par u'

.
u X

g :

oy K'x & — 'y

J T HomI(X,Y)

K'x - k'Y,

s'il existe
E(J) alors

u' soit image

Rematque.- Etant donné X , Y e |E(I)|, un morphisme de X dans

5 HomI(X.Y) — L.
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3.3.- Proposdtion.- Une fibration E : E + B est localement petite
si et seulement si, pour tout I e |B|, la fibre E(I) est une catégorie
-
relative a B/I, et pour tout u : J + I, u : E(I) — E(J) comnute aux

Hom. (La multiplication dans B/I est le produit cartésien).

Preuve :

a) Etant donné X, Y, Z de |E(I)!, on définit un morphisme
HomI(X,Y) x HomI(Y,Z) = Homl(f\',l)
On montre qu'd tout u : J - I et toute fléche
(v,w) : J — HomI(X,Y) x HnmI(Y,Z) au-dessus de I

correspond une fléche : J — homI(X,Z) au-dessus de I.

HomI(X,\’) x HomI (X,Z)

S5

u Homl(x,z)

.
A v correspond une fléche : ux 2 'Y de E{J).

2 w , une fleche : u'Y == u*zZ de E(J)

A la composition .V correspond la fldche cherchée. On vérifie
ensuite que pour Homl . E(I) a bien une structure de catégorie relative

3 e/1 (2.

b) Etant donné u : J - I, on montre que ut E(I) - E(J) commute

aux lou. En fait, notant de la méme fagon o E(D) - E(J) et



e

B

-

u :B/I - 8/J , on établit que :

. -
hch(u Koy XY = Homx(:\',\’) 5
Pour tout T 8T 3

’ * L/ -
on forme B/J(=, Hom (u'X, u'¥)) - E(T) (-

qui est isomorphe & B8/J3(t, u

c) La réciproque est immé

3.4.

petites et F : E -~ E' est cartésien

Preposditden.- Si E :

1II.4

sont localement

a) pour tout I, F est un foncteur relatif ([2]) de catégories

relatives 3 B/I (i.e. il existe Homl(x,Y) - HomI(YX,FY) € FiL B/T rendant

comutatifs les diagrammes habituels).

b) F est B-fidéle (resp. plein) si et seulement si pour tout

I, pour tout X, et tout Y, la flache précédente est un mono (resp. un

épimorphisme scindé).

81 E est localement petite, et

E est localement petite.
Preuve :
a) Soit X, Y e [E(I)].
Atout 1 : T =1 et tout
@i rtx - Y dome EG R <txs <t
u' = fTG , d'od u' : - k' (diagramne ci-apras) et,
]I : X, X)) —= hnm[(FIk, FI\) au-dessus de I.

B-équivalence,

correspond

. On pose
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b) 1)

f
1
< = = . )
homl(x,‘{) HonI(FlX,FIY,

Soient wu,v : 7 - k pour que f v =fu,donc v'= u', il faut et il
I 1

suffit que F.ru = FTV =
Finalement, pour tout T , FT est fidele si et seulement si, pour

tout I, tout X,Y e [E(I)], fI est un mono.

> Hcml (FX,FY)

Pour que £, soit un épimorphisme scindé il faut et il suffic que

Vi T=-1 Yu' itk Juss>k fueu
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3
2
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g
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La condition précédente équivaut a

U A S A S P S S

D'ot le résultat.
3) La derni&re partie est une conséquence triviale de la définition

et du résultat ci-dessus.

Remargue.- Le lemme de Yoneda et cette proposition permettent
de ramener 1'étude des fibrations localement petites au cas de fibrations

scindées.

3.5.- Proposditicn.- Si C : B(C) -+ B est petite , C est localement

petite.

Preuve : En fait (remarque précédente) la propriété est vraie
pour C essentiellement petite (2.4.).
Soient X et Y deux objets au-dessus de I , c'est-a-dire

cdeux fléches

On construit Homl(x,‘x') par le produit fibré ci-dessous :

Hom (X,7) ——
| |
p.f. i (do,dl)
: '
1 ¢, * ¢,
(X,Y)
5.6.- Puoposition. -

La fibration B : FL B ~ B est localement petite si et seulement
si, dans B , les foncteurs u : B/I » B/J (pour tout w : J - I) ont des

adjoints & droite. (On dit aussi que B a des - ) .
u
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Preuve :

a) Si B a des L llomI(X.Y) (x ¢t X=-1 y: Y- 1I) est

donné par :

b) Si B : FL B + B est localement petite, on voit

atevent
que, pour tout I, B/1 est cartésienne fermée. On sait gque cette propriété

est équivalente a 1'existence de T, Pour tout wu, dans B 4 lim

finies.

3.7.- Propositicn.- Soit C e |[Cat B/ et B vérifiant
CCP -
- .
précédente (B a des _u)' alors B : (C, ¢ ) > B est localement petite.
Preuve : On sait que moyennant 1l'existence de T il existe
des foncteurs :
lim
=G
< +
; = B Lim, = <" = lim, = c
Co———ro avec n o= .
10 =22 -
hmc =c,

On en déduit, pour tout I , deux foncteurs adjoints

.
o .
=l &
Cle'I = B/1 avec cr | Ce1 -
+1
€ N L TR " L
(eq(X ~ 1) = ¢ L5 Cul W » <*1) = image inverse par ;I
*
de c c, cI).
+

Par ailleurs, les mémes hypothéses suffisent 3 assurer que, pour

;) 2 4 2
tout I , C/c 1 est cartésienne fermée.

. “ -
Alors, si ¢, + e |c/c’1] , on a

U] ; o
(avec exponentielle dans C/c¢c I) .




En effet, observant que dans la fibration :
€, ¢’y — =

1'image inverse par u : J - I est le produit fibré,dans

». .
cu:cd-cI, ona successivement

B/I (u, C.I(f'/)) = (adjonction) C/K‘,.I(c;u, v")

(adjonction cartésienne dans C/c 1) C/c’1 (c;;u

> C/c’J(u.,‘», u

-

u s p-£ v

[

et | !
* -

N CIU=CU &

ey —m———————— "1

C

» par

I11.8
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3.8.- Comstruction de fa sous-catégerie [(inteane) pledne eigendriée

par_un objet de D(I).-

On généralise & une fibration localement petite D wune construction

donnée par Bénabou dans le cadre des catégories internes a un topos.

Soit D : D~ B une fibration et S ¢ 'D(I)| ; on construit la

"petite fibration" engendrée par S (représentant la sous-catégorie pleine
P P 8 P

|
de D ayant pour objets - dans le cas ol B = Ens - les (S'}ic1>

I1 s'agit donc de construire | ¢ |Cat B

On prend fo (objet des objets) = I
¥ i 2 = i S
L (objet des flaches) llomI_I(pIS, pZS) (3.1)

ol P, et p, sont les deux projections I =~ I - I

s
0= T S RS I
ﬂI,IP]»PZ) %
Py

plk et pzk sont respectivement les fléches source et but. La flache

3 J—— 5 * s o
identité ¢ : I - Hom . (p}S, p,S) = 0 s'obtient de la fagon suivante

soit 4 : I ~1I x 1 la diagonale ; on a, dans D(I) la fléche

identique :
d % & &
IS : S——S-Apls—,.pzs
d'od (3.1) l'existence de = rendant commutatif le diagramme ci-dessous :
- *
5 Homl_[(pls, FZS)




e A

AT Al e e s s

associée 2

=~

Considérons la B-fibration
Pour T e |B| 1la catégorie )(T)

- a peur objets les morphismes
T

(T)| = 8(T,I)

- a pour flaches de 1 dans 1,

fleches de T dans O rendant commutatif le diagramme ci-dessous

I1 en résulte (3.1)

- _ RO
CORCARIE Te IS4

On a donc mis en évidence un foncteur

I

S)

CI plein et fidzle

1

U, ¢ J(T) —* D(T) défini par :

dans

B

B-plein et

III.10

les

T
UL(z) = s
ke =t
Les foncteurs UT commutent €videmment aux changements de base
B § ,. . . .
(£ :1T"—T UT' f1 =f UT‘ =f 18).
On note U ¢ \Cartm("».u)w le foncteur cartésien
fidele engendré par les ET
U peut €tre représenté (2.5.2.) comme un couple

On a U0 = UI(II) =5
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5.9.- Propoditicn.- Pour que D soit localement petite il faut
et il suffit que pour toute petite fibration C et tout couple de foncteurs

cartésiens G, G'e [Careg(C,D)[, (G,6') soit petite. (Bénabou)

——

Preuve : a) Soit Ie (B et \'I : B/T — B

4

Soient =x,y € |[D(I) . D'aprés le lemme de Yoneda (2.2) il leur

i

correspond %, ¥y € Cartg (Y;,D) /.

4

i
= ==
& On forme la "comma category" (x,y).
Dire qu'il s'agit d'une petite fibration c'est, en particulier,
dire qu'il existe un objet de B , (;,;)0 qui "représente' ses objets,
s c'est-a-dire les fléches x * y .

On vérifie que (§,§)O a bien les propriétés de

¥
z i

) <

:

.4

3

=

£

. . . . )

B b) Soit D wune fibration localement petite.

&

£

E - Objet des "objets de (G,G').- On doit construire un objet

de B qui, dans le cas ot B = Ens , "représente" les morphismes

kbl

uwi:6x=CG'x (xrf [C)G et G' sont donnés par les diagrammes (2.5.2.)
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Pour B = Ens , la fibre de G, (resp. GL") au-dessus de X € C, est Gx
(resp. G'x).

D éta ocalement petite, on considére Hom .k (G ,G' et on
nt 1 lement p te, nsidér :O_ o c)

vérifie qu'il est bien l'objet des "objets" cherché.

- Oojet des "fleches" de (G,G').- On doit construire un objet

qui représente pour B = Ens les fléches « : x - x' telles que le carré

ci-dessous soit commutatif (fléches de u dans u').

P
1
Soient C_x C_—— C_ les deux projections.
o o Py o

On remarque que Hom >Co(pTGn‘p;Gc) "représente' les fléches
- -
et que ), : dnGc > d‘GD peut @tre considéré comme une fléche

. s
(4,47 (p]6,) — (d»d (P3G - Il lui correspond donc une fléche »,

(qui pour B = Ens , envoie 1 € CI sur Ga).



:
E
;
%

8
3
2

A A L bl

b g vl

w
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A I - -
_———= ﬂcoxco(plco,pzco)

|
Cl
(dc,d\ /
v L
c xC
o M85

On forme alors le produit (sur Co x Co)

P . ;
Hom, D(CO(pIGn’pZGo) X Py BOB. (G,iGo)

o
. N - X . .
11 existe (3.3) une fléche de ce produit dans Hom, Q_Ca(pl(}c,pzcé)
. .
ol 5 - ' i
d'olu une flache (sur C0 Cc) de C] dans Hom Dxco(plco’PZGo) qui

"représente" les fléches

a A u'.Ga

11 suffit de construire de la méme fagon la fléche qui "représente"

a ¥ Gla.u

puis de prendre le noyau pour construire un objet dont on vérifie qu'il est

1'objet des '"flaches'" cherché.



vl

CHAPITRE IV

FIBRATION SUR Cat B ASSOCIEE A UNE B-FISBRATION

1
1 4.1.- Propositicn.- Soit D : D - B une fibration. Il existe une
fibration D : D - Cat telle que :
YC e |Cat B D(c) (fibre au-dessus de C) = Cartg(C,D) .
Preuve : Cat B a des lim Ffinies quand B en a.
- "
Le foncteur de changement de bases : 1 : D(C) - D(C') est
. *
9 donné par : § = () o Q= CarLB('ﬁ,D) (2461
Le composé de deux morphismes cartésiens est évidemment cartésien.
=
5 4.2.- Prepesditien.- Si F : D+ D' est un foncteur cartésien
4 au-dessus de B , on peut lui associer : F : D - D' cartésien au-dessus

Him

de Cat B et vérifiant :

Ce |[Cat B (restriction & la fibre au-dessus de C) = (,artH(C,I') =Fo ()

(2.6.3).

EETT SR S

Preuve : si 4 :¢'~»c¢C, on montre que F  commute au changement

* .
de bases : () o fl = , soit :

* wibsatrdd ¢ Ml e
1
*
3

Avec les notations de 2.6, les deux membres s'écrivent :

0TS Fo(() o

ils sont égaux (composition de foncteurs B-cartésiens).
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1 4.3.- Remarques.-

1) 2.6.2. donne la construction du foncteur changement de bases

- : s 3 o
)" et 2.6.4. la construction du foncteur cartésien (sur Cat B) F , associé

a F: =D

. * . .
2) Un notera désormais C le foncteur de changement de bases dans

D correspondant & la fléche unique C - | de Cat B.
= -
¢+ By =D~ B(E) = Cargy(c,D)

-
(pour d = D] C d est le "foncteur" constant égal & d).
. . S L op*
Avec cette notation, le foncteur c¢ : B - C s'écrirait C
- Sei i " C =
3) Le foncteur cartésien '"foncteur" comstant : D =+ D est noté

¢*  (non souligné).

. - C = 3 > 3
€]+ DD =Dy (1) » DD = = Larls/l(l‘c, D) (2.7.3.3.)

" - e *
donné par : CI = (i C)

s
&

4.4.- Théorgme.- Si D : D~ B est B localement petite,

D :D~ Cat B est Cat B-localement petite c'est-a-dire que :

/ & Secal o

Ve e |cat Bl Yo e Do) Vo' e D@ 3 Hom (G,G") « \cma/s\
vérifiant

Yo : ¢t - ¢ De"y (0%, 0%6") = cat B/C (I, Hom, (G,G')

A AL

Preuve : Soient G et G' e [D()|,0:¢'~C

G=(G,%, :d a7
ot My ¥ 90 Io)

G' = (6',3! : d'G ~ d%6")
&* il oo 170




Soit d'autre part, dans B(E') une fléche : 0%G -

(remarques précédentes) :

& a e
1) une fléche au-dessus de |_, : 2 -2, 1% |
€l " oo 00
& *
2) une flache au-dessus de 1, : 07a¢*c . 2%*qr
¢ 19" 1%%0

le grand carré ci-dessous commutatif
g

Iv.3

G', c'est-a-dire

rendant




R

b b A e

| R

V.4

1) L'existence de la fléche =« est éjuivalente par hypothise i celle

d'une fléche :(’7 —_ Z-iom: (GO,G;) telle que le triangle soit commutatif
o

5 . tom 0 =
¢l no F(GO,GO) H

A la fléche u'.wﬂt(rl) correspond le diagramme commutatif

tom . (476 ,d7G')
ﬂ(ﬁl 170’ 170

- -
Hom, (X, ,d.G')
—u] 1 170

Le fait que le carré (+) soit commutatif montre que les deux fléches

- * . . N .
(:I‘G‘._.G&'w) qu'on vient de construire sont égales. Finalement,
©
I

on en iéduit dans Ly..'l une fléche




w.5

ou !l] est dans IB/CI le produit fibré hI = !

N = e
*‘“'"‘~)('|"‘1(Cc>

correspond une fléche au-dessus de |

A la projection hl > hl o
* * - . < J
W — Hom_ (d°¢ ,d'G') = dH_ (3.3) soit une fléche H — H_ au-dessus
1 -/ 0 0’00 oo 1 o
de d .
o
4 la projection h - h correspond une fliche au-dessus de I,
H H (d}c_,a’c!) = d'n i flache H H '1d
—— Hom g!) = A soit u ic — i s
1 (o) _I( 1 O,CI 5 19% 0olt une eche 1 8 au essus
de 4

On vérifie alors que ces deux fléches déterminent bien une catégorie

H au-dessus de C




Iv.6

De plus les fléches C& _— Ho et C; = Hl construites plus haut
déterminent bien un morphisme de Cat B/C. On a ainsi défini, sur les objets

le bifoncteur cherché.

Cas particulier - Si G'=¢Cd (de o).

. « . .
(0n a alors G! = Cld , 4G, =d G\ =Cd)

Le carré fibré qui définit Hl est alors

E H a'c_,ctd)=ad
= oma, (d1Gga 0 dd=d

-
.

Hom

\ )
B ! r_o(;D C‘
/ —C

Hom, (d°G ,C}d)=d'H
= o =g °
3 La fléche 'HI = H“ au-dessus de cll construite plus haut est

simplement la projection

H =d ¥
=d
= 1 %1%

-]

pf

1 d o




|

ot Mokl - S e

At

£
:
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La catégorie H au-dessus de C est donc de la forme

-~ o g
Elle définit donc un objet de C = B (1) = Carty(C F.B)

4.5.- Intenpritation de La construction 4.4.-

Etant donné G, G' € \Car:B(C,D)r, (D localement petite) il s'agit

de construire une catégorie interne 3 B , au-dessus de c
h: Hom_(G,G') *C

telle que pour tout foncteur interne 1 : C' + C les transformations
B-naturelles (5) o J = (G') o J scient en correspondance biunivoque
avec les foncteurs de (' dans MC(G,G') au-dessus de C. On est donc
amené a introduire la "comma category" (G,G') , (2.10). Se donner une trans-
formation B-naturelle (G) o ) ~ (G') o J revient i se donner un foncteur
cartésien L : G' + (G,G') tel que { = P.L = Q.L, (figure ci-dessous),

c'est-a-dire qui se factorise par Ker(P,Q).

Ker(P,Q) - (G,C") c

()J l’v

Un a donc homz(G,G') = Ker(¥,Q)
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CHAPITRE V

COMPLETUVE.

5.1.- Proposition.- (rappel [6]) - Etant donné deux fibrations
E:E-B et E':E'~B et deux foncteurs cartésiens E <i— E' au-dessus
I3

de B munis de deux B-transformations naturelles :

-.:LR—-IE ':IE,—-RL

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ¢ et n définissent une adjonction L —R ,

b) pour tout I e [B], ey et n; définissent 1'adjonction
—R_.

LI RI

Dans ces conditions on dit que L est B-adjoint 3 gauche de R.

5.2.- Proposition.- (rappel [6]) - Si R : E -+ E' est un foncteur
cartésien au-dessus de B , pour que R admette un B-adjoint & gauche il
faut et il suffit que, pour tout I ¢ |B|, Ry ait un adjoint 2@ gauche LX'

les LI étant compatibles avec les changements de bases.

5.3.- Lomctes fandes.-
Soit E : E - B ; on construit une fibration qui pour B = Ens

2

correspond & la catégorie E x E = E (2 : catégorie discrdte a deux objets).

A E , correspond un pseudo-foncteur 3E : 8°P - cat qu'on compose

O?

avec le foncteur Cat Cat .

2
On note E(') § E(z) - B 1la fibration correspondant au pseudo-

2
foncteur ()




£(2)

On a, pour tout I (1) = (E(I))2 3

11 existe un foncteur cartésien 4 : E - E(Z) au-dessus de B.

—
»

diagonale E(I) - (E(I))2)~

Védinition.- E : E + B a des sommes finies (resp. produits finis)

5
51 o Senlanent i X rEo 5D g un B-adjoint & gauche (resp. 4 droite).
Rematque.- D'aprés 5.1, la définition équivaut a : chaque fibre

a des sommes finies (resp. produits finis) qui commutent aux changements de bas

5.4.- Fibrations a B-sommes.-

Etant donné une fibration E : E - B , on veut généraliser a B

L la construction suivante relative & Ens.

A toute famille de familles d'objets de € , (xi)izl on
K
associe 1L X, . Remplagant Ens par B, 3 toute fléche @ <%
iel, 5
keK

£f: 1+ K de et tout objet X au-dessus de I , on doit associer un

objet au-dessus de K , "représentant la somme".

4
’3;:

. - .
On exige donc que le foncteur de changement de base f ait un

adjoint a gauche Xf.

.

I1 faut par ailleurs que ces '"sommes" commutent aux changements de

base.

11 g

Véginiticn.- E : E - B est 3 B-sommes si et seulement si les

- & 2 b 4 v
foncteurs f de changements de bases ont des adjoints 3 gauche ;f’
vérifiant la condition de Chevalley :

si le carré ci-contre est cartésien dans B ,




b

2

ey

bl |

PO T mﬁﬁ&!ﬂ.

I SR J
|
k p.f h
L K
g
la fléche canonique
= *
Le & —" L
2 - -
est un isomorphisme, ():f k =h Eg ¢ E(L) — E@J))

5.5.- Fibration & B-produdits.-

On définit dualement une fibration & B-produits en exigeant

. : o
- que les foncteurs de changements de bases £ aient des adjoints

a droite L3
- que ces foncteurs vérifient une condition duale de celle de Chevall

(condition de co-Chevalley)

dans les mémes conditions que précédemment, la fléche canonique :

g M M £ est un isomorphisme.

Remargue.- Soit E : E ~ B et E°P sa duale (2.8.1). On vérifie

5 . s 5 0 =
que E est 3 B-produits si et seulement si E P est 3 B-sommes.

5.5.1.- Exemples.-

1) B: F{LB— B est a B-sommes (1.3) ; la condition de Chevalley

est trivialement vérifiée.
o
coP

2) si Ce |[cat B], B (C,c’) — B est 3 B-sormes.



™

si £:1-+3 £ :c/c’3 — c/c"1 est le produit fibré dans ©
par g (2.8.3.), il existe donc un adjoint & gauche zf - f‘ donné par la

. .
composition par c f.

=

La vérification de la condition de Chevalley se fait comme dans le
cas précédent (les images inverses sont obtenues par des produits fibrés,
les f_f par composition).

3) B: F{B— B est 3 B-produits si et seulement si B a des
Ty (3.6).

(La condition de co-Chevalley s'obtient i partir de la condition
de Chevalley par adjonction).

op -
4) Avec la méme hypothése 8¢ s (C,c‘) — B est & B-produits.

(L'existence des T dans B suffit A assurer celle d'adjoint
s et 2 5 % 3 i .
a droite pour u : C/c J — C/c I. La condition de co-Chevalley s'obtient

comme en 3).

5.6.- Propositicn.- Etant donné un couple de B-adjoints L — R
L—R—oE‘,E:E'B,E':E‘*B,si E' a des B-sommes (resp. E a
des B-produits) L y commute (resp. R) (1.4).

Preuve : On doit montrer que si f : I - J dans B , la fléche
canonique Ef . LI —% LJ Ef est un isomorphisme et que LJ commute aux
flaches de coadjomction € : J, f* — Id

£

Hontrons que pour Y' e [E'(I)],

5
oo .
Ly i le g Y
L
E E'
R
E E!

/
N oK



On a successivement, pour X € [E(J)]

E(J) (L }'f ¥' , X) = (B-adjonction) E'(J) ([f Y', Ry X)
T ¥ 1 ' *
= (Fe =ED) EN(D (¥, £ R} X
;f = (R cartésien) E'(I) (Y', R, £ X)
L

- (B-adjonetion) E(I) (L Y', £ X)

= (I =D TGN O I S )

La fin de la démonstration est triviale.

5.7.- Véfindition.~ Soit D : D - B une fibration, on dit que D
a des conoyaux (resp. des noyaux) , si et seulement si, pour tout I , D(I)
a des conoyaux (resp. noyaux) et si ces conoyaux (resp. noyaux) sont compatibles

avec les changements de base.

5.8.- Tnéongme.- Si D : D~ B est 3 B-sommes et a des conoyaux,

n '
3 pour tout foncteur interne ¢ : C->C' (C, C' e |cat B|), p” : p¢ — pC

= a un B-adjoint & gauche.

L 4 On dit que D est B-compléte i droite.

g it
oM gE Rl
(2.7.5. remarque 3) a un adjoint & gauche lim. , et que ces foncteurs
=51

commutent aux changements de base. La remarque initiale montre qu'on peut

Preuve : On doit montrer que, pour tout I

2 4, 2 S J . -
s se borner i considérer la restriction de D” i la fibre au-dessus de 1.

i)
La construction de 1'adjoint & gauche de D- = ( ) o § &tant
fastidieuse, on se bornera 3 &tablir 1'existence de cet adjoint (dans le cas
général) puis i le construire (et i montrer la commutation aux changements

de bases) dans le cas (le seul qui intervient dans la suite) oi




it

e

- 1) On montre qu'avec les hypothéses du théoréme la catégorie
Df = Carty(C,D) = D(C) est algébrique sur D(C,). Nous aurons alors le

diagramme commutatif

]
0" =()o 0= o)
by ———— 5@
8 Ly
‘ ot (F,U) et (F',U")
o b Al ) & .
u'| 5 U sont triplables et ), —1.0
| “170 5(9_') a des conoyaux.®

o)

On sait qu'alors ﬂ. = Di a un adjoint & gauche noté Iim]. Plus généralement,

7 v
pour tout I, il existe lim, —iD.
i

a) D(C) est une catégorie d'algébres sur D(CO) , le triple

s v -
a pour foncteur sous-jacent Ly d0
|

Un objet de D(C) = Carty(C,D) est la donnée de 8, € Incc)|

ec X, :dl6 d'éc » % € FLD(C)) , vérifiant les conditions de (2.5.2.).

Dans les conditions de 1'hypothése c'est donc un couple

dg —= § ¥, M étant une fléche au-dessus de IC
o

On définit la fléche n d; de la fagon suivante.

1 —_
D(Cu)

—_—

Avec les notations de (2.5) , dos =d. e = |




. : =
Donc, 6 = cd 4 , on en tire une fléche
o o o

T oz @ bl Vil 8 + 5 ‘J
3 L o doéo 6, diop >:cl 1 o g do‘o '
€ 1 ¢ 1
.
b finalement & - Z d & qui est la fléche n, cherchée.
- o dl oo S5
= . . N + . -
On construit la flache p : Ed] d, Edl d =+ Ldl o
Les notations sont toujours celles de (2.5)
> €,
/P/
G =8¢
xc
p- De dapo =d U, on tire
3 5 % + * +
A s = 1 ofi 5 ~
2 Pody8, = ud 8, d'ol une fléche g Pod8y =~ d s,
3
- S .
£t Ld 2 pcdoéc Iz:l do':o
1y 1
-
2
3 . . .
M p= . & éce H
fais dl d]p] La fléche précédente est donc Zd] Zpl 1:1()«:104(J

Appliquant enfin la condition de Chevalley :

* *
pn:do >:d] ’

on trouve la fléche




On vérifie que (T = Ed d;,w,c) ainsi défini forme un triple

dont les algdbres (diagrammes (*) et (*s) de 2.5.2) sont les objets de E(S).

On a donc une paire d'adjoints triplable
1'_[‘
() = Beoy
=T

D(Co)

b) On en déduit, pour tout I (2.7.3.3) une paire d'adjoints triplable.

. Py
€ _ 5@ _ et =
D7(L) = Dy “(17) = Cart (IxC,D) . D (i%c) Uéhco)
L =0 %)
c

o

(ol on note D la fibration obtenue comme exponentielle i partir de

B(C ) =B/C_+ B et D).
(] °

C
On a alors un B-triple sur D ©

* ¥
Preuve : On montre que Zd d° est compatible aux changements de
bases, et que n et p sont des B-transformations naturelles.
s d » : =
La compatibilité de Zd do aux changements de bases s'obtient a
1

partir du diagramme ci-dessous en appliquant la condition de Chevalley

)
S S
D(C, xJ) D(C _xJ)
1 S (<]
*
d
2 l
|
£
I J » i
f £
¥ +
dl X
D(C =I) D(C xI)
1 ———) o
-
d
o

La fin de la preuve est triviale



e b

I1 en résulte qu'il existe deux foncteurs cartésiens B-adjoints
= T T A} 3
(encore notés F et U') dont les restrictions aux fibres au-dessus de I

14 .r
sont Fl et hl.

c) On construit les conoyaux dans DC(I)= l_)(E) en utilisant

le caractére universel des conoyaux dans les D(I).

Soient § Y dans ucu)

.
F (resp. G) est un couple (FD.F]) Fo : 8 +y ,F = dOF

2
G o= G )
‘\IGI Go).]
N
1
\F, =F A - Yo
1 o 8
o
. G
‘ucl Gc‘o Fa
F F o §
3 = _
8,F, 6, o = o
o
E .G au-dessus de |
o’ o (o]
o
FI,GI au-dessus de IC]
dl
Cr = ¢
| —————— "o
d
o
Les conoyaux Etant universels, d:(CokerD(ca)(Fo,Go)} = Cokern(cl)(F],C
Comme A!G. =G 4 =F X, , il existe A" : K = K au-dessus de d,.
11 o'l ! ol 1 I o I

i
On vérifie simplement que Kl P — KD est un objet de D(C)

évidenment conoyau de F et G. ©
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d) La fibration Dc a des conoyaux.
o+
11 suffit de vérifier que les conoyaux des L‘('(I) = D; C(II) qu'on vient

de construire sont compatibles aux changements de base, ce qui est évident

d'aprés 1'hypothése.

-2) Soit § :C~ I.

% On montre que les limI (notés ici Liml) définissent un foncteur cartésien
¥ == i
. il c &
z N iz = v L) PR,
2 lim qui sera ainsi MB-adjoint a4 gauche de D’ (moté ici C).
* [o

Un montre que les foncteurs ir._\1 commutent aux changements de
[

base.

5.8.0.- Lemme.- si T e [Carey(€,0)| (=ID%() ), lim, F (note
C

est dans D(!) un conoyau construit de la fagon suivante.

F est représenté par le diagramme ci-dessous

D étant & B-sommes, a A et

correspondent dans D(Co) 3

A
) =5 7 — ] .
g EC Ld F] Le Z_d F] p———) Fo
= o o (-] o
= 6o
3 &
. On a : lim F = Coker(} . ) .
= —1'=

En effet, ona: D(1)(lim F, &) = DC(1)(F, ¢ d) .

i C s 3
Or un morphisme de D'(1) , F ~C ¢ est un morphisme o de D(Co) qui

rend commutatif le diagramme




V.l

c.d Ccd
A 6 A
o /
d’u A
o
A /
.
d F =F F
o o 1 = o
o
d
)  —
LI —_— Cc
d
o
B a .
A la fléche F F + C d correspond
! o (<]
=== - C;d (D est une cofibration) soit (adjonction ”d —a
o
+ + +
-dCd=¢Cd .
oo !
) Y 2
A la fléche Fl Fo Cod correspond
¥
—— F —2- ', soit: F 20X %% = 4%c% = c'q
o f oo 170 !

Finalement (& a correspond Fo = d) , la commutativicé
du diagramme précédent équivaut i celle de :
F, =) —_—
e Ig =0 L "L ¥, <
o 1 o o 9 o
)

Un a

D'oli le résultat.

Condéquence.- Seit I e |B| (i : T~ 1) et Fe }DC(I)\.

ST Eqeree

o C = = = o
i Fe |[D(I)| représenté par le diagramme ci-dessous




Wolli2

1_i_m1(i’F) € |D(I)| est le conoyau dans D(I) de :
c

IxC =+ I et I-Cn = Ideg
IxC IxC I

Fin de {a preuve de 5.8.- Dans les conditions précédentes, on a

e e 8= it

lig, ('R = i°(lg, B
e C

wise

(On utilise le fait que les D(I) ont des conoyaux universels et la condition

i

de Chevalley appliquée au carré fibré ci-dessous).
Bry
R Cl _ CI

2 pr,
3 <

Pour € : I+ 7 et Fe [DO()| on obtient alors aisssedt

le résultat cherché :

lin £°F = £ (lin. F)
im. = im .
et <

s (I1 suffit de remarquer que DC(J) = UDJ(I) et que f définit

un objet au-dessus de J.

On a alors : 1im1 = limf et on est ramené au cas précédent).
4
Rematque.- Le théoréme 5.8 montre en particulier, que si

D:D~+B ades B-sommes et des conoyaux, D : D~ Cat B a des conoyaux

et les foncteurs de changements de bases ont des adjoints i gauche.




Mais D ne vérifie pas la condition de Chevalley et n'a donc pas

de Cat B-soumes.
5.8 ods- Tnéongme.- Si D : D~ B est 3 B-produits et a des

7 '
- Dd:DC —-DC a un

noyaux, pour tout foncteur interne ¢ : C -

B-adjoint 3 droite.

On dit que D est B-compléte i gauche.

5.9.- Concllaine.- Dans les conditions du théoreme 4.8, le
4 C (4 = = & o (] £y
foncteur : lim : D" - D est cocartésien, (en particulier D et D

sont cofibrées).

reuve :
a) On remarque d'abord que si D est B-compléte & droite DC
et D sont cofibrées sur B.

5 . & sos s T C C

En effet, soit £ : I » J on définit lf ¢ D7(I) » D (J)

comme suit :

(1) = carey(e » 1, Dy = 2% T

€@ = 0%

A f : I+ J correspond un morphisme Jf :C*xI-+CxJ de Cat B.

On pose . = Lim (restriction de 1lim a la fibre au-dessus de 1)
T i
& 2 .
On vérifie aisément que le foncteur de changement de base f .
i ; ¢ ) i
pour la fibration D~ , se confond avec ( ) c;’f =D, . Il en résulte que

v A . C T
Lg¢ ©st une image directe et que D est cofibrée.

£

b) On montre alors facilement que lim est cocartésien. Notant

1
et 1i les restrictions aux fibres DC(I) et DC(J) v Yp o€ DC(L)




T 3 .. .
) :J) = (g Yo UJ(‘j)) (adjonction)

(adjonction [, —~£")
g * ¢ s
(,I, DI F (45)) (0 cartésien)
B 1i N E' 1 is 3
= (imy v, ( J.)) (adjonction)
= (adjonction Zf —~£%)
5.10.- Propesdition.- Etant donné deux fibrations D, D',

B-complétes i droite , ¢ : C = C' un morphisme de Cat 8 , L : D -D'
un foncteur cartésien ayant un B-adjoint 3 droite R , L commute aux

B-limites inductives, c¢'est-a-dire :

- la fléche canonique : lim L —
a
- L coumute 3 la fléche =« :

Df’
.

DL DC
lim

| 7

‘
LC ‘ RC LC RC
1 n"-’ H

ol
D'(' D'C

lim
f

11 suffit de montrer que si L — R est une [B-adjonction,

C c 3 F: g
pour tout C e [Cat B, L™ R est une B-adjonction. On a, en effet

1] il J
g 0¥ = ¥ RY (2.6 et 2.7.5).
On sait que pour toute fibration X : X - B
Car:m(X,L)
Car[m(.\:.l.) —4(‘,artB(X,R) ,(Cartm(.‘{,u) CartB(X,D'))

Carv.m(x.R)
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¢

I1 suffit de faire X =C = I : B(C =« I) - B pour en déduire :

H O

On applique alors 5.2 pour conclure.

5.10.- Exemples.- D'aprés 5.5, si B a des conoyaux universels,
B: F£ B+ B est B-compléte 3 droite.
Le théoréme 5.8 permet d'en déduire que
op 2 o
B¢, <) -
a des conoyaux universels. Corme cette fibration a des B-sommes (5.5) elle

est B-compléte a droite.

5.11.- Proposition.- Etant donné deux fibratioms D, D' , B-complétes
a gauche, J : C~ C' un morphisme de Cat B , R un foncteur cartésien

(R : D> D') ayant un B-adjoint 3 gauche, R commute aux B-limites projectives

Nofation.- Nous adopterons dans la suite les notations utilisées
dans ce chapitre. Si C e |Cat B| , D une fibration sur B , D la fibration
sur Cat B correspondante, C’ : D - DC le foncteur cartésien '"foncteur
constant" et g' : D(1) - DC(I) = 5(5) sa restriction i la fibre au-dessus
de | , (4.3), on notera lim (resp. lim) le B-adjoint a gauche (resp. a

C (o

= - * 5 3 T - s .
droite) éventuel de C et lim (resp. lim) sa restriction i la fibre au-dessus
c

- Lim , Lim =

> C

De méme, si o : C' = C nous noterons J_}._ (resp. lim) 1'adjoint
-

a gauche (resp. a droite) de J' = () o 3: D(C) — D(C")
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CHAPITRE VI
THEOREME DE KAN

Etant donné une petite catégorie €, Y : € = C le foncteur de
Yoneda, I une catégorie localement petite ( ¥x Wy HomD(X,Y) € |Ens|)
et compléte a droite, on sait qu'il existe une équivalence entre la catégorie
des foncteurs de € dans I et la catégorie des foncteurs -0 qui
commutent aux limites inductives. De plus, ces derniers foncteurs ont un
adjoint a droite. On sait que le foncteur de € dans © correspondant 2
g : €+ D est son extension de Kan par Y (théoréme de Kan).

On veut traduire ce résultat dans notre B-contexte. Pour cela :

1) étant donné C une petite B-fibration, D une fibration

op

B-compléte & droite et g € lCartB(C,D)] nous construirons Lg € \Czurt,B(BL D) |
extension de Kan par le foncteur de Yoneda de g.

2) nous établirons que si D est localement petite, Lg a un
B-adjoint a droite.

3) nous établirons une B-&quivalence analogue 3 l'équivalence

citée plus haut.

6.1.- g-Extensdion de Kan de g e |CartB(C,D)[ par Le foncteur de

Yoneda.
Pour 8 = Ens, on sait que si g est un foncteur de € (petite
catégorie) dans D, compléte a droite l'extension de Kan (3 gauche) de g
par Y : C + € est un foncteur Lg 2 €D défini par :

Y 9 e |t L() =limgor
s ¥
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od (Y,f) est la '"catégorie comma" et P : (Y,J) » € la foncteur de pro-

jection. (Y,) est appelée catégorie de représentation de )

¢ \\\X\\i k”;,—’

6.1.1.- Catigonie de neprisentation de | e |g| (B quelconque).

On sait (2.5.2.) qu'un préfaisceau | peut se représenter par

le diagramme ci-dessous

A
—h‘) -
R R e
J 1
; d
R S

ol ¢ est une catégorie dans B (de fléche source 6[' de fléche but AD),
au-dessus de Eop.
On note P : _\.:OP = € le foncteur interne obtenu 3 partir du dia-

£,

gramme précédent en dualisant ¢ et
. op
Pour B = Ens un objet de ) au-dessus de c ¢ CQ est un
x € P(c), c'est-a-dire une transformation naturelle encore notée
X : Yo = Home(=,c) = ¢, (un objet de (¥,f)).

Une flache de $°° de x(c ¥(c)) dans x'(e J(c')) est une

fléche £ : c ~c' rtelle que P(E)x' = %, c'est-i-dire rendant le diagramme



—

ci-dessous commutatif. Il s'agit donc d'une fléche de

(¥,0).
Homg (=, ¢) =Ye

‘ x

Hom[('.f) =Yf

HomE(',c')=\'c‘

. o = . 2 :
Finalement ¢ Poest la catégorie de représentation de | et
P: gfp + C est le foncteur de projection précédent.
On en déduit la définition suivante (B

quelconque) .

6.1.2.- Définition.
Soit g € JCartB(c,D):, C étant une petite fibration. On appelle
B-extension de Kan par Yoneda de

g2, le foncteur cartésien
iad
L € |Car£m(B ,D) | défini de 1la

fagon suivante

- sa fibre au-dessus de |, Lg] est telle que pour
op
= C
Ve lc] =B )
L 1) = lim (g)o P
R 4°P
ou gép

est la catégorie de représentation,

) _¢_°p + C le foncteur interne
définis ci-dessus, (g) o P € JCartn(écp.D)J le foncteur cartésien obtenu
par composition (2.6.1.) et (§ 5), Llin : CartB(¢°p,D) - D(1) le foncteur
défini en (§ 5). N

fo

- sa fibre au-dessus de

I est définie en utilisant (2.7.3.)
et (2.7.5.) remarques).
= -°P
Soit ¥, e [¢/cr|(= 8

S 0p
- g{io0)
(D = 8y aM

(2.8.)

VI.3



(BI F{ B/T - B/I obtenue i partir de B par produit fibré par Y, est
la fibration But sur B/I).
J; est dérerming par Py : 477+ i*C (foncteur B/I-cartésien). A

g correspond i'g par produit fibré par ¥, (2.7.5. remarque).
On a alors

LI(d) = lim (i* P
g1 (¥p) = Lm (i'g) o Py
op

2p

(Tous les foncteurs cartésiens et fibrations intervenant teiy
B/I ; il est clair que si D a des B-1lim, DI a des B/1-lim).

sont sur
On a ainsi défini
(o i @
L.1: B (I) = C/c' I »D(I).
Remarque.~ g esc un objet de B(C) (4.1.) et (g) o P = P™(g),
(o p* est le changement de bases associé 3 P dans la fibration D).

De méme i'g e !El(i*g)[ et (i"g) o P = p(i%g).

PR e i
A8 B,
G
P
op 1 .
=
ﬁ[ ic
<

6.1.3.- Proposition.- Les Lgl engendrent un foncteur cartésien
op
L BC =+ D.
4

On vérifie qu'ils commutent aux changements de bases.

Nous utilisercns le caractére cartésien des foncteurs lim (5.8.).
c
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Soit £ : 1-J et ge [D(CQ)].

On vérifie que pour tout OJ € ]C/c'J| (VA]_I défini par

. g N T
£ (LgJ(uJ)) = Lg (Cle 204 .

—_
S/CJ %““—‘ D(J)
2
¢/ee=f j &
4
5
S/c 1 ? D(1)
8

On considére le diagramme ci-dessous, dans Cat B, commutatif,

ol les deux carrés sont des produits fibrés.

4°P = 3 op
=1 ‘Q‘J
By p-f 2; G
£xC
B v g —t
P§ ==
- o -
i (G 255 5 ic
I = J
E

Avec les notations de ce diagramme :

A * * *
Jeg=pe , 1g=pg .

On forme : L J(9)) = lim (?] ple) (c [D(D])
g op
oJ
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8P
lim @ DJJ + D commute aux changements de bases
op
3
- - * * E * *
£l im = lim [%
€I = £lin ¢ 85 0 Lin (P} (£20" 2] )
«OF 0P
" nJ]
Lig P7 p)
= lin Py opr o8
4°P
b
Final £ (LI = @ TEE)
inalement (g Uy = o vy
Concfusion. -
On a donc construit, pour g € |CarlB(C.D)\ 1'extension de Kan,
.0p
Lg c \CartB(BL ,0)|, D é&tant une B-fibration B-compléte &
droite.
4.1.4.- Autrne formulation dans Le cas od D = B.
Pour B = Ens, on considére g foncteur de € dans Ens (€
petite catégorie) comme un distributeur (CB]) g : € => 1. On sait que

si @ désigne la composition des distributeurs, g © () est un foncteur
de Dist(1,C) = ¢ dans Dist(l,l) = Ens qui représente 1'extension de Kan
de g par le foncteur de Yoneda.

B est une catégorie a lim finies et & conoyaux universels.
On peut introduire la bicatégorie DistB des distributeurs internes 2 B
([3]) (la composition des B-distributeurs est notée Q'B)'

Soit g e Cartp(C,B) (L ¢ lcat B]).

g est un "préfaisceau interne" de C dams ® (2.5.) et peut
Stre considéré comme un B-distributeur : C => 1, g GB(—) est alors un

foncteur de Distg(i,0) = & dans Distg(l,1) =8

2 ©.(-) : C=B.
»-9“3\) B
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Lemme.- Si g € ‘Car:B(C,B)‘ (= [piseg(C,1)]) et

ge |Cl= ;DiSEQ(l.E)J), on a

g8V = LI,

On montre que g @ ¢ = lim (g) o P
B o
0 B

P=(p F) " ~¢

—_— o’ 1 =
2
l est le foncteur définien 6.1.1.
&)
Gy _ G, g€ {(:artﬂ(c,s);.
)

Preuve : En effet, si g e [Car:B(C,B)| est déterminé par le couple

et e fa par le couple (Po'“o) on sait que
Al 6050
d=c < g B
g o d Luker(co E 1 E : G0 E )
B o o G xu o
[} CD &

On remarque que les deux fléches ci-dessus sont les fléches source

et but de la catégorie G 6 wgp

supérieur du diagramme ci-dessus définit (2.6.2.)

(produit fibré dans Cat B). Le carré

(g) o Pe Carca(:"p,n),.



Le conoyau précédent est alors

_l_i_ne (g) oP (54841 .)

+°°

6.2.- Théordme.- Si D, ®B-compléte a droite, est de plus, localement

petite, LS a un B-adjoint 3 droite.

On doit utiliser le dual de la proposition 5.2. Il faut donc
remplacer fibration par cofibration, cartésien par cocartésien.
op
D'aprés 5.10., B étant B-compléte a droite, B est cofibrée.

I1 en est évidemment de méme pour D.

6.2.1.- Lemme.- Lg est cocartésien.

Soit . € T/t auquel est associé P : ¢%P — ¢ x I (6.1.3.) et
I i =1 -

gc[l‘)(g)|.
op
&
Pl G
et
Cx] — CxJ
- \\%
C
P -
I
b 1
I —_—t J

On doit montrer que : Ef(LgI(\,nI)) 2 LgJ(Zf 9.

On a successivement :

T 1) = Ip Lin Py B5 8)-
o

Mais, notant VY = Bs B 3‘;1) -+ 1 dans Cat 8
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on a lim = lim,
34
3P

. = op = _ . B

(Lin : DH— D) =DM et lim: D  — D (5.11.))

op !

it

be =

(Zf : D(I) - D), f:I+J considéré comme morphisme de Cat B).
Finalement : Ef lim = l_xr.zl
oF £u¥

) et

. . . - &y & s %
soit en introduisant Zf C/c'1 + C/c'J (composition par

5(1?) + D(J) le foncteur associé a Zf \[71

notant lim

op
Legy
V. lim = lim
f — —
op op
o0 I8y
. * E * &
Dlod : ], lim (P p; g) = lin (P} p; 8
op op
o £f1

I LIUp = LI I -

et :

Preuve du théorime.-
a) On montre que pour tout I, LgI a un adjoint a droite R I.

D'aprés (2.7.3.) et (6.1.2.) on peut se borner a la restriction Lgl aux

1.
¢op + C dans Cat 8),

fibres au-dessus de
soit | ¢ [E‘ (J s'écrict P : ¢
se || et ge [DE@].

On a :
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DU W1 (D,3) = D()(Lin P"(g),5) = D) (Lin lin P(g),6)
g E

e
¥ (6) G
l P (g) g (o L_;n: : D) ~ B(C)  (5.11.)
| P
{ _ALOP c

! = (adjonction 1_im»-4£"> Do) (

lin

in P*g,c"(8))
P

e}

= (adjonction %43’) B5(s%P) (g, P ¢ (a)) .
Le cas particulier du théoréme 4.4. montre qu'il existe
Hﬂ\gm.g‘(a)) e |cat B/C|
qui est un objet de € et qui vérifie :
DI (L1 (D),6) = E(@.mg(g._c_"m)).
Lgl a donc un adjoint 3 droite Rgl défini sur les objets par

RO = Hom_:(g,g’(a))

b) Il faut montrer que les R I commutent aux changements de bases.

Ona (2.7.3) R =Hom, (R 6TC )Y
i

Montrons que le diagramme ci-dessous commute :

-
N -
D_J‘ Dl £ 1§ o
R J ‘ R I
‘ 8 g
| |
ety —————— /"1
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| R 1.f = Hom

. g n
i¢

> S
fRI=E .HDL‘.*(_] £, 0)).
5 ==

D'aprés 3.3. @

> R
£ Hom , (j g,C ()) = Hom
e i

, %N
c

Mais " £ = £7C° ¢ b, = D) - DIXQ) = E;(i"g (2.7.3 et § 4).

D'ol le résultat.

Remargue.- D'aprés 5.10., le foncteur cartésien Lg 5

commute aux B-limites inductives.

¢. (Premiére forme du théoréme de Kan).

Soit B une catégorie 2 lim finies et a comoyaux universels

D une fibration de base B, B-compléte a droite et B-localement
petite. Soit C ¢ |Cat B|.

11 y a une équivalence de catégories entre CartB(C,D) = E(Q) et 1:
sous-cateégorie pleine de Carcm(Bcop,D) dont les objets sont les

foncteurs cartésiens qui commutent aux B-limites inductives. Ces

foncteurs ont des B-adjoints a droite.
On montre 1'équivalence sur les objets.
Soit g e D(C)| ; d'aprés 6.1. et 6.2., on peut construire

op
Lg € [CartlB(BC ,D) qui a un B-adjoint & droite donc commute aux B-limite

inductives.
coP
| Inversement, si F e Cart,(B ,D)|, on introduit (2.9.) le
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op
foncteur de Yoneda Y € lCartB(C,BC )| et le composé
Fo (¥) e |Careg(C,0)] = D).

I1 suffit donc, pour établir le théoréme de montrer que :

1) si F commute aux B-limites inductives

LFo(Y) =F (B-isomorphisme) .

2) (B-isomorphisme) .

l‘ga(!{) =8

1) S« F commute aux ®-Limites inductives L F.

Fo(Y)

a) Si ¢ est un distributeur interne 2 B de A dans C (om
notera ¢ : A ==> C (B)), on sait que % est un bifoncteur interne
A x SOP + B et peut donc s'écrire dans Cat B.
¢ — axc®

On lui associe de fagon évidente un diagramme de Cat B

2

Ce diagramme définit un préfaisceau interne, dans E, (E a des
Py * a ~ =
lim finies) de ¢ (A) dans C, (ol * (2.8.2.) étant exact i gauche
est prolongé en un foncteur : Cat B - Cat E).
Ce dernier préfaisceau peut 8tre considéré comme un distributeur
. £ = - - o ~ :
interne 2 C, ¢ :c () => 1 (C). (D'aprés 5.10., C a outre des lim

finies, des conoyaux universels, on peut donc parler de la bicatégorie Dist(C)).
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Le foncteur de Yoneda n'est autre que ic 4 C.E = 1 (O

llc : C => C (B) est le distributeur identique (remarque 2.9.).

ol

Lemme.- Si ¢ : A => C (8), 3 est le composé dans Dist(a)

A =t Mo —=t—s |, >

noté Y 8 c ¢.
C

* s i 7 > . =
(¢ associe i un distributeur dans B, un distributeur dans o).

La vérification ne présente pas de difficultés mais est fastidieuse.

On est amené a construire des produits fibrés dans C, donc des produits fibrés
dans Cat B au-dessus de Eap (un objet de é est de la forme o EOP)

puis un conoyau dans C ; pour cela on applique la construction faite en

(5.8.1.) et on se raméne aux conoyaux dans B.

En particulier, si { e |§] W:1 = c (®)
vyocy=7.
g
Mais J:cl=1 => 1 ©) est l'objet Y e IE]
On a donc
Yecy=4y.
C

= Op
b) Pour # e |C|] et Fe ICarzB(BC ,D)| commutant aux ®-

limites inductives :

{ M =R ey =L .
Fo(Y)
Preuve :
Soit ¢ (P : QLOP + C dans Cat B) un objet de c.

On note dans Cat E, Y i | + c.E le foncteur de Yoneda

| cP Tl
(Y € (Careg(C,37 )| (= B7 (@) (2.9.) et (4.1.).



£ .
Le composé Y @ c¢ J se construit comme en 6.1.4. en remplagant
C

B par G:

*p

8

c.iop —_— C.E
i £ o

- N *
Ona: Y@cy =1limg avec [ =PY
Cc @op

op b
(e |Cart8(¢°p,BC )= 8C %P)  (2.5.2.), #°P e |cat B| et
: P P -
lig: 8¢ %) — € () =0, 9.
: &P
Finalement :

F () = F (v 8 c’d) = F (lin P'D)
c K

F commutant aux B-limites inductives

= SR U L | e *
Fl(l_:;rg 2 o 1_? Fy (PY) (5.10.) = 1_;:;(1-‘ o (PY))
Fy P 8 P 8 P
op
(o F o (P'Y) est le composé de Py © |CartB(¢°p,Bc )! et

c°P
F e |Care (B D) ((2:6+35))s

Ainsi, (4.2.) :




e | ==
F (Lin p*Y) = lin F'V).

27 B
= P -
F étant cartésien au-dessus de Cat B de B dans D

- & o= o

Fe'yy = B [FW].
Soit :

& * = 1 i * .
F () = lig P [F0] = lig P [Fow)] =L (O]
4°P 4O Fo(Y)

On a ainsi montré - sur les objets -

c) Pour tout

= L

¥
' remy!

I ¢ |B|, on montre que :

F, =1
Fon) !

0;

P
Etant donné F e !CarLB(BC ,0)| 1le produit fibré par

VI.15

YI : B/I + B donne un foncteur cartésien (noté i*F)
i"F |Cart (Bcop D) | = |Cart (!.i(i‘k(:)op D)|, dont 1 icti a
€ Y.B/I 1 »>ry 'B/I 1 Lh's K] on a restriction a

la fibre au-dessus de |

de F

b

est la restriction 3 la fibre au-dessus de

, (2.7.5., remarque 3)

1
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L est la B/I-extension de Kan par Yoneda de :

i*g e |cart, (i"c,nl)|.

B/1

Ainsi

=1

el i 't
o (L) i*[Fov)]

Mais i.[Fo(‘{)] = FI o (i‘Y) (ol i'F est le foncteur B/I-car-

i
tésien défini ci-dessus, et oli 1 Y est le B/I-foncteur de Yondeda :

op % . op
~ . C . C
| iy e ]Cartell(x"c,BI ) = ]CartB/I(l'C.B§l ) e

Finalement L I L |
Fo(Y) i"Foiy T

op.
Si Fe |CartB(Bc ,D)| commute aux B-limites inductives, les définitions de

op
i*r, 85 D

(i
1 (BI ,0)| commute aux B/1

L.
montrent que 1 F € ICart 1

I B/1
limites inductives.

I1 suffit alors d'appliquer (b) aux fibrations sur B/I pour

- avoir le résultat.

2) 1£ existe un B-isomorphisme Lg o (Y) = g.
Définition.- C e |[Cat B| a un objet final =x, ssi pour tout

Ie |B], C(I) aun objet final x et si ces objets commutent aux

1
changements de base.
Pour f : I~+J, f.x = Xy
J 1
Oa note x = x,. On a alors xI=i*x (i=1I->1).

o

[TV v
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Preuve : Si d € |[D| un morphisme lim g + d dans D correspond
4

R * . .
4 un morphisme g -+ Cd de Lartm((‘,u)‘
C'est-a-dire pour tout I € |[B| i un morphisme

g = c(*i’a

dans Fonct (C(1) ‘DI) 3

En particulier, on considére le morphisme
%
g - c(1) 4

auquel correspond

Limg - d

c(n)
c'est-a-dire puisque x est objet final de €(1)

g ) - d

Inversement.

Partant de g](x) +d, on en déduit une famille de morphismes,

stable par changements de bases
%
Vi1 g xp)  » id
e %
(g est cartésien et x_ = i x).

I

! xp étant final dans C(I)

8y (xp) = lim g
L C(I)I
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D'oll la famille de morphismes

g - (i

-
et g + Cd

soit lim g =+ d.

Lemme.- soit x e [c(1)| (x:1+c).
B On construit, a l'aide du foncteur de Yoneda (2.9.) Yl(x).

op [
; Ona: Y (x) e |Carey(cP,B)| (= |87 (D])

Yl(x) peut s'écrire 20" —* C dans Cat B, (101) catégorie

de représentation de Y, (x)). icp a un objet final.

bl

Preuve : P : EOP =+ C est donné par le diagramme suivant,

3 (détermination de YO, (2.9.))

Pi
E e G =
= o u
(p,»d,p))
op o’ -1 op
9 $5 (do‘dl)
dl - Co
P cC, xC e %C
1 1 o 3 xC o o
.D o o P
N 9
b )
3
4, ©
Cl C
d o




Vi.19
= 2
On vérifie irmédiatement que le couple
1 22— ¢ 1 ==X ¢ (ol € : C =+ C,  estla
o 1 o 1

9 o . 0]
fléche unité) se factorise par @0".

On note x' cet objet de #°P(1). Ona F(x') = x.

La construction ci-dessus montre qu'il s'agit d'un objet final.

Fin de la preuve de 2).

On montre que pour x : | = CD

Lgl(\'(x)) =g, (x).

Ona: L I(YG)) = lim P'g .
e o

Mais x' est final dans QOP, donc

L1 () = Lig P'g = (") (x") = [(& o Pl(x") = g(x)
op
&

. Pour x € JC(!)| (x: 1> CO), x s'écrit
. o
Iy ~icg, =€ |4 C(II)I).

On tire de l'étude précédente LgI(YI(x)) =

! On a établi (sur les objets) 1'isomorphisme
L o (Y) =
g g

pour lequel seule 1'hypothése, D B-compléte & droite est nécessaire.

Sous les hypothéses de 6.3., il y a une B-équivalence entre DC

et une B-fibration & munie d'un foncteur cartésien MB-plein

[
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op
c
et fidéle : K + D(B ) ; les objets de la fibre KI sont les
(o2
(3" )

foncteurs cartésiens, objets de D (I) qui commutent aux

B-limites inductives.

11 suffit de faire la démonstration sur les fibres au-dessus de 1.

En utilisant 2.7.3., on se raméne au théoréme 6.3.

G -
DY(1) = Carey(C x 1,D) = Carty,, (iC,Dp)

op
€

cp .* . 0p
o (@ = carty8° x 1,0) = carey, 8O

B/11 'DI)

Ainsi la démonstration se raméne & celle de 6.3. en remplagant
5 ) = 2 VBT P
8 par B/I, C par iC, D par DI' Ces données vérifient évidemment

les hypothéses requises. D'ol le résultat.

Application.- Si D = B, le théoréme 6.3. s'applique & condition

que B soit ®B-compléte a droite (c'est-a-dire ait des conoyaux universels -

1'existence des sommes est évidente) et soit MB-localement petite,

c'est-a-dire (3.6.) ait des 1

)

En particulier, si B est un topos le théoréme s'applique. On

note E ce topos.

Théoxdme de Diaconescu [5].

Soit A e|Cat E| et F un topos sur E (F -~ E est un
morphisme géométrique p‘—(p‘), il y a une équivalence de
catégories entre la catégorie des morphismes géométriques de F
sur A (= CarnE(Aop,Fi) au-dessus de E et la sous-catégorie
pleine de F(p*é_) (5.1 .) (= Cartu_,(p’A.F)) formée des préfaisceaux

internes que Diaconescu nomme plats.

Un morphisme géométrique de F dans A au-dessus de E est un

. 5w . . . . .o
morphisme géométrique (f — f_) qui rend le triangle ci-aprés commutatif.



VI21

Ce théoréme peut €tre considéré comme un cas particulier de

(6.3.), en effet

1) I1 existe un produit fibré de morphismes géométriques

TP ——————— A= Eu®D
b=((p ) °P*, Lin a=(a",lim
(p"a’P 0P
F = E
p = (p ,p,)

Ainsi 1'étude des morphismes géométriques au-dessus de E de F
. = - . — -
dans A se raméne & 1'étude des morphismes géométriques q : F + F(p ﬁop)

=1 ou q'b‘=|).

tels que bq = Id (i.e. b,q, F ¥

Changeant de notation, on est amené i examiner les foncteurs

* -~ o s - . o
r : A+ E, ayant un adjoint & droite, exacts @ gauche et tels que
Qa* =1
r &
* o i
2) Un tel foncteur r permet de définir un foncteur cartésien
op
A
sur E, »p E + E

Ona: p, : g/a‘l - E/1 = E(I) donné par

o+ a"D = f(W > a"D =1L
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La commutation des aux changements de bases, vient de ce que

. "
T est exact a gauche.
¢ — * 2 :
(Bien entendu les conditions sur T ne sont nullement nécessaires
pour qu'un foncteur puisse s'étendre a un foncteur cartésien sur E. Pour

= Ens, tout foncteur A + Ens s'étend 3 un foncteur cartésien mais n'est

>

pas nécessairement exact a gauche).

Ainsi 1'étude des morphismes géométriques envisagés par Diaconescu
A°P
se raméne 3 celle de certains foncteurs cartésiens : E + E qui ont un

ajoint a droite (en fait un E-adjoint a droite).

Le théoréme 6.3. montre qu'il existe une équivalence de catégories
entre ces foncteurs et une sous-catégorie pleine de E(Q) = CarLE(A,E).
Les objets de cette sous-catégorie sont les préfaisceaux internes dont

1'extension de Kan par Y, Lg' est exacte 3 gauche et telle que
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CHAPITRE VII

THEOREMES DE REPRESENTABILITE ET VU FONCTEUR AVJOTNT.

7.1.- Objet initdial dans une catégonde gibrée.-

Un objet initial (ou initial strict) est un cas particulier de

li , d'ol la définition.

7.1.1.- Véfdnition.- Une fibration D a un objet initial si et

seulement si chaque fibre D(I) a un objet initial et si ces objets (et

les fléches canoniques) comuutent aux changements de base.

Soit f : I > J v Vg

(resp. v? 1'objet initial dans D(J) (resp. D(I))

La donnée de 1'objet initial v dans D(!1) détermine donc la

famille des Vi

7.1.2.- Véfinition.- Unme fibration D a des produits si et seulement

si chaque fibre D(I) a des produits qui commutent aux changements de bases, (5.

7.1.3.- Thécrdme.- Pour que D, B- compléte a gauche, ayant des
produits, et B-localement petite ait un objet initial il faut et il suffit

qu'il existe I e |B|, S e |[D(I)| tels que :

VY1rel s Vxe DD 3 raf~+1 ] u_ s + X (au-dessus de IT)



T
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D étant B-compldte 3 gauche la condition de

Remargue. -

1'"ensemble solution'" équivaut a :

J1elBl Ise @ Yxelpm)| Ze:1 -1 > X
(au-dessus de 1)
En effet. Pour tout T (t : T+ 1) et X e D(7)!, on forme
* . .
LN X. Il existe o : 1 - 1 et oS+ T X , soit t c § = X au-dessus de
T. On prend alors 1 = gt et on a la condition du théoréme.

7.1.3.- Preuve du théordme.- 11 est clair que si D a un objet

initial la condition de 1'"ensemble solution" est vérifiée. Si v € 'D(1)|

" "

est" cet objet (en fait il détermine les v.) 1la condition plus haut

L

est trivialement vérifiée pour I =1 et § = v.

Pour établir la réciproque

a) On construit la "petite fibration" engendrée par S e |D(I)| (3.7).
b) On établit une condition suffisante pour que le sommet d'un

cone sur D (voir définition plus loin) soit objet initial.

c) A 1'aide d'une B-limite projective on construit un cSne dont

le sommet a la propriété précédente.

7.1.3.1.- Cone sur une B-f4bration.-
Ve fanation. -

ID € |CartH(D.D)\ le foncteur cartésien identique et

Soit D wune fibration et d € [D(1)|; on note

e lCartB(D,D)I
[ A

le foncteur cartésien constant &gal 3 d pour I € |B| T 1 D(I) - p(I)
d

envoie tout objet de D(I) sur t*a = dI)' On appelle cdne sur D , de

sommet d, toute transformation B-naturelle [ k6 - IdD

d
1d =D

On note & un tel cdne.

La définition équivaut a,pour tout T ¢ [B/, d,r est sommet d'un

cdne (sens usuel) de base ]D(T)
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RT : dT - D(T)

et les  commutent aux changements de bases.

1tation.- Pour A e [D(1)| on note A(A) la fléche d - A

du cone.

7.1.5.2.- Lemme.- Soit C e |cat 8| ; dans les conditions de la

coa Uk ca ) * - C
définition précédente, dC =C d est sommet d'un cBne sur D .

. .
Preuve : On vérifie que, pour tout T , dCT = (t C)'d.r est

' 5 (8 = *
sommet d'un cGne sur D (T) CarLB/T(L c, DT) (2.753) %

On peut alors ramener la démonstration au cas oil T=1.
i =
Pour montrer que d; = C d(e [Cartﬁ(C,D) ) est sommet d'un cBne

sur CartB(C,D) , il faut déterminer une famille ( de cdnes (au

") 3¢ |8
sens usuel).

}; @ pour sommet le foncteur C(J) - D(J) constamment égal a
jd=d -(\J est un cBne sur Fonct(C(J), D(J)).

Hais 1'hypothése montre trivialement 1'existence des cdnes AJ.

La commutation aux changements de bases est évidente.

7.1.3.5.- Lemme [12].- Si d est sommet d'un cdne sur D et si

il existe C e [Cat B| et U e [Car(B(C,D)[ tel que d = lim U et tel que

dans le cdne de sommet d construit en 7.1.3.2, = ¢ (fléche de

A
c )
coadjonction C* lim U ~ U) alors d est initial dans D.
Preuve :
a) Un montre que d est initial dans D(1) . La construction

précédente montre que

‘(S"” 1 O — E'd (dans le cdne de sommet g'd)



est tel que 3(c"d) = ¢*(n(a))

ol Md) :d-d (dans le cdne donné).

La commutativité du carré ci-dessous (propriété du cone), le fait

que = est une fléche de coadjonction, montrent que
Ma) =1,
*
cd
»
ac"a) =c"(x@)) e=)(U)
=
]
c'd = u

Si &€ [D(1)| et £ :d- &, le diagramme commutatif ci-dessous

montre que A(3) = f.

Q)

o
o

= d est donc initial dans D(l).

b) Pour tout T (£ : T+ 1) d = t'¢ esc initial dans
on a tpldp) = A (Td) = £*(0(d))  (définition d'un cne)
.
=)= 0, 3
d CT
La

D(T)

deuxigme partie de la démonstration s'applique alors sans changemer
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7.4.3.4.- Fin de fa preuve du théorgme 7.1.3.-

On considére U e \Carta(‘L,D)l construit en (3.7). D &tant
B-compléte a gauche, il existe

v=1limU (ve |[D(1)])

On wontre que v est sommet d'un cBne vérifiant les hypothéses

de 7.1.3.3.

= ¥ vy est sommet d'un cBne sur D(T).

On utilise l'hypoth&se de "l'ensemble solution" par exemple sous
sa premiére forme.

Soit Te B t:T-1 X, X" e [DIT)| et £ : X X' e F& D(T).

*
Ilexiste T,7' :T~I u :tU85~% et u,:t''s>x.

v = 1im U , il existe donc une B-transformation naturelle

Tyu—uU (e FL(Cartg(],D)))

(==

On en déduit 1'existence d'une transformation naturelle
*
ST E(T) b Up

i Yt v % & i = i
(ol Len) vy est le foncteur X(T) D(T) constamment &gal a vp tov).

Pour X (resp. X') \T(X) t Ny X est donné par

J\T(X) =u .ET(T)

*
(en effet en(r) : vy =~ Up(s) = 7°8)

hp(X') = e (a)
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7.1.3.4.- Fin de La preuve du théorgme 7.1.3.-

On considére U e ICar:BQ,D)[ construit en (3.7). D étant

B-compléte a gauche, il existe

v=1limU (ve D))

On uwontre que v est sommet d'un cdne vérifiant les hypothéses

de 7.1.3.3.

- YT v, est sommet d'un cdne sur D(T).

On utilise 1'hypothése de "1'ensemble solution' par exemple sous
sa premiére forme.

Soit Te [B] t:T-1 X,X' e |DT)| et £:X-X' eFED(T).

Il existe T , ' : T~+1I u :

L + X et u r‘.S*X‘.

2

v = lim U , il existe donc une B-transformation naturelle

L

e v— U (e FL(Careg (],0)))

OUn en déduit 1'existence d'une transformation naturelle

) *
£ d L1 Vg == UT
(ol E(T)* vy est le foncteur Z(T) -+ D(T) constamment égal a v = [.v).

Pour X (resp. X') )‘T(X) P vp — X est donné par :

Ap(X) = u_ep (1)

T

*
(en effet ep() 2 vy - Up(e) = ©°8)

Pp(X) = e (1)

T
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On montre qu'on a ainsi défini un cBne sur D(T) , de sommet Vo

11 faut montrer :
- '
f..\T(X) AT(X b/

On construit dans D(T) 1le produit fibré ci-dessous, (D a des

noyaux et des produits)

La condition de 1'ensemble solution montre 1l'existence de

*
M T L ‘et ut,,:r”S*Z.
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Ona: paue DTS, <") = (3.8) [(T) (+",1)

P, € DD 5,7 TS = [ (e

£ étant une transformation naturelle, on a :

T

(p.uT,,).zT(t") = ET(T)

(p T")~ET(T") = ET(T') .

De la commutativité du produit fibré

on déduit alors la condition cherchée :
= '
i.AT(X) )T(X )

= La commutation des ) aux changements de bases se déduit

immédiatement de celle des 1 (e est une transformation B-naturelle).
v est donc le sommet d'un cdne sur D.

~ Reprenant la construction faite en 7.1.3.2. on introduit le
x & 5 - .
cdne associé de sommet | v = | lim U .
- - I
On a alors A(U) = ¢ : Z. limU~+U (si 7 : T~ 1 il suffit de prendre
T

*
=1 1*5 = 1 S comme fléche donnée par la condition de 1'ensemble

L
U TS
solution, et de remarquer que UT(r) = r*S).

Les hypothéses du lemme 7.1.3.3. sont alors vérifiées et v est

initial dans D.

7.2.- Théoxgme de heprésentabifiti.-

Soit K : D - B un B-foncteur cartésien, D &tant une fibration

localement petite.



VII.8

7.2.1.- Véginition.- K est dit représentable si et seulement

si il existe A e |[D(1)| et une B-équivalence
K = Hom(A,-)
(o Hom(A,-) désigne le B-foncteur cartésien tel que
(om(a,-)) | = Hom (i"A,-)  (3.1) )

7.2.2.- Lemme.- K est représentable si et seulement si la catégori

(+,K) (2.10.3) a un objet initial.

Preuve :
a) On montre que pour tout I, ((»)I, Homl(i‘A.—)) a un objet

initial, et que ces objets commutent aux changements de bases.

Un objet de ((')I, Homl(i‘A,—)) (2.10.3) est la donnée d'un

o+ 5
couple (51. -:I) avec 6 € [p(D) |, o Homl(x A, él)‘ ay e F B/1

Une telle donnée équivaut 3 celle de & et d'un morphisme vy

b < 1

de D(I)
Vi & AA [P
T I

PRI L : .
L'objet initial cherché est donc le couple (i A, 1 _ : ita -+ 1‘A)

ia
La commutation aux changements de bases est évidente.

b) On montre que si (*, K) a un objet initial, (a : I - KA
initial dans (%,K) (1) ) , pour tout I (i : I - 1), tout X« |p(D) |
K, X, = Hom (i"a, X))
1L —I F
Soit 1 : T -1, 1 ¢|B/I|], (£ :T=>1)
+

S B & g B
B/I(-, !\I )\1) B/T(IT, T kl XI) = B.A(IT, KT xI)
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Mais (7.0:1) , ta XT - Kr t*A est initial dans ((-)T, l(r)

- . - .. > . .
B/T(l,r. }\I' XI) D(T)(t A, T )\1) B/I(-, m!(x A, )«1))

7:2:55= Uu;‘mdu-»i.— Si A€ [D(1) , on note
€ e - i1 e s 5 5 o
Hom (A,-) € 'Each(D »B7)! le foncteur cartésien défini de la fagen suivante.

~ sa restriction i la fibre au-dessus de | est définie coume en

4.2 a partir de Hom(A,=) de 7.2.1.

On a, pour v ¢ IDC(I) = G(g)
(“ﬂmc(r\.‘))l(\) = dom(A,-) o (y) €2.6:3)
“pour Te [Bl er v e [0 = |care,, (i%C, p.)| (2.7.3)

1 B/1 I

g On pose

(om, (4,-))  (v)) = HomI(i‘A,—) o (v))  (2.6.3)

- . * q
ol Hom (i°A,-) € Jc.ar:mn(nI, B/1)|
7.2.4.- Proposition.- Le foncteur cartésien Hom(A,-) (7.2.1)

commute aux B-limites projectives.

Preuve -
a) La définition précédente et (2.6.4) montrent que si

Y € DC(I) = 1-)(5) (hom (A,_))l(\) s'écrit
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a
ct ; H *Av)
hom, (C A7) om, (C Ay,
I 3 o
| |
i i
|
' !
d
|
cl Co
d
o

ou ¢ est défini par

et ol 10 (et ux) se déduisent de én (et AI), par les procédés du (§ 3).

b) Soit Te [B] (£t :T - 1). On a :
850 (€T, hom(a,v)) = 0(m)(c® %, ')

La propriété se montre aisément en remarquant que la commutativité

du diagramme (1) ci-dessous est équivalente i celle du diagramme (2)

1
. - _— -
Hom (LIA,)I) : Hom (COA,VD)
A I a A O
o
| / ’
r ! r
i S 7/ :
[ € xT
1 e e —— g
d T
o | ’
i
|
. d] g ¥
21g; c, )
d
o
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. -
crea ty,
‘ 1
:eo c‘l
* & *
CO:A—_“»tyD (2)
T
o

ol ;o (resp. ;I) se déduit de 1l'existence de L (resp. r]) par (3.1).

c¢) On montre que :

bom, (&, limy) = }%(Hom:(mv))

On forme pour tout T e IB[

B(T, Hom (A, lim v)) = D_(t*A, t* lim y) 3.1
L T L

Mais lim est un foncteur cartésien
2]

" lim lin_ "
Y = 1li Y, 5
c <

= . o " -
dlol : B(T, kom (4, He 1) =p)icta, Liny ') - oS *cta, 'y
(adjonction c* — lim)

c
c *
= B°(1) (cT, Hom:(A.Y)) (b)

= B(T, lim Hom.(4,Y))
c
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7.2.5.- Thécheéme.- (théoréme de représentabilité) B est B-localeme
petite (3.6).

Soit D une fibration B-localement petite, B-compléte 3 gauche
et ayant des produits, K : D - B est représentable si et seulement si il

counute aux B-limites projectives et si il existe I ¢ |B S e |D(I)] et

sp i1y = K5 (sp e FEB/1) tels que pour tout X e [D(1) et
+ .
il existe o : | - 1 et uooio S - X rendant le diagramme ci-dessous

commutatif.

a'kls=xu's

Preuve : La deuxiéme partie de la condition exprime simplement
que la fibration (*,K) vérifie 1'hypothése de "l'ensemble solution'
(remarque (7.1.3)).

a) Pour K = Hom(A,-), on sait (7.2.2) que (*,K) a un objet
initial, donc (7.1.2) vérifie la condition de "l'ensemble solution". De plus
(7.2.4), Hom(A,-) commute aux B-limites projectives.

b) On applique le théorZme de l'objet initial (7.1.3) a la fibration
(+,K) , puis le Jemme (7.2.2).

- (#,K) a des produits (chaque fibre a des produits ([12]) et
ces produits commutent aux changements de bases (trivial)).

- (+,n) est B-compléte a gauche.

I1 suffit de construire le B-adjoint 3 droite lim du foncteur

cartésien :
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¢ (K + (t.x)C (2.10.3)

On construit la restriction de lim i la fibre au-dessus de I.
C
11 suffit d'appliquer ensuite les procédés de (2.7.3) pour obtenir lim
c

sur les autres fibres.

Par (2.10.3 a) un objet de (+,K)(1) est un couple (5,a)
&€ |Car:B(C,D)|
e ¢y » K58

On pose lim(é,a) = (lim &, @) (D a des B-lim) , ol
¢ ¢

Q1

1> im KE(8) = K(
C

Lin

im §)
Cc

i . 5 - P
correspond 4 & par l'adjonction € - lim (C :B~BC) et ou K commute
[
aux B-limites projectives.

Un vérifie immédiatement qu'on a ainsi construit un foncteur et

que lim(é,a) a la propriété universelle désirée.

- (#,K) est B-localement petite.

Soient (X,£) et (Y,n) deux objets de (-.K)I.

(E:1; =KX et ni:l > K;¥) . On construit Huml(g,n).
J
*
in
=
AR
() 'K Y = Y
>3 M1 i
/
g & o
iR = k%X
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Une flache -~ i"n dans (+,K); est une flache £ : j'x - j'v

tel que le triangle (#) soit commutatif.
A £, correspond f : =ik .

Un obtient donc HumI(;’,,n) en prenant le noyau des deux fléches

ci-dessous dans B/I.

157¢ fleche
X 1 1

X K
K l(I A I I u )4
Hom, (X,¥) —= (KY) = Hom (K;X,KY) — (K;Y) x (KpX) © — (KY)

ol K est le morphisme défini en (3.4.a), puisque B est B-localement petit

(on note Hom dans B/I par une exponentielle).
KIX KIX II
X OKSY) — (K.Y) *x (K. X) est donné par L = | X x
I I s R 1¢
(}\IY)
u est la fléche de composition (3.3.a).

2°" flache

fléche canonique n 1

Hor,\j(x,\') 11 (KIY)

I

La vérification que Homl(:',,n) a les propriétés voulues est triviale

?.3.- Théondme du foncteur adjoint.-

Soit U : D' +D un B-foncteur cartésien, D et D' &tant deux
fibrations localement petites, D' &tant de plus B-compléte & gauche et

ayant des produits.

Théondme.- Dans les conditions précédentes, U admet un B-adjoint

4 gauche (i.e. cartésien sur B) si et seulement si, U commute aux B-limite

projectives et si de plus, pour tout T e |B| tout X e ID(T)| il existe
. o

i:1-T,Se |D(I)| et s: iX > US tels que pour tout € : X S Ux',
il existe < : 1.~ i (ce FLB/T) et u_ :o"s~X' rel que le triangle

: . . +
de droite soit commutatif : L'T(u") S 08 = g,
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Preuve : La deuxiéme partie de la condition exprime simplement

que la fibration (X’UT) (de base B/T) (construite comme en 2.7.3) vérifie

1'hypothése de "1'ensemble solution'" de 7.1.3. (remarque).

a) Si U a un B-adjoint a@ gauche, pour tout T, et tout X ,
(X,U,l_) a un objet initial, donc (7.1.3) vérifie la condition de "l'ensemble

solution".
Par ailleurs (5.11) U commute aux B-limites projectives.

b) Un montre que, dans les conditions du théoréme (X’UT) a un
objet initial, c'est-da-dire vérifie les hypothéses de 7.1.3. Il suffit de
montrer jue (X.Ur) est B/T localement petite, B/T compléte a gauche,

et a des produits.

= (x,L‘T) est B/T-localement petite.

Soient (X',Z) et (Y',n) deux objets de (X,UT) (2T > 1T)

(€ : Tx o+ Ups X' et n:tK~ UT' Y' dans DT')

On construit Hom (£,n)
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9
UR,p'Y'=c'uI.Y'

! R f HomT.(X',\")

72l

ine flache p £(X',£) » p"(¥',n) dans (X,Up) . est une

fléche £ : :'x' - n'Y' telle que le triangle (*) commute.
A f correspond e p+k .

On obtient donc Hom (£,n) en prenant le noyau des deux fléches

ci-dessous.

ere ..
1 fleche

Homy, (X',¥") —L+ Hom, (U XUz, ¥') & om (UL X', UL, YY) x Homp, (£*X, Uy, X")

Hom , (+*X, UL, ¥")

ol U est le morphisme défini en (3.4.a) (D et D' sont B-localement petit.
donc DT et D% , B/T localement petites)

= ) 5 - s > " o r :
I.“OKH-'<UT'X"UT"‘I) £' (avec & : IT‘ Hcr.Lr,( I\,UT,)\) qui

<
correspond 3 £ : 1 X = UT,X') et oi u est la fléche de composition (3.3.a).
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2°™ flache

;- fl‘ oni m *
Hom,., (X',¥") Eche canonidue figs n Hon, (+7X,Up,¥")
o W' correspond @ 1 - UL, Y

- (){,UT) est B/T compléte a gauche.

Remargue : U commutant aux B-lim , UT commute aux /T:l
En effet, soient I ¢ |Cat B/T| et &' e |Cart B/T(T, DT'H représentés

sur le diagramme ci-dessous

Dire que Uy commute & lim (avec lim¢' € |[D"(T)|, T € |cat B/T|,

T T

revient a dire que U commute 3 lim (ol T est considéré comme un morphisme
T

de CatB , T :C-T).

Pour construire le B-adjoint & droite lim de
T N I T
(%,U,) (X,UT) ,
on construit sa restriction & la fibre au-dessus de |.
Par (2.10.3.b) un cbjet de (X,UD) (1) est un couple (5',)
&' Cart B DL |
€ |Cart /T(.,IT)l

v TR - U(8h) =

flache dans D(1)
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= (lim ', y) ( D' a des B-lim , donc D}

On pose lim(d',y)
T r . 2

a des B/T-lim) , ol vy : X = lim U,‘r(é‘) = U:i' lim §' (remarque précédente)

correspond 2 y par l'adjonction e — lim .

La vérification qu'on a bien ainsi construit une B/T-li

triviale.
- (%,U;) a des produits (évident (1zy.
¢) L'étude faite en b permet de conclure que les B/T fibrations
(X,UT) ont des objets initiaux. On sait qu'alors pour tout T il existe
U, tel que, pour tout X ¢ lu,r

un foncteur FT adjoint & gauche de T
Cx . T ,

(FTX. X = UTFT)\) soit initial dans (X’UT)IT'

La définition 7.1.1 montre que pour f : T' = T 1'objet initial

. _ g .

de (f X, T') = (X’UT)f est (f FoX, £ ‘X)'

On a donc en particulier, pour tout X,

£'F. X = F_,£X
ik = Bk X

et les FT commutent aux changements de bases.

On a bien défini un B-adjoint & gauche (cartésien) de
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