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Worrede.

gnm) @dge in der fehre vou ben Gleidjungen gibt
¢8, in DBetveff beven moan nodh vor RKurzem fagen
fonnle, baf ein vollig vidhtiger Berweid dexfelben uns
befannt fey.  Der eive ift der Sahi: baf i
fdHen jegwey Wetthen der unbefannten
®rofie, bie einentyegengefeptes RMefuls
tat gewdbhren, aliemab! wenigftens cine
veelle TWurzel bder Gleidung liegen
mii ffe.  Der andere lautet: daf jebe algse
braifde rationale gangeFunctionciner
verdnbetlidhen Groge fidh in reale Fau
toven bed evflen cbver gwepten Grabed
geriegen taffe, — Mon ban legieren Sage ot
und , nady miehreren miflungenen Bafuden efnee
YUAlembers, Euler,deFoncener, o Brane
ge, 8o Place, Kliige! w %, im vorigen Japte
¥ inbs
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endlidh Hr. Gauf eln paar Beweife geliefert, bie
Poum mebr etwas zu winfden itbrig faffen diicften.
Gé befdyentte und gwar diefer vortrefflihe Gelehrte
fhon in bem Jabre 17g9 mit einem Weweife fiiv bie-
fen Sap *), der aber sody den von ihm felbft cinges
flandenerr Febler Hatte, dap er bdie vein analptifdhe
Wabrheit auf eine geometrijde Bettadtung
griindete,  Ceine jwey neueflen Beweife ™)
aber {ind aud) von diefen Febler gang frep; indem
bie trigonometrifdhen Functionen, bdie in
bem lepten vorfommen, in einer vein analytifhen Be-
deutung aufgefaft werden Eonnen und foilen.

Der andere Sah, deffen wir oben ermdhnt, gee
hort proar eben nidyt zu denjenigen Sdfen, toeldhe
pas Nadidenfen der Selehreten bisher auf eine gang
vorjiigliche Weife befdyiftiget Yatten.  Inpoifdyen
finden roiv bod), bap Tathematifer von grofem Ans
fel)m fidy mit diefem Sape befafit, und fhon vers

fdyies

%) Demonstratio nova Theorematis, om-
nem functionem algebraicamrationa-
loem integram unius variabilis in fae-
tores reales primi vel secundi gra-
dus resolvi posse, Helmstadii. 4°, 1799.

*#) Demonstratio nova altera ete,, und De-
monstratio nova tertia; lm)be vom Nabhre
18]61
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fdyiebene Deweidarten fiir ihn verfudht Haben.
Wer (id) hievon iiberseugen will, vergleide nur die
verfthiebenen Darftellungen, welde von diefem Sage
3B. Raftner,™) Glaivaut, ™) Lacroir, **)
Metternidy, )R liigel, +) La Grange, +4)
Roeling, +HHt) u. m. U, gegeben haben,

Dap aber Feine biefer Bewseidarten ald geniigend
angefebn toerden Eonne, zeigt fich bey einer genaueren
Pritfung decfelben febhr bald.

et

*) Anfangsgriinde ber Unalyfis endlider
Grofen. 3zte Aufl. § 316,

#) Elemens &’ Algebre, geme Edit. Supple-
mens. Chap. L, n°, 16,

##%) Elemens 4’ Algebre. 7eme Edit.

) 3n feiner Uibevfepung bed chen angefilhrten
Werfed von Lacroip. Maing. 2812, §. 211,
++) Jn feinem mathemati{den QBértetbud)e

2. Band &, 447. .

111 Traité de la resolution des équa.
tions numeriques de tous les degrés.
Paris. 1808.

++11) Grundblehren von benFormen, Diffes
tenyen, Diffeventialien und Integras
lien der Junctionen. I TH. §. 49.



I. Bey ber gewshnlidften Veweisart fHibt
man fid) quf eine aud der Geometvrie entlehnte
BWabrbeit: dbaf ndhmltd) eine jebe continys:
iclicheintevon cinfadier Krviimmung, des
ten Ordinaten erft pefitiv, dann negas
tivo {ind. (ober uwmgefehet), die Abfciffenlis
nie nothwendig irgendws in einem
Puncte, der gmwifden jenen Drdinaten
Yiegt, dburdfdneiden miiffe. Gegen bie
Midytigteit fowobl, ald audy gegen die Evibeny
biefed geometrifthen Safied ift gar nidyts einjuroenden,
Uber eben fo. offendar ift audy, baj e8 ein nidht ju
dulbenber Werftof gegen die gute Methode fou,
PWahrbeiten Der reinen (ober allgemeinen) Mathes
wmatif (d. b. der Arithmetit, Algebra ober Analy=
fi3) aué Betradytungen hevleiten u wollen, welde
in einen blof angewanbdten (oder fpeciellen) Theil
berfelben, nabmentlidy in die Geometrie gehoren,
nd bat man die Unfdyicdlidhfeit ciner dergleichen
pereBire & dAAo poevoe midt langft fhon ges
fithle und anevfannt? bat man fie nidt f{don in
‘“hunoert anbesn Falen, wo man ein Mittel gewufit,
verntieden, und diefe Vermeidung fich zum Bavdienjte
angevedimet 2 *) Muf man {idh alfe nidt, wenn
man andsed folgeredyt fepn will , dicfes aud) ier ju

thun

ST

¥) @in Beyfpicl geben bie voshin angefiiheten Ubhand:
huagen bed Hrn. Prof. Sauf.
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thun beftreben 2 — Denn in ber That, wer immer
bedenbet , ba bie Beweife in der Wijfenidaft Teines:
voegé blofe Bewifmadungen, jonvern vielmehr
Begrundungen d. §. Darflellungen jened objecti=
pen Grunbes, den bie' ju beroeifende Wabrheit bat,
fepn follew: dem leudpiet von folbid ein, 'Dap der edht
wiffenfdaftiihe Beweis, oder ber vbjective Grund
einer Wabhrheit, weldHe von allen Grogen gilt,
gleidy visl, ob fic im Raume obey nidht im Raume find,
unmoglidhy in einer Wabrhett legep &%nue, bie blofi
von Grifen, welde im Waume find, gilt. Bey
Fefihaltung diefer Unficht begreift man vielmehr, 0aff
ein bergleidhen geometvijdher Vaweid, wie inden
meiften Fallen, fo audy in tem gegenwdrtigenr, ein
witflidher Jivfel foy. Denn ift g!ci’é) die geometriz
fthe Wabrbeit, auf die man jidy hier bevuft, (vie wiv
hon eingeftanden Daben) boehft evident, unb bedarf
fie alfo feined Beweifes ald Gewifmadungs
fo bedbarf fie nidits defio weniger bod) einer Begriin:
bung.. D fidhtbar find bie Begriffe, aus denen
fie Deftebt , fo gufommengefest, baf man nidt cinen
Augenbli€ anftehen fana, ju fagen, fie gehore Eei:
nedtoegd ju jenen einfacdyen Wahrheiten, welde
man-eben befbalb , weil fie nur Grund von an=
- beyn, felbft feine Bolgen fiud, Grundfdghe odet
Grundbwahrheiten nennet; fie fey vielmehr ein
Lehrfap oder eine Folgewabhrheil, b b eine
folye MWahrheit , die ihren Grund in gewiffen andern
bat, unb baher auch in ber Wiffenfaft durd) Hers
' ' le=
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feitung aus venfelben, bdargethan twerben muf. *)
Nun penbe, er ba will, dem objectiven Grunde
nadh, roarum eine Linie unter ben wvorbin errvdbhuten
Umftdnden ihre Abfciffentinie durd)fdineive: fo wird
geroif jeder febr bald gemahr swerden, Daf diefer
Grund in nidté Anderm liege, ald in jener allges
meinen Wabrbheit, zufolge Deven jede {tetige Function
von x, welde fiv einen Werth von x pofitiv, fir
cinen anbern negativ wird, fiiv irgend einen bojwis
fiben liegenden Werth von x zu Null werden wmuf,
Und dieh ift eben die Wabrheit, bdie hier bewiefen
wecben foll.  Weit gefeblt affo, dap diefe lebtere aus
jener bevgeleitet yoecben biivfte (wie bief in der Be:
weisart , bdie wiv jest priifen, gefdhieht): muf viel-
mehr umgeebrt dieje von jener abgeleitet werden, Wenn
man bie Wabhrheiten in der Wiffenfchaft cben fo bar:
ftellen will, wie fie nady ihrem objectiven Sujammen-
hange mit cinander verbunden find.

I, QNidt minder vermerflidy ift ber Beweis,
ben Ginige aus vem Vegriffc der Stetigleit einer
Junction, mit Cinmengung der Begnffe von Feit

: unb

*) Man vergleiche fiber dief Uled meine Bentrige
gu cviner begriinbeterenDarftellung der
Mathematif, Lie Lieferung. Prag 28r0. 41
Ubthl. §§. 2. 10, 20. 21, wo wmaun bie logi--
fdhen Begriffe, welde i) hier als befannt carau%-
fehe , entwidelt finbet.
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und Bewegung, fihrten. ,MWenn fidh swey Func-
otionen £x und px, fagen fie, nad)y vem Gefee ver
#Sretigleit dndern, uad wenn fur x = g,
fa<pa; firx=gaber £3> pLiit: fo muf es
pitgend einen jwifdhen « und B legenden Werth u
ngeben, fir welden fu=¢ u i, Denn wemn
pman fidh vorftelit, daf die verdnderliche Grofie x in
iefen bepben Functionen nad) und nady alle wijhen
nx und 3 liegende Werthe, und in demfelben Aue
sgenblide immer bepbec{eitd denfelben LWerth annimmt:
o0 it im A n fauge diefer fletigen Werthverduderung
woon x, fx < px, und am Ende fx > ox.
»Da aber benbe Functionen vermdge ihrer Stetigleit
pecft alle mittleren Werthe durdhgehen miiffen, bevor
pfie 3u einemy hoheren gelangen fonnen; fo mup s
nitgend civen mittleven Angendlid geben, in
poeldhem beybe einander gleidy waren.”” —  Diefes
verfinnlidt man nody durd) bas BVeyfpiel der Be o er
gung weper Korper, deren der eine anfangs hin:
ter bem andern war, uleht ihm vorgeeilt iff,
und folglih nothwendig einmall ben ihm vorbey
gegangen feyn muf, -

Niemand wird wobl in Lbrede flellen, bdaf der
DBegriff ver Ieit, und vollends jener dex BVewe:
gung in der allgerneinen Mathematit eben o fremd=
artig fey, afs dev ves Raumes, Gleidhtoohl, voenn
diefe groen Begriffe bier nur der Eriduferung we:
gen eingemengt woaten , Hatten wic nidts tagegen ju

. (4%}
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erinneen. Denn aud) wir find Letnesnegsd einem fo
iibertriebenen Puvridmud jugethan, der, um Ddie
Wiffenfdhafi von allem Frembdartigen rein ju evbalien,
verfangt, oed maan in ibrem Wortrage nidt einmatl
cimen aug frembem Bebiethe entlehnten A usdvcud,
aundy nuy fn uacigentlicher Beveutuny, und in der Abx
fiht aufnehme, um eine Sadge fo Plirger und Udrey
au beyeidinen, al8 e burdy eine in lauter eigenthiim:
lichen Benennungen abgefafite Befdhreibung gefhehen
Fann, cber nur, um den UibelBlang dec jtefen Wiebers
bolung der nabhmliden Borte zu meiden, oder um
burd) den blofen Nabmen, den man dber Sadhe beys
fegt, fhon an ein Bepfpiel zu erinvern, bdag gur
Beftatigung der Bebauptung dienen Pann,  Hieraus
erfieht man ugleidy , baf roiv audy Beypfpiele
wd Anwendungen nidt im Geringften fur etrwad
©poldyes baiten, tasd der Wellfommenleit des wiffene
fhaftliichen  BVorfrages Abbrud) {hue.  Nur diefes
fordern twiv Dagegen fivenge: baf man dip Veyfpiele
nie flatt ber Beweife aufflelle, und auf tlof un:
eigentlidy gebraudite Revensdarten, und auf bie Nes
benvorfiellungen, bie fie mit fid) fiiren, niemahis
bie BWefenbeit bed Schluffes felbft griinde, fo baf der
Tetere wegfallt, fobald man jene andert,

Nady diefen Anfidten divfte fich alfo nod) allens
fall(8 bie Einmengung bed Begriffes der Jeit in obi-
gem Beweife entfdulbigen laffen; weil auf bdie He:
bengatten, bdie won ibhm Dhergenommen find, fein

Sdluf
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Sdluf gegriindet wird, der niché audy ohne ihn galte.
Reinedroegs aver faun bie julest gegebene BVerfinn.
lidung ducd) die Beweguug eined Kovpers far
etwas Mebrered angefehn werben , ald fiiv ein blofes
Beyfpiel, das den Sah felbft nidht beweist, viel-
mebt duvrd) ihn erft beroiefen werden mug.

a. Hoalten wiv uns alfo mit Weglaffung diefes
Beyfpiels nur an bas ibrige Naifonnement,  We:
merfen oiv guforderft, dap in bemfelben ein uns
ridytiger Begriff dev Stetigbeit gu Grunde ges
legt fep. FNady einer vidytigen Grtlarung
ndhmlidy verfteht man unter der Hedendart, daf
eine Functionfx fiiv alfe Werthe von x,
bie inners ober auferbald gewiffer
Grengen liegen *), nad) dem Gefege ver
Stetigleit fid) andre, nur fo viel, daf,
wenn x itgend ein folder Werth i, dex
Unterfdhied F(x+w) —£x Fleinet als je-

de

*) @4 gibt Functionen, yelde filv alle TWerthe ifrer
PWurgel fretig verdnberlidy {ind, 3 B. ax + gx,
Ullein ¢3 gibt aud) andre, bie fih nur inners ober
ouerhalb gewiffer GSrengwerthe ihrer Wurgel nach
dem Gefetse der Stetigleir dndbern.  So idnbert fid
X 4 \r(x -~ X} (2 — x) nuv fiir alle Werthe von
x bie <+ 3, over > ~+ 2 find. fletiy; nicht aber
fiiv bie Werthe, bie ywifden + 1 und + 2 Yegenm,
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be gegebene @rife gemadyt merben fine
ne, wenn man o fo flein, «l8 man nuv
immet will, annehmen fanu; ober e§ fey
(nady ben Bejeihnungen , bie wir im §. 14, Des
binomifden Lehrfapes u. f.w. Prag 2816,
eingefiibrt) f(x+w) = £x + (. Daf aber, wie
man in diefem Beweife annimme, die {tetige Function
niemablé zu einem hobheren Werthe gelange, obne exit
ale niedrigeven bdburdhgegangen zu feyn, o. h. daf
f(x+n A x) jeden goifden £x und f(x+Ax) le-
genden Werth annehmen oune, wenn man n nady
QBelicben zwifhen o und + 1 nimmt: das ift wohl
eine fehr wabhre VBehauptung, aber f{ie Fann nidt
als@rllavung bdes Begriffes der Stetigteit angefehn
roerden, fonbern ift vielmehr ein Lehrfap itber ben:
felben s und gpwoar ein folder, der fidh nur erft nady
Worausfepung bed Saged felbft bemeifen ldht, u
deffen Beweife man ihn bhier anwenben will.  Denn
wenn M ivgend eine gwifhen £x und f(x + A x) lie-
gende Grife bedeutet; fo ift die Vehauptung, daf
es irgend einen awifden o und + 1 liegenden Werth
von n gebe, fiiv welden £f(x +n Ax) = M if,
nur ¢cin befonberer Fall von ber allgemeinen
Wabeheit, baf, wemn fx < @ x und
fx+Ax)> Q(x+Ax) ift, ¢3 irgend cinen
mittleren Werth x -+ n A x geben miiffe, fiir weldhen
f(x+n x)= ¢ (x+nAx)ift. Aus die
fer aligemeinen Wahrheit ndhmlid) ergibt fid) jene erftere
Be-
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Bebauptung in dem befondbern Falle, wo die Function
@ X in eine conftante Grdpe M iibergebet,

b, Aber gefest aud), man Fonnte diefen Sag
auf einem andern Wege datrthun: dod) riirde der Be-
weis , den wir priifen, nod) einen anbern Febler hae
ben.  Darcus nihulidy, vaffa > paund fe< @R
ift, roiirbe nur folgen, bap wenn u irgemd ein
gwifden « und g liegender Werth ift, bey weldjenr
pu > gua aber < g 3 ift; o werde fx bevor e8
aus fo inf (3 iibergebt, b. b. bep ivrgentd einemx,
a8 pwifchen a unbd 3 legt, cbenfalls == o u. Lb
aber dicfes bey eben dDemfelben IBerthe von x,
dev = u ift, gefdiebe; b. b, (voeil u feden beliebis
gen Werth mwifhen « und (B bebeuten fann, ber
eu> @uund < @ B madt) ob es irgend einen
goifhen o und 3 lizgenben Blerth von x gibt, bey
weldhem beybe Functionen fx und @ x einander
gleid) vwetben: bas wivde nod) tmmer nidyt folgen.

c. Das Jaufdenbe bed gangen Beweifed bes
rubet iibethaupt nur auf der Finmengung bes Bes
griffed ber Seit. Deun wenn man diefen weglift,
fo yeigt fich alobalb, bdaf ber Weweis nidts anbers,
alg eine Wiederholung deb zu beweifenven Safjes felbft
mit anbern Worten iff.  Denn fagen, daf die Fune:
tion 1x, bevor fie aus ihrem Juflanbe des Kleinerfeyng
in den des Groficcfenns iibergeht, erft turd) ben bes
Gleidfepnd mit ox bindurdy gehen miffe; beift

obne
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obue Jeirbegriffe fagen, dag unter ven Werthen, bie
fx annitnme, wenn man fiic x jeben beliebigen Werth
swifdpen < und 3 febt, audy einer fey, ber fx=gpx
madt; was bev zu beweifende Sap felbft ift.

IIT.  Anbere beweifen unfern Sag, indem ffe
folgenven, entmeber gang ohne Beweis, ober bod
nur gefliist auf einige aué der Geometrie entlehnte
Beyfpiele, jum Grunde legen: ,,Jebe verdinder:
ide Grofe Fann aus einem bejahten
nBuftande tm einen verneinten nurdurd
mden Bufland bes Nullfepns, obder den
wbet Unendlidhfelt ibergehen Da nun
bas Refultat cdner Gleidung bHey Leinem enblidyen
Merthe der Wuvzel unendlid) grof werden
farm: o muf, wie {ie {hliefen, jener Uibergang
bier buvd) Null gefdhehen. —

a. TWenn wian in obigem Soge die uneigentlic
dhe Worftelung eined Uiberganged, bdie den
Begriff einer Veranderung in Jeit und Raum
‘enthidlt, abfonbern will 5 mwodurd)y von felbft aud)
fhon der ungereimte usdbrud eined Juftandes
bets Midytvorbandenfeynd megfdllt: fo be=
fommt man am @nde folgenden Sap: ,Weun ei-
e vevdanbeviide Grife, bie von einer
sanbern x abbhdngig iff, fiv x=a bejabt,
Jfiit x= B verneint befunbden wirb: fo
,8ibt cs jededmalhl einen jwifden annd

B
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4P Gelegenen Bevth von x, fitr ben fie
oMuli, oder abev einen, filx ben fie uns
pendlidy wicd Und nun bemerft gewip ein Je-
bev, daf eine fo pufammengefepte Behauptung Feine
Brundmabrbeit fey, fondern bewiefen werben wiiffe;
baf aber ihr Beweid faum leidter feyn biiefte, als
ber bes Gahed felofi, u beflen Behufe man fie aufs
ftellen wifl.

b. Sa bey genauerer Vetrachtung zeigt ih, daf
fie im Grunbe fogar identifd mit ibm fey. Dean
e6 ift nidgt zu vevgeffen, daf ticfe Bebauptung eigent=
fih wue dans exft wabr ift, wenn jie von blof flee
tig verdnderliden Brifen verflanden wird.
fir x == 4+ 2 wobl allerbingd einen bejafhren, fir
X -1 tinenverneinten Werth; dbeanod), weil
fie fidh tumerhalb diefer @rengen nidt nad) dem Ges
fege 2er Gtetigheit anbert: o gibt o6 audh Feinen
innerbalb + 2 und — 1 Liegenden Werth von x,
fity welchen fie Mull ober unenblid) wiirde. Sehrinfe
man cber die Bebauptung anf blof fletig vevdnderliz
de Brofien ein; fo muf man aud) diejenigen Functios
nen, Die filr einen gewiffen Wereh ihrer Wurgel 1ne
enblich werben, aufhliehen. Denn eine foldhe

a.
Function, wie g ift eigentlidh nidit filr alle
- Ay

Werthe von x, fondern nuy fiiv alle, die > ober << b
find,
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find, ftetig verdnverlid. Lenn fiir ben Werth x = b
erhdlt fie gar Peinen beftimmeen Werth, fondern
witd dag, tvaé man unendlid grof nennt. Yl
fo fann man audy nidyt faget, dafi die Werthe, bdie
fie fir x = b+ w annimmt, Ddie alfe beftimmt
find, dem Werthe, den fie filr x = b echdif, fo nahe
Fommen fonnen, al$ man nur immer will.  Und vie
gebort dody zu dDem Vegriffe ber Stetigleit (1I, a).
Sept man nun 3u der obigen Behauptung den Be-
griff ber Stetigleif nodh Hingu, und laft dagegen den
Fall bed Unendlidhwerdens himoveg: fo geht
fie vortlid) in den @ap, bder erft bewiefen werden
folite, ibers nabmlidy, baf jede fletig verdnberlidye
Function von x, welde fiir x == & bejaht, fir x=7
vernieint ift, filv irgend einen swifhen o und B G-
genden Werth 33 Null woevden mufie,

IV. ZQrgendbwo [iest man folgenben Schluf;
pWeil fx fiir x =eabejabt, firt x= B ver
gueint ift: fo muf e8 jwifdhen « und 8
wdteey Grofen a und b geben, ben denen
wber Uibergang aué den bejahten Wer-
pthen bet fxinbie verncinten gefdhieht;
nfo gwar, daf zwifden a unbd b fein
pBerth vonx mebr fallt, fir ben fxnod
nbejeht oder verneint wave” U | W, =
Diefer Frrthum bedarf foum einer Wiberlegung, und
mwurde hier gar nidyt angefiibet werben, wenn et nicht
gum Beweife biente, wie undeutlich nod) die Bee

- grif:
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griffe mander felbit angefehener Mathematifer iiber
diefen Gegenfland fiud, €8 ift dody befannt genug,
baf ¢8 pwifden je oen einander aud) nod) fo nabhe
ftehenben Werthen einer unabhangig verdnbders
fidyen @rofe, dbergleihen dic Burzel x einer Funce
tion iff, immer nodh) unendlid) viele mittf{eve Wer-
the gebe; unb eben fo, dafi eine jede ftetige Function
Pein letes x, Das fie bejaht, und fein erfled
X, baé fie verneint madht, alfo Fein foldes a und b,
yoie Dier befdyrieben wirtd, befige! —

V. Dad Mifilingen diefer Berfudpe, den Sap,
von dem Wit handeln, unmittelbatr zu beweifen,
leitete auf Den Gedanfenn, ibn aus dem zweyten
®ape, deffen wir anfangs erwibnt, ndhmlid aus
dem von der Jerlegbarfeit jeder Funce
tion in gewiffe Factoren abpuleiten. G3 it
audy fein Jrocifel, Daf, wenn biefer zugegeben vird,
jener aud ibm gefdbloffen werden fomne.  Uber ber
Umftand ift nur, daf cine foldhe Derleitung Deffelben
Teine edt wiffenfdaftlihe Begriindung beiffen
onnte, indem Der ywepte Sag offenbar cine viel Jus
fammengefegtere Wabheheit ausforidyt, ald uns
fer gegenmwartige; bdaber fidh jener wobl auf diefem,
nidht aber umgekehrt diefer auf jenen grinden fann,
Wirklih ift e8 audy nodh Niemand gelungen, jenen
obhne BVorausfepung von diefem zu beweifen. Bebref:
fend bie Beweife, deven Unftatthaftigheit {hon Hr.
Gauf in feiner Adbandlung vom Jabhre 1799 ge:

B peigt
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wigt hats fo ift 8 eben Darum, voeil fie beceitd alg
unftatthaft erwiefet worden find, nidt nothig, su
untevfuden, ob fie auf unfern Saf fid) grimbden ober
nidht, Der Beweid des5 Heern La Place *) bat
gleichfalid feine Fepler, die wir jebody fdon darum
Hier nid)t augeinander gu fesen braudpen, weil berfel:
be cusdriidlidy auf unfern gegewwdrtigen Sap ge-
griindet ift.  Unb eben fo brauden wir aud) auf ven
guetfl crfthiencncn Beweid bed Hin, Gaup teine
Riudfidht su nebhmen, weil diefer fih auf geo nres
trifdye Betradtungen ftipet.  Inzwifden wdre es
Teicht barguthun, bdag audy in ihm unfer Say filic
fdyveigend angenommen wird, indem de geometri-
fhen Betvachtungen, die in ihm angeflellt werben,
gang jenen dbnlidy find, deven it n°, I, evrmwdbnet, ——
Yies Eommt alfo nur nody auf des Herrn Saup
Demonstratio novaaltera unb tertia an,
Sene beruft fidy auf unfern Sap ansdriicklich 5 indem fie
&. 30 vorausfet: aequationem ordinis imparis
certo solubilem esse; eine Bebauptung, bdie be:
tanntlidy nidyts anbevs, alé eine leihte Folgerung aus
unjerm Sate ift.  Nidt fo offendar ift s bey ver
Demonstratio nova tertia, baf fie von unferm
Sage abhangt, Sie griinbet {ich wnter Anderm auf
fol:

*) JIn bem Journal de I' école normal, ober aud) in
ve8 Ia Croix Treite du calcu! diff, et int, T. 1.
n®, 162, 163.
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folgenden Rehria: Wenn eine Function fie
aife Werthe ihrer verdnderlihen Gros
fe x, bie jwifden » und 3 liegen, ftets
pofitiv verbleibt; o hat audy ihy JIntes
gral, {o genommen, daf eé filt x=gvey:
fdwindbet, und dap Hievauf x=f gefept
ift, einen pofitivenWerth, Nun findet man
goar in dem Veweife, den uné La Grange ¥)
fur diefen Lebrfab geliefert, Peine auddriiklihe Be-
rufung auf bden unfrigen. Ullein diefer La Granges
fhe Veweis hat aud) nod) eine Riie.  Gr fordert
nahmlidy , die rofe 1 fo Elein 3u nehmen, daf
-f(X+:1)-fx___f}f( <f>'a+f ('x+i‘)+f('x+ ,rzi)+..+f€x+(n- 1)

1 1
werde, tooben das Product 1, n einer gegebenen
@rofe gleidh) bleiben foll, und bie befannte Begeid)s

nung fx bie erfte abgeleitete Function von fx vorftefit,

SHier entfteht nun die Frage, ob die Crfiillung diefer

Sorderung auth moglidy fen ¢ Je EHeiner man 1 nimmt,
o flx+)-fx . )

um den Unterfchied S e—— fx ju vermin=

dern, beflo grofer mup man audy n, den Divifor

in dem Ausdrude rechter Hand annehmen, wenn i.n
B2 ftets

¥*) Legons sur Ie Calcul. des fonctions. Nouvelle
Edition, Paris, 1806. Le¢. 9. p. 89.
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ftets ber gegebenen Grife gleidy bleiben foll.  RNun
vermehret fid) gwar audy die Menge der Glieder indem
Babler : ob aber diefe Bermebhrung ben Jahler n eben
bem Wechaltniffe, wie dber Nenner wadft, vergropes
te, ob fid) ber Werth des gangen Vrudyed burdh) die
Werminberung von 1, nidyt vielleidyt cben fo fark
obet nod) ftavBer vermindere, alé Der Yusdbruck
t(—x—t-?——fi‘ -—f;, vas ift nody 3u evweifen, Soll
diefe fiide nun audgefillt werden; fo wird diep roohl
nut durd) Berufung quf unfern gegemvdrtigen Safh
gefhehen Eonnen; da wir und {hon bey dem Beweife
eines mit diefemLa G rangefdien verrvandten, obz
gleic) viel cinfadjeren Lebrfages *) quf ihn begichen
mufiten.

So mangelhaft alfo {ind alle bisherigen Beweife
bed Fanes, der auf dem Titel biefer Ubhandlung ges
nannt ift.  Derjenige nun, den id) hier der Beus-
theilung ber Gelehrten vorlege, enthdlt, wie id) miv
fdymeidhle, nidht eine blofie B ewifgmadhung, fon:
bern bie objective Begriindung der su beweifenden

Wabrheit; d. h. e it edyt wiffenfdafilicy, **)
%Q[a

*) RNihmliy ve3 Seked § 29 in ber Ubhandlung: der
binomifde Lehriap u, f w.

**) Dod) ertoarte man nidt, bdaf id bier ctwa {Gon
a¥{c Regeln befolge, bdie in den Beptrigen
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Solgenbes ift eine Furge Uiberficht be8 Ganges,
ben er nimmt,

Die ju beweifenbe Wabrheit, daf groifdhen den zroen
Merthen « und (3, bie ein entgegengefeted Refultat
gewdhren, jeberjeit roenigftens eine veelle Wurgel lie=.
ge, bevuhet offenbar auf jemer allgemeineren,
baf, voenn yroey ftetige Functionen von x, f x und p x,
von foldyer Befdaffenbeit finb, dbaf firx=a, fa < ¢e,
fit x == B aber £3 > o f ausfillt, allemabl ivgend
ein joifden x und 4, liegender Werth von x vorhans
den fepn miiffe, fitv welden fx = @ x wird.  Allein
wenn f o < o ift; foift vermige des Gefenes der
Sitetigteit aud) nody {(a+1) < (e +1), wenn man
nur i Elein genug annimmt, Die Gigenfdaft

bed

3w einer beardinbeteven u, f. w. (. UbLH.)
fiic die Qonflruction eines edht wiffenfdaft:
lidgen BWortrags von miv felbft aufgeftelt wor.
ben find. Denn bin id) gleich von der Ridytigteit
biefer RNegeln nody immer volifommen iibevjeuget ;
fo ift body cine genaue Befolgung derfelben nur
bort allein moglih, wo marn ben Yortrag einer
Wiffenfdhaft von ihren evflen Sdgen und Be-
griffen aufingt; uidyt aber boxt, wo man nur ei-
nige Lehren berfelben, berausgehoben aus dem Ju-
fammenbange bed Ganzen , abhendelt; wie diefed
bier gefpient. Diefe Vemerfung ifk Yenn, wic fidh
von fetbft verfleht, aud) auf die Abbhanblung iber
dben binomifden Lehriay gu begiehen.
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bed Rleinevienns olfo tommt der Function von
3, bie dev Ausdrud f(e-+1) darflellt, fiic glle Wers
the von 1 zu, Die fleiner find, al§ ein gemiffer.
Gleldymob! Eommt diefe Cigenfthaft thr nidyt fiiv alle
PWerthe von 1 ohne Cinfdhrantung ju; nabmentlidy
nidyt fiir ein 3, daf =g -~ wire; indem £3 {hon
> Bift.  Nun gilt der Lehriah, bdaf fo eft
eine gewifle Gigenfdhaft M allen Bevthen ener vers
anderfichen @rofe 1, die Fleiner ale ein gegebenex find,
und dod) nidet allen iiberhaupt subsmmt: fo
gibt e8 jederzeit irgend ecinen groften Werth u,
vonr Dem bebauptet werden Yonn, baf alle i, die < u
find, die Cigenfhaft M befiten.  Fiir diefen Werth
von i felbft Fann nun f(x + u) nidt < ¢ (r + u)
fepn s weil fonft nads ben Gefefie der Stetigheit aud
noth £ (x+u+w) < pa+u+e) wite, wenn man
w nur flein genug anndbme,  Und folglich ware o8
nidyt wahr, baf u der grofte von den Werthen ift,
von weldyen bie Bebauptung gilt, daf alle unter ihm
ftehenbe Werthe voni, £(x+1) < o (x+1) maden s
fondesn u + ¢ ware ein nodh groperet Werth, von
bem Daffelbe gilt.  Nody weniger aber fann
fla+u) > o(z+u) fyn; inbem fonft aud
fle+u—w) > @(c+u-—w) fern mifite, wenn
wman @ Elein genug nimme; wd folglidh ware es nicht
wabt, Dbaf fiir alle Werthe vor 1, die < u find,
fle+i) < o(a+1i) fey. @So mug denn alfo
f(a+u) = gqla+u) foyn; b. b. @8 gibt einen gwis
fen « und R liegenden Werth von x, nafmlidh
at
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e+, firwelden die Functionen £x und ox eins
ander gleid) werden. €3 handelt {idh nur nody um
ben Beweid des erwdbhuten Lehriabes. Diefen
etweifen yoir nun, indem wiv geigen, bap jene Wers
the von 1, von weldyen Bebaupiet werden Eann, Daf
alle Eleineren die Gigenfdaft M befiben, unb jene,
von denen fidy Dief nidht mebr behaupten (Wht, cin:
andet {0 nahe gebracht werben fonnen, ald mar nur
immer il ; woraus fidh fitr Jeden, ver cinen vidh-
tigen Vegriff von G ofe hat, ergibt, daf der Ge:
Danfe ¢ined 1, weldjes dad grofte derjenigen ift, von
venen gefagt werden mag, baf alle unter ihm fles
hende bie Gigenfchaft M befigen, der GBedante einer
veellen d. b, witflichen Grofe fey,

Bevor id) nod) dieje Worvede {d)liefe, mogen
mir ein Geftindnif und eine Bitte erlaubt feym,
weldie fidy nidyt blof auf Dbiefe gegenmartige,
fonbern auf meine fAmmtliden, audy, fo Gott will,
finftigen Sdriften begichen.

Sdyon aud dem TWenigen, fo bisher erfdies
nen ift, vornehmlich aber aus jenem Grundrifje einer
neuen Logil, Dden die erfle Lieferung ver Weys
frdge 1 einer begriindeteren Darflel:
lung dev Mathematif in ihrer zweyten Ybs
theilung unter ber Uiberfdvift: iber die mathes
matifde Methode, Lefect, Founte ein aufmerfs

fa:
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fomer Sefer entnebmen, baf id) gerviffe Anficdhten he-
ge, bie, werden fie anderd nidt ald durchaud unridy-
tig befunden terden, ¢ine ganzlide Umftal:
tung aller trein apriovifden Wiffen:
fdyaften zur Folge baben miiffen. Den grifiten
und widytigiten Theil dicfer Unfidyten bHabe id) be-
reité durd) eine fo lange Beit und mit fo vieler
Unbefangenbeit gepiifet; daf ¢8 wohl nidyt mebhr ju
friibe ift , wenn id) jest efwad lauter bavon zu fpre-
then wage., @8 Eonnen aber Anfiditen, welde dasd
gange Oebiet einer ober mehrever Wiffenfhaften
umfaffert, auf eine doppelte Art befannt gemadyt wee-
bers indem man {ie entweder auf einmahl und im
Bufammenbange, obder audy theilmeife und in eins
aelnen Abhandlungen vortragt. Die erfte Unt ift
bisher bep weitem die gemohnlidhfte gewelen; und
obne Smeifel aud) ber Weg, ben Jeber einfdlagen
muf, dem e8 nur darum ju thun iff, um in ber
tiicgeften Seit zu grofem Anfehen bey bem gelebrien
Theile feiner 3eitgenoffen zu gelangen.  Fiir bdie
Bervollfommnung  der Wiffenfdaften aber biud
mir bie zweyie Becfahrungdart viel gutvdglider
g feyn s und gwar aus folgenden Griinden:

G ft1idh, weil der Entdecker der neuen Anfidyten auf
diefe Urt viel weniger Gefuby lauft, fidy gu iibereilen;
indem dev theilweife BVortrag feiner Meinungen ihm
geftattet, feine Gréldvung iiber Puncte, woriiber er
anfangs nody felbft im Jweifel fleht, auf eine fpatere
Beit gu bevfhieben; aud den Beurtheilungen aber,

bie
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die dad f{dhon Borgetragene exfahrt, #u levren, und
mandyes unridytig Gegebene nod) ju bevihtigen,

Swentens lift fidh bep einer folden blof
theilwelfe vor {id) gehenden Entfaltung feiner Anfidh-
ten aqudy eine roeit ftrengere Priifung derfelben von
Geite der Lefer erwarten. DOenn roer mit einem fhon
vollendeten Syfteme auftviet, bietet ver Uufmerfiam:
Teit unferes Geiftes auf cinmabl eine ju grofe Wnzahl
neuer Behauptungen dar, als daf zu hoffen ware, wiv
werben jebe Derfelben mit eben ber Genauigleit puii-
fen, al8 wenn fie und eingeln vorgelegt worben ware,
BWer einen volflindigen Lebhrbegriff liefert, 3zeigt,
ober {oll wenigftens geigen, wie audy aus feinen abs
weidenven Vorderfipen fidy jene Wabrheiten, bie
der gefunbe Wenfdhenverftand mit unliugbarer Sis
dyerheit erfennt , berleiten laffen.  Gerade biefes aber
{ébnt ung mit jenen Borderfdhen aus, und madyt,
vag wiv fie ihm viel unbedentlidher ugeben ywerden,
ald wenn er fie eingeln aufgeflellt, und uns in Jwei-
fel gelaffen hitte, ob und in voie fern fie fidh mit allem
Uibrigen, vas fiir uné Wabrbeit ift,” vertragen.
Gnblidy ift vwobl aud) nidyt zu ldugnen, bdafi {don
ber blofie Unblic cines didleibigen Budes,
bag ein vollfianbiged Spftems diefer ober jener Wiffen-
{daft verfpridyt , uné eine Art von AUdstung einflope,
bevor wir es nody gelefen haben. Enideden wir nun
bepm Refen felbft cinen gewiffen Sufammenbang in
ben Behauptungen beffelbens hat bas Gebiube de8

menfdye
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menfdhlichen Wiffend, das man ung bhier im Grund:
tiffe daritellt, eine gefallige Form ; ift alled angelegt
nad) Mag und 3ahl und Spmnietric: fo wird unfer
Urtheil beftodpen; fo fangen wir felbft an zu wiinfdyen,
bier endlid) mochtedod) jened einzig riditigeSye
ftem, bas wir fo lange {dhon gefucht, vorhanden feyn!
Und dad Geringfte, was erfolgt, ift, bdaf wir und
einbilber, um be§ bemerften Jufammenbanges willen
ftebe und hodftens Eined von Beydem frey, entives
der Das Bange angunehmen, ober bad Gange zu vers
wetfen; rabrend bod) in ber That twever das Eiue,
nody bas Unbeve geftehen follte !

Dief ohngefahr waren die Griinde, aug el
dhen idy [hon im Jabhre 1804 befchiof, in feiner Wiffens
fhaft je mit der Herausgade eingg vollftandigen
Lehrbudsd angufangen; fondern in jeber mek
ne oon den gewdhnlichen abmeidende Begriffe nur
erft in eingelnen Abhanvlungen befannt ju madyen.
Und, wenn biefe nady vielfaltiger Bevidptigung bey
cinem Jheile des Publicums BVeyfall gefunden haben,
dann exft foll an bie Ausfertigung ganzer Syfteme
gevadht werden, wird anberd nidt bie leptere Ges
fdhaft bev Tod Andern zu iiberiafien gebieten,

Jdy fing denn meine [driftftelerifhe Laufbahn
mit einec die Mathematit beiveffenben Abhand:
Tung an, uab frug unter den Titel: Betradtun:
gen itber cinige Gegenflande dver Efe

men:
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mentargeometrte (Prag, bey C. Basth. 1804),
nebft mebverer andbern Anfidyten, cine neune Iheos
vie ber Parallelen vor*). Ginige Jahre hievs
auf fajite id) den Cntfdlup, wmeine gefammten in
0a6 Gebiet ber Mathematit gehirigen Anfichten
tnter dem Jitel: Veytrdage yu ¢iner begriin:
beteren Dorftelflung der Mathematif,
Liefevungsweife Derandyugeben. Uflein gleidh die ers
fte Diefer Lieferungen (Prag, bey G Widtmann,
1810) bhatte bey alfer Bidjtigieit ihred Inhalted das
Unglii, in einigen gelehrien Jeitfdyriften gar nidy,
in anbern nur febr oberflachlid) angegeigt und beucs
theilt guwerden.  Dief nothigte midy, die Fortfepung
bicfer Veytrage auf eine fpatere Jeit zu verfhieben,
und mittlevioeile evit zu verfuchen, ob ed mir niche
viefleicht gelinge, midy durd) die Perausgabe einiger
Ubbandblungen , welde burdy ihren Titel gecigneter
waren, Uufmerfiambeit yu ervegen, dev gelehrien Welt
etroas befannter gu maden, Bu Ddiefem Jroede ers

fihien

*) Diefe Jheorie blivfte wenigftent bes Doppelten,
Umftanbed roegen Uufmerffambeit perdienen: erfts
Yidy, woeil fie bie eingige iff, ber man boch feinen
offenbaren Febler nadhgumweiftn vermodhte; dann
voeit Der grofite jest lebenbe Geometer Franfreith3,
Legendre in der zehnten HUubgabe feiner
Elemens de Geometrie, Paris. 18313 gewik gang
unabhingig von mir, auf eben biefelbe Unficht der
Dinge verfallen ift.
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fdhien im §. 1816 der {dhon vorhin erwdbhnte binos
mifde Lehrfas u f w. (Prag, bey Gnbders).
3u bdiefemr Swede foll, meinem Wunjdye nad), audy die
gegenwartige Ybhandlung dienen, deren Heraudgabe
iiberdief noch dadurd) nothig wurbe, woeil id) midh
auf den Saf, den fie bereifet, in jener fritheven fhon
berufen Hatte. Cinige andre Abhandlungen, tvelche
{hon gleichfalls- drudfertig ausgearbeitet find, 3. B.
eine, welde den Titel fihren foll: Die drey Pros
bleme der Rectification, der Gomplas
nation und der Gubirung, ohne VBetvad:
tung des unendlidy Kleinew, obhne die
Unnabhmen desd Avdhimedes, und ohne
iegend eine nidyt ffreng evweidlidheVor:
ausfegung geldft, ermarten nod) ihre Wet:
leger, — :

Goll i nun ferner auf bdiefem Wege, bder
mic ber utvdglichfte fdheint, fovifahren Eonnen: fo
beftebet bie eingige G un it des Publicums, um die id)
bitten muf, davin, daf man bdiefe eingelne Ab.
bandlungen ihres gevingeren Umfanged wegen nidyt
iiberfehe , fondern fie wielmehe prife mit aller nuv
moglidyen @trenge, bie Mefultate diefer Prufung
aber Offentlid) Eund madien wolle, damit, was viel-
Leidjt undentlidy gefagt ift, deutlidper erflaret, a8
gany uncidytig ift, widerrufen werbe, dad Wabre
und  riditige aber je eher je licber zut allgemeinen
Annahme gelange.



§‘ I.

Witteirtider Sat. Wenn ey elner Reihe
von Grifien niht etwa der befondere Nall ob:
voaitet, daf angufangen Yon einery gewijfen Gliecde
die folgenben alle, jeded filr {ih, Mull {ind, wie
biefed Pegtere 3. B. bey der Binomialreibhe fiie
jeden pofitiven und gang 3Abligen Crponenten n, nadh
bem (n+ vten) Gliede gefbicht: fo it ¢4 offentar,
oaf ber Mevth biefer Meithe, 0. b, bie Brife,
tie buvd Summirung ibrer Glicder entfielst, nidht
fmmer einerlep verbleiben Einne, wenn man die Mens
ge ber Wlieder nach Belicken vermebret.  Infonders
heit muf {ich biefer Werth gervi jedeSmabl andery,
wenn man e Unyabl der Slicder nur wm ¢in eine
setned, weldes nidht Mull ift, vermebret.  Der
Werth einer Reibe ift daber nebft dem Gefege,
yoeldhed die Bildung ihrer eingeinen Glicver brftimmt,
aud) nody von fhrer Anzabl abhingig; fo dbaf dese
felbe audy bey unverdnbecter @eftait und @rofe
ber. cingelnen Glicder eine verdanderlide Grofe
vorftelit.  In diefer Hudfidht beseidhnen wir eine
Function von x, welde aut einer beliehig su
vermebvenben. Reibe von Gliedern beftehet, tnd

bes .
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deren Werth fonady nebft x audh noch von ihrer
(r)

Glievevzabl r abhdingig ift, dwrd) T(x), ober

Y 2 } 4 T
Fx, €oift 38, A+Bx+Cx +.. . +Rx =Fx;
bagegen

48 (14-5)
A+ Bx + Cx-s eovt Bx 4., 4+ Sx = Fx,

§ 2.

1. Bufag., Die Werthverdnderung,
0. . bie Bu- oder Ubnabhme dDes Werthes, die
eine Reihe durd) die Wermebhrung ihver Slieberzahl
um eine beftimmte Menge, 3. B, um eines,
eefabet, fann nad) Befdhaffenheit der Umfldnde bald
eine beftandige Grofe (wenn ndhmlid) die Glier
ber ber Reibe einander alle gleidy find), bald aber
audy eine vevanberlidhe feyn; und in Diefemn
Balle bald eine Grofe, bdie juweifen wachft uweis
len abnimmt, bald eine, die beffindig roddyft, bald
eine ; Die beftindig abnimmt. So it die Uenbdevung,
voelhe die Reibe
L4+ ¥+iat.,.
eefahrt, wenn fie um ein Glied vermehret with,
eine beftandige Grofe; bdie WUenderung, welde
die Reibe
2 4- ae -} ae* + ged <+
butdy vie Bermehrung um ein Glicd erfdhet, eine
Veve



31z

veranberlicdhe Grofe, mwenn anderd nidt etwa
e = ¢ iff, wub immer gvofer, wenn e > i 1,
und immey Fleiner, wenn e < 1 1,

& 3.

2. 3ufag Wenn die Werthinberung
(Bu- oder Lbnabhme), die eine Reihe durd) Wer-
mebhrung ibrer Gliedermenge um cine beflimmte
Unzabhl (5. B. um cineg) erleidet, immer gleid
grof verbleibt, ober gar immer gro fer wirtd; in
beyven Fallen aud) nod) cineriey Vorzeidien
bepalt: fo ift 6 einleuchtend , bap dev Werth dies
fer Reihe grofer alé jede gegebene Grife
ju merden permag, ‘eenn man Diefelbe tweit genng
fottfesen darf. Denn gefehst der Juwadhs, ben bdie
Reihe durd) eine Vermehrumg von je n Gliedern ere
fabrt, fen = ober > d, und man begehre die Reibe
fo grof su madyen, baf [ie bie gegebene Grofe D
ubecfdhreitet: fo nebme man nur eine gange 3apl 1,

bie = ober > %, unb verlingeve bie Reihe um r.n

Glicer; {o Dat diefelbe hievurdy einen Juwad)s ere
balten, ber

=oder> (v, d == ober > -I-;- d = D) it
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§ 4

3. 3ufab. Dagegen gicht 8 audy Reiben,
Oeren Werth, fo weit man fie fortfeyen mag, eine
gewiffe Sroge nie iiberfdreitet. PLon dies
fevr Art ifl gleidy bie Reife:

a-—a-+a—a-+ ...,
Deven DLderth, fo weit man fie fortfeen mag, immer
entoeder o oder a ift, alfo die Grofe a wie iber-

fihreitet,

- § 5

4. 3ufaph. Unier diefen ift befonbers merf:
wiirtdig die Glaffe derjenigen Reiben, weldhe bie Cis
genfdbnft Yefigen, baf die Verdnderung (Su-
ober Abnobhme), velde ih Werth durd eine aud
nod) fo weit getrviebene Fortfegung ihrer
_Glicves erleidet, immer Eleiner wverbleibt, als eine
gewifie ®rifie, die wieder {elbft fo Efein, als
mait nuv immer wifl, angenommen roerden,
taan, wenn man bdie Reifje fhon vorher weit genug
fortgefet hat. Daf e8 bergleichen Reihen gebe,
beweifet un3 nidt nur dag Veyfpiel aller derjentigen,
derenn Glieder, binter einem gewiffen, alle der Rutl
gleidy find, bie alfo eigentlih i ber bief Blied hins
au$ gav feiner Fortfebung, nody Werthveranderung
mehr fibig find, wie die Binomialveihe bes
§. I fonbdern von dicfer Art find audh alle Reiben,

D¢s
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deren Glieder entroeder ¢ben fo, ober nodh ftarfer ab-
nehmen, alé die einer geometrifden Progref.
fion, Deven Grponeni ein edter Brud) ift. Denn
ber Werth ber geometrifhen Reibe

2 T
a+ae'§'83+...'+ae
f+l
ift befanntlih = a L ° . Sirb aberdiefe Reife
I — e

nod) um s Glieder verlangert, fo ift der 3uwads

]

Tt T2 T4 s rdr [ — e
a¢ +ae 4+ 3ae + ... 328 =& 0———,
I — ¢

Wenn nun e < t 15 fo verbleibt Ddiefer Juwads,
wenn man erft r binldnglich) grog genommen hat, Fleis
ner alg jede gegebene Grofe, wie grof aud) 5 hinter:

ber anwadien mag., Denn weil ¢ immer < 11

.. Hr oy e
verbleibt , fo it ae, ——— offenbar immer £l ei:
4 — €

u g .
ner als ae, — . Qefstere Grofe aber fann
I —— e
burd) Wermehrung wvon r Fleiner al8 jebe gegebene
yoerben; inbem Derjenige Zerth, ben fie fir ein nadit
groferes r annimmt, aud bem na&dft vorhergehenden
durd) bie Muliiplication mit e, einem edten und
unverdndetlihen Brudpe entfieher. (S, ben bino-
mifden ehefat § o2.) € laft fid alfo jebe
geometrifdhe Progieffion, bderen Erponent cin edyter
¢ _ Brud)



34

Brudy ift, ecft fo roeit fortjegen , dap der Sumadys,
ber ibr hicvauf durd) jede nody fernere Fortfebung zu
Abeil werben Fann, fleiner als irgend eine gegebene
Grofe verbleiben muf. Um bdefte mebr muf diefes
von einer SReihe gelten, bderew Glieder nod) ftarfer
abnehmen , ald bie ciner fallenden geometrifchen Pro-
greffion.

§. 6.

5. B3ufag. Lenn man den Werth , welden
bie Summe der exflen n, n+1, n+e, ..., n+r
liever einer wie §. 5 befdaffenen Reihe hat, dex

n 4 oagz netr
DOrdnung nady durdy Fx, Fx, Fx, ..., Fx be:

seichnet (§. 1)z fo flellen die Grofen

Tx Fx, Fx,.. l*s\,... ‘[t(,‘..
nun eine neue Meihe vor (die fummatorifdye
ber vorigen genannt).  Diefe hat der gemadhten
Worausfepung nady bie defondre Eigen[dyaft, daj der

a
Unterfchied, der swifchen ihrem nten @Gliede Fx, und
Nejer
jevem fpateren Fx, e8 fep aud) nody fo weit von je.

bem nten entfernt, Eleiner alg jebe gegebene Grife
bleibt, wenn man erft n gvof genug angenommen
hat.  Diefer Untecfdhied ift nabhmlich ver Suwadys,
ben die nrfpriinglihe Reibe burch eine Fortfe-
bung iibec it ntes Glied bhinaud erfahrt; und diefer
3“;
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Buwadd foll ber Vorausfegung nad) fo Elein verbleis
ben Eonnen, als man nur immer will, wenn man
ecft n grof genug angenommen hat,

§ 7

Lehrfag. Wenn eine RNelpe von Grifen
1 2 n D41
Fx, Fx, Fx, ..., Fx, ..., Fx,

von der Befdaffenbeit ift, daf ber Unter{dyied jwis

n n+-r
fden ihrem nten Gliede Fx unb jebem {pdteren Fx,

fen biefes von jenem audy nody fo reit entfernt, Fleis
ner als jebe gegebene Grofe verbleibt, wenn man
n grop genug angenommen hat: {o gibt e jedesmahl
cine gewiffe beftandige Grofe, und ywar nur
eine, der fid) die Gliever diefer Rethe immer mehr
ndhern, und der fie o nabhe Pommen fonnen, alg
man nut will, wenn man bdie Reihe weit genug

fortfelt.

Beweis. Dap eine folde Reihe, wie fie der
Lebifab befdhreibt, moglich fey, erbellet aug §. 6.
Die Annahme aber vaB die Grife X vorhanden,
fey, der fidh bie GBliever diefer Reihe bey immer weis
terev [Fortfebung fo febr, al8 man nur immer wIll,
nabesn, enthilt audy gewif nidyts Unmoglidhes, yoenn
man nody nidht vorausfest, baf diefe Grife nur eine
eingige und unverdnveriidhe foy. Denn

G2 wenn



36

wenn es eine Grife, welde fidy anbern darf, feyn
foll; fo wird man fie freplih jeberseit fo annehmen

fonnen, dap fie dem Glieve Fx, weldies man eben
jest mit ihr vergleidgt , recht nabe Fommt, ja it
ihm villig einerley ift. Daf aber bie BVorausfepung
aud) einer unvevdnderliden Grofe, bdie diefe
Gigenfthaft der Anndbhetung an die Gflieder unjres
Reihe hat, Feine UnmoglichEeit enthalte; folgt dav:
aud , voeil €8 bep diefer Borausfebung miglich wird,
diefe Qrofe fo genau, al6 man nur immer will, u
beftimmen, Denn gefet, man wollte X fo genau
bejtimmen, bap der Unterfdhied jwifhen bem anges
nommenen und dem wahren Werthe von X eine aud)
nod) fo Eleine gegebene @rofie d nidt diberfdyreitet:
{o fudye man nur in dev gegebenen Reibe ¢in Glied

n n+r
Fx von der Befdhaffenbeit aus, daf jedes folgende Fx

von ihbm um weniger ald + d verfhicden fey.  Ein
foldes Fx muf e nacd) bder Borausfehung geben,

"
. b fage nun, der Werth von Fx fen von dem voahs
ren Werthe der Grofe X Hochftind um * d ver|dyie.
den.  Denn wenn man bep einetley n, r nadh
Belieben vergrofert, fo muf ver Untefdhied

\‘+[
X —Fx =1 fo flein werden fonnen, ald man
nr

nur immer will.  Der Unterfhied Fx — Fx bleibt.
aber



37

aber jeberzeit, fo grof man aud) r nehme, < *d.
Alfo muf audy der Unterfehicd

n n-r n ndr
X—=Fx= (X~ E‘L) — (Fx — Fx)
feberjeit < ¥ (d + w) verbleiben. Da aber derfelbe
bep einerley n eine beftandige Grope ift, w dages
gen dburdy tie Bergrdferung von r o Elein gemadht
werden fann, alé man nur immer will: fo muf

n
X —~Fx =ober < +d feyn.  Denn waire 8
grofer und 3 B. =t (d+¢); {o Fonnte un-
miglidy bas Berhaltnif d+e < d+w, dhe<o
beftehen, wenn man w immer wmehr verHeinert,
Der wabhre Bevth von X it affo von dem MWertbe,

n
den bas Glied Fx bat, bodfiend um d verfdyieden ;
und [aft {idy daber, ba man d nad) Belieben Flein
annehmen fann, fo gemau, alé man nur immer
wifl , beftimmen. €8 gibt aifo eine reelle Gro-
Be, Ober fidy die Gliever der von uné befprodyenen
Reifje fo fehr, ald man nur immer will, nabern,
wenn man fie weit genug fortfepf.  Wber nur eing
eingige bergleichen Groge gibt ¢5. Denn ndhmen
wir an, dap & nebft X nach eine andre beffan:
bige Grofe Y gabe, der fid) die Glicder Der Reife
fo fehe, al8 man nur immet will, nabern, venn
man fie weit genug fortfests fo milften dieVnterfchiede

nr n-r 1
X —Fx=¢, und Y — Fx = u fo fein wevden

Bonnen, alé man nur immer will, wenn man r grof
ges
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genug evden liefe.  Daffelbe miifte alfo aud) von

ihrem eigenen Untecfdyicde, b, h von X —Y=p— @
gelten; weldyes wenn X und Y beftandige ®ro-
fen feyn follen, unmioglid) ift, fals man niht X =Y
porausient, ‘

§ 8.

UnmerBung, Wenn man den Werth dex
Grioge X auf die Avt, roie 6 im vorigen §. gefdhe-
hen, nabhmlid) durd) ivgend eined der Glieder folbft,
aus welden die gegebene Reibe ufammengefesnt ift,
su beftimmen fudht: fo witd man, wenn anbers die
Glieder diefer Reibe nidhyt, anjufangen von einem ges
wiffen, einander alle gleid) find, X niemabls gany
genau beflimmen. Manbhiithe {idy aber, hievausd ju
{dhlieflen, baf die Grofe X allemabl irration al
feyn miiffe.  Denn wenn ung 3. B. die Rebe

oil; 0,113 O, 1I15 O, 1IIY) 4+ 4
(elde die fummatorijhe dev geometrijchen

1 r T o

70’ 100’ 1000’ 10000’
ift) vorgelegt oare: fo ware die Grofie, ber fidh ihre
Blieder fo febr, ald8 man nur immer will, ndbere,

Teinesroegd trrational, fonvern ber Vrud I. Dat
9
aug napmlid), bap eme Grofe fih auf einem

gewiffen Wege nidht genau beftimmen 1aft, fol:
aet
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get nodh nidt, daf fie auf feinem andern villig
beftimmbar, und alfo irvational fey.

§. 9

Bufas. DWenn alfo irgend eine gegebene Reibe
von der Vefdaffenbeit ift, daf jeded eingelne ihrer
®lieder endlidy, bie Werdnderung aber, Ddie fie
burd) eine audy nody fo weit getriebene Foutfepung
erfahee, fleiner alé jede gegebene Grofe ausdfallt,
fobald man nur die AUnzabl ihrer bisherigen Glieder
grof geaug genommen hat: fo gibt es jederjeit eine,
aber audy nur eine beftandige Grofe, welder
bev Bevth bdiefer Reihe {0 nabe tritt, alé man nur
immer will, menn man fie weit genug f{ortjeht,
Denn eine foldhe Reibe ift von der Atk ber §. 5 be-
fdciebenten, und folglidy bilden die Werthe, wele
de die Summe ihtec n, n+1, ... Glieder crfteigt,
eine Reihe, wie die der §§. 6 und 7; wmithin fommt
ihnen audy die §. 7 erwiefene Eigenfhaft zu.

§. 0.

Anmerfung. Man glaube jo nidt, baf in

Yem obigen Sape §. g die Yedingung, ,bap die

pBerinderung (Bu- ober Abnahme), welde

soie Reihe duvrd jeve Forifepung er-

Jfabet, Tleiner ald jebe gegebene Brofe
mii =
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ymit{fe bleiben fdnnen, menn man fievors
Jhin fdonweit genug fovtgefept hat,’” —
iiberfliiffig fey 3 und daf der Sap vielleidyt mit einer gro-
feren Allgemeinbeit audy fo aubgedriickt werden Eonn:
te: ,MBenn bie Glieder ciner Reibhe dburd
mbre Fortfetbung fletd Eleiner und fo
Llein 3u wexrden vermogen, ald man nur
gimmer will; fo gibt es jedbedmalhl aud
seine beftdndige Grofe, der fid Dder
pBetth dber Reibe beypibrerFortfehung
ofe febhr, alé man nuy immer will, nds
phert  Diefe Bebauptung wiirde gleidy folgendes
Bepfpiel widerlegen.  Die Glieder ver Reie
TR T E A F A ..

fonnen fo Blein werden, al3 man nur immer will
und body ift ¢4 eine aus den Eigenfdhaften der gleidys
feitigen Hypevbel befannte (aber aud) aus rein
avithmetifden Betradytungen berleitbare) Wahrheit,
bag biefer Reihe Werth groger, alé jede gegebene
Grope ju roerden vermag, twean man fie weit genug

fortfet.

§ 1.

Porverinnerung. In Unterfudjungen der
angeroandten Mathematif eveignet {idy ofterd ver Fall,
baf man von ciner verdnderlidyen rofe x
efahet, 3 fomme allen ihren Werthen , bdie Elei:

fiet
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nev alg ein gewiffer u find, eine beftimmte Gigen-
fthaft M gu; obne ju gleicher Jeit ju etfabren, baf
diefe Cigenfhaft Werthen, die grofer find alg u,
nidt mehr jutomme. JIn folden Fallen fann o8

3

vieleidyt nod) mandye u, vad > u ift, geben, won
dem e6 gleicher Weife wie vor w gilt, daf alle unter
ipm ftehende BWerthe von x bie Eigenfdyaft M befisen,
ja bdicfe @igenjdaft fann vieleidt aifen x ohne
Yusnahme zufommen. MWenn man dagegen nur
nod) dief Cine erfabrt, baf Mnidt allen x
iberhaupt eigen fen: fo with wan aug der
Vereinigung von diefen bepden Angaben nun fdyon
berechtiget feyn gu fdyliefen, €3 gebe eine g e
Wiffe Grofie U, mweldye die griofite bevje-
nigen ift, von denen ¢8 wabht feyn fann,
daf alle Eleineren x die Gigenfdhaft M
befigen Dicfes beweifet der folgenve Rehrfag.

§ ¢

gehrfab,  Wenn cine Cigenfhaft M nidht
allen Werthen einet verdnderliden Grofe x, ol
abet affen , die Eleiner find, alé ¢in gemiffer u,
sufomme: fo gibt o5 allemabl cine Grofe U, reldhe
bie grofte berjenigen ift, von benen behauptet wer:
ben tann, bdap alle fleineven x Ddie Gigenfdyaft M bes
figen,

Be-
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Beweis. 1. Weil die Cigenfdaft M von al-
Ten x, Die Eleiner find ald u, und gleichroobl nidye-
von aflen itberhaupt gilt; fo gibt e6 fidher ir:
gend eine Grife V = u+D (wobey D etwed pofi.
 tives vorftellt) von der f{idy bebaupten lagt, bvag M
nidt allen x, die << V =u+D find, zufomme.
Wenn idy daber die Frage aufrerfe, o6 M wobl

alfen x, bie <u+.l_); find, jutomme?
2

und den Crponentet m bder DOrdnung nady, erft o,
bann 1, dann 2, dann 3, u. f. w. bebeuten laffe:
fo bin id) gewifi, baf man die erite meiner Fragen
mic witd verneinen miiffen. Denn  bie Fra-

ge, ob M wohl allen x, die < u -+ _22 find, gu-

fomme, ift cinerley mit der, ob M allen x, bie
< u+D find, jufonvme; weldhes nad) dber Bovaus-
fesung au overneinen it. €8 ESmmi nur darauf an,
ob man mir audy alle folgenbden Fragen, welde
entfteben, indem i) m nadh und nady immer grofer
anfege, verneinen wird,  Sollte diefes der Fall feyn 5
fo ift cinleudytend, daf u felbft ber grofte der Wer.
the ift, von welden die Behauptung gilt, daf alle
x, bie Fleiner alg er {ind, bdie Gigenfdhaft M. befi-
pen. Denn gabe e8 nody einen gropeven 3. B. u-+d 3
. §. gilte bie Behauptung, daf aud) nody alle x,
die < u+d find, die Cigenfhajt M haben: fo ift
bodh offenbar. daf wenn idh m grof genug annehme,
u -+
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u+ b einmtabl == ober < u+d witby und folglich
2!1‘1

miifte , wenn M allen x, bie < u+d find, pu

fommt, baffelbe aud) allen, dbie < u-t-;-D; find, au.

fommen; alfo hatte mic diefe Frage nidyt verneint,
fondern bejabet werden miiffen. €6 ijt daber erwies
fen, daf ¢8 in dicfem Fale (wo man miv alle obi=
gen Fragen verneint) eine gewiffe Grofe U (nahmlidy
u felbft) gebe, weldye dbie grofte devjenigen iff, von
denen die Behauptung gilt, daB alle unter ihr ftes
hende x die Cigenfchaft M befizen,

2, BWitd mir dagegen die obige Frage einmahi
bejabet, und it m der beflimmte Rerth des Gu-
ponenten, bey bem man fie wir juerfi bejahet (m
Fann aud) 1 bedeuten; aber, wie wir gefehen, nidyr
0) : fo vrif id) nun, baf die Cigenfhaft M aflen x,

N ) .
die < u +-—l;‘.-n finb, aber [hon nidht mehr alen, die

D .
<< u+ __—_ find, zufomme. Der Unterfdyied

2me~ 14
dwifdhen u + *P;. und u +P~ ift aber = .Q.
gm-t 2m 2w

e ich baber mit diefem wieder, wie vorhin mit
bem Unterfhiebe D verfabre; b, h. wenn id) vie
Brage aufrerfe, ob M wobl aflen x, bdie

<lu+
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<u+ 2 -+ _?w find, bufcmme, und bier ben
2m 2m--n

Grponenten n erft o; dann 2, denn 2z, u. { w, be:
deuten faffe: fo bin i) abermabl gewif, baf man
mir wenigftens die ev fte diefer Fragen wird verneinen
miiffen,  Denn fragm, ob M allen x, die

< u+ ;Il + fmb, gufomme, Delfit cben
m 21‘“
fo wiel, al8 fragen, ob M allen x, bie << u+ —E.
gm-1

finb, eigen fey; wad man fdon vorhin verncinet
hette. @ollte man aber audy alle meine folgenbden
Jragen verneinen, fo grof id) aud) n nady und nady
made: fo wiiche, wie vorbin, erhellen, u +_].)..

2m
fen jener grifte Weeth, ober daé U, von weldjem
die Behauptung gilt, daf afle unter ihm fehenbe x
bie Gigenjhaft M befipen,

3. Wird mic bagegen eine bdicfer Fragen bejaq
Det, und gefdyieht bief juerit bep dem beftimmien
Werthe n: o weib id) nun, baf M allen x, Ddie

D

<u+ - + .-E.‘ {ind, jufomme, aber fhon.
m zm 1]

nict me!)r allen, die < u+ = T —
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find, Der Unter{dhicd 3wifden diefen beyden Brifen
ift = - D+ 5 und id) verfahre mit ihm wicher,, wie

2!\1 111

vorhin mit D . i w
2m

4 BWenn idy auf diefe YArt fo lange fortfahre,
al8 man nur immer will; fo fieht man, baf bag Re-
fultat, dag idy zulent erbalte, eined von Bepbem feyn
muf.

a. Cntweder id) finde einen Werth von ber

D
%ormu-&-_q e D .
om gmtn em$n..4-r

ber fih miv al8 ber grifte darplellt, von weldem bie
Bebauptung gilt, daf alle unter ibm fehende x bie
Gigenfhaft M befipen.  Dieg gefdyieht in dem Falle,
wenn miv die Fragen, cb M allen x, die

D D D
v+ S+ om b Y oErE
find, aufomme, flr jeden Terth vor s verneinet.
werden.

b. Ober id finde wenigftens, bdap M jwar

D D D '
. u + —_— N + e "," D .
allen x, bie < o Py amng- . . Fr

find, sufomme, aber fdon nidht mehr allen, die

<n
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+. .+
gm gn—4n amtn4 .. dor—1
fiud,  Diebey fteht 6 mir frep, die Anzabl der Glies
ber in diefen beyden Grofen durd) neue Fragen ims
mer nod) grofer su machen, :

5. Jft nun ber erfle Fall vorhanden, fo ift
die Wahrheit bes Lebhrijafies beveite ermiefen. J[m
ywenten Falle laffet und bemerfen, daf die Grofe

L .
om 2m4-n om<~n4,.nr

eine Reihe vorfielie, bderen Gliederzabhl idh nad)y BVe-
licben vermehren fann, und die jur Glaffe der §. 5
befdyriebenen gehoret ; weil jie, je nacdhdemm, n,...1
entiveber alle = x, ober jum Jheile nod) grofer find,
entweder eben o, ober wodh) ftavber abnimmt, ald
eine geometrifdhe Progreflion, beven Erponent ber
edte Beud) £ ift.  Daraus ergibt fidy, dah fie die
Gigenfdhaft bes §. g habe; d. b. daf ed eine gewiffe
beftandige @rofe gebe, der fie fo nahe tommen
fann, alé man nur immer will, wenn man die Men-
ge lhrer Glieder Hinldnglidy vermehret. Sep Ddiefe
®rdfe U; fo behaupte idy, bdie Gigenfchaft M gelte
~ von allen x, bdie < U findb. Denn gélte fie von-
irgend einem x, vag < U ift, 3 B. von U— 3
nidit; fo miifte die Grope

D D D
+ U o o + D e i
u om -+ P +“ + : 2m+“+ ¥ ’ mllf

fiir
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fiiv alle x, bie Eleiner al8 fie find, bie Gigenfihaft
M Gtatt finden foll, immer den Abftand & von U
behalten, Denn jeded x, Das

D D
=u+ — -+ e e -G
gm gmtn 2ment. . r

ift, fo Bein aud) w foy, befist die Gigenfdaft M;
vagegen dem x = U — 3 foll fie nidhyt jufommen:
allo mug

U—-5>u+£ + D D

+. .4

om- am+-n o ;n+ll+ R ;'—,ﬂw'
D D D
sber U [ut 2+ ot | >

feon.  ONithin tonnte der Unter{dhied wifchen U und

ver Seibe nidyt fo Elein werben, ald man nur immer

will; ba ¢ —  nidt fo Elein werden fann, als man

nut immer will, indem fidh J niht dndert, wdbhrend

w Eleiner alg jede gegebene Grofie ju werden vers

mag. — Eben fo wenig fann abert M von allen x,

die < U + siind, gelten. Denn weil der Werth

Derﬂ?eif)eu-%.l_)*-f;:_f‘n . +2m+n+. o

dem Werthe ber Meibe

D D D

u-i-;;-l’ 2m+n+..+m fo nabe

gebrad)t werden tann, alé man nur immer wil(, in
. D .

dem ber Unterfdyied bepder mux Py w—— it

weil ferner der Lerth bev lepteren Reihe der Grdfe

U fo nabe treten ¥ann, alg man nux immer wifl . fo

fon.
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fonnen aqudy der Werth der erfteren Heibe und U ein-
- anber fo nabe fommen, ald man aur will, Ul
fann u + ,I.{ + b N -..P._.._.....__.._-._..

am 2m-fn gmtnt. . fr—1
gewif < U+ ¢ roerden.  Nun aber gilt bev Boraus:
fesung nady M nidyt vou alfen x, die
<u+2_+-—p.—-+.,.+———12———-—-—-

gm n-fen gmtot or—1
find; um defto weniger alfovon allen x, die << U+ ¢
find.  AUtfo ift U der grofte Werth, von weldyem die
Behauptung gilt, daf alle unter ihm ftehende x die
Gigenfdyaft M befigen,

§. 13,

1. Anmerfung. Bouftehender Lehrfap ift
von ber groften Widytigleit, und wird in allen Iweic
gen der Mathematif, in der Unalyfis foroohl, als in
ben angewandten Theilen, in der Geometrie, Chro-
nometrie und Medpanit gebraudit.  Statt feiner hat-
te man {id) bigher nidyt felten des falfhen Safes be:
dient: ,Benn eine Cigenfdaft M nidt
,oon allen x, wobhl aber von allen, die
oEleiner ald ein gewiffesd find, gilt: fo
,8ibt ¢4 jederzeit irgend ein grofited x,
yweldrem die Cigenfdaft. M jutommt’
Dieg, fage ich, ift juTolge des fo eben Grwiefenen
falfd. Denn gibt ¢8 irgend eine Grope U, weldpe

die
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bie grofite unter denjenigen ift, von denen gefagt ver-
ben Lann, baf alle unter ibv flehende x die Cigen.
fhaft M an fih haben: fo gibt es eben bavum fider
fein grofites x, bem diefe Gigenfdaft jufdmmt,
wenn anders x eine entweder frep oder
bodh ftetig verdndevlide Gripe ift. Denmn
fiiv eine jede frey ober nad)y bem Gefesie ber Ste-
tigfcit verdnderlide Grope gibt es befanntlidh nie
ginen groften Werth, der Eleiner alé eine gewiff.
Grenge U ijt; indem, fo nabe fie andy fdyon an diefer
®renge flehen mag, fie ibr dody immer nod) naher
gebradyt werden Eann, — Man denfe fih, um dief
burd) ein Beyfpiel ju erldutern, eine red)twinkes
lige Hyyerbel, und nehme eine ihrev Afpmpto-
ten jut Abfciffenlinie, und nidyt ven Wittelpunct ¢, fon=
dern wasd immer fiir einen andern Punct a in diefer
Aymptote, der bdie Entfernung D von ¢ bat,
sum  Unfangépuncte der Abfeiffen an.  GrElaren
wir nun bdie Richtung ac fiiv die pofitive dev
Hbfciffen, unb die Ridtung ab, welde bdie
vedptwinbelige Ordinate des Puncted a hat, fiir bie
pofitive dev Drdinaten: fo wird von jeder
Adfiiffe x, die Eleiner als eine gewiffe 3. B, tlei:

nev ald 2 ift, die Gigenjhaft gelten, daf ibhr
2

etne pofitive Ordinate entfpridt. Gleidy

woll wirtd bdiefe Gigenfdhaft (M) nitht von allen

pofitiven Abfciffen gelten , nabhmentlid)y nidyt von fol.

den , bie grofer alg D find.  @ibt e8 nun wobl Hier
' D eis
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elne groGte Abfeiffe, einen griften TWerth vonr x,
weldhem die Eigenfdhaft M zubdmmi? Kcinedwegs s
wohl aber gibt ¢5 ein U, ©. b. eine Abfiffe, weldje
die grofte unter benjenigen ijft, vou denen gefagt wers
ben Yann, bap alle fleincren al8 fie pofitive Drdina.
ten haben, D. h. bie Gigenfdaft M befigen. Diefe
Abfciffe nahmlidy ift + D,

§ 14.

o. Anmerfung C& bdirfte Jemand viele
leicht auf ben Gedanten fommen, vafi der Beroeid des
Lebrfases §. 12 gang Purg auf folgende Art hatte ge-
fafit werden Eoanen: ,,Babe ¢6 fein groftes U, von
poeldem bie Behauptung gilt, daf alle unter ihm
ftehende x die Gigenfdaft M befigen: fo wiitde.
pMan u immey grofier und grofer, und
,olfo fo grof, a6 man nur fmmer vill, nehmen
pfonnen , und folglid) mifite M von allen x ohne
pdudnabme gelten — Ulein dief wdre ein
febr feblethafter Sdluf, indbom er {ih auf den fills
fdwoeigend angenommenen Dbecfag  ftiigen  iitde:
s eine Birdfie, dieimmer gréfer und
pfrioger genommen werben fann, al$
eman fic fdon genommen hat, fo grof
swerben Ednne, alé man nuv immer
0 — ie falfdh) diefes fen, bemeifer 3. B. die
befannte JMeibe ; + 2+ § +« . ..., Deren
LWerth immer groger unb grifer gemadyt werden

fann
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gann, al8 ev fdhon ift, und gleidwohl immer < 1
verbleibt! — Pir wiirden cined fo leicht einyufehen-
ben Jrethums gar nidyt erwdbhnen, wenn 5 nidyt
vor 3eit zu Jeit gefdyabe, dafi Matbematifer {id)
ihn ju Shuld fommen lajffen, wie erft Burylich Cinex
in feiner ,ooliftandigen Theovie detParals
plelent

§ 15.

ehriat,  Tdem fid) gwen Functionen von
x, fx und @x, entweder fur alle IWerthe von x,
ober dod) fiir alle, Die pwifden x und G liegen, nad
pem Gefese der Stetigteit anbern; wenn
fernev fr < g, und 43 > @f ift: fo gibt e8jedes:
mabl einen gewijfen yvifden x und 3 liegenden Werth
von %, fir weldyen §x = x rwird,

VBeweis. Wir miiffen evinnern, daf in die-
fom Lebrfage die Werthe ver Fumctionen fX und px.
blof ihter abfoluten Suofe nady, b, b, obhne
SRudfidt auf ein Bovzeichen, oder {o, als ob fie gav
feine bes Gegenfages fabige Grifen yoqren, mif sin-
anber verglidhen werden folien.  Wobh! aber Formmi
¢® an ouf die Begeichuung, weldhe « und B Haben.

I, Man nehme erftl{idh an, bef o und B
bepbe pofitiv fiud, und daf (weil diefed dann
D2 gleidh=



52

gleidygiiltig i}) B die grbfere von bepden, und
fomit B8 = x + 1 fen, wo 1 eine pofitioe Grofe an:
geigt.  Weil nun ta < gu ift; fo ift audy, wenn 4
eine pofitive Grofe angeigt, die fo tein werden fann,
ale man nur immer will , f(z + @) <o (e +w)
Denn weil fih fx und px fur alle x, bdie wifden
@ und g liegen, fletig verdnbdern follen; urd o+ w
pwifdyen o und 6 liegt, fo bald nur @ -7 1 genou:
men wird: fo muffen {{e+ @) - [z und @ (e + o) -z
fo Elein werden Ponnen, ald man wur will , wem
man o tein genug nimmt. &8 ift daber, wenn

aud) ), n Grogen bedeuten, bdie fid) fo tlein ma-
dyen laffen, als wman aur immer will, { (a+w) —fa= N,

und ¢ (a+w) — oo = Q. Daber

Plat+w) —fa+w) = oo — fa+ ) — .
Ullein g @ — fq gleidht nad) der BVorausfepung ic=
gend cinet pofitiven Grofe von unvevanderlichem Wevs
the A, Alfo 1t

pla+ w) — fla+ o) =A +_('),«.. Q,

weldyes , wenn man ), € tlein genug rerden (aft,
D. b wenn man dem o cinen febr Eleinen Wevth evs
theile, und bann nod) um fo mehe fiir alie Heineven
Werthe, was pofitio bleibt.  Alfe laft fid bonallen
w, die tleiner als ein gewiffed find, bebaupten,
bag die jroen Functionen { (& + w) und o (& + )
in dem Berhdltniffe voc Eleineren Grofie zu einer gros
pes
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geren ftehem.  Beptidnen voiv diefe Eigenfdhaft dev
veinderlichen Grife w durd) M; fo Ennen wiv fa-
gen, daf alle o, die tleiner als cin gewiffes {ind,
die Gigenfthait M befigen.  Daf aber biefe Gigens
fthaft gleidyroohl nidyt al len Werthen von w jufon:
me, nahmentlich nidt dem Werthe w == 1; ifl dar=
aug flar, weil §(e+i) =13 nad bder Borausfe-
pung widt mehr <<, fonbern > o (2 +1) = @p
ift. Bufelge bes Lebrfahes §. y2 muf es daber eine
gewiffe Geoge U geben, weldye die grofte unter bens
jentgen iff, von benen {idh behaupten [aht, daf alle
w die << U {ind, die Gigenfhaft M an {id) tragen.

2. Und diefe8 U mup innerhald o und i
liegen. Denn o8 fonn erftliidh nids = ¢ feyn;
indem dief hiefe, baf jebes f{e+w) < ¢ (e + w)
fey, o oft nur w <<iijt, e8 mige itbrigend vem
Werthe 1 aud) nod) fo nabhe Ffommen,  Ylfein
gang auf Ddiefelbe Avt, wie wir fo eben ermie
fen, Daft die Borausfehung fe << pa die Folge
flatw) < (et w) nad) fich sieht, fo bald man
nut w flein genug wnimmt, [(dft fid oud) darthun,
bef ans bder Wovausfepung fa+1) 3 ¢ (e+i),
bie Folge f (a+i— w) > @ (a+1 — w) flieht, fo-
bald man nur w flein genug nimmt,  Ulfo ift e& nidyt
wabr, daf die yoey Functionen fx und px fir alle
Lerthe von x, die < a+1 find, in dem Velhdlt:
niffe det Cleincren Grdfic ju einer groferen frehen, —
Sod) weniger fann gweptend U i feyn, weil

fonft
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fonft aud) i einer der Werthe von « wire, bdle
<Ufind, und daber aud) f(z+1) = ¢(a +1)
fepn miifte, voad der BVorausfepung bded Lehriapes
geradezu wiverfpridit.  Alfo liegt U, da e dod po,
fitiv ift, fidher ywifdien o und i, und folglidy a+ U
awifhen & und £.

3. @8 frdgt fid) wun, in weldem BVerhiltniffe
bie Functionen fx und @x fiv den Werth x =« + U
3u einander flehen? ©8 fann jufordevft nidt
T(x+U) < p(a+U)feyn; denn diefes gdbe audy
f(a+U+w) < @(x+U+w), wenn man o Elein
genug annalhme ; und folglicdhy voire & + U nidyt bex
grofite Werth, von dent behauptet wetden Fann,
baf clle unter ihm flehende X bdie Cigenfdaft M
baben. —  Gben fo wenig faun  zweytens
F(x+U) > ¢ (e + U) feyn; weil Ddief aud
f(a+U—0) > ¢ (@+ U—w) gibe, fodald
mon @ nur flein genug nimmé; und alfo ware gegen
die Borausfenung die Gigenfhaft M nidt von allen x,
die unter « + U ftehen, wabr. €8 bleibt denn alfo
nidyt8 anderes iibrig, ats 2af [ {(a+U) =g («+U)
fey 5 and folglich ift erwicfen, baB e einen jwifchen
o wid B Tiegenben erth von x, ndhmlidy « + U
gibt, fiiv weldjen fx = o % witd.

T1. Detfelbe Berpeis it audy auf den Fall ans
joenbbar, wenn « und S beyde negativ find;
fo bald man nur untev w, 1undUnegativeGrofen

ver=
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verftehet; inbem o+w, ati, ¢+ U, ¢+U—a
bann gleidhfalls Grofen wifhen « und & vorftellen.

I 3t 2 =ound g pofitiv, fo nebme
man nuv aud) 2 (=8), ©, U pofitivy; undifi g
negativ, aud) biefe negativ: fo wird fidy der Bes
weis 1. wottlid) anmenden laffen.

TV. Wenn endlid) @ und g von entgegene
gefegter Art, und (weil dief gleidhgiiltig ift)
3 B. o negativ, und B pofitiv iff: fo fagr die Vov-.
audfebung bed Lebrfages in Betreff ber Stetigleit der
Runctionen fx unb px, bap diefe Stetigleit fidh
auf alle Wevthe von x erflrede, bdie, wenn fie nes
gativ, << e, und wenn fie pofitiv, < @ find,
Unter diefen ift denn audh der MWerth x = o begriffen,.
Mon unterfude alfo das Werhaltnif, weldes fx
und @x fiur x = o haben. Jft f(o) =g (o), fo
it der Lehrfap fdon von [IbR erwiefen. It aber
fo) > @(0); foligt, weil fa<C g feyn foll,
nady UT. jwifdhen o und @ {ft endlidy £(0) < g (0),
gwifhen o und B ein Werth, fiir welden fx = @ x
witd.  Alfo gibt €5 in ibam Falle einen wifhen 4
und (3 Hegenben MWerth von X, dev fx = g@x
madit.

§ 16.

Anmerfung. Do ¢8 nuv einen eins
pigen Werth von x gebe, dur fx = @x wadi,
wirb
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wird hiemit Zeinedwoegs behauptet. Wenn adabhwmiidy
fo < ox, ud i (a+U)=q (z+U); fomuf jwar
allerding f(x +U+w) > ¢ U+ w) feyn, wenn
man o Elein genug nimmt; d.h. die Function fx, die
vorhin fleiner war, alé ¢ x, mup bald davauf,
naddern  bewde einander gleidh geronrden {ind,
groper ald @x werden.  Aflein bey immer gros
fever Bermehrung ven o ift e wohl moglid, dap
man, bevor o + U+ w nod) = 8 gemadyt worden
iit, auf YBerthe fommt, die fx abermalhls < ox
geben.  Jn einem foldyen Falle wug ¢35, wie un:
mittelbar aug unferm Lehrfage fulgt, nebft Unody
goen andere awifden « und 3 liegende Werthe
von x geben, welde £x = px maden. Denn
e fey fa+U+x) < ola+ U+y); fo muj
8, weil vorhin f(a+U+w)fhens. ¢ (e+T+w)
war, jwifhen ¢+ U4+w und « + U + ¢, d. b
auh yoifden « und £, einen Werth oon x geden,
woftiv £'x == @x ifl; und eben fo, roeil wicver
fet+i) oder Fg @ pift, audy joifden o U+ x
und f# nody einen Werth von x, v fx = ¢x
madit.  Auf diefe Ave erbellet, daj bie Werthe von
x, welde fx == ¢x maden, Gberhaupt immer
nad) einer ungeraden Jahi vorhanden fepn
miifjen.

§ 7

Lehriah.  Jede Function von Dder Form
m T

Y 3
a4+ bx +ex + ...+ px , in welder
m,
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m, n, .. .r gange ypofitive Exponenten begeidh-
nen, ift fur alle BWerthe von x cine nad) bem & e
fepe der Stetigleit vevanberlidhe Grope.

Beweis, Denn wenn {ih x in x4+ 4o vere
anbeets fo ift bie Uenderung, iwelde bdie Function
erfabrt, offenbar

=b[(x+w)".l.xm} w—c[(x-i-w)n—):‘ ]+...+p[(_ X +¢,,,)r~xr];

eine Grife, von dev {id) feicht bavthun (aft, daf fie
fo Elein voecven fonne, al8 man nur immer miff,
wenn man o Elein genug nimmt.  Denn ju Folge bes
binomifden Cehrfages, deffen Gultigicit fiic
gange pofitive Crponenten wir (§ 8 ves
binom, Lehrf) unabbangis von den Unterfu-
dyungen, mit denen fid) die gegenwdrtige Abbands
tung befchaftigt, dargethan haben , ift diefe Grope:

m-1. m-y m-2 m-x
mbx + m—— bxw+ ... + o

n-1 n-1 n-2 N1
+ nex -&-n——-——2 cxw+ ...t
—w
+ . . - . L] . - . . . . . L

r- r-g T2 Y-

+Tp X + l"'—z""' p'xw+ ves T w

Die Menge ver Glicher, aund welden bev in den
Klammern enthaltene Factor beftehet , ift, wie man

veif, immer nur endlidy, und von bem Werthe
& ter
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der (Jrofien x und e unabbhdangig; und da
biefe iiberall mur in pofitiver Poteny er-
{heinen; fo ift bev Werth jeded eingelnen Gliedes,
fololich auch ved gangen Wusbruded fiiv jeben Wertly
von x und «, leud fir x = o), immer nur
endlid), Wird aber bey ecinerley x, 4 verkleis
terf; fo nehmen die Slieder, in denen w vors
tommt, ab, wahrend die tibrigen ungeandect blei:
ben.  Begeidhnen wiv alfo dburd) 8 die Grofe, die
herausfomme, woenn man bdie Werthe, die alle ein-
geinen Glicder de8 Wusdrudes fir en beflimmites

3
w, 3 B. fir o annehmen, fo gu cinander abdbdire,

ald ob fie alle cinevlery Worgeichen hatten: fo ift
ver wirklide Werlh, ben diefer Auddrud filv eben

1
baffelbe w hat, gewifi nidht > 8, bderjenige aber,
ben er fir jebes F€leinere « annimmt, f{ider
< S. Berlangt man daher, daf die Wevanderung,

m n 19
weldpe die Function a+ bx + ex + ..+ px

afdbrt, < D ausfalle; fo nebme man nur ein
3

D
@, bag jugleidh < w, und audh <« S it: fo
witd w. S, und um fo mehr bad Product aud w
in eine Grife, die << S ift, < D feon miiffen.
§ 18.

Lehrias,  Tenn eine Junction von ber
[orm
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n 1132 4 n 2
Form x +ax + bx + .. .4 px*+q
in welder n eine gange pofitive Sahl bedeutet, fitr
X = « einen pofitiven, firx = g aber eiren
negativen Werth annimmi: fo hat die Gleidung

n ne-1 n-2
X +ax +Hx +... +px+qg=o

wenigftend eine veelle Wurgel, die jwifden o
und £ liegt.

DBeweisd, 1. Wenn o und 7 bepde einerley
Worgeidhen bhaben (beybe entweder pofitiv obev nee
gativ find); fo ift es ¥lar, baf cben biefelben
Gliever bder Function, welde fir x = & pofitiv
ober megativ werden, biep Jeiden aud) fiiv x= g,
und fiir die {dmmtliden Werthe von x, die gwi-
fihen « und £ liegen, behalten. Wird nun vder
Werth bder Function fir x = « pofitio, fir x=pg
aber negativy fo fann bief nuv daber rithren, weil
oie Gumme der pofitiven Glieder in i fir x = o
grofer, fit x =@ aber fleiner, alé bie ber
negativen ausfallt. Wber die Summe jener (orvohl
alg diefer ift von bder Form.

m n

a+bx + cx + ...+ px
ved §. 17, . b eine fictige Functien,  Begeid):
nen wir alfo die eine burd) Px, Dbie anbere durch
fx; fo muf 3, weil fo < pu, uN48 > ¢p
ift, nady §. 15 ivgend eiven jwifdyen o und g
gelegenen Werth von x geben , fiiv weldyen fx = gx
itd
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with,  Fiir diefen Werth wird aber fx — ¢x,
b. b. bie gegebene Function ju Null; alfo ift diefer
TWerth eine Wurgel der Gleichung

n N~-r n-2

x+ax +bx +... +px+qg=o

2, Sind aber @ und g entgegengefeht;
fo betvadite man ben Werth, ben bdie gegebene
Function fiir x = o aunimmt.  Jft diefer Mull 5
fo ift von felbft ervoiefen, baf die evwabhmte Slei-
dyung eine veelle, Fwifden « undb & licgende Wut-
sl babe; nabmlid x == o, It aber biefer Werth
(bie Grofe q) pofitiv; fo weid man jeht, baf
die gegebene Function fiiv x=o pofitiv, fir x=g
aber negativ wwerde; und weil diefelben Glieder, wel-
de fiivr x = £ pofitiv ober negativ werben, bief
Beiden audy fiiv olle gwifchen o und 2 liegende
Werthe von x bebalten: fo fann man gany durd
biefelbin Sdliiffe, voie in n° 1 beweifen, daf jwic
fhet o und £ ein Werfh von x fiegen miiffe, wel-
dher Die Function u Null madt. Jfi endlid) q
negating fo gilt daffelbe, was wir fo cben ge-
fagt, wenn man nur « flatt £ fegt.  Da nun ein
jwifhen 0 und § oder ein wifdhen o und a lies
genver Werth aud) awifdhen « und B liegt, wenn
beybe entgegengefest finb; fo ijt bie Wabhrheit une
fers Sebriahed fiir jeden Fall erwiefen. :



