
théorie DES FONCTIONS. Sur les groupes des classes de trans-
formations continues. Note(r) de M. KarolBobsuk, transmise parM. Émile Borel.

Les propriétés de transformations continues se prêtent souvent pourexprimer des invariants topologiques. Ainsi, par exemple, l'étude des
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transformations continues de la circonférence S, en espace donné M a
conduit H. Poincaré à un des plus importants invariants topologiques,
le groupe fondamental. On parvient aussi aux résultats intéressants en
considérant les transformationscontinues-de M en S, (').

La généralisation de ces deux procédés conduit à l'étude de l'en-
semble Ms"des transformationscontinues de la sphère euclidiennen-dimen-

sionnelle Sn en M ( 2 ) et de l'ensemble S™ des transformations continues
de M en S;, (3). Or la'différence essentielle par rapport au cas n=i1
consiste en la difficulté de considérerMSn ou Sj, comme un groupe.

M. H. Freudenthal (4) a réussi cependant à définir un groupe des

classes de transformations d'un espace compact M k<n dimensions en Sn.

Le problème semblable pour MSn [dans le cas où M est un espace compact
et localement contractile (5), de dimension quelconque] a été récemment
résolu par M. W. Hurewicz (°). Les deux méthodes appliquées sont d'ail-
leurs tout à fait différentes.

Dans cette Note, j'introduis un simple procédé permettant de définir
des groupes de transformations continues et qui est assez général pour
embrasser simultanément les cas de MM. Freudenthal et Hurewicz.

Soit A un sous-ensemble fermé d'un espace compact M et p. un point
d'un continu localement contractileN de dimension finie. NM(A, p) désigne
l'espace dont les éléments sont des fonctionscontinues © transformantM en
sous-ensemblesde N et telles que f (ce)– p pour tout x E 4 cet espace étant
entendu comme métrisé par la formule p(cp, <p') – Supp[<p(;»),«p'(ar)]. En

xparticulier, l'ensemble Ar(o, p) coïncide avec l'espace NM de toutes les
transformations, continues de M en sous-ensembles de N. Les fonctions <p

et <p' sont dites homotopes dans NM(A, p) lorsqu'elles appartiennent à la
même composante de NM(A, p); elles sont homologues, lorsque tout vrai
cycle (6) de M est transformépar <p et <p' en vrais cycles $9 et ^Tç,, homo-
logues dans N. La fonction 9 £ Nu(A,p) s'appelle inessentielle rel. à A

(') Fundamenta Mathematicae, 17, 1901, p. 171-209. Voir aussi S. Eilenbebo,
Fwndamenta Mathematicae, 26, ig36, p. 61-112.

(2) Cf. W. Hdrewicz, Proceedings Akademie Amsterdam, 38, ig35, p. 112-119.
(3) Cf. Fundamenta Mathematicae, 17, 1981, p. rg6.
(*) Composilio Mathematica, 2, ig35, p. 134-162.
(5) Au sens de ma Note des Comptes rendus, 19i, ig32, p. g52.

(*) Quant aux définitions" de vrais cycles, etc.. voir par exemple, P. Alexandroff,
Mathematische Annalen, 106, ig32, p. i6i-238.



et à, p dans un ensemble M'QM^ lorsqu'il existe une fonction <p' homotope
à 9 dans N"(A, p) et normée rel. à M et p, c'est-à-dire transformant M' en
seul pointa.

Considérons maintenant une décomposition de M en deux ensembles
compacts M, et Mt. Désignons par N(M,, Mi7 A, p) l'ensemble des fonc-
tions cpÇ-NM(A,p) inessentiellesrel. à A et p dans les deux ensemblesJf,(').
Pour tout <p£iï(Mt, itfa, A, p), il existe alors detix fonctions ip<<! et <p'2'
homotopes à <p dans NM(Atet telles que <p<« "est normée rel. à Mt et
kp.

Étant donné deux éléments tp, et <p2 de A'(M,, Ma, A, p), désignons para(?ij?a) la classe de toutes les fonctions ty qui sont homotopes dans
NM(A, p) aux fonctions i{/ de la forme

<{a;)~(D^(x) pour x£M, et J/'ia;) = <p|J>(tf) pour xEM2,
où (pf désigne une fonction homotope à <py, normée rel. à et à./)ÇiV.
On a évidemment a(ft, çOC^^» A, p). On démontre en outre
que

Étant donné dans M un vrai cycle 1 de dimension i le vrai cycle f^,
oùty£a.(yi}<pa)est homologue dans N à J*fl+ £9l

Il en résulte sans peine que $, et $2 désignant deux classes des fonctions
homologuesappartenant à N(M, Ma, A, p), l'ensemble

a(~z~~a)~Ea~~Pto~i)i~lE~iiQ2~2~
°

Y

est aussi une classe de fonctions homologues. On parvient ainsi au
TaÉottÈME I. – Les classes des fonctions homologues appartenant à

N(M,, Ma, A, p) constituent un groupe abélien avec l'opération « comme
l'addition.

Le problème à quelles conditions la thèse de ce théorème subsiste aussi
pour les classes des fonctions homotopes reste dans le cas général ouvert.
Il-se laisse cependant résoudre dans deux cas importants

Théorème II. -p étant un point de N et a un point de Sa, les classes des
fonctionshomotopes dans Ns"[(a),p] constituent un groupe (2) avec V opéra-
tion a (3) comme l'addition; ce groupe est pour n > i abèlien.

(') Comp. S. Eilenberg, Fundamenta Mathematiaoe, 26, ig36, p. 94.
(2) Ce groupe coïncide avec le groupe cT ho moto pie de la dimension n introduit

par M. HUREWICZ, Ion. cit.
(3) Correspondantà une décomposition de Sn en deusTdemi-sphères dont chacune

contient a.



Théorème III. – p étant un point de S, et A un sous-ensemblefermé d'un

espace M de dimension <2n-i, les classés des fonctions homotopes

de S*(A, p) constituent un groupe abélien (1) avec l'opération a. ( 2) comme
l'addition.

THÉORIE DES FONCTIONS. – Sur la répartition de certaines directions
limites et son application à la théorie des fonctions de variable complexe.
Note de M. Frédéric Koger, présentée par M. Élie Cartan.

Précédemment(3) je me suis efforcé de montrercomment le remarquable
théorème de M. A. Denjoy sur les nombres dérivés des fonctions conti-

nues (4), puis ses diverses extensions découlaient de la répartition des

directions d'accumulation (*) d'un ensemble euclidien quelconque (°). Je
voudrais maintenant indiquer que cette même répartition vaut de direc-

tions limites beaucoup plus générales et donner des applications relatives

aux fonctions de variable complexe.
Considérons un ensemble E de points d'un espace euclidien, et sa pro-

jection e faite sur une variété linéaire V à n dimensions, parallèlement â

une variété linéaire complémentaire. En un point m de la fermeture de e,

(') Dans le cas A et dim. M%n ce groupe coïncide avec le groupe de Hopf
introduit par M. Freodënthal, loc. cit.

('-) Qui ne dépend pas dans ce cas de la décomposition de M en AT, et M*
(3) Comptes rendus, 201, 1935, p. 871 et 202, 1986, p. 377.
(*) A. DENJOY, Journ. de Math. pures et appl., 7e série, 1, igi5, p. 194.

(5) Leur faisceau forme ce que M. G. Bouligand appelle le contingent. Je préfère
employer l'expression de faisceau dérivé, calquée sur celle d'ensemble dérivé, et
rappelant en outre la représentationgéométrique des nombres dérivés, comme Vttngtê

dérivé de M. A. Denjoy {Loc. cit. ).
(6) M. S. Saks a bien voulu me communiquer tout récemment les épreuves d'un

très intéressant article, destiné à paraître aux Fund. Math., 27, r936, p. 234, o'ù il

obtient des résultats qui sont à peu près ceux du plan dans mes deux Notes précitées

cette rencontre est de nature à souligner l'intérêt qui s'attache à ce genre de questions

instauré par M. A. Denjoy. Les méthodes ne sont pas essentiellementdifférentes de

celles que j'ai eu l'honneur d'exposer au Séminaire mathématiquede M. Hadâmard,

au Collège de France, le 6 décembre 1935. Aussi n'est-il pas étonnant qu'elles
conduisent, comme le fait remarquer l'Auteur dans un supplémentà son article, aux
plus simples de mes résultatsde l'espace. Cependant la tournure plus géométrique des

méthodes que j'ai employées permet peut-être une extension plus facile, notamment

aux résultats d'où je vais tirer un critère d'analylicité et sur lesquels la remarque de

M. Saks reste muette.


