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0 - INTRODUCTION.

Certaines catégories sont suffisamment riches en constructions univer-
selles pour que celles—ci permettent de décrire entiérement leurs structures.
C'est le cas des catégories algébriques étudiées par F. W. Lawvere, des
catégories variétales étudiées par F.E.J. Linton, des catégories localement
présentables &tudiées par P. Gabriel et F. Ulmer, et des topos de A. Grothendieck.

Les objets de ces catégories sont essentiellement décrits comme des ensembles

munis de structures.

Nous mettons en évidence une classe C de catégories comprenant pour
le moins une cinquantaine de catégories dont 1'étude ne reléve pas des études
précédentes et parmi lesquelles figurent, par exemple, la catégorie des corps
et homomorphismes d'anneaux, la catégorie des anneaux locaux et homomorphismes
locaux, la catégorie des ensembles totalement ordonnés et applications stricte-
ment croissantes, la catégorie des espaces métriques et isométries, la catégorie
des espaces euclidiens et applications orthogonales, la catégorie des espaces de

Banach et applications linéaires préservant la norme.

Nous discernons une construction essentielle relative & ces catégories
la localisation. Il n'existe pas de meilleur corps, ni de meilleur anneau local
associé a un anneau commutatif. De méme, il n'existe pas de meilleur ensemble
totalement ordonné associé & un ensemble ordonné, ni de meilleur espace euclidien
associé a un espace vectoriel réel. En fait, il y a une famille de meilleurs ob-
jets dont chacun d'eux vérifie une propriété universelle locale, la famille véri-
fiant une propriété universelle globale. Dans de nombreux cas ces objets ont regu
le nom de localisés. Nous donnons une définition générale de la localisation qui
semble bien recouvrir la plupart des notions baptisées de ce nom et qui fait ap-
paraitre comme localisations d'autres notions qui n'apparaissaient pas comme

telles et qui permet de découvrir de nouvelles localisations.



Un bilan sommaire des propriétés universelles des catégories de C
fait apparaitre l'existence de noyaux et méme de limites projectives connexes,
de limites inductives xs—filtrantes ou &q-filtrantes et d'un ensemble géné-
rateur propre, mais aussi 1l'absence de produits méme finis, de sommes méme
finies et bien souvent de conoyaux, et l'absence d'adjoint & gauche pour les
foncteurs oubli de structure. Ce bilan montre que la classe C différe des
classes de caﬁégories précédemment étudiées par manque de constructions uni-
verselles. Il nous a semblé que les propriétés universelles classiques n'étaient
pas trés bien adaptées 4 1'étude de ces catégories. C'est pour cette raison que

nous avons introduit les propriétés universelles locales suivantes.

Une famille (Ai). d'objets d'une catégorie est dite initiale si

iel
pour tout objet A, 1l existe un unique couple (i,f) tel que i e I et

f: Ai + A. " Les objets Ai sont alors initiaux dans leurs composantes connexes ;
ils sont dits localement initiaux. Si D est un diagramme d'une catégorie, une
localisation inductive de D est un cdne inductif de base D localement initial
dans la catégorie des cones inductifs de base D, wune couronne inductive de base
D est une famille de cOnes inductifs de base D, et une limite. inductive locale
de D est une couronne inductive initiale de base D.  On constate alors que les

catégories de la classe C sont localement cocomplétes en ce sens que tout petit

diagramme posséde une limite inductive locale.

La notion générale de localisation est introduite de la fagon suivante.
Soit U : A+ B wun foncteur. Une localisation d'un objet B de B vers le
foncteur U est un couple (Ao,go) formé d'un objet Ao de A et d'un mor-
phisme gy ° B - U Ao tels que, pour toute paire d'objets A, X de A,
toute paire de morphismes h : A0 +X, £ :A~>X de A et tout morphisme
g : B> UA de B, vérifiant Uh.g0 = UL.g, il existe un morphisme f : AO -+ A

et un seul vérifiant Uf.g0 = g. L'objet Ao est alors un localisé de l'objet



B vers U. Le foncteur U est dit localisant si pour tout objet B de B,
les localisations de B vers U forment, & isomorphismes prés, un ensemble

et si, pour tout couple (A,g) d'un objet A de /A et d'un morphisme

g : B> UA, il existe une localisation (Ao,go) de B vers U et un morphisme
f: Ao - A vérifiant Uf.gO = g. Par exemple, le foncteur d'inclusion de la
catégorie des corps (resp. des anneaux locaux) dans la catégorie des anneaux
commutatifs est localisant, les localisés d'un anneau commutatif A &tant les
corps de fractions des anneaux quotients de A par des idéaux premiers (resp.
les localisés de A pour les idéaux premiers). De méme les quotients d'anneaux
commutatifs par des idéaux, les anneaux commutatifs de fractions, les catégories
de fractions, les quotients de catégories abéliennes par des sous-catégories

épaisses, les quotients et localisés de treillis distributifs, apparaissent

comme des ldcalisés vers un foncteur.

On démontre un théoréme d'existence de localisations analogue au
théoréme d'existence d'adjoints de P. Freyd. On en déduit que pour les anneaux
non commutatifs les localisations existent, de méme que pour les treillis non

distributifs et les ensembles strictement ordonnés.

Les propriétés universelles locales étant introduites, on se propose
d'axiomatiser la classe C de catégories. On définit ainsi la notion de caté-
gorie oa-localisable, oi o désigne un cardinal régulier. Cette notion généra-
lise la notion de catégorie localement .o-présentable de Gabriel-Ulmer. Une
catégorie est o-localisable si elle est 3 limites inductives o-filtrantes, &
limites inductives locales o-petites et si elle posséde un ensemble générateur

propre formé d'objets o-présentables.

L'étude des catégories o-localisables repose sur 1'étude de ses objets
a-présentables. Ces objets peuvent étre présentés a partir d'un ensemble géné-

rateur propre a l'aide des limites inductives locales a-petites. Ils forment, 2



isomorphismes prés, un ensemble qui est dense dans la catégorie; ils sont
stables pour les limites inductives locales a—petites, et tout objet de la
catégorie est ume limite inductive o-filtrante d'objets q-présentables. On
montre qu'une catégorie o-localisable est &quivalente 3 la catégorie des pré-
faisceaux localement a-continus sur la petite catégorie de ses objets q-pré-
sentables, un préfaisceau F : c° -+ Ens @étant dit localement ‘g-continu-si

pour toute limite inductive locale (y.. : X. e‘Yj) telle que

ji i (1i,3)elxJ

' . . . . .. .
Card I < a, 1l'application <(iji)> : L FYj - 12$ FXi est bijective.

On en déduit que les catégories a-localisables sont localement cocom-
plétes, d limites projectives connexes, a peu de sous-objets, & peu de quotients
forts et a& factorisations fortes. Notons encore que les limites projectives con-
nexes o-petites commutent aux limites inductives o-filtrantes. Le fait que
1'étude des catégories a-localisables se raméne 3 l'étude de leurs objets a-
présentables peut s'exprimer de fagon précise : la 2-catégorie des catégories

a-localisables est 2-&8quivalente 3 la duale de la 2-catégorie des petites caté-

gories 3 limites inductives locales a-petites.

On donne des procédés de constructions de catégories o-—localisables.
Les sommes et les produits de catégories a-localisables, les catégories de
foncteurs d'une petite catégorie 3 valeurs dans une catégorie a-localisable,
les catégories d'objets au-dessous d'un objet d'une catégorie o-localisable,
sont oa-localisables. Une sous-catégorie X d'une catégorie est dite localement
pleine si tout morphisme dont le composé & gauche par un morphisme de X appar-
tient 4 X, appartient lui-méme 34 X. Une telle sous-catégorie d'une catégorie
a-localisable qui est localisante et fermée pour les limites inductives wo-fil-
trantes, est a-localisable. On en déduit que la catégorie ayant les mémes objets
qu'une catégorie a-localisable et ayant pour morphismes les monomorphismes de

cette catégorie est a-localisable. La construction suivante est essentielle. Elle

permet, en particulier, de prouver que de nombreuses catégories sont a-localisables



On considére une catégorie o-localisable A munie d'un ensemble de couronnes

inductives
k k k
P= 1055 5 4 7 B (5 fyer, xJ, ke
k "k
tel que, pour chaque k € K, 1le diagramme (A?)iem est o-petit et les objets

k
A, B? sont a-présentables. Un objet A de A est dit T'-local si pour tout

ke K et tout jeJ 1'application :

k’

k k . k
(HOQA(yji,A)) : HOQA(Bj,A) > lim HO?A(Ai’A)

1eEk

est injective et 1'application :

k k . k
<(Hoqﬁ(yji,A))> : l HoqA(Bj,A) - lim HoqA(Ai,A)

JEJk 1elk

est surjective. Si A, B sont deux objets TI-locaux, un morphisme f : A > B

est dit TI-local si pour tout k € K; tout j e Jk’ tout cOne inductif

Tt

(e. : Ak > A). et tout morphisme £ : B. > B vérifiant : Viegt,
1 1 1eEk k

K.y?i= f.ei, il existe un morphisme m : B, > A vérifiant :Vi e I m.y%. = ¢

k’ ji

Les objets et morphismes T -locaux constituent une sous—catégorie de A notée

(ST

AP. On montre que AT est une sous—catégorie localement pleine localisante de
A fermée pour les limites inductives a-filtrantes et, par suite,qu'elle est
a-localisable. Comme cas particuliers, on obtient les catégories de préfaisceaux

localement a-continus et des catégories de modéles d'une théorie logique du

premier ordre.

On illustre les résultats en donnant une présentation détaillée sous la
forme d'une catégorie de préfaisceaux localement continus, des catégories sui-
vantes : ensembles totalement ordonnés, espaces métriques, domaines d'intégrité,

anneaux commutatifs locaux.



Dans une catégorie possédant un objet final, les propriétés univer-
selles locales sont identiques aux propriétés universelles classiques. Ainsi
une catégorie est localement a-présentable si et seulement si elles est o-
localisable et elle posséde un objet final. On obtient alors la plupart des
résultats essentiels sur les catégories localement o-présentables comme corol-

laires immédiats des résultats analogues sur les catégories a-localisables.

Ajoutons enfin que 1'étude des catégories localement présentables

faite par P. Gabriel et F. Ulmer nous a servi de modéle.



1 - MISE EN EVIDENCE D'UNE CLASSE DE CATEGORIES.

Ens

Anc
Dif
Ord
Dtr
Tr
Trd
He
Bool
Top sep
Comp
Ev(K)
MAlg(K)
Inv (K)
Evt (K)
Cat

Ind £

/Abex

.

.

e

.o

1.0. - Notations.

Fixons les notations de quelques catégories.

catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
catégorie
foncteurs

catégorie

des ensembles.

des anneaux unitaires.

des anneaux unitaires commutatifs.

des anneaux différentiels.

des ensembles ordonnés et applications croissantes.
des demi-treillis (notés : E,A,1).

des treillis.

des treillis distributifs.

des algébres de Heyting.

des algéebres de Boole.

des espaces topologiques séparés.

des espaces compacts.

des K-espaces vectoriels.

des K-algébres.

des K-algébres involutives.

des K-espaces vectoriels topologiques.

des petites catégories.

des petites catégories a limites inductives finies et
préservant les limites inductives finies.

des petites catégories exactes et foncteurs exacts.

1.1. - Une classe C de catlgories.

On se propose d'étudier les propriétés universelles et la structure

des catégories suivantes.

Les catégories numérotées de (0) & (10) ont pour morphismes les homo-



morphismes unitaires injectifs d'anneaux.

it

0 - An a pour objets les anneaux (unitaires) non triviaux.

1 - Int, catégorie des anneaux intégres, a pour objets les anneaux intégres

(non nécessairement commutatifs).

2 - K, catégorie des corps, a pour objets les corps.

3 - Kp, catégorie des corps de caractéristiques p.

4 - Anc#, a pour objets les anneaux commutatifs non triviaux (unitaires).

5 - Dom, catégorie des domaines d'intégrité, a pour objets les anneaux commu-
tatifs intégres.

6 - Red, catégorie des anneaux réduits, a pour objets les anneaux réduits
i.e. tels que tout élément nilpotent est nul.

7 - Prim, catégorie des anneaux primaires, a pour objets les anneaux primaires
i.e. tels que tout diviseur de zéro est nilpotent.

8 - QPrim, catégorie des anneaux quasi-primaires, a pour objets les anneaux
quasi-primaires i.e. qui vérifient 1'axiome :
Y x, v y (xy =0 ==> x est nilpotent ou y est nilpotent).

9 - Kc, catégorie des corps commutatifs, a pour objets les corps commutatifs.

10 - Kcp, catégorie des corps commutatifs de caractéristique p.

Les catégories suivantes numérotées de (11) & (16) ont pour morphismes

les homomorphismes unitaires injectifs d'anneaux différentiels.

i
11 -Dif" a pour objets les anneaux différentiels non triviaux.
12 - Domdif, catégorie des anneaux différentiels intégres, a pour objets les

anneaux différentiels intégres.



13

14

15

16

Reddif, catégorie des anneaux différentiels réduits.
Primdif, catégorie des anneaux différentiels primaires.
QPrimdif, catégorie des anneaux différentiels quasi-primaires.

Kdif, catégorie des corps différentiels.

Les catégories suivantes numérotées de (17) & (20) ont pour morphism=s

les homomorphismes unitaires d'anneaux qui reflétent les éléments inversibles

i.e. les homomorphismes £ qui vérifient :

Vx-(f(x) inversible ==> x 1inversible).

17 - An™ a pour objets les anneaux non triviaux.

18 - Anc® a pour objets les anneaux commutatifs non triviaux.

19

20

21

22

Loc, catégorie des anneaux locaux, a pour objets les anneaux locaux non

nécessairement commutatifs.

Locc, catégorie des anneaux locaux commutatifs.

-Dif* a pour objets les anneaux différentiels et pour morphismes les homo-

morphismes différentiels qui reflétent les &léments inversibles.

Locdif, catégorie des anneaux différentiels locaux, a pour objets les anneaux
différentiels locaux et pour morphismes les homomorphismes différentiels qui

reflétent les éléments inversibles.

23 - Dtra, a pour objets les demi-treillis (A,1) et pour morphismes, les homo-

morphismes de demi-treillis qui reflé&tent 1'élément 1 i.e. les homormorphismes

f qui vérifient Vk, (f(x) =1 =>x=1).

Les catégories suivantes numérotées de (24) a (27) ont pour morphismes

les homomorphismes de treillis qui reflétent 1'élément |.



-t a pour objets les treillis.

- Trloc, catégorie des treillis locaux, a pour objets les treillis locaux
i.e. les treillis qui vérifient 1'axiome :

Vk, V& xvy=1=2>x=1 ou y=1).
X . e . . .
-~ Trd , a pour objets les treillis distributifs.
- Frloc, catégorie des treillis locaux distributifs.

- Hez} a pour objets les objets les algébres de Heyting et pour morphismes

les homomorphismes d'algébres de Heyting qui reflé&tent 1'élément 1.

- Boolz; a pour objets les algébres de Boole et pour morphismes les homomor-

phismes d'algébresde Boole qui reflétent 1'élément ‘l.

- O0rds, catégorie des ensembles strictement ordonnés, a pour objets les
ensembles strictement ordonnées i.e. les ensembles munis d'une relation
transitive < qui vérifie 1l'axiome : 'Vx,‘Vy (x <y =>non y < X),

et pour morphismes les applications strictement croissantes.

- Ordt, catégorie des ensembles totalement ordonnés, a pour objets les
ensembles totalement ordonnés et pour morphismes les applications strictement

croissantes.

- Ancordt, catégorie des anneaux totalement ordonnés, a pour objets les
anneaux commutatifs totalement ordonnés et pour morphismes, les homomorphismes

d'anneaux strictement croissants.

- Kcord, catégorie des corps ordonnés, a pour objets les corps commutatifs
totalement ordonnés et pour morphismes les homomorphismes d'anneaux stricte-

ment croissants.

- Met, catégorie des espaces métriques, a pour objets les espaces métriques
et pour morphismes les isométries i.e. les applications qui préservent la

distance.



35 - Kv, catégorie des corps valués, a pour objets les corps valués et pour
morphismes les homomorphismes d'anneaux unitaires qui préservent la valeur

absolue.

36 - Nor(K), catégorie des K-espaces normés, a pour objets les K-espaces
normés sur un corps commutatif valué K et pour morphismes les applications

K-linéaires qui préservent la norme.

37 - Algnor(K), catégorie des K-algébres normées a pour objets les K-algéebres
normées et pour morphismes les homomorphismes de K-algébres qui préservent
la norme.

38 - Unvnor, catégorie des C-algébres normées involutives, a pour objets les
C-algébres involutives normées et pour morphismes les homomorphismes de C-

algébres involutives qui préserve la norme.

. N . . * ~
39 - $tell, catégorie des algébres stellaires ou € -algébres, est une sous-

catégorie pleine de fInvnor.

40 - Euc, catégorie des espaces vectoriels euclidiens, a pour objets les espaces
vectoriels euclidiens et pour morphismes les applications linéaires ortho-

gonales i.e. qui préservent le produit scalaire.

41 - Catl, a pour objets les petites catégories et pour morphismes les foncteurs

qui reflétent les isomorphismes.

Les catégories numérotées de (0) 3 (41) constituent une classe notée
Co' On y adjoint les catégories suivantes numérotées de (42) a (49) qui consti-

tuent une classe notée C].

42 - Metcompl, catégorie des espaces métriques complets, sous-catégorie pleine
de Met.

43 ~ Metcomp, catégorie des espaces métriques compacts, sous—-catégorie pleine

de Met.



44 - Rvcompl, catégorie des corps valués complets, sous—catégorie pleine de Kv.

45 - Ban(K), catégorie des espaces de Banach sur K, sous-catégorie pleine de

Nor (K).

46 - Algban(K), catégorie des algébres de Banach sur K, sous-catégorie pleine

de Algnor(K).

47 - Envban, catégorie des algébres normées involutives complétes, sous—catégorie

pleine de Invnor.

48 -~ $tellcompl, catégorie des algébres stellaires complétes, sous—catégorie

pleine de $tell.

49 - Hilb, catégorie des espaces de Hilbert, sous-catégorie pleine de Euc.

La réunion des classes CO et C] est notée C.

On considére encore les deux catégories suivantes constituant une

classe C2 dont 1'étude reléve plutdt de celle des 2-catégories.

50 - Endfl, a pour objets les petites catégories & limites inductives finies
et pour morphismes les foncteurs qui préservent les limites inductives finies

et reflétent les isomorphismes.

51 - Abexa, a pour objets les petites catégories abéliennes et pour morphismes

~

les foncteurs additifs exacts 3 gauche qui reflétent les objets nuls.

1.2. - Passif de La classe C.

On peut mettre au passif de la classe C 1les faits suivants :

1.2.0. - Les catégories de C n'ont pas nécessairement de produits.
Elles sont méme, pour la plupart, sans aucun produit. C'est le cas, par exemple,

des catégories [Kc, Red, Locc, Met, Euc. Les catégories de C mne sont donc ni
b b 9 g



algébriques Dl], ni variétales, [32], ni localement présentables Dﬂ.

1.2.1. - Les catégories de C n'ont pas nécessairement de sommes,

méme finies. C'est le cas par exemple des catégories Ke, Locc, Met, Ordt.

1.2.2. - Les catégories de C n'ont pas nécessairement de conoyaux.

C'est le cas, par exemple, des catégories, Kc, Red, Met, Euc, Ordt.

1.2.3. - Les foncteurs oubli de structure & valeurs dans les ensembles,
ne possédent pas nécessairement un adjoint & gauche. C'est le cas, par exemple,

des catégories Dom, Kc, Locc, Met, Ordt, Euc.

1.3. - Actif de La classe C.

On peut mettre 3 l'actif de la classe C les faits suivants :

Proprniéte 1.3.0. - Les catégories de C sont 3 limites projectives

connexes.

On appelle limite projective connexe, une limite d'un diagramme

@ : T>A ol [ est une petite catégorie connexe non vide. Montrons, par

exemple, que la catégorie K est 3@ limites projectives connexes. Soit
(K.). I un diagramme connexe de K. Montrons que 1l'anneau A = lim K. est

el
)ieE un élément non nul de A. Il existe un objet io
de [ tel que X #0. Or, si o : i~ j est un morphisme de @I, on a
o

un corps. Soit (xi

xj = Ka(xi) et, par suite, on a : X, #0 <=> xj # 0. Donc, puisque

xs # 0 et que O est connexe, on a X; # 0, pour tout i e L. L'Elément
o

(xT]), est alors un élément de A qui est inverse de (x.). .. Par ailleurs
1 “iell 17 1€ell

A est un anneau nen trivial. I1 est alors immédiat que le corps A est la

limite projective de (Ki)' dans la catégorie K.

1€l

Propniets 1.3.1. -

1) Les catégories de CO sont 4 limites inductives filtrantes.




- 14 -

2) Les catégories de C] sont & limites inductives 1ﬁ—filtrantes.

On appelle limite inductive filtrante (resp. ,vl—filtrante) une limite
inductive d'un diagramme ¢ : I - A ol [I est une petite catégorie non vide

filtrante (resp. wl—filtrante).

Montrons, par exemple, que la catégorie Met est 3 limites inductives
filtrantes. Soit (E.,d). un diagramme filtrant de Met. Notons (E,(A.). .)
1 iel 17 1el

une limite inductive des ensembles (Ei)ieE' Soit x,y deux éléments de E.

I1 existe un objet 1 de [ et deux éléments X5 ¥ de Ei tels que l'on

ait : Ai(xi) =x et Ai(yi) =y. Si 1i' est un autre objet de I et X0

y;r» sont deux objets de Ei' vérifiant Ai,(xi,) =X et Ai,(yi,) =y, alors
il existe un objet i" de [ et deux morphismes de @ : o : i » i",

1 LA |

o + 3 1

-+ 1" wvérifiant Ea(xi) = Ea,(xi,) et Ea(yi) = Ea'(yi')' On a alors
d(Xi,Yi) = d(Ea(xi)’Ea(yi)) = d(Ea'(Xi')’Ea'(yi')) = d(xiv,yiv)- I1 est alors
immédiat que l'on définit une distance sur E, en posant d(x,y) = d(xi,yi)
et que l'espace métrique (E,d) ainsi obtenu est la limite inductive de

(Ei’d)ieE dans la catégorie WMet.

Montrons encore que la catégorie Metcompl est & limites inductives

ll—flltrantes. Soit (Ej)jeJ

est filtrant. Il a donc une limite inductive dans Met que 1l'on note (E’(uj)jeJ)'

un diagramme ~filtrant de Metcompl. Ce diagramme
X

Soit (yn) une suite de Cauchy de E. Pour chaque n € N, il existe jn e J

et X € Ejn tels que ujn(xn) =y, I1 existe alors un objet g de J et
des morphismes a ¢ jn - jO de J. La suite (Ea (xn)) de l'espace métrique
n
E. est de Cauchy. Elle est donc convergente. Soit x sa limite. Il est immédiat
o
que 1'élément y = u. (x) est la limite de la suite (yn). Cela montre que E
o

est complet et par suite que c'est la limite inductive de (E.)

$)5ed dans Metcompl.

Propricte 1.3.2. -

1) Dans les catégories de CO les limites inductives filtrantes com-—

mutent aux limites projectives connexes finies.
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2) Dans les catégories de C] les limites inductives xl—filtrantes

commutent aux limites projectives connexes dénombrables.

Pour la catégorie [, par exemple, les limites inductives filtrantes
et les limites projectives connexes sont crééespar le foncteur oubli de struc-
ture : K > Ens. La propriété se déduit alors de la propriété analogue dans la
catégorie Ens. Pour la catégorie Metcompl, par exemple, les limites inductives
xl—filtrantes et les limites projectives connexes sont créées par le foncteur
ensemble sous—-jacent : Metcompl - Ens. La propriété se déduit aussi de la pro-

priété analogue dans la catégorie [Ens.

Propriete 1.3.3. -

1) Les catégories de CO possédent un ensemble générateur propre

formé d'objets xo~présentables.

2) Les catégories de C1 possédent un ensemble générateur propre

formé d'objets x]—présentables.

Les notions d'ensemble générateur propre et d'objets No—présentables

ou X, -présentables sont prises au sens de Gabriel-Ulmer Eﬂ. L'espace métrique

1
réduit & un point est générateur propre mo—présentable dans la catégorie Met.
Il est générateur propre xl—présentable dans la catégorie Metcompl. Les ordi-
naux 1 et 2 forment un ensemble générateur propre xo—présentable dans la caté-
Y
gorie Ordt. Montrons que les corps de fractions Z[}j/l des domaines d'inté-
grité Z[}j/I oi I est un idéal premier de .l[?ﬂ, constituent un ensemble
générateur propre formés d'objets lro—présentables de Kc. Si x est un &lément
d'un corps commutatif K, on note Ix 1'ensemble des polyndmes de Z[}] ayant
X pour zéro dans K et on définit 1'homomorphisme fx : Z[}]/Ix +~ K par

£ (F) = P(x), puis 1'h hi : £71, » K & -Ex - n
X = P(x), puils omomorphisme g  : [] x par g \") = 4

N Q Q(x)
en est, en outre, immédiat que tout homomorphisme g : Z[XI/I -+ K est de la

forme précédente pour un é€lément x et un seul de K. Le résultat se montre

alors facilement.
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2 - NOTIONS UNTVERSELLES LOCALES.

Dans le but d'améliorer le bilan universel des catégories de C, on
introduit de nouvelles propriétés universelles. Ce sont les propriétés univer-

selles locales suilvantes.

2.0. - Familles initiales d'objets - Objets Localement Anitiaux.

Toutes les familles considérées sont indexées par un ensemble.

On considére une catégorie A.

Définition 2.0.0. - Une famille (A.).
= i

el d'objets de A est initiale

dans A si, pour tout objet A de A, il existe un et un seul couple (i,f)

tel. que 1¢ I et £ : Ai > A.

Définition 2.0.1. - Un objet A est localement initial dans A si

pour toute paire d'objets A, B de /A et toute paire de morphismes g : A > B

et h : Ao -+ B, 1l existe un morphisme f et un seul de source Ao et but A.

Notons que 1'on a alors : h = gf.

Proposition 2.0.2. - Un objet est localement initial si et seulement

si il est initial dans sa composante connexe.

Demonstration.- 11 est immédiat que la condition est suffisante.

Soit Ao un objet.localement initial dans /A. Pour tout morphisme g : A ~> B
de A, on a: HOQA(AO,A) # @ <===> HOWA(AO,B) # §. On en déduit que pour
tout objet A de la composante connexe de A, ona HOWA(AO,A) £ @, et par
suite on a un unique morphisme : A0 -+ A, Ainsi Ao est un objet initial de

sa composante connexe.,
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Cornollaine 2.0.3. - Deux objets localement initiaux dans la méme

composante connexe sont isomorphes.

Proposition 2.0.4. - Si  (A.).

est une famille initiale d'objets
171el

de A, tout objet Ai est localement initial et tout objet localement initial

est isomorphe 3 un objet Ai'

Deémonstration : Soit iel et ,g:A->B, h

>
e
¥
o
[N
0
c
w
=]
o
]
]

phismes de /A. Il existe un couple (j,f) od je I et £ : A. > A.

On en déduit 1'existence d'un morphisme gf : Aj -+ B. Par suite, ona 1 = j.
On obtient ainsi un morphisme : Ai -+ A, qui est nécessairement unique. Ainsi
Ai “est localement initial. Soit Ao un objet localement initial de A. Il
existe un couple (i1,f) ot 1€ I et £ : Ai - AO. On en dé&duit l'existence

d'un morphisme g : Ao - Ai' Ces deux morphismes sont inverses l'un de 1l'autre

et, par suite, A0 est isomorphe 3 Ai.

Deginition 2.0.5. - Une catégorie A est 3 objets localement initiaux

s'il existe un ensemble L d'objets localement initiaux dans /A tel que, pour

tout objet A de A, il existe un objet Ao de L et un morphisme f : A - A,
o

Proposition 2.0.6. - Les assertions suivantes sont &quivalentes

(i) A est 3 objets localement initiaux ;

(ii) A a un ensemble de composantes connexes ayant chacune un objet

initial ;

(iii) A posséde une famille initiale d'objets.

Démonstration : L'équivalence de i) et ii) est une conséquence de la

proposition 2.0.2. Si on suppose ii), on note I 1'ensemble des composantes
connexes de A et pour chaque X € I, on note AK un élément initial de X ;
la famille (AX)KCI est alors initiale dans A. La proposition 2.0.4. montre,

en ‘outre, l'implication : iii) => i).
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Proprniete 2.0.7. - Les catégories de C possédent une famille initiale

d'objets.

L'anneau Z et les corps d'entiers modulo les nombres premiers
constituent une famille initiale dans les catégories fMnt, IDom. En effet,
soit A un objet de [Int ou de Dom. Soit P, la caractéristique de A.
Il existe alors un homomorphisme unique f ? Z/(po) - A qui est injectif.
Réciproquement, si p est un nombre premier ou nul et si f : Z/(p) ~ A
est 1'unique homomorphisme injectif, alors p.l est nul dans A, donc p

est un multiple de p, et par suite p = P

Le corps @ et les corps d'entiers modulo les nombres premiers

constituent une famille initiale dans les catégories K, Kc.

Pour tout nombre p premier ou nul, on note Zp le localisé de Z

. . . n- . .
en p i.e. l'anneau des fractions rationnelles — oli q n'est pas multiple
q

de p. L'anneau Zp est local. La famille (Zp), pour les nombres p
premiers ou nuls est initiale dans les catégories [Loc, Locc. En effet, soit
A un objet de Loc. L'entier P, = min{n : n.l est non inversible dans A}
est premier ou nul. Il existe alors un unique homomorphisme fo : Zpo-+ A

et cet homomorphisme est local. On montre en outre qu'un tel couple (po,fo)

est unique.

2.1. - Foncteurns Localement représentables.

Notations 2.1.0.- On considére une catégorie A et un foncteur

U :A+ Ens. Un élément de U est un couple (A,a) formé d'un objet A



- 19 -

de A et d'un élément a de UA. La catégorie de représentation E&I de U

a pour objets les éléments de U et pour morphismes de (A,a) dans (B,b)

les morphismes f : A > B tels que Uf(a) = b. Un élément localement initial

de U est un objet localement initial de E&f C'est donc un couple (Ao,ao)
formé d'un objet Al de A et d'un élément a de UA tel que, pour toute
paire d'objets A,B de A, toute paire de morphismes g : A~ B, h : AO -+ B,

et tout é€lément a de UA, vérifiant Ug(a) = Uh(ao), il existe un morphisme

f . A0 +~ A et un seul vérifiant Uf(ao) = a. Une famille initiale d'é@léments

de U est une famille initiale de RI;

Déginition 2.1.1. - Un foncteur U : A > [Ens est localement repré-

sentable s'il possé&de une famille initiale d'éléments.

Proposition 2.1.2. - Un foncteur U : A » Ens est localement repré-

sentable si et seulement si il est somme de foncteurs représentables.

Demonstration.- Considérons une famille (Ai) d'objets de A

iel
et un isomorphisme o : || Hoqﬁ(Ai,—) -+ U. Posons «a

= ai. Soit
1el

A.(IA.)
i i
(A,a) un élément de U. Posons a;](a) =(io,f). Alors aA(iO,f) = a

et la commutativité du diagramme

N
i
1el o [}
_|_J_‘_HomA(Ai ,£) Uf
iel
||l Hom, (A.,A) UA
TeT A1 aA

montre que Uf(aio) = Uf(ocAi (]Ai )) = aA(lo,f) = a. Par suite, on obtient

o o

un morphisme f : (Ai »a; ) > (A,a). En outre, si g : (Ai’ai) + (A,a) est
o o

un morphisme de Ry, ona aA(i,g) = Uf(aAi (lA. )) = Uf(ai ) =a-= aA(io,f)-

1 (¢}
(e} (¢}



- 20 -

Par suite, on a (i,g) = (10,f), donc (Ai’ai) = (Aio,aio) et g=f. On

en déduit que la famille d'éléments (Ai’ai)ieI est initiale.
Soit, réciproquement, (.Ai’ail)iel une famille initiale d'éléments
de U. On définit une transformation naturelle a : Hom(Ai,—) -+ U en

iel
posant OtA(i,f) = Uf(ai). On montre facilement qu'elle est un isomorphisme.

Proprniete 2.1.3. - Les foncteurs ensembles sous-jacents des catégories

de C wvers les ensembles sont localement représentables.

Considérons, par exemple, la catégorie Dom et le foncteur ensemble
sous—jacent U : Dom~ [Ens, Soit A un objet de MDom. Si x est un &lément
de "A, 1'ensemble Ix = {p e /Z[:X] : p(x) = 0} est un idéal premier de Z[X]
et il existe un unique homomorphisme fx : Z[X:I/Ix -~ A qui vérifie fx()—() = X.
Réciproquement, soit I est un idéal premier de Z[X] et f : Z[X:[/I - A
un homomorphisme injectif. On pose x = £(X). Pour tout polyndme p de Z[X],
ona:pel <=> p(i) =0 <=> p(x) = 0. Par suite, ona I =1 et

X

f = f . Cela montre que 1'on a une bijection: UA = Hom/A(/Z [X]/I,A).
IeSpec Zl-_X]

On montre alors facilement, qu'en fait, on a: U = l Hom’A(Z [X]/I,—),
IeSpec 2 [X]

c'est-3a-dire que le foncteur U est localement représentable.

Pour le foncteur ensemble sous-jacent U : fLocc > Ens, il suffit
de substituer dans ce qui précéde les anneaux localisés Z[X]I de Z[X] en I
aux quotients Z[X]/I.

Considérons le foncteur ensemble sous-jacent : U : {Euc > {Ens. On
note O 1'espace euclidien réduit a un point et R 1'espace euclidien R
muni du produit scalaire canonique. Montrons que l'on a un isomorphisme :

~ _ - ~ * P '
U Honhiuc(o’ ) i‘l‘(p‘lc‘li*‘ Homﬂiuc(Rp’ )) od R, désigne 1'ensemble des nombres
+

réels positifs et ol !Rp est l'espace euclidien R. Soit E un objet de IEuc.
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A 1'élément nul de E, on associe 1'unique morphisme : O + E et réciproque-

ment. Soit x un &lément non nul de E. Posons p = ||x|| et définissons
1'application f_ : R > E par £f_(}) =2 x. L'application £ est linéaire
X X 0 X X
et orthogonale, puisque 1l'on a : fx(k).fx(u) =2x . bx-= —%-(x.x) = AU.
p p p

Réciproquement, si (p,f) est un couple formé d'un nombre réel positif p et
et d'une application linéaire orthogonale f : R - E, on définit un objet

x de E par x = p.f(1). On a alors : fx(}) =X = f(1) et, par suite fX = f.

©

2.2, - Fonctewrs Localisants.

On considére un foncteur U : A - B. Soit B un objet de B.

Un morphisme de B vers U est un couple (A,g) formé d'un objet A de A

et d'un morphisme g : B > UA. La catégorie (B,U) a pour objets les mor-

phismes de B vers U et pour morphismes de (A,g) vers (A',g') les

morphismes f : A~ A' vérifiant Uf.g = g'.

Déginition 2.2.0. - Une localisation de B vers U est un morphisme

de B vers U localement initial dans (B,U). C'est donc un couple (Ao,go)
formé d'un objet A0 de A et d'un morphisme g, * B »> UA0 tel que, pour
toute paire d'objets A,X de A, toute paire de morphismes h : A0 > X,

£ : A>X de A, et tout morphisme g : B~ UA vérifiant Uh.g = UL.g,

il existe un morphisme f : A0 > A et un seul vérifiant Uf.g0 = g.
>Ux

Notons qu'alors le diagramme ci-dessus est commutatif. On dit que Ao est un
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objet de A localisé de l'objet B vers U.

Déginition 2.2.1. - Un foncteur U : A > B est localisant si, pour
tout objet B de B, le foncteur HoqA(B,U) : A > [Ens est localement repré-
sentable.

I1 revient au méme de dire que pour tout objet B de B, la caté-

gorie (B,U) posséde une famille initiale.

Remarque.- Dans Dcﬂ, J.J. Kaput a défini la notion de foncteur pos-
sédant un adjoint & gauche local. Cette notion est plus générale que celle de
foncteur localisant et en différe par 1'absence d'unicité stricte et d'une
condition de petitesse. Tout récemment, dans D], R. Borger et W. Tholen défi-
nissent la notion de foncteur possédant un adjoint & gauche local fort en ad-
joignant 3 la définition de J.J. Kaput la condition d'unicité, mais non celle
de petitesse. Or celle-ci est satisfaite dans la plupart des exemples et elle

nous est indispensable pour 1'étude de la structure des catégories localisables.

Proposition 2.2.2. - Le composé de deux foncteurs localisants est

localisant.

Déemonsthation.- Soit U : A B et V : B+ € deux foncteurs loca-

lisants. Soit C un objet de €. Considérons une famille initiale

(hi : C > VBi)'

iel de morphismes de C vers V, puis, pour chaque i € I,

une famille initiale (gj : Bi - UAj)j de morphismes de Bi vers U.

edJ.
i

On montre facilement que la famille de morphismes de C vers VU

(ng.h,: C ~ VUAj) oi 1 wvarie dans I et J wvarie dans Ji’ est initiale.
1

Proposition 2.2.3. - 8i U : A > B est un foncteur localisant et @€

. ~ . c C .
est une petite catégorie, le foncteur U : A¢ + B~ est localisant.

Deémonsthation.- Soit G : € ~ B un foncteur. Pour chaque objet X
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de €, choisissons une famille initiale LX de morphismes de GX vers U.

Notons L 1'ensemble des couples (F,B8) formés d'un foncteur F : € > A
et d'une transformation naturelle B : G > UF tels que pour tout objet X

de € 1le couple (FX,BX) appartient 2 LX. Montrons que L est une famille

initiale de morphismes de G vers Um. Soit L : € A un foncteur et
Yy : G > UL wune transformation naturelle. Pour chaque objet X de €, il

existe un unique élément (A,g) de LX et un unique morphisme f : A - LX

tels que Yy = Uf.g. Posons alors A =FX, g = BX’ f=o0,. S1 £ :X->Y

est un morphisme de €, 1la relation ULf.UaX.BX = ULf.yX = yY.Gf = UaY.BY.Gf

implique 1l'existence d'un unique morphisme h : FX > FY vérifiant

UFh~BX = BY.Gf et donc aussi : Lf.aX = aY.Fh. I1 est alors immédiat que 1l'on
définit un foncteur F en posant Ff = h, que BX : GX > UFX définit une
transformation naturelle B : G > UF et que ay FX - LX définit une trans-

formation naturelle o« : F > L. On a Ua.B = y. En outre si (F,B), (F',B')
appartiennent & [ et si y : F>L, y' : F' >+ L sont deux transformations
naturelles vérifiant Uy.B = Uy'.B', alors, pour tout objet X de €, on a
, et par suite, on a :

UYX.BX = in.Bk ol BX,Bi appartiennent & Lx

1

Bx = Bi et Yy = Yi et donc : B =RB" et y=¢v".

Proposition 2.2.4. - Tout foncteur localisant 3 valeurs dans [Ens

est localement représentable.

Demonsirnation.- Un foncteur localisant U : A - Ens est isomorphe

au foncteur HOQA(I,U) qui est localement représentable.

Exemples 2.2.5. - Quotients d'anneaux.

Propniétés 2.2.5.0. - Les foncteurs :/An# > An, Anc? > Mnc sont

localisants.
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Deémonstrhation.- Soit A wun objet de /An. Notons ] 1'ensemble

des idéaux bilatéres propres de A. Pour I € I, considérons 1l'anneau

quotient A/I et la projection canonique P A A/I. Montrons que

(P : A~ A/I)I€I est une famille initiale de morphismes de A vers le

I

foncteur : An# -+ MAn. Tout homomorphisme f : A > B se factorise sous la

forme £ : f.pI ol I est le noyau de £ et f :A/I »B est un homomor-
phisme injectif. Si I, I' e I et f : A/I + B, f' : A/I' - B sont deux
homomorphismes injectifs vérifiant : f.pI = f'.pI,, on a, pour un élément

X de A :xe€e I <=> pI(x) =0 <=> f(pI(X)) <=> f'(pI'(x'))= 0 <=>

pI,(x) =0 <=> xeI'. On en déduit que I =1', puis que f = f'.

Cornoflaire 2.2.5.1. - Les foncteurs ensemble sous-jacent

#

#
An - Ens, Anc’ - [Ens sont localement représentables localisants.

Exemples 2.2.6. - Quotients premiers, réduits, primaires, quasi-

primaires, d'anneaux.

Propniexes 2.2.6.0. - Les foncteurs : @nt > An, Dom ~ Anc,

Red >~ Anc, Prim > Anc, Q—-Prim - Anc sont localisants.

Demonstration.- Soit A un anneau. Notons S 1'ensemble des idéaux

bilatéres premiers de A. Pour I € S, considérons l'anneau intégre A/I et
la projection canonique Py ¢ A ~ A/I. On montre comme au 2.2.5., que

(pI T A~ A/I)Ies est une famille initiale de morphismes de A vers le foncteur :

Int > An. Le résultat reste valable pour le foncteur : Dom - /AAnc. Pour les
foncteurs : Red - Anc, @®rim > Anc, Q-Prim -~ Anc, on remplace 1l'ensemble §
respectivement par les ensembles, Sl’ Sz, S3 suivants. S] est 1'ensemble

des idéaux semi-premiers de A 1i.e. des idéaux I de A qui vérifient :

Y a e N, Vxea el => xel). S, est 1'ensemble des idéaux pri-

maires de A 1i.e. des idéaux I de A qui vérifient
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V’x, vyeA (x.yel => ( :3 n €N, e I) ou ye I).

53 est 1'ensemble des idéaux quasi-primaires de A i.e. des idéaux I de

A qui vérifient
Vx, yeA (xyel => (:_:‘ne[N, xneI) ou (3 nelN,yneI))

Conollaine 2.2.6.1. - Les foncteurs ensemble sous-jacent

Int -+ Ens, Dom - Ens, Red > Ens, Prim - Ens, Q-Prim - Ens sont localement

représentables localisants.

Cornoflaine 2.2.6.2. - Kc est une sous-catégorie pleine localisante

de “/Anc.

Démonstration.- I1 suffit d'observer que Kc est une sous—catégorie

pleine réflexive de IDom.

Exemples 2.2.7. - Quotients, quotients réduits, primaires, quasi-

primaires, corps de fractions, d'anneaux différentiels.

Proprnietes 2.2.7. -

1) Les foncteurs : Dif

# »+ Dif, Domdif - Dif, Reddif - Dif,

Primdif » Dif, QPrimdif - Dif, [Kdif > Dif sont localisants.

2) Les foncteurs oubli de structure:? Dif#+ Ens, [Domdif - {Ens,

Reddif - Ens, Primdif - Ens, QPrimdif - |Ens, Kdif - Ens sont localement

représentables localisants.

Demonstrhation.- On substitue la notion d'idéal différentiel i la

notion d'idéal dans ce qui précéde.

Exemples 2.7.8.- Anneaux de fractions.

Proprniétes 2.2.8.0. - Les foncteurs : Anc®s Anc, Dif?*> Dif sont

localisants.
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Démonsthation.- Soit A un objet de /Anc. Notons M 1'ensemble

des parties multiplicatives saturées de A ne contenant pas O. Pour

I € M, considérons l'anneau des fractions A[;—lj et 1'homomorphisme canonique
, -1 , -1 e

fZ : A > A J. Montrons que (fZ : A »-A{} ])ZeM est une famille initiale

de morphismes de A vers le foncteur : Anc® > /Anc. Un homomorphisme d'anneaux

f : A> B se factorise sous la forme f = f'fZ oi I ={xe€e A : f(x)
inversible} et f est défini par ?.(fz(a).fz(s)_l f(a).f(s)_]. En outre,

1

)
si y e A[f_lj est tel que f(y) est inversible, on a y = fz(a).fz(s)_
oi s € I, donc f(y) = f(a).f(s)_1 et, par suite, f(a) est inversible ;

on en déduit que a e I, donc que fz(a), puis y = fz(a).fz(s)_1 sont inver-

sibles. Ainsi f est un morphisme de Anc® .

S Z,0 sont deux éléments de M et g : A[Z—1]—>B, h : A[ﬁ_]]->B
sont deux morphismes de Anc® qui vérifient g.fZ = h.fH , on a, pour un
€lément x de A : x e L <=> fz(x) inversible <=> g(fz(x)) inversible

<==> h(fH(x)) inversible <=> fH(X) inversible <==> x € II. Par suite,

ona =1 et g =h.

Pour le foncteur : Dif* - Dif, on considére 1'ensemble M' des
parties multiplicatives différentielles saturées i.e. des parties multiplica-

tives qui sont telles que :

VxeA, (d(x) e M => X ¢ M).
Conollaine 2.2.8.1. - Les foncteurs ensemble sous-jacent,
Ancz'»-Ens, Diff* > Ens sont localement représentables localisants.

Exemples 2.2.9. - Localisations d'anneaux.

Propniétés 2.2.9.0. - Les foncteurs : Locc - Anc, MfLocdif - Dif,

sont localisants.
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Demonstration.- Soit A un objet de Anc. Notons S 1'ensemble

des idéaux premiers de A. Pour I € S, notons AI 1'anneau localisé de A

en I. i.e. 1'anneau des fractions A{kA—I)_]] et fI : A AI le morphisme

canonique. On sait que 1'anneau AI est local. Montrons que (fI : A > AI)IES
est une famille initiale de morphismes de A vers le foncteur : Locc - Anc.
Considérons un homomorphisme f : A+ B ol B est un anneau local. Notons U
1l'ensemble des éléments inversibles de B. IL'ensemble B-U est un idéal
maximal de B et, par suite, 1l'ensemble f-I(B—U) est un idéal premier de A
noté I. L'homomorphisme f est alors de la forme f : f.fI od f : AI - B
est un homomorphisme qui refléte les &léments inversibles. On achéve la démons-

tration comme au 2.2.8. Pour les anneaux différentiels on considére les idéaux

premiers différentiels.

Conollaine 2.2.9.1. - Les foncteurs : Locc - Ens, WLocdif = [Ens

sont localement représentables localisants.

Exemples 2.2.10. - Quotients et Localisés de trheillfis.

Propriétés 2.2.10.0. - Les foncteurs : Dtr® Dtr, Trd* - Trd,

He® He, Bool® » Bool, Trdloc® + Trd sont localisants.

Démonstrhation.- Etudions d'abord le foncteur : Der - Dtr.

Soit E un demi-treillis unitaire. Notons F 1'ensemble des filtres
de E. Pour un filtre ¢ € F, on note E/® 1le demi-treillis unitaire quotient
de E par l'équivalence : x vy ssi E] aed, xANa=yANAa, et on note

: E~>E/? la projection canonique. Montrons que (f® : E > E/<I>)(D€F est

une famille initiale de morphismes de E vers le foncteur Dtr* > Dtr. Soit

f : E~>F un homomorphisme de treillis. La partie ¢ = f—](l) de E est un

£y

filtre. Si x, y € E sont tels que f¢(x) = fQ(y), il existe un élément a

de ¢ tel que x A a=y ANa, onadonc f£f(x) A f(a) = f£(y) A £(a) et par
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suite f(x) = f(y). Il existe donc une application g : E/® - F telle que

g.f, = f. Il est immédiat que g est un morphisme de Dtr*. En outre,
si ¢,¥ sont deux filtres de E et f : E/0 > F, g : E/¥ > F deux morphismes

de lDtrZi vérifiant f.f® = g.fw, ona:Xxe ® <=> fQ(x) =1 <=

fofé(x) 1 <= gofw(x) =1 <= fw(x) =1 <=> xeVY ; par suite,

ona ¢ Yy et f = g.

Le raisonnement reste valable pour.les foncteurs :
Trdz - Trd, lHeZL - fHe, lBoolZi - Bool. Pour le foncteur : Trdloc - Trd,
on considére 1l'ensemble des filtres premiers de E i.e. des filtres & de E

qui vérifient v X, yeEE (xVyed=>xed ou ye ¢))(cf. Anders Kock).

Cornoflaine 2.2.10.1. - Les foncteurs ensemble sous-jacent,

lDtrZi > [Ens, Irdz'*-Ens, IHeZi - [Ens, Boold - [Ens, Trdloc - Ens, sont localement

représentables localisants.

Exemple 2.2.11. - Ondres totaux sur £es ensembles orndonnis.

Proprniete 7.2.11. - Le foncteur Ordt > Ord est localisant.

Demonstrhation.- Soit E un ensemble ordonné. Notons T 1l'ensemble

des préordres totaux sur E moins fins que 1'ordre donné sur E. Pour un

élément R de T, on note ER 1l'ensemble totalement ordonné quotient de E

par 1'équivalence associée 3 R et fR : E > ER la projection canonique qui

est croissante. Pour X, y € E, on a : xRy <=> fR(x) < fR(y). Montrons que

(f, ¢+ E~>E

R est une famille initiale de morphismes de E vers le foncteur

R)ReT
Ordt - Ord. Considérons une application croissante f : E~>F oli F est un
ensemble totalement ordonné. Notons R le préordre initial sur E d&fini par
1'application f et l'ordre sur F. Le préordre R appartient & T. Si

X, vy € E vérifient fR(x) = fR(y), on a : xRy et yRx, par suite

f(x) < f(y) et f£f(y) € £(x), et donc : £(x) = £(y). On en dé&duit que f se
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factorise par fR en une application £ : ER -+ F. Il est immédiat que f
est uniquement déterminée et strictement croissante. Considérons, en outre
deux éléments R, S de T, un ensemble totalement ordonné F et deux appli-
cations strictement croissantes f : ER -~ F, g ES »~ F vérifiant

f.f_ = g.fs. Pour x, y € E, on a : xRy <=> fR(x) < fR(y) <==>

F(E () ¢ £(£L(y)) <=> g(f,(x) 5 g(fg(y)) <=> fo(x) s f,(y) <=> x8y.

Par suite, R et S sont égaux.

Conollairne.- Le foncteur Ordt - Ens est localisant.

Exemples 2.2.12. - Ordres totaux sur fes anneaux et Les coips.

Prnopriétes 2.2.12. - Les foncteurs : Ancordt.> Anc, Kord - Kc

sont localisants.

Démonstration.- On montre facilement que l'on obtient une famille

initiale de morphismes d'un objet A de Anc vers le foncteur
Ancordt - /Anc en considérant 1'ensemble des ordres totaux sur l'anneau A.

Le raisonnement est le méme pour le foncteur : Kord - Kc.

Exemples 2.2.13. - Metrniques sur un espace topologique .

Proprniete 2.2.13.0. - Les foncteurs Met - Topsep, Metcomp + Comp

sont localisants.

Démonstration.- Soit E un espace topologique séparé. Notons P

1'ensemble des pseudo-métriques continues sur E. Pour d € P, notons Ed
l'ensemble quotient de E par 1'équivalence ~ définie par : x ~ y ssi
d(x,y) = 0, muni de la métrique d définie d(x,y) = d(x,y), et par

fd : E > Ed la projection canonique, qui est continue. Montrons que

(fd : E > Ed)deP est une famille initiale de morphismes de E vers le
foncteur : Met - Topsep. Considérons une application continue : f : E - (F,6)

ot (F,s) est un espace métrique. Notons d 1la pseudo-métrique continue



- 30 -

sur E définie par d(x,y) = §(f(x),f(y)). Si X,y sont deux &léments de E
vérifiant d(x,y) = 0, on a d(f(x),f(y)) = 0 et par suite f£f(x) = £(y).

On en déduit que f se factorise par fd en une application f : Ed - F

qui est une isométrie. En outre si d,d' sont deux pseudo-métriques

sur E, si (F,8) est un espace métrique et £ : Ed - F, g: Ed' -~ F sont
deux isométries vérifiant f.fd = g.fd,, on a, pour deux é€léments X,y de

E :
d(x,y) = d(x,y) = S(£(x),£(¥)) = 6(g(x),g(¥)) = d'(x,y) = d'(x,y).

On en déduit que d = d'. Cela montre que le foncteur Met - Topsep
est- localisant. Pour le foncteur Metcomp - Comp, il suffit de remarquer que

si E est compact et d € P, alors Ed est compact.

Conollaire 2.2.13.1. - Les foncteurs Metcompl -~ Top, Metcompl - Ens,

Met > Ens, Metcomp - Top, Metcomp - Ens sont localisants.

Exemples 2.2.14. - Valeurs absolues sur un corpsb.

Propriete 2.2.14.0. - Le foncteur Kv ~ K est localisant.

Demonstrhation.- On montre facilement que 1'on obtient une famille

initiale de morphismes d'un objet K de K vers le foncteur Kv -+ K en

considérant 1l'ensemble des valeurs absolues sur K.

Conollaine 2.2.14.1. - Le foncteur Kv - [Ens est localisant.

Exemples 2.2.15. - Nonmes sun un espace vectoriel.

Propriete 2.2.15.0. - Le foncteur Nor(K) - Evt(K) est localisant

Démonsthation.- Soit E un objet de [Ev(K). Notons N 1'ensemble

des semi-normes continues sur E. Pour n € N, posons Xn = {xeE : n(x) =0}.
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Alors X~ est un sous-espace vectoriel de E et l'espace vectoriel quotient
E = E/Xn est normé par la norme quotient n. On note fn : E » En la pro-

jection canonique. Montrons que (fn : E ~» En)neN est une famille initiale

de morphismes de E vers le foncteur : Nor(K) - Evt(K). Considérons une
application linéaire continue f : E +F ol F est un espace vectoriel normé
par m. Notons n la semi-norme continue sur E définie par n(x) = m(f(x)).
Si x e Xn’ on a m(f(x)) = 0 et par suite f(x) = 0. On en déduit que f

~

est de la forme f = f.fn od f : En -+ F est une application linéaire qui

1

préserve la norme. En outre si, n, n' sont deux semi-normes sur E, si

(F,m) est un espace métrique et f : En ~F, g: En' > F sont des morphismes

de Wor (K) vérifiant g.fn, = f.fn s on a,pour un élément X de E :
n(x) = n(x) = n(f(x) = mEx) = n'(x) =n'(x).
On en déduit que n = n' et par suite que f = g.

Conollairne 2.2.15.1. - Les foncteurs : Nor(K) - Ev(K), WNor(K) - Ens

sont localisants.

On démontre de fagon analogue les propriétés suivantes

Proprietes 2.2.15.2. - Les foncteurs : Algnor(K) > Alg(K),

/Algnor(K) + Ens, [Invnor(K) - Inv(K), [Invnor(K) > Ens, Stell = Inv(C)

ftell > [Ens sont localisants.

Conollaine 2.2.15.3. - Les foncteurs : Metcomp - Ens, Kvcomp > K,

Ban(K) - Ev(K), Algban(K) - Alg(K), [@Invban >~ Alg(C), S$tellcompl > Alg(C)

sont localisants.

Exempfes 2.2.16. - Produits scaloines sur un espace vectoriel.

Propndiété 2.2.16. - Les foncteurs Euc > Evt(R), Euc > Ev(R),

Euc > Ens sont localisants.
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Demonstration.- D'une fagon analogue 3 celle du 2.2.15.0., pour

un objet E de Evt(R), on obtient une famille initiale de morphismes de
E vers le foncteur : Euc > Evt(R) en considérant 1l'ensemble des formes

bilinéaires symétriques positives continues sur E.

Exemple 2.2.17.- Catégories de gractions d'une catigorie.

Proprniete 2.2.17.- Le foncteur CagA - Cat est localisant.

Démonstrhation.- On utilise les résultats de Gabriel-Zisman sur le

calcul de fractions Bﬂ. Soient A, B deux petites catégories et U : A > B

un foncteur.

Fo
/Fl_/’——_—__—__-—_55\\\\\\* Fa+1 a
sH —— A @ —> ... — A 2 A —_— — /A

On définit, pour tout ordinal o, une petite catégorie Ad' et

deux foncteurs F :A->A , U :A - B vérifiant U .F = U, et pour tout
a a a o o' a

couple d'ordinaux o, B tels que a < B, un foncteur FBa : Au - AB
vérifiant FBa'Fa = FB et FYB'FBG = Fya pour o < B < y, par récurrence
transfinie, de la fagon suivante :

1)/A0=/A, F0=1A, U0=U,

N -1 - ' .
2)'Aa+l = Aa[za:] ol Za est 1l'ensemble des morphismes de Mo
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