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ALGÈBRE HOMOLOGIQUE. — Catégories doubles et catégories structurées. 
Note (*) de M. CHARLES EIIRESMAXN, présentée par M. Jean Leray. 

Définition des catégories structurées; cas plus particulier des catégories doubles, lesquelles admettent pour catégorie quotient une catégorie de quatuors. 1 

1. CATÉGORIES DOUBLES : 
Définition. — Nous appellerons catégorie double une classe C? munie de 

deux lois de composition, notées . et 1, vérifiant les conditions : 
1. ((?, . ) est une catégorie, notée C ; les unités à droite et à gauche 

de seront notées a (/) et p (/) respectivement, la classe des unités, C0: 
2. (C, î) est une catégorie, notée Cl ; les unités de f ^ C 1 seront 

notées a1 (/) et 3A (7), la classe des unités, C1 ; 
3, Les applications a et [3 (resp. a1 et fi1) sont des foncteurs de CL 

vers C1 (resp. de C vers C ) ; 
4. Axiome de permutabilité : Si les composés k.h, g.f, k i g et hif 

sont définis, on a 
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Soit C une classe munie de deux lois de composition . et i vérifiant 
les axiomes 1 et 2; considérons les axiomes suivants : 
3'. C0 (resp. Ci) est stable relativement à i (resp. à .); 
4'. Si les composés k.h, g.f, kl g et hif sont définis, alors (k.h) i (g.f) 

et (kig) .(hif) sont définis et égaux. 
5. Pour tout /6(3. on a 

3 
PROPOSITION. — Pour que ((5, ., i) soit une catégorie double, il faut et 

il suffit que les conditions 1, 2, 3', 4', 5 soient vérifiées. Dans ce cas, 
CQ (resp. C0) est une sous-catégorie de C (resp. CL). 
Une sous-catégorie double d'une catégorie double £ est une sous-classe £' 

de <2 qui est une sous-catégorie de C et de C1 ; alors C est une catégorie 
double pour les lois de compositions induites par . et i. 
Définition. — Soit C une catégorie double; on appelle idéal à gauche 

(resp. à droite) de C1 une sous-catégorie I1 de C1 telle qu'on ait 
e.H = Il (resp. II.C =11), où e.Ii (resp. Ii.£) est la classe des 
composés f.g (resp. g.f), g€ IA et /€(?. On définit de même un idéal de C\. 
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( 2 ) 
PROPOSITION. — Soit C une catégorie double; un idéal IA à gauche de C1 

est une espèce de structures (*) au-dessus de C pour la loi de composition : 
{fig) ->/.g si, et seulement si, f.g est défini, où fGC et gGl1. La caté
gorie & (ll) des hypermorphismes (4) correspondante est une catégorie double 
pour les lois de composition : 

l 

si, et seulement si, g' = f.g et 

si, et seulement si, f i / et g i g sont définis. 
2. CATÉGORIES DOUBLES DE QUATUORS. — Soient Cx et C2 deux caté

gories ayant même classe d'unités A. Soit • (C2, Ct) la classe des quadru
plets : (eu Xi* fi, /2), où fiGCi, ¿=^1,2, tels que : 

Sur • (C2, Ci), on définit les deux lois de composition : 
Multiplication longitudinale : 

si, et seulement si, = g2 ; 
Multiplication latérale : 

si, et seulement si, /' = gL 
PROPOSITION. — • (C2, Ct) est une catégorie double pour les multipli

cations longitudinale et latérale. 
Supposons C = Ci=C2; rappelons (*) qu'un quatuor de C est un 

élément (g2, gi, /1, /2)€ • (C, C) tel que g4/2 = g2/4. 
COROLLAIRE. — La classe \JC des quatuors de C est une sous-catégorie 

double de • (C, C). 
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THÉORÈME. — Soit C une catégorie double; alors C admet pour catégorie 

quotient (*) la catégorie longitudinale \\\(C'Q, C^), où C\ (resp. C±) est munie 
de sa structure de sous-catégorie de C1 (resp. C). 
3. FONCTEURS VERS UNE CATÉGORIE DOUBLE. — Soient T une catégorie 

et C une catégorie double; soit & (C, T) la classe des foncteurs de T 
vers C. 

PROPOSITION. est une catégorie pour la loi de composition 
où si, et seulement si, 

est défini pour tout 
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( 3 ) 
Définition. — Soient C et Ci deux catégories doubles; on appelle joncteur 

double de C vers une application $ de (5 dans Cx telle que soit un 
foncteur de C vers C] et un foncteur de C1 vers (5f. La classe des fonc
teurs doubles de C vers (3, sera notée & (Cin C). 

1 PROPOSITION.  & (Ciy C) est une souscatégorie de C) et 
de & (C?1, C1); munie des deux lois de composition induites, 3* (C.t, C) est 
une catégorie double. 

PROPOSITION. — Soient C et C deux catégories; la catégorie longitu
dinale &l (£', C) des transformations naturelles () entre foncteurs de C vers C 
s'identifie à la, catégorie & ( C:'t C), en identifiant la transformation natu
relle (zr T <p) au foncteur 4> tel que 

pour tout / € C . 
Par suite, si (C\ C1) est une catégorie double, un foncteur (l> d'une 

catégorie V vers C* peut être considéré comme une transformation natu
relle généralisée de oc1 4> vers p1 <î>. Nous verrons une autre généralisation 
des transformations naturelles (catégorie double des quintettes) dans une 
publication suivante. 
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4. CATÉGORIES STRUCTURÉES. Soit „ une classe de classes, conte
nant avec X toutes ses parties, avec X et X/ le produit X X X/ ; soit «7TI 
la catégorie de toutes les applications de X vers Y. où X€t71X0 et. Y€^1l0. 
Soit p, .K, une catégorie d'homomorphismes (l), "S contenant le 
groupoïde des éléments inversibles de JC; soit <X0 la classe des unités de ÌK : 
on identifie A € X avec (№ (h), p (h), a* (h)). 
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Définition. On appelle catégorie structurée dans «**C un couple (C , s), 
où C' est une structure de catégorie sur l5€=3U0, s€*X„ et p (s) = C*, véri
fiant les conditions suivantes : 
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j° Il existe tel que : 
et 

où ie0 est l'injection canonique de (f* vers (f, a et p, les applications source 
et but dans C . 

2° Il existe un produit sXs dans X, tel que p (sXs) = £ X £] si K est 
la sousclasse de (?x(T formée des couples composantes, il existe s'GifCo 
tel que 

et 
3° x. désignant l'application (g, /) > g./ de K dans (3, la relation 

(5X5, iK, S')G3C entraîne (s, x, s')€«X. 
Exemple. — Une catégorie structurée dans fë, où V> est la catégorie des 

topologies, est une catégorie topologique (3). 
5+ 
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( 4 ) 
THÉORÈME. Pour que (cT, (3A) .soit une catégorie double, il faut et il 

suffit que [C ', C"1) soit une catégorie structurée dans la, catégorie fy des fonc
teurs d'une catégorie vers une autre; dans ce cas, (C1, C) est aussi une 
catégorie structurée dans lï* structure sur C est C"'1). 

(*) Séance du v.8 janvier i<j(ï-l. 
(') /espèces de structures locales; élargissements de catégories, Séminaire Top. et Géo. DifT. 

n̂ hresmann), III, Paris, J'JOI; Jahres. Deutsch. Math. Ver., 60, 1957, p. /¡9-
t'1) Catégorie des foncteurs types. Reu. Un. Mat. Argcnlina, 20, iyOo, p. 19/,. 
(;; (Allégories lopologigues et catégories dif'férenliables, Coll. Géo. DUT. Glo., Bruxelles, 

C.B.R.M., 19O9, p. 1 Î7. 
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