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Aquivalenz-Hypothese 3

L
Physikalischer Teil.

Von ALBERT EINSTEIN,

Die im folgenden dargelegte Theorie ist aus der Uberzeugung her-
vorgegangen, daB die Proportionalitit zwischen der triigen und der
schweren Masse der Korper ein exakt giiltiges Naturgesetz sei, das be-
reits in dem Fundamente der theoretischen Physik einen Ausdruck fin-
den miisse. Schon in einigen fritheren Arbeiten!) suchte ich dieser
Uberzougung dadurch Ausdruck zu verleihen, daB ich die schwere auf
die trige Masse zuriiekzufiihren suchte; dieses Bestreben fithrte mich
zu der Hypothese, daB ein (unendlich wenig ausgedehntes homogenes)
Schwerefeld sich durch einen Beschleunigungszustand des Bezugssystems
physikalisch vollkommen ersetzen lasse. Anschaulich 1iBt sich diese
Hypothese so aussprechen: Ein in einem Kasten eingeschlossener Be-
obachter kann auf keine Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend
in einem statischen Gravitationsfelde befindet, oder ob sich der Kasten
in einem von Gravitationsfeldern freien Raume in beschleunigter Bewe-
gung befindet, die durch an dem Kasten angreifende Kriifte aufrecht
erhalten wird (Aquivalenz Hypothese).

DaB das Gesetz der Proportionalitiit der triigen und der schweren
Masse jedenfalls mit auBerordentlicher Genauigkeit erfiillt ist, wissen
wir aus einer fundamental wichtigen Untersuchung von E6tvis®), die
auf folgender Uberlegung beruht. Auf einen an der Erdoberfliche ruhen-
den Korper wirkt sowohl die Schwere als auch die von der Drehung
der Erde herriihrende Zentrifugalkraft. Die erste dieser Krifte ist pro-
portional der schweren, die zweite der triigen Masse. Die Richtung der
Resultierenden dieser beiden Kriifte, d. h. die Richtung der scheinbaren
Schwerkraft (Lotrichtung) miiBte also von der physikalischen Natur
des ins Auge gefafiten Korpers abhingen, falls die Proportionalitdt der
triigen und schweren Masse nicht erfiillt wire, Es lieBen sich dann die
scheinbaren Schwerkriifte, welche auf Teile eines heterogenen starren
Systems wirken, im allgemeinen nicht zu einer Resultierenden vereinigen;
es bliebe vielmehr im allgemeinen ein Drehmoment der scheinbaren

1) A, Einstein, Ann. d. Physik 4. 86. 8. 808, 4. 88, 8. 8556; 4. 48. 8. 443,
2) B. Edtvds, Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte auns Un-
garn VI 1890. Wiedemann, Beiblitter XV. 8. 638 (1891).
1?.



4 Bewegungsgleichung des Punktes

Schwerkriifte iibrig, das sich beim Aufhiingen des Systems an einem
torsionsfreien Faden hiitte bemerkbar machen miissen. Indem E&tvos
die Abwesenheit soleher Drehmomente mit groBer Sorgfalt feststellte,
bewies er, daB das Verhiiltnis beider Massen fiir die von ihm unter-
guchten Korper mit solcher Genauigkeit von der Natur des Korpers
unabhiingig war, daB die relativen Unterschiede die dies Verhiltnis von
Stoff zu Stoff noch besitzen kdnnte, kleiner als ein Zwanzigmilliontel
sein miiBte.

Beim Zerfall radioaktiver Stoffe werden so bedeutende Energie-
mengen abgegeben, daB die Anderung der trigen Masse des Systems,
welche nach der Relativitiitstheorie jener Energieabnahme entspricht,
gegentiber der Gresamtmasse nicht sehr klein ist.') Beim Zerfall von
Radium betriigt z. B. jene Abnahme ;i der Gesamtmasse. Wiirden jenen
Anderungen der triigen Masse nicht Anderungen der schweren Masse
entsprechen, so miiBten Abweichungen der trigen von der schweren
Masse bestehen, die weit grober sind, als es die E6tvisschen Versuche
zulassen. Es muB also als sehr wahrscheinlich betrachtet werden, daB
die Identitdt der triigen und der schweren Masse exakt erfiillt ist. Aus
diesen Griinden scheint mir auch die Aquivalenzhypothese, welche die
physikalische Wesengleicheit der schweren mit der triigen Masse aus-
spricht, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit zu besitzen.?)

§ 1. Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes im statischen
Schwerefeld.

GemiiB der gewihnlichen Relativititstheorie®) bewegt sich ein krifte-
frei bewegter Punkt nach der Gleichung

(1) 3 {fas} =o| [V —dz® —ay*— de* + Fdi*} =0.

_ Denn es besagt diese Gleichung. nichts anderes, als daB sich der
materielle Punkt geradlinig und gleichférmig bewegt. Es ist dies die
Bewegungsgleichung in Form des Hamiltonschen Prinzipes; denn wir
konnen auch setzen

(1a) o fHat} =0,
wobei -
H=— d': m

1) Die Abnahme der triigen Masse, die der abgegebenen Energie I entspricht,

ist bekanntlich f wenn mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet wird.

2) Vgl. auch § 7 dieser Arbeit.
3) Vgl. M. Planck, Verh. d. deutsch. phys. Ges, 1906. S. 186,
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Bewegungsgleichung des Punktes -D

gesetzt ist, falls m die Ruhemasse des materiellen Punktes bedeutet.
Hieraus ergeben sich in bekannter Weise Impuls .7,, J|, .J, und Ener-
gie I/ des bewegten Punktes:

oH @

9 o = — 1@«;1-/—‘_2__= = ete
& i DH: 2l et
E= —a—i-.E—F'aE;;y'!'B—sﬁ—ﬂ—mvg;v_q‘

Diese Darstellungsweise unterscheidet sich von der iiblichen nur
dadurch, dab in letaterer J,, J,, J, und E noch einen Faktor ¢ auf-
weisen. Da aber ¢ in der gewdhnlichen Relativitiitstheorie konstant ist,
so ist das hier gegebene System dem gewthnlich gegebenen iiquivalent.
Der einzige Unterschied ist der, daf J und E andere Dimensionen be-
sitzen als in der iblichen Darstellungsweise.

In friiheren Arbeiten habe ich gezeigt, daB die Aquivalenzhypothese
zu der Folgerung fithrt, daB in einem statischen Gravitationsfelde die
Lichtgeschwindigkeit ¢ vom Gravitationspotential abhéingt. Tch gelangte
so zu der Meinung, daBl die gewdhnliche Relativititstheorie nur eine An-
nihering an die Wirklichkeit gebe; sie sollte in dem Grenzfalle gelten,
daB in dem betrachteten Raum-Zeitgebiete keine zu grofie Verschieden-
heiten des Gravitationspotentials auftreten. AuBerdem fand ich als Glei-
chungen der Bewegung eines Massenpunktes in einem statischen Gravi-
tationsfelde wieder die Gleichungen (1) bzw. (1a); es ist aber dabei ¢
nicht als eine Konstante, sondern als eine Funktion der Raumkoordi-
naten aufzufassen, die ein MaB fiir das Gravitationspotential darstellt.
Aus (1a) folgen in bekannter Weise die Bewegungsgleichungen

de
(3) d( mi | "%
@ \yo—g) =~ vy

Man sieht, daB die BewegungsgriBe durch den nimlichen Ausdruck
dargestellt wird wie oben. Uberhaupt gelten fiir dep im statischen
Schwerefelde bewegten materiellen Punkt die Gleichungen (2). Die
rechte Seite von (3) stellt die vom Gravitationsfelde auf den Massen-
punkt ausgetibte Kraft &, dar. Fiir den Spezialfall der Ruhe (g=0) ist

(i
K, =—m 338”5 -
Hieraus erkennt man, daB ¢ die Rolle des Gravitationspotentials spielt.
Aus (2) folgt fiir einen langsam bewegten Punkt
e
(4) x ¢ 2

E—me = %m_ql
€



6" Das allgemeine Schwerefeld

Bei gegebener (Geschwindigkeit sind also Impuls und kinetische
Energie der GriBe ¢ umgekehrt proportional; anders ausgedriickt: Die
trige Masse, so wie sie in Impuls und Energie eingeht, ist ?, wobei
m eine fiir den Massenpunkt charakteristische, vom Gravitationspotential
unabhingige Konstante bedeutet. Es paBt dies zu Machs kithnem Ge-
danken, daB die Triigheit in einer Wechselwirkung des betrachteten
Massenpunktes mit allen iibrigen ihren Ursprung habe; denn hiufen
wir Massen in der Nihe des betrachteten Massenpunktes an, so ver-
kleinern wir damit das Gravitationspotential ¢, erhihen also die fiir die
Trigheit maBgebende GroBe %l-

§ 2. Gleichungen fiir die Bewegung des materiellen Punktes im
beliebigen Schwerefeld, Charakterisierung des letzteren.

Mit der Einfithrung einer rdumlichen Veriinderlichkeit der GriBe ¢
haben wir den Rahmen der gegenwiirtig als ,Relativititstheorie“ be-
zeichneten Theorie durchbrochen; denn es verhiilt sich nun der mit ds
bezeichnete Ausdruck orthogo nalenlinearen Transformationen der Koor-
dinaten gegeniiber nicht mehr als Invariante. Soll also — woran nicht
zu zweifeln ist — das Relativitiitsprinzip aufrecht erhalten werden, so
miissen wir die Relativititstheorie derart verallgemeinern, daB sie die
im vorigen in ihren Elementen angedeutete Theorie des statischen
Schwerefeldes als Spezialfall enthilt.

Fiihren wir ein neues Raum-Zeitsystem K' (2,2, t) ein durch irgend
eine Substitution ’ ’

o = (2, 21)

Y=y @y5s t)

g =7 (2921

t=t(zy2t),
und war das Schwerefeld im urspriinglichen System K ein statisches, so geht
bei dieser Substitution die Gleichung (1) in eine Gleichung von der Form

di [ds'} =0
iiber, wobei [f S}

ds? =g, dx’ + gody* + ... + 2g,,dz’ dy +...
gesetzt ist, und die GriBen g,, Funktionen von 2, , #, ¢’ sind. Setzen
wir @, @y, &y, 2, statt 2’,y, 2, ¢ und schreiben wir wieder ds statt ds,

so erhalten die Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes in bezug
auf K’ die Gestalt

d {fds =0, wobei
1) !

ds? =2 9, dx, dz,.

oy



Das allgemeine Schwerefeld T
Wir gelangen so zu der Auffassung, daB im allgemeinen Falle
das Gravitationsfeld durch zehn Raum-Zeit-Funktionen
Jiy F2 Y5 Iu
Jan oz s T Py = Oy a)
In Fas 933 Tss
Ja Ju2 s YJu

charakterisiert ist, welche sich im Falle der gewthnlichen Relativi-

tatstheorie auf b 6T
0—1 0 O
0 0—-1 0
0 0 O04¢

reduzieren, wobei ¢ eine Konstante bedeutet. Dieselbe Art der Dege-
neration zeigt sich bei dem statischen Schwerefelde der vorhin betrach-
teten Art, nur daB bei diesem g, = ¢* eine Funktion von x,, 2,, a, ist.

Die Hamiltonsche Funktion H hat daher im allgemeinen Fall
den Wert

(5) H*_mi= m]/gn..c ++ +2912$1$2+ +-+2¢,,%,+- +- +J;.4

Die zugehﬁrigen Lagrangeschen Gleichungen

0 50830

ergeben sofort den Ausdruck tiir den Impuls J des Punktes und fiir
die vom Schwerefelde auf ihn ausgeiibte Kraft :

(7) J':__mg_u iy ‘f‘.‘g’lli‘:{j‘gﬁs + 614 —— gud, 219,42 1 91,47, +9’14d$¢’

ds ds
dt

E ig” da,dw,
0y b -2
O Guy dx,‘ dz,

e LR S SRS R N T 2y
(8) 8, y ™ 5. dt p 1 az, ds = dt

My

Ferner ergibt sich fiir die Energie E des Punktes
l d 3 d 4
(8) —E=— ( + +)+H__m(gn “2s T9s z:"!"gw Tt L :t:)

Im Falle der gewthnlichen Relativitiitstheorie sind nur lineare or-
thogonale Substitutionen zuliissig. Es wird sich zeigen, dal wir fiir die
Einwirkung des Schwerefeldes auf die materiellen Vorgiinge Gleichun-
gen anfzustellen vermogen, die beliebigen Substitutionen gegeniiber sich
kovariant verhalten.



8 Physik. Bedeutung der Raum-Zeit-Koordination

Zunichst kénnen wir aus der Bedeutung, welche ds im Bewegungs-
gesetz des materiellen Punktes spielt, den Schluf ziehen, daB ds eine
absolute Invariante (Skalar) sein muB; hieraus ergibt sich, daB die
GroBen g,, einen kovarianten Tensor zweiten Ranges bilden'), den
wir als den kovarianten Fundamentaltensor bezeichnen. Dieser bestimmt
das Schwerefeld. Es ergibt sich ferner aus (7) und (9), daB Impuls und
Energie des materiellen Punktes zusammen einen kovarianten Tensor
ersten Ranges, d. h. einen kovarianten Vektor bilden.?)

§ 3. Bedeutung des Fundamentaltensors der g,, fiir die Messung von
Raum und Zeit.

Aus dem Fritheren kann man schon entnehmen, daB zwischen den
Raum-Zeit-Koordinaten z,, a,, a3, #, und den mittelst MaBstiben und
Uhren zu erhaltenden MeBergebnissen keine so einfachen Beziehungen
bestehen konnen, wie in der alten Relativititstheorie. Es ergab sich
dies beziiglich der Zeit schon beim statischen Schwerefelde.’) Es erhebt
sich deshalb die Frage nach der physikalischen Bedeutung (prinzipiellen
MeBbarkeit) der Koordinaten z,, 2, @, ,.

Hierzu bemerken wir, daB ds als invariantes MaB fiir den Abstand
zweier unendlich benachbarter Raumzeitpunkte aufzufassen ist. Es muB
daher ds auch eine vom gewiihlten Bezugssystem unabhingige physi-
kalische Bedeutung zukommen. Wir nehmen an, ds sei der ,matiirlich
gemessene“ Abstand beider Raumzeitpunkte und wollen darunter fol-
gendes verstehen.

Die unmittelbare Nachbarschaft des Punktes (z,, 2y, 2;, z,) wird be-
ziiglich des Koordinatensystems durch die infinitesimalen Variabeln du,,
dx,, day, dz, bestimmt. Wir denken uns statt dieser durch eine lineare
Transformation neue Variable d§,, dt,, df, dg, eingefiihrt, derart, daB

ds'= dE + dg + dg — d&

wird" Bei dieser Transformation sind die 9., 8ls Konstanten zu be-
trachten; der reelle Kegel ds*= 0 erscheint anf seine Hauptachsen be-
zogen. In diesem elementaren d£-System gilt dann die gewdhnliche
Relativititstheorie, und es sei in diesem System die physikalische Be-
deutung von Liangen und Zeiten dieselbe wie in der gewdhnlichen Re-
lativititstheorie, d. h. ds* ist das Quadrat des vierdimensionalen Abstan-
des beider unendlich benachbarter Raumzeitpunkte, gemessen mittelst
eines im f£-System nicht beschleunigten starren Korpers und mittelst
relativ zu diesem ruhend angeordneter EinheitsmafBstibe und Uhren.

1) Vgl. IL Teil, § 1. 2) Vgl. II. Teil, § 1.
8) Vgl. z. B. A. Einstein, Ann. d. Phys. 4. 35. 8. 9031,



Kontinuierlich verteilte Massen 9

Man sieht hieraus, daB bei gegebenen dz,, dua,, dz,, dz, der zu
diesen Differentialen gehérige natiirliche Abstand nur dann ermittelt
werden kann, wenn die das Gravitationsfeld bestimmenden GriBen Ziv
bekannt sind. Man kann dies auch so ausdriicken: Das Gravitationsfeld
beeinfluft die MeBkérper und Uhren in bestimmter Weise.

Aus der Fundamentalgleichung

; dst =g, dz,dz,

iy
sieht man, daB es zur Festlegung der physikalischen Dimension der
GroBen g,, und z, noch einer Festsetzung bedarf. Der GroBe ds kommt
die Dimension einer Liinge zu, Wir wollen die x, ebenfalls als Liingen
ansehen (auch z;), den GriBen 9., also keine physikalische Dimension
zuschreiben.

§ 4 Bewegung kontinuierlich verteilter inkohirenter Massen im
beliebigen Schwerefeld.

Zur Ableitung des Bewegungsgesetzes kontinuierlich verteilter in-
kohiirenter Massen berechnen wir Impuls und ponderomotorische Kraft
pro Volumeneinheit und wenden hierauf den Impulssatz an.

Dazu haben wir zuniichst das dreidimensionale Volumen ¥V unseres
Massenpunktes zu berechnen. Wir betrachten ein unendlich kleines (vier-
dimensionales) Stiick des Raumzeitfadens unseres mater;e]len Punktes.

Sein Volumen ist
oﬂfﬁxl dx? dmsdx4 = Vdt.

Fihren wir statt der dz die natiirlichen Differentiale d§ ein, wo-
bei der MeBkérper als gegen den materiellen Punkt ruhend angenom-
men wird, so haben wir

S [azagaz,— v,

zu setzen, d. h. gleich dem ,Ruhvolumen“ des materiellen Punktes.

Ferner haben wir
ﬁgi == d‘gr

wo ds dieselbe Bedeutung hat wie oben.
Sind die dz mit den d£ verbunden durch die Substltutlon

dr, = e, ,d,,

so hat man

: dx,, dz,, dx,, d
fff dxlda*,dmad:c‘-ffffg%i%‘Ji:'ig‘d;‘;-d’s‘,d&dﬁsd’s}

oder

Vit = V,ds - |y, |.



10 Impuls-Energie-Satz

Da aber
=Egﬂ,dz Az, = 2,0, b ,0E,dE, = dE} + dE} + dE} — dE}

mroo
ist, so besteht zwischen der Determinante
9= 19!
d. h. der Diskriminante der quadratischen Differentialform ds® und-der
Substitutionsdeterminante |e,,| die Beziehung
9-(epol)'=—1,
l .
_ V=12
Man erhiélt also fiir ¥ die Beziehung
Vdt = V,ds -

| ego| =

1
i
=

g
Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (7), (8) und (9), wenn man ;’:
1]

durch g, ersetzt
dz, dz,

A - — :
G e 90]/_ g '291»- T
E de,

s QOV g Zgu ds "_; ’

R:
S s 90]/_ o, "ds " ds
Wir bemerken, daB
= i
e!“_'?“ ds  ds

ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges beziiglich beliebiger Sub-
stitutionen ist. Man vermutet aus dem Vorhergehenden, daB der Impuls-
Energiesatz die Form haben wird:

— agnv
(10) Z ai (V a- gfmelru ZV— =0. (r=1,%,3,4)

Die ersten drei dieser Gleichungen (¢ =1, 2,3) driicken den Im-
pulssatz, die letate (6 = 4) den Energiesatz aus. Es erweist sich in der
Tat, daB diese Gleichungen beliebigen Substitutionen gegeniiber ko-
variant sind.') Ferner lassen sich die Bewegungsgleichungen des mate-
riellen Punktes, von denen wir ausgegangen sind, aus diesen Gleichungen
durch Integration iiber den Stromfaden wieder ableiten.

1) Vgl. IL. Teil, § 4, Nr. 1.



Spannungs-Energie-Tensor des materiellen Vorganges 11

Den Tensor ®,, nennen wir den (kontravarianten) Spannungs-
Energietensor der materiellen Strémung. Der Gleichung (10)
schreiben wir einen Giiltigkeitsbereich zu, der iiber den speziellen Fall
der Strémung inkohiirenter Massen weit hinausgeht. Die Gleichung
stellt allgemein die Energiebilanz zwischen dem Gravitationsfelde und
einem beliebigen materiellen Vorgang dar; nur ist fiir @,, der dem je-
weilen betrachteten materiellen System entsprechende Spannungs-Energie-
tensor einzusetzen. Die erste Summe in der Gleichung enthiilt die 6rt-
lichen Ableitungen der Spannungen bzw. Energiestromdichte und die
zeitlichen Ableitungen der Impuls- bzw. Energiedichte; die zweite Summe
ist ein Ausdruck fiir die Wirkungen, welche vom Schwerefelde auf den
materiellen Vorgang iibertragen werden.

§ b, Die Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes.

Nachdem wir die Impuls-Energiegleichung fiir die materiellen Vor-
ginge (mechanische, elektrische und andere Vorgiinge) mit bezug auf
das Gravitationsfeld aufgestellt haben, bleibt uns noch folgende Auf-
gabe. Es sei der Tensor @, fiir den materiellen Vorgang gegeben.
Welches sind die Differentialgleichungen, welche die GriBen g,,, d. h.
das Schwerefeld zn bestimmen gestatten? Wir suchen mit anderen

Worten die Verallgemeinerung der Poissonschen Gleichung
dg = 4xko.

Zur Losung dieser Aufgabe haben wir keine so vollkommen zwang-
liufige Methode gefunden, wie fiir die Losung des vorhin behandelten
Problems. Es war nitig, einige Annahmen einzufiihren, deren Richtig-
keit zwar plausibel erscheint, aber doch nicht evident ist.

Die gesuchte Verallgemeinerung wird wohl von der Form sein

(11) 56, ~T

v

wo x eine Konstante, I',, ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges
ist, der durch Differentialoperationen aus dem Fundamentaltensor g,,
hervorgeht. Dem Newton-Poissonschen Gesetz entsprechend wird
man geneigt sein zu fordern, daB diese Gleichungen (11) zweiter Ord-
nung sein sollen. Es mull aber hervorgehoben werden, daB es sich als
unmdglich erweist, unter dieser Voraussetzung einen Differentialausdruck
I,, zu finden, der eine Verallgemeinerung von ¢ ist, und sich be-
liebigen Transformationen gegeniiber als Tensor erweist.!) A priori
kann allerdings nicht in Abrede gestellt werden, daB die endgiiltigen,
genauen Gleichungen der Gravitation von héoherer als zweiter Ordnung
sein konnten. Es besteht daher immer noch die Moglichkeit, daB die

1) Vgl IL Teil, § 4, Nr. 2.



12 Ableitung der Gravitations-Gleichungen

vollkommen exakten Differentialgleichungen der Gravitation beliebigen
Substitutionen gegeniiber kovariant sein konnten. Der Versuch einer
Diskussion derartiger Moglichkeiten wiire aber bei dem gegenwiirtigen
Stande unserer Kenntnis der physikalischen Higenschaften des Gravi-
tationsfeldes verfriiht. Deshalb ist fiir uns die Beschriinkung auf die
zweite Ordnung geboten und wir milssen daher darauf verzichten, Gravi-
tationsgleichungen aufzustellen, die sich beliebigen Transformationen
gegeniiber als kovariant erweisen. Ks ist iibrigens hervorzuheben, daf
wir keinerlei Anhaltspunkte fiir eine allgemeine Kovarianz der Gravi-
tationsgleichungen haben.?)

Der Laplacesche Skalar ¢ ergibt sich aus dem Skalar ¢, indem
man von diesem die Frweiterung (den Gradienten), und dann von
diesem den inneren Operator (die Divergenz) bildet. Beide Operationen
kann man derart verallgemeinern, daf sie an jedem Tensor von beliebig
hohem Rang ausgefiihrt werden kinnen, und zwar unter Zulassung
beliebiger Substitutionen der Grundvariabeln.®) Aber es degenerieren
diese Operationen, wenn sie an dem Fundamentaltensor g,, ausgefiihrt
werden.®) Es scheint daraus hervorzugehen, daB die gesuchten Glei-
chungen nur beziiglich einer gewissen Gruppe von Transformationen
kovariant sein werden, welche Gruppe uns aber vorliufig unbekannt ist.

Bei dieser Sachlage erscheint es mit Riicksicht auf die alte Rela-
tivitéitstheorie natiirlich, anzunehmen, daB in der gesuchten Trans-
formationsgruppe die linearen Transformationen enthalten
seien. Wir fordern also, daB I', ein Tensor beziiglich beliebiger
linearer Transformationen sein soll.

Man beweist nun leicht (durch Ausfithrung der Transformation)
die folgenden Siitze:

1. Ist @,4...; ein kontravarianter Tensor vom Range n beziiglich
linearer Transformationen, so ist

00,,. ..
2?,'“ a.zj__
1t
ein kontravarianter Tensor vom Range n + 1 beaziiglich linearer Trans-
formationen (Erweiterung).4)
2. Ist 0,5...; ein kontravarianter Tensor vom Range n beziiglich
linearer Transformationen, so ist

ag«ﬂ'--vl

‘1) Vgl. hierzu noch die am Anfange des § 6 gegebenen Uberlegungen.
2) II. Teil, § 2. 3) Vgl. die Anm. anf 8. 28 im IL Teil, § 2.
4) 7, ist der zu Duv reziproke kontravariante Tensor (II. Teil, § 1).



Ableitung der Gravitations-Gleichungen 13

ein kontravarianter Tensor vom Range n — 1 beziiglich linearer Trans-
formationen (Divergenz).

Fiihrt man an einem Tensor der Reihe nach diese beiden Opera-
tionen aus, so erhilt man einen Tensor, der wiederum vom gleichen
Range ist, wie der urspriingliche (Operation o, an ¢inem Tensor vor-
genommen). Fiir den Fundamental-Tensor y,, erhilt man

O%ux
® Diez (roe 52

DaB dieser Operator mit dem Laplaceschen Operator verwandt
ist, erkennt man ferner durch folgende Betrachtung. In der Relativi-
titstheorie (Fehlen des Gravitationsfeldes), wiire zu setzen

I =9n=0s——1, gu=72 9y =0, fir p +v;
also 3
Yu=7ru=rs=—1, Yu = g5 Yuy =0, fir ptv.

Ist ein Gravitationsfeld vorhanden, welches geniigend schwach ist,
d. h. unterscheiden sich die g,, und »,, von den soeben angegebenen
Werten nur unendlich wenig, so erhilt man an Stelle des Ausdruckes
(a) unter Vernachlissigung der Glieder vom zweiten Grade
: My |, Pty 1 Py

oo+ o t e o aat)”

Ist das Feld ein statisches und nur g, variabel, so kommen wir
also auf den Fall der Newtonschen Gravitationstheorie, falls wir den
gebildeten Ausdruck bis auf eine Konstante fiir die GroBe I, setzen.

Man kénnte demnach denken, es miisse der Ausdruck (a) bis anf
einen konstanten Faktor bereits die gesuchte Verallgemeinerung von
A sein. Dies wiire aber ein Irrtum; denn es kiinnten neben jenem
Ausdruck noch solche Terme in einer derartigen Verallgemeinerung
auftreten, die selbst Tensoren sind und bei Durchfithrung der eben an-
gefithrten Vernachlissigungen verschwinden. Es tritt dies immer dann
ein, wenn zwei erste Ableitungen der g,, bzw. y,, miteinander multi-
pliziert erscheinen. So ist z. B.

Flpiee

= z, dz,
ein kovarianter Tensor zweiten Ranges (gegeniiber linearen Transfor-
mationen); derselbe wird unendlich klein zweiter Ordnung, wenn die
Grofen g,, und p,, von Konstanten nur um Unendlich-Kleine erster
Ordoung abweichen. Wir miissen daher zulassen, daB in I, neben (a)
noch andere Terme auftreten, die vorliufig nur die Bedingung erfiillen
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miissen, daB sie zusammen linearen Transformationen gegeniiber Tensor-
charakter besitzen miissen.

Zur Auffindung dieser Terme dient uns der Impulsenergiesatz.
Damit die benutzte Methode klar hervortrete, will ich sie zunichst an
einem allgemein bekannten Beispiel anwenden.

In der Elektrostatik ist — /¢ die »* Komponente des pro
Volumeneinheit auf die Materie iibertragenen Impulses, falls ¢ das elek-
trostatische Potential, ¢ die elektrische Dichte bedeutet. Bs ist eine
Differentialgleichung fitir @ gesucht, derart, daB der Impulssatz stets
erfillt ist. Hs ist wohlbekannt, daf die Gleichung

otk
- 6:\:’%J =
die Aufgabe lost. DaB der Impulssatz erfiillt ist, geht hervor aus der
Identitit
d (0gp 0 ¢ dp \* d a* ¢
Zﬁ,; ('EE,E%D” oz, (32(83;))” af':, ax‘;‘(’_ omi")
M e o

Wenn also der Impulssatz erfiillt ist, muB fiir jedes v eine iden-
tische Gleichung von folgendem Bau existieren: Auf der rechten Seite
steht — g: multipliziert mit der linken Seite der Differentialgleichung, auf
der linken Seite der Identitiit steht eine Summe von Differentialquotienten.

Wiire die Differentialgleichung fiir ¢ noch nicht bekannt, so lieBe
sich das Problem von deren Auffindung auf dasjenige der Auffindung jener
identischen Gleichung zuriickfiihren. Es ist nun fiir uns die Erkenntnis
wesentlich, daB jene Identitit sich ableiten liBt, wenn einer der in
ihr auftretenden Terme bekannt ist. Man hat nichts weiteres zu
tun, als die Regel von der Differentiation eines Produktes in den Formen

und dv i) ou
dz, ow, % ~ 7z,

wiederholt anzuwenden und schlielich die Glieder, welche Differential-
quotienten sind, auf die linke Seite, die iibrigen auf die rechte Seite
zu stellen. Geht man z B. von dem ersten Glied der obigen Identitiit
aus, so erhilt man der Reihe nach

PR Al g
[ H
- Domt o 12 G) )
2t 1t

woraus durch Anordnen die obige Identitiit hervorgeht.
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Wir wenden uns nun unserem Problem wieder zu. Aus Gleichung

(10) geht hervor, daB
DILTR
u)! (0=1,%3,4}

der pro Volumeneinheit auf die Materie vom Gravitationsfeld iiber-
tragene Impuls (bzw. Energie) ist. Damit der Energie-Impulssatz er-
fiillt sei, miissen die Differentialausdriicke I',, der FundamentalgréBen
7., Welche in die Gravitationsgleichungen

%8, =T

ar

eingehen, so gewiihlt Werdan, daB

ZV'_ ag,gr

ny

gich derart umformen liBt, daB er als Summe von Differentialquotienten
erscheint. Es ist andererseits bekannt, daB in dem fiir I',, zu suchen-
den Ausdruck der Term (a) erscheint. Die gesuchte identische Gleichung
ist also von folgender Gestalt:

Summe von Differentialquotienten

_“ZV 3 39“[231: (?ﬂahr)

+ weitere Glieder, die bei Bildung der ersten Anniherung wegfallen. }

Hierdurch ist die gesuchte Identitit eindentig bestimmt; bildet man
sie nach dem angedeuteten Verfahren!), so erhilt man:

Zea (Ve rrity i) =4 Zee Vo rwl)

aftp eftp
= Sl .ag'"" i ( ?.ﬂl) 67,": 3719
ZV g oz, 12]/—_9 or, ?"”/ 93 ;‘?“*yw oz, 0z,
ey o
29497, L 095407,
* %23}“"?"" o‘.'cg oz, - 2?‘“%’ 4 Bxp axf}
afty afrp

Der in der geschweiften Klammer der rechten Seite stehends Aus-
druck I, ist demnach der von uns gesuchte Tensor, der in die Gravi-
tationsgleichungen %0,, =T,

eintritt. Um diese Gleichungen bhesser iiberblicken zu kionnen, fiihren
wir folgende Abkiirzungen ein:

09:9 v 0900 O¥e
(13) —2% ﬂ}” —2 (?a.u ?p’r 79 :E g Y v?u*}a_;e E_zf)
e e afro

1) Vgl. IL Teil, § 4, Nr. 3.
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&, sei als  kontravarianter Spannungs-Energietensor des
Gravitationsfeldes bezeichnet. Den zu ihm reziproken kovarianten
Tensor bezeichnen wir mit #,,; es ist also

09z, 07 00, 01
(14) —Qx't.nr=2 (6‘27 a;? yul'?a'iat fo)
edry /

Ebenfalls zur Abkiirzung fiihren wir folgende Bezeichnungen ein
fiir Differentialoperationen, ausgefiihrt an den Fundamentaltensoren
p bzw. g:

8uy 07,2075
(15) A,ur(?’) 2.'/— iz, (?HV g- —‘) _Z?’cigm a;.l; 'axl; ’

ufﬂ}
bzw.
) L) ol — agp,) 09ur 99,y
(16) D#,(g) -‘—“'ZV:'!; dx, (nﬂV—!J 1 9z yz,?“?fg oz, day

Jeder dieser Operatoren liefert wieder einen Tensor der gleichen
Art (beziigl. linearer Transformationen).

Bei Verwendung dieser Abkiirzungen nimmt die Identitit (12) die
Form an:

(l?a)2£{V§-gg;.-%8p,}*%Z'V aag:[ d,.‘,(?)-i-x&;.,},

oder auch

(12h)23x V=57, xsm,} 130 PSS MORERME

Schreiben wir die Erhaltungsgleichung (10) der Materie und die
Erhaltungsgleichung (12a) fiir das Gravitationsfeld in der Form

(10) Z% (V——g S 9.8! )_ _2 V_ agu =0
2 (V 9 Gou® )——Z’y o aﬂm b,

- -qn
SR EV— ‘::n Iur(?)!

so erkennt man, daB der Spannungs-Energie-Tensor #,, des Gravitations-
feldes in den Erhaltungssatz fiir das Gravitationsfeld genau ebenso ein-
tritt, wie der Tensor &, des materiellen Vorganges in den Erhaltungs-
satz fiir diesen Vorgang, ein bemerkenswerter Umstand bei der Ver-

schiedenheit der Ableitungen beider Sitze.

(12¢)
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Aus der Gleichung (12a) folgt als Ausdruck fiir den Differential-
tensor, der in die Gravitationsgleichungen eingeht

(17) F;n = Aluﬂ(?) = &,uy'
Die Gravitationsgleichungen (11) lauten also
(18) AII“.(?) =5 x(ﬁpv + '&;xr)'

~ Diese Gleichungen erfiillen eine Forderung, die unseres Erachtens
an eine Relativitiitstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden
muB; sie zeigen nimlich, daB der Tensor @,, des Gravitationsfeldes in
gleicher Weise felderregend auftritt, wie der Tensor @, , der materiellen
Vorginge. Eine Ausnahmestellung der Gravitationsenergie gegeniiber
allen anderen Energiearten wiirde ja zu unhaltbaren Konsequenzen fiihren.
Durch Addition der Gleichungen (10) und (12a) findet man mit
Riicksicht auf die Gleichung (18)

3 (v :
(19) Zévx_y{]/_g.gﬂﬂ(@"” 7 2 8,uv)]=0' (=108
I

Hieraus ersieht man, daB fiir Materie und Gravitations-
feld zusammen die Erhaltungssitze gelten.

Bei der bisher gegebenen Darstellung haben wir die kontravarianten
Tensoren hevorzugt, weil sich der kontravariante Spannungsenergie-
tensor der Stromung inkohiirenter Massen in besonders einfacher Weise
ausdriicken lifit. Indessen kdnnen wir die gewonnenen Fundamental-
beziehungen ebenso einfach unter Benutzung kovarianter Tensoren aus-
driicken. Statt @,, haben wir dann 7, — ‘2; 9ua9,3 0. als Spannungs-

&
Energietensor des materiellen Vorganges ‘zugrunda zu legen, Statt
Gleichung (10) erhalten wir durch gliedweise Umformung

é i T a?’n

@) g V=9t L)+ 4 2 V=355 L= 0
Aus dieser Gleichung und (16) folgt, daB die Gleichungen des Gravi-
tationsfeldes auch in der Form
(21) iy D,,u 7(9) = x(i,u ¥ + Zﬂ I')
geschrieben werden konnen, welche Gleichungen auch direkt aus (18)
abgeleitet werden konnen. Analog (19) besteht die Beziehung

(22) 23%|V__9'?na:(rur + tlg“-)} = 0.

§ 6. EinfluB des Gravitationsfeldes auf physikalische Vorginge, speziell
auf die elektromagnetischen Vorginge.
Weil bei jeglichem physikalischen Vorgang Impuls und Energie
eine Rolle spielen, diese letzteren aber ihrerseits das Gravitationsfeld
Einstein-GroBmann: Relativititatheorie und Gravitation 2
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bestimmen und von ihm beeinflut werden, miissen die das Schwerefeld
bestimmenden GréBen g,, in allen physikalischen Gleichungssystemen
auftreten. So haben wir gesehen, daB die Bewegung des materiellen
Punktes durch die Gleichung

8{[ds) =0
bestimmt ist, wobei

ds* =2y, ,dz, dz,.
v

ds ist eine Invariante beliebigen Substitutionen gegeniiber. Die ge-
suchten Gleichungen, welche den Ablauf irgend eines physikalischen
Vorganges bestimmen, miissen nun so gebaut sein, daB die Invarianz
von ds die Kovarianz des betreffenden Gleichungssystems zur Folge hat.

Bei der Verfolgung dieser allgemeinen Aufgaben stoBen wir aber
zunichst auf eine prinzipielle Schwierigkeit. Wir wissen nicht, beziig-
lich welcher Gruppe von Transformationen die gesuchten Gleichungen kova-
riant sein miissen, Am natiirlichsten erscheint es zuniichst, zu verlangen, daB
die Gleichungssysteme beliebigen Transformationen gegeniiber kova-
riant sein sollen. Dem steht aber entgegen, da die von uns aufgestellten
Gleichungen des Gravitationsfeldes diese Kigenschaft nicht besitzen. Wir
haben fiir die Gravitationsgleichungen nur beweisen kdnnen, daB sie
beliebigen linearen Transformationen gegeniiber kovariant sind; wir
wissen aber nicht, ob es eine allgemeine Transformationsgruppe gibt,
der gegeniiber die Gleichungen kovariant sind. Die Frage nach der
Existenz einer derartigen Gruppe fiir das Gleichungssystem (18) bzw. (21)
ist die wichtigste, welche sich an die hier gegebenen Ausfiihrungen an-
kntipft. Jedenfalls sind wir bei dem gegenwiirtigen Stande der Theorie
nicht berechtigt, die Kovarianz physikalischer Gleichungen beliebigen
Substitutionen gegeniiber zu fordern.

Anderseits aber haben wir gesehen, daB sich eine Energie-Impuls-
Bilanzgleichung fiir materielle Vorgiinge hat aufstellen lassen (§ 4, Glei-
chung 10), welche beliebige Transformationen gestattet. Es scheint des-
halb doch natiirlich, wenn wir voraussetzen, daf alle physikalischen
Gleichungssysteme mit Ausschlufl der Gravitationsgleichungen so zu for-
mulieren sind, daB sie beliebigen Substitutionen gegeniiber kovariant sind.
Die diesbeziigliche Ausnahmestellung der Gravitationsgleichungen ge-
geniiber allen anderen Systemen hiingt nach meiner Meinung damit zu-
sammen, daB nur erstere zweite Ableitungen der Komponenten des Fun-
damentaltensors enthalten diirften.

Die Aufstellung derartiger Gleichungssysteme erfordert die Hilfs-
mittel der verallgemeinerten Vektoranalysis, wie sie im II. Teil darge-
stellt ist.



Verallgemeinerung der Maxwellschen Gleichungen 19

Wir beschrinksn uns hier daranf, anzugeben, wie man auf diesem
Wege die elektromagnetischen Feldgleichungen fiir das Vakuum ge-
winnt!) Wir gehen davon aus, daf die elektrische Ladung als etwas
unveriinderliches anzusehen ist. Ein unendlich kleiner, beliebig bewegter
Kérper habe die Ladung ¢ und fiir einen mitbewegten Kérper das Vo-

lumen d ¥, (Ruhvolumen). Wir definieren -d—';,o = g, als die wahre

Dichte der Elektrizitit; diese ist ihrer Definition nach ein Skalar. Es

ist daher i

(2% (r=1,284)

ein kontravarianter Vierervektor, den wir umformen, indem wir die
Dichte ¢ der Elektrizitit, aufs Koordinatensystem bezogen, durch die

Gleichung W e
definieren. Unter Benutzung der Gleichung
AVyds =Y —g-dV-dt

des § 4 erhilt man
dﬁll 3 dml'

Qg T ]7_—9 ear
d. h. den kontravarianten Vektor der elektrischen Strimung.

Das elektromagnetische Feld fithren wir zuriick auf einen speziellen,
kontravarianten Tensor zweiten Ranges ¢, , (einen Sechservektor) und
bilden den ,dualen* kontravarianten Tensor zweiten Ranges ¢,, nach
der Methode, die im II. Teil, § 3, auseinandergesetzt ist (Formel 42).
Die Divergenz eines speziellen kontravarianten Tensors zweiten Ranges
ist nach Formel 40 des II. Teiles, § 3

R e

Als Verallgemeinerung der Maxwell-Lorentzschen Feldgleichun-
gen setzen wir die Gleichungen an

: A o :
o) 2?;(]/_9 ‘3”,«;)2 P-;;-, (@E=dz,)

a -
(24) 255 (V——.G = ,) =0,
deren Kovarianz demmach evident ist. Setzen wir
V‘——y Pos=9. V—9- WSﬂ:bys V—9 -9:=29;
V—9-9u=—E€,} _‘9'9’84=_E’y, V—9 9u=—6,

1) Vgl. hierzu auch die aunf 8. 23 zitierte Abhandlung von Kottler, § 3.
2‘
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dx
und 9 dE = up ?
so nimmt das Gleichungssystem (23) in ausfiibrlicher Schreibweise die
ok 9%, _ 09, _ 06, _

dy ~ oz G

il i€y , 86,

2 Tyt e
welche Gleichungen bis auf die Wahl der Einheiten mit dem ersten
Maxwellschen System {ibereinstimmen. Fiir die Bildung des zweiten
Systems ist zuniichst zu beachten, daB zu den Komponenten

'bx? 'gg) 9;! o3 @x! = @yr = @s
von =g,

die Komponenten
% @:! i @y? e exl 'bx? ‘@y! '@:

der Erginzung f,, gehoren (IL Teil, § 3, Formeln 41a). Filr den
Fall des Fehlens des Gravitationsfeldes ergibt sich hieraus das zweite
System, d. h. Gleichung (24) in der Form

26, 36, 129,

dx 2z ¢ Bt =0

100, L 0D 100
efF I o at & dx
Damit ist erwiesen, daB die aufgestellten Gleichungen wirklich eine

Verallgemeinerung derjenigen der gewdhnlichen Relativititstheorie bilden.

§ 7. Kann das Gravitationsfeld auf einen Skalar zuriickgefihrt werden?

Bei der unleugbaren Kompliziertheit der hier vertretenen Theorie
der Gravitation miissen wir uns ernstlich fragen, ob nicht die bisher
ausschlieBlich vertretene Auffassung, nach welcher das Gravitationsfeld
auf einen Skalar @ zuriickgefiihrt wird, die einzig naheliegende und be-
rechtigte sei. Ich will kurz darlegen, warum wir diese Frage verneinen
zu milssen glauben.

Es bietet sich bei Charakterisierung des Gravitationsfeldes durch
einen Skalar ein Weg dar, welcher dem im Vorhergehenden eingeschla-
genen ganz analog ist. Man setzt als Bewegungsgleichung des mate-
riellen Punktes in Hamiltonscher Form an

6[f(bds}=-0,
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wobei ds das vierdimensionale Linienelement der gewGhnlichen Rela-
tivititstheorie und @ ein Skalar ist, und geht dann ganz analog vor
wie im Vorhergehenden, ohne die gewdhnliche Relativitiitstheorie ver-
lassen zu miissen.

Auch hier ist der materielle Vorgang beliebiger Art durch einen
Spannungs-Energie-Tensor T, charakterisiert. Aber es ist bei dieser
Auffassung ein Skalar maBgebend fiir die Wechselwirkung zwischen
Gravitationsfeld und materiellem Vorgang. Dieser Skalar kann, worauf
mich Herr Laue aufmerksam machte, nur

%T P 4
sein, den ich als den ,Laueschen Skalar“ bezeichnen will!). Dann
kann man dem Satz von der Aquivalenz der triigen und der schweren
Masse auch hier bis zu einem gewissen Grade gerecht werden. Herr
Laue wies mich nimlich darauf hin, daB fiir ein abgeschlossenes System

JPav = [T,dz

ist. Hieraus ersieht man, das fiir die Schwere eines abgeschlossenen
Systems auch nach dieser Auffassung seine Gesamtenergie maBgebend ist.

Die Schwere nicht abgeschlossener Systeme wiirde aber von den
orthogonalen Spannungen 7, usw. abhiingen, denen das System unter-
worfen ist. Daraus entstehen Konsequenzen, die mir unannehmbar er-
scheinen, wie an dem Beispiel der Hohlraumstrahlung gezeigt werden soll.

Fiir die Strahlung im Vakuum verschwindet bekanntlich der Skalar

P. Ist die Strahlung in einem masselosen spiegelnden Kasten einge-

schlossen, so erfahren deren Winde Zugspannungen, die bewirken, daB

dem System, — als Ganzes genommen — eine schwere Masse [' Pdr

zukommt, die der Energie E der Strahlung entspricht. 3

Statt nun aber die Strahlung in einen Hohlkasten einzuschlieSen,
denke ich mir dieselbe begrenzt
| -8 1. durch die spiegelnden Wande eines festangeordneten
W, Schachtes S,

2. durch zwei vertikal verschiebbare spiegelnde Wiinde
W, und W, welche durch einen Stab fest mitein-
ander verbunden sind.

In diesem Falle betrigt die schwere Maasedet

des beweglichen Systems nur den dritten Teil des
Wertes, der bei einem als Ganzes beweglichen Kasten
auftritt. Man wiirde also zum Emporheben der Strah-

1) Vgl. 1. Teil, § 1, letzte Formel.

Wy
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lung entgegen einem Schwerefelde nur den dritten Teil der Arbeit auf-
wenden miissen als in dem vorhin betrachteten Falle, daB die Strahlung
in einem Kasten eingeschlossen ist. Dies erscheint mir unannehmbar.

Iech muB freilich zugeben, daB fiir mich das wirksamste Argument
daftir, daB eine derartige Theorie zu verwerfen sei, auf der Uberzeugung
beruht, daB die Relativitit nicht nur orthogonalen linearen Substitutio-
nen gegeniiber besteht, sondern einer viel weiteren Substitutionsgruppe
gegeniiber. Aber wir sind schon deshalb nicht berechtigt, dieses Argu-
ment geltend zu machen, weil wir nicht imstande waren, die (allge-
meinste) Substitutionsgruppe ausfindig zu machen, welche zu unseren
Gravitationsgleichungen gehort.
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1L
Mathematischer Teil.

Von MARCEL GROSSMANN.

Die mathematischen Hilfsmittel fiir die Entwicklung der Vektor-
analysis eines Gravitationsfeldes, das durch die Invarianz des Linien-

1 t
elementes ds*= 3g,,dz,dx,
ey

charakterisiert ist, gehen zuriick auf die funddmentale Abhandlung von
Christoffel?) iiber die Transformation der quadratischen Differential-
formen. Ricciund Levi-Civita?) haben, ansgehend von den Christoffel-
schen Resultaten, ihre Methoden der absoluten, d. h. vom Koordinaten-
system unabhiingigen Differentialrechnung entwickelt, die gestatten, den
Differentialgleichungen der mathematischen Physik eine invariante Form
zu geben. Da aber die Vektoranalysis des auf beliebige krummlinige
Koordinaten hezogenen euklidischen Raumes formal identisch ist mit
der Vektoranalysis einer beliebigen, durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit, so bietet es keine Schwierigkeiten, die vektoranalyti-
schen Begriffsbildungen, wie sie in den letzten Jahren von Minkowski,
Sommerfeld, Laue u. a. fiir die Relativititstheorie entwickelt worden
sind, auszudehnen auf die vorstehende allgemeine Theorie von Einstein.

Die allgemeine Vektoranalysis, die man so erhilt, erweist sich
bei einiger Ubung als ebenso einfach zu handhaben, wie die spezielle
des drei- oder vierdimensionalen euklidischen Raumes; ja die griflere
Allgemeinheit ihrer Begriffsbildungen verleiht ihr eine Ubersichtlichkeit,
die dem Spezialfall hiufig genug abgeht.

Die Theorie der speziellen Tensoren (§ 3) ist in einer wihrend
des Entstehens dieser Arbeit erschienenen Abhandlung von Kottler?)

1) Christoffel, [Tber die Transformation der homogenen Differentialans-
driicke zweiten Grades, J. f. Math. 70 (1869), 8. 46.

2) Ricei et Levi-Civita, Méthodes de caleul différentiel absolu et leurs
applications, Math. Ann, 54 (1901), 5. 125.

8) Kottler, {Tber die Raumzeitlinien der Minkowskischen Welt, Wien. Ber.
121 (1912),
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vollstiindig behandelt worden und zwar, was im allgemeinen Falle nicht
méglich ist, auf Grund der Theorie der Integralformen.

Da sich an die Gravitationstheorie von KEinstein, insbesondere
aber ‘an das Problem der Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes,
eingehendere mathematische Untersuchungen werden kniipfen miissen,
mag eine systematische Darstellung der allgemeinen Vektoranalysis am
Platze sein. Dabei habe ich mit Absicht geometrische Hilfsmittel bei-
seite gelassen, da sie meines Erachtens wenig zur Veranschaulichung
der Begriffsbildungen der Vektoranalysis beitragen.

§ 1. Allgemeine Tensoren.
Es sei

(1) ds® =>'g,,4%,dz,

piEe
das Quadrat des Linienelementes, welches als invariantes MaB des Ab-
gtandes zweier unendlich-benachbarter Raum-Zeitpunkte betrachtet wird.
Die folgenden Entwicklungen sind, so weit keine andere Bemerkung
gemacht wird, von der Anzahl der Variabeln unabhiingig; diese mige
mit n bezeichnet sein.
Bei einer Transformation
(@) 5= 2,2}, 23, ... 2]) 6=t

der Variabeln, oder einer Transformation

g ’ -
d, =2 E':'_.E"i LEA =21J“d:£k
k ¥

; 3,
ldz‘ - dwz, -—-2 7, A7,
k k

(3)

ihrer Differentiale, transformieren sich die Koeffizienten des Linien-
elementes gemiil der Formeln

(4) .q_:, — __}:p,urpa'lg_uv‘
Fia

Es sei y die Diskriminante der Differentialform (1), d. h. die
Determinante
g =|§,u|-l'

Ist »,, die durch die Diskriminante dividierte (,normierte), dem
Element g,, adjungierte Unterdeterminante von g, so transformieren
sich diese Grofen p,, vach den Formeln
(5) }';. 7 2”;1:‘“11 Yurr

iy



Definition der Tengoren 25

Wir definieren nun:
I. Der Inbegriff eines Systems von Funktionen T"E""z der

Variabeln z heiBe ein kovarianter Tensor vom Range i, wenn
diese Grioflen sich transformieren gemidl den Formeln

6 B T I
( ) ryry r?' “Zf)grlpr,r, plirl 09y lz

II. Der Inbegriff eines Systems von Funktionen @"‘*"“z

der Variabeln # heife ein kontravarianter Tensor vom Range A,
wenn diese GréBen sich transformieren gemiB den Formeln

’ o ; 1
(D err,“'rl'_' Z T Fan o Fpe, Qi,i,"'ia' )
fyfa...i;

III. DerInbegriffeines Systems vonFunktionenfE%...iﬂ,h,‘,. ok

der Variabeln z heifle ein gemischter Tensor, kovariant vom
Range p, kontravariant vom Range v, wenn diese GribBen sich
transformieren nach den Formeln

- ’
rS) ‘I’ TaTat Ty 8,08y = E I' pi,r,pl',r, L) ’Pi}‘r# 5 ﬂk‘q“k,l,"‘xk‘, 1 x I{,!,' "i,._l!k‘.i'."'k‘,'

iy iyt
Al

Aus diesen Definitionen und den Gleichungen (4) und (5) folgt:

Die GroBen g,, bilden einen kovarianten, die Grifen y,, einen
kontravarianten Tensor zweiten Ranges, die Fundamentaltensoren
des Gravitationsfeldes im Falle n = 4.

Die GroBen dz, bilden nach Gleichung (3) einen kontravarianten
Tensor ersten Ranges. Tensoren ersten Ranges nennt man auch Vek-
toren erster Art oder Vierervektoren bei n =4

Unmittelbar aus der Definition der Tensoren ergeben sich die fol-
genden algebraischen Tensoroperationen:

1. Die Summe zweier gleichartiger Tensoren vom Range 2
ist wieder ein gleichartiger Tensor vom Range 1, dessen Komponenten
durch Addition der entsprechenden Komponenten beider Tensoren ent-

stehen.
.

1) Unsere kovarianten (kontravarianten) Tensoren vom Range A sind also iden-
tisch mit den ,kovarianten (kontravarianten) Systemen iter Ordnung* von Ricci
und Levi-Civitd und werden von diesen Autoren bezeichnet mit X rarory bzw.
X7 "% Bo viele Vorteile diese letztere Bezeichnung anch bietet, so haben uns
doch Komplikationen in zusammengesetzteren Gleichungen gezwungen, die obigen
Bezeichnungen zu wihlen, also kovariante Tensoren mit lateinischen, kontravari-
ante mit griechischen, gemischte mit dentschen Buchstaben zu bezeichnen. Kovari-
ante und kontravariante Tensoren sind besondere Fille der gemischten Tensoren.
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2. Das iuBere Produkt zweierkovarianter (kontravarianter)
Tensoren vom Range A bzw. u ist ein kovarianter (kontravarianter)
Tensor vom Range 1 + ¢ mit den Komponenten

(9) Tz’,:‘,"'ilk,k,"‘kF 2 Af..-,---q y Bkl.l,'“k_“!
bzw.
(9’) Qi.a.---q&,k,---klu = tpr’,i,_"'l’l 2 ‘Fm,---x-p-

3. Als inneres Produkt zweier Tensoren bezeichnen wir
a) den kovarianten Tensor
(10) T;[.','--i_t =2 q’k,k.,"'k“ 'Aili.,"'a',klt.!"'j-“!
iy ' i '
b) den kontravarianten Tensor
(11) g-f,...,‘i=2-‘4k,h,,¢ D

Lt - e ipkpkeecky)
Fydgook

¢) den gemischten Tensor
(12) 'Irlr,‘--rﬂlfs,_a.,---a,= Ak,ky_---lirlr!---a'p 'tpklk,---i;_s‘xg---.!r,
L
oder ganz allgemein, die drei Fiille a) his ¢) mit enthaltend
d) EEJ'LI"! Tyttt iyt 8y BBy <v‘3=2 mrlrﬁ- . -r'ufr.i,k,- srkamrg - -rl-f' %klkl- »oky Uy by o o o By 8y Ben ey
L

Die der gewdhnlichen Vektoranalysis entnommenen Bezeichnungen
nauBeres und inneres Produkt® rechtfertigen sich, weil jene Operationen
sich letaten Endes als besondere Fille der hier betrachteten ergeben.

Ist in den Fiillen a) oder b) der Rang 1 gleich Null, so ist das
innere Produkt ein Skalar.

4. Reziprozitit eines kovarianten und eines kontravari-
anten Tensors. Aus einem kovarianten Tensor vom Range A bildet
man den reziproken kontravarianten Tensor vom Range 1 durch i-fache
innere Multiplikation mit dem kontravarianten Fundamentaltensor:

(13) aikf,u-ii =2?|‘,£~| Vi, =+ - Vi * Tl.-lk,---l-;_!
kyky +o k)

woraus durch Auflésung
(14) -T.-,.-,m;,t =301 9ut, - T Bppan
2

kykaooeky

Man findet daher aus einem Tensor einen Skalar, in dem man ihn mit
seinem reziproken Tensor multipliziert nach der Formel

9 e S’



Erweiterung der Tensoren a9

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor ersten Ranges (Vierer-
vektor bei » — 4) hat die Invariante

Z?uT.'Tx
ik

beziehungsweise
i 29& 6,0,.
ik

In der gewdhnlichen Relativititstheorie ist die Kontravarianz
identisch der Kovarianz und obige Invariante wird zum Quadrat des
Betrages des Vierervektors

T+ T3+ T2 + T
Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor zweiten Ranges hat die

Invariante -
2 Vie T
ik

beziehungsweise L
2, 95t O
ik

die im Falle der bisherigen Relativititstheorie zu

Tx'x + ‘Tyy + ‘Tz: + T.il
wird.!)

§ 2. Differentialoperationen an Tensoren.
Wir fithren folgende allgemeine Definitionen ein:

I. Als Erweiterung eines kovarianten (kontravarianten)
Tensors vom Range 1 bezeichnen wir den kovarianten (kon-
travarianten) Tensor vom Range 1 + 1, der. dureh ,kovariante
(kontravariante) Differentiation® aus jenem hervorgeht.

‘Nach Christoffel (L c.) ist
T,

rarytery

(16) "[:‘,r,‘--rz: =l _ax" %

B Py e e < EIMRPEL CE A

1) Wir verzichten im folgenden darauf, jeweilen die besondere Form anzu-
geben, welche unsere Formeln im Falle der gewidhnlichen Relativitiitstheorie an-
nehmen, begniigen uns vielmehr damit, hinzaweisen auf die nachstehenden Dar-
stellungen :

1. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgiinge
in bewegten Korpern, Gottinger Nachrichten 1908.

2. Sommerfeld, Zur Relativitiitstheorie I und II, Ann. d. Physik, vierte
Folge, 32 (1910) und 33 (1910).

8. Laue, Das Relativititsprinzip. Die Wissenschaft, Heft 88, 2. A. (1913).
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ein kovarianter Tensor vom Range 4 + 1, der aus dem kovarianten
Tensor vom Range A4 hervorgeht. Ricei und Levi-Civita nennen die
Differentialoperation der rechten Seite dieser Gleichung die ,kovariante
Differentiation” des Tensors an,---q' Hierbei bedeutet

: rs rs
a (=Z L)
£ e sty a.qrf agaf ayrs
(18) =Gt + 5 — 70
[r:‘] und [ :f] sind die Christoffelschen Drei-Indizes-Symbole erster
bzw. zweiter Art; durch Auflésung der Gleichungen (17) findet man
rs rs) !
(19) (i1~ 20l 7]
Fithrt man in die Gleichung (16) an Stelle der kovariantea Ten-

gsoren die zu ihnen reziproken kontravarianten Tensoren ein, so erhilt
man als , kontravariante Erweiterung®

TS . .
5. ,.2,=§?.;( ———‘+{',f}@mv--q+='rf]@n*~-n+---+[:f o,,..

ax;

II. Als Divergenz eines kovarianten (kontravarianten)
Tensors vom Range 4 bezeichnen wir den kovarianten (kontra-
varianten) Tensor vom Range A —1, der durch innere Mul#ti-
plikation der Erweiterung mit dem kontravarianten (kova-
rianten) Fundamentaltensor entsteht.

Somit ist die Divergenz des kovarianten Tensors 7', . . i der Tensor

(21) Tr,r.--vrz=§?lnTr,---rin
und die Divergenz des kontravarianten Tensors @ﬁ’r""z ist der Tensor
(22) @r,r,---rl ='2‘gn-l er--vr,-la‘

Die Divergenz eines Tensors geht nicht eindentig aus diesem hervor;
das Resultat éindert sich im allgemeinen, wenn man in den Gleichungen
(21) und (22) », durch einen der Indizes », 7;...r, ersetzt.

IIL. Als verallgemeinerte Laplacesche Operation an einem Ten-
sor bezeichnen wir die Aufeinanderfolge der Erweiterung und
der Divergenz. Die verallgemeinerte Laplacesche Operation
lift daher aus einem Tensor einen gleichartigen gleichen
Ranges hervorgehen.

Von besonderem Interesse sind die Fille 4 =0, 1, 2.

1) Auf Grund dieser Formeln beweist man leicht, dab die Erweiterung des
Fundamentaltensors identisch verschwindet.
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a) A=0.
Der Ausgangstensor ist ein Skalar 7', den wir als ko- oder kontra-
varianten Tensor vom Range 0 betrachten kionnen,

aT
@) T, = 2
ist die kovariante Erweiterung des Skalars 7, d. i. ein kovarianter Ten-
sor ersten Ranges (kovarianter Vierervektor fiir » = 4), den man den

Gradienten des Skalars nennt. Die Invariante
ar
(24) E'?r. %% P

ist der erste Beltramische Differentialparameter des Skalars 7.
Um die Divergenz des Gradienten zu bilden, hat man aus seiner
Erweiterung P

T rg) T
T, - dx. b, _Z { k| oz,

2?’83“?‘.

den Skalar

zu bilden, dem man die Form
1 d = oI
(25) .‘7‘;2 ‘a'z—.(V!?‘ Vis gw:)
geben kann.') Die Divergenz des Gradienten ist das Resultat der ver-
allgemeinerten Laplaceschen Operation ausgefiihrt am Skalar 7' und -
ist identisch mit dem zweiten Beltramischen Differentialparameter des
Skalars 7.
b) a=1,
Der Ausgangsteusor sei ein kovarianter Vierervektor, konnte aber

ebensogut ein kontravarianter Vierervektor sein.
Die kovariante Erweiterung ist nach (16)

2T, rs
(26) Sl Y
Die Divergenz ist

@) .= 3. L=,

rak

der wir nach (17) die Form geben:

- a a?n agr.! 3g, agr T

(28)27’"1'“_2’:’(5%(?“1:_ T om, = 2?,,}'“(3‘” + Bx' aa::)z )
rs reki

1) Biehe z B. Bianchi-Lukat, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie,
erste Auflage, 8. 47; oder anch die Umrechnung der Divergenz eines Vlerorvek-
tors im na.chstehandeu Falle b).
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Rl tmart man o2
oz,

" 2g

(3 CFra = LR

(29) &y = 2 yrg Yin dx,?
o0

g0 heben sich in Gleichung (28) die drei mittleren Glieder unter dem
Summenzeichen auf und es bleibt neben dem ersten Gliede

a9, élogVy
29 Vrs 3‘x' 7 Ty =Z?{-l £ pm ?

rakl

vermoge der Formel?)

so daB man fiir die Divergenz des kovarianten Vierervektors®)
findet

(30) Zy,.r —-2- - (V92,.L,)-

e) A=2R,

Der Ausgangstensor sei ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges
@,, dessen Erweiterung nach Formel (20) lautet

o) =+ () our (V] 0n)

Hieraus ergibt sich als Divergenz des kontravarianten Tensors @,,
entweder die Zeilendivergenz

62)  6,=39,0.,=2 (s + (7} 6t (V}0n)
oder die Kolonnendivergenz

@) 6,=24.0.,=2 (G +[T e +{]0n),

1) Diese Formel, die wir auch in § 4 bei der Aufstellung der Differential-
gleichungen des Gravitationsfeldes verwenden, beweisen wir folgendermaBen:
Es ist

29.-;?“ = d;; (0 oder 1),
7

2 9.1 @}'H_ i —Zﬁr q,;

wo ¢ irgend eine der Zahlen 1, 2, ... n ist.
Fiir ein bestimmtes & erhiilt man so » Gleichungen (s—1,2,..- %) mit den »n

Unbekannten car;}!' (1=1,2,...n), deren Auflisung die Formel des Textes liefert.

also

2) Zu dem nimlichen Ergebnis gelangt Kottler (1. c. pag. 21) ausgehend von
einem speziellen Tensor dritten Ranges (vgl. § 3 dieser Abhandlung) mit Hilfe der
Theorie der Integralformen.
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zwei Differentialoperationen, die fiir symmetrische Tensoren zusammen-
fallen. Weil

e rk rk] 1. @&g., 2logVy
(S4J Z{r]=2?”[3]_2.§?” amkﬂ 5.‘5;‘ =
ist, so libt sich die Formel (33) auch zusammenfassen in

(35) 6, == 5 V5-6.) + 2 {7} en

§ 3. Spezielle Tensoren (Vektorem).

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor heifle speziell, wenn
seine Komponenten ein System von alternierenden Funktionen der
Grundvariabeln bilden.

Die Komponenten eines speziellen Tensors sind demnach den fol-
genden Bedingungen unterworfen:

1. Es ist 7, ..., =0, wenn zwei der Indizes r,, r,, ... r; ein-
ander gleich sind.

2. Unterscheiden sich #,, ry,...7; und s, &, ...s; nur durch die

Reihenfolge der Indizes, soist 7', ., =+ 7, w5y J€ machdem 7y, 7y,
...7r;und §, S, ....s, Permutationen derselben Klasse sind oder nicht.

Zwei Permutationen gehiren bekanntlich zu der gleichen Klasse, wenn
beide durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von bloBen Vertau-
schungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1, 2,...#n hervor-
gehen.

Die Anzahl der linear unabhiingigen Komponenten eines speziellen

Tensors vom Range 4 ist demmach (';)

Die Theorie der speziellen Tensoren gestaltet sich vermége dieser
Eigenschaften einfacher, aber auch reichhaltiger als die der allgemeinen
Tensoren; sie ist von besonderer Bedeutung fiir die mathematische
Physik, weil die Theorie der Vektoren A* Art (Vierer-, Sechservek-
toren bei n = 4) sich zuriickfiihren liBt auf die speziellen Tensoren
vom Range 2. Vom Standpunkte der allgemeinen Theorie aus ist es
zweckmiiBiger von den Tensoren auszugehen und die Vektoren ledig-
lich als spezielle Tensoren zu behandeln.

Wichtig fiir die Vektoranalysis der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
ds’=3'g,, dz, dz,
uy

ist ein spezieller Tensor n'*® Ranges, der mit der Diskriminante g des
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Linienelementes verkniipft ist.?) Diese Diskriminante transformiert sich
ja gemifl der Gleichung
(36) 9 =pry,

wo

"l?{ti"‘gz&

die Funktionaldeterminante der Substitution ist. Gibt man )y fiir das
urspriingliche Bezugssystem ein bestimmtes Vorzeichen, und setzt man
fest, daB sich dieses Vorzeichen bei einer Transformation indern soll
oder nicht, je nachdem die Substitutionsdeterminante p negativ oder
positiv ist, so hat die Gleichung

(37) Vo' =p-Vy
exakte Bedeutung mit Finschlub der Vorzeichen,

Es sei nun @, ..., gleich Null, wenn zwei der Indizes einander
gleich sind, dagegen = 1, wenn dies nicht der Fall ist und die Permu-
tation 7, r,,...r, durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von Ver-

tauschungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1,2,...n hervorgeht.
Dann sind

(88) erlr.---r =dnr,---r V-&

die Komponenten eines speziellen kovarianten Tensors n ten Ranges, den
wir den kovarianten Diskriminantentensor nennen wollen. Denn
eine Transformation liefert zuniichst -
g;lrg”-rn = 6"1’":""?; 2 Vg’= 6"1"’!""'?! g Vg;
da aber
P= 2‘ ‘5:, vty " Ppalias P u = r‘ ot 2 6!, tpvvidy " Py Piye, " By,

n"n
fyiges '1 oo

ist, so folgt o
g:';n---r,‘ = Vy ‘Zaiki,n-i” * Pi.r,pf,r, 5 i p:'"r"?
[‘l ‘9. iﬂ
also wegen der Deﬁmtmn (38) :
Lo “'Z"ﬁ woint Doy Piirs 'Pi“ ot
fydg..
"Fiir den reziproken kontravsrianten Tensor findet man nach (13)
LA “2?'&'1?-,:‘; *Vigrn  Criraceery?

Tify-ei¥p

O V§ 'Ear,r,---r," Vigr, Viurs " " Yigr?

Fifas:

i‘t, ‘n Vg yarl ry- £ ?’l’.]r-l y!r, e ?ar" L.

L e TR

1) Das ,System & von Ricei und Levi-Civitd, 1. c., pag. 135.
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Da aber die Determinante der normierten Unterdeterminanten p,,

1
| 7| = g
1st, so folgt .

(39) Sain:: iy

L

Die Bedeutung des kovarianten (kontravarianten) Diskriminanten
tensors liegt darin, daB seine innere Multiplikation mit einem kontra-
varianten (kovarianten) Tensor vom Range 1 einen gleichartigen Ten-
sor vom Range i — n liefert, wobei der Tensor von entgegengesetater
Art wird, wenn 4 — n negativ ist. (Ergiinzung des Tensors.)

Wenn

n=4

ist, so gibt es spezielle Tensoren bis zum vierten Rang, da alle spe-
ziellen Tensoren hiheren Ranges identisch verschwinden.

Die nichtverschwindenden Komponenten eines speziellen kovarian-
ten Tensors vierten Ranges sind alle einander gleich oder entgegenge-
setzt gleich. Die Ergiinzung (innere Multiplikation mit dem kontra-
varianten Diskriminantentensor) ergibt einen Skalar, so daB die Diffe-
rentialoperationen, die an einem speziellen Tensor vierten Ranges aus-
gefiihrt werden konnen, damit zuriickgefiihrt sind auf die Differential-
operationen an einen Skalar.

Die Erginzung eines speziellen kovarianten Tensors dritten Ranges
ist ein kontravarianter Vektor erster Art.

Die Ergiinzung eines speziellen kovarianten Tensors zweiten Ranyes
ist ein kontravarianter, spezieller Tensor zweiten Ranges.

Endlich fiihrt die Ergiinzung eines speziellen kovarianten Vektors
erster Art auf einen kontravarianten Tensor dritten Ranges.

Die Untersuchung des Kinflusses des Gravitationsfeldes auf die
physikalischen Vorgiinge (I Teil, § 6) erfordert die eingehendere Be-
handlung der speziellen Tensoren zweiten Ranges (Sechservektoren).

Ist ®,, ein spesieller Tensor zweiten Ranges, so reduziert sich
seine Divergenz (Formel 35) .

6, - zﬂai s 8.+ 3{)e..

Qwe= _va! @ =0

e

wegen
auf

£i.0
(4’0) 8":'21753?,(]/5 X @;u) ¥

Einstein-Grofmann: Relativititstheorie und Gravitation g
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Wir leiten ferner aus einem kontravarianten Tensor zweiten Ranges
©,, folgendermaBen den dualen kontravarianten Tensor zweiten Ranges
@, ab.

Wir bilden zuerst die Ergiinzung?)

(41) T“-: %'chk;n s @,uw
uy
(T13=V!} Oy, Tis=V7- Oy, Tyu=V9 - Ou;
Ty, =V£_J - Oy, TN=V.{} * Oy, Tu“'Vé "0y

Der gesuchte duale Tensor ist nun reziprok zu dieser Ergiinzung,

lautet daher

(42) @! ] ‘_2?’#7)&: R Zyﬂ'yheﬂ,uv _v'

thuv

oder also

(41a)

Die Reihenfolge der beiden Operationen — Erginzung und Bildung
des reziproken Tensors — ist wegen der Reziprozitit der beiden Dis-
kriminantentensoren vertauschbar. —

§ 4, Mathematische Ergéinzungen zum physikalischen Teil.,

1. Beweis der Kovarianz der Impuls-Energiegleichungen.

Es ist zu beweisen, dub sich die Gleichungen (10) des L Teiles,
S. 10, die vom Faktor J/— 1 abgesehen lauten

2 ?
Zax (V§ *Gop - @Ff‘) ShE ] V:f 2 g;: .uv“' 0 (0=1,28,4)

beliebigen Transformationen gegeniiber kovariant verhalten.
Nach Formel (3b) ist die Divergenz des kontravarianten Ten-

sors @, : :
6= Sy5on, V- 00+ 37} 6

Der zu diesem kontravarianten Vektor ®, reziproke kovariante
Vektor T, ist also

Lo 3001 0= 3oz, (V3 - 9o 80r) Gt |L) 0).
# vk

Das letzte Glied dieser Summe ist aber gleich

e 34 (s e ) o

1) Der Fs.ktcr 4 dient zur Vereinfachung des Resultates, ohne invarianten-
theoretisch von Belang zu sein.
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Also bleibt '
3 29,
T = Dy m, V9 9 80) = 1 3" Ouns
v

T

il
-
Dividiert man also jene Gleichung durch Vg, so stellt ihre linke Seite
die ¢-Komponente eines kovarianten Vektors dar, ist also in der Tat
kovariant. Man kann daher den Inhalt jener vier (ileichungen auch so
aussprechen:

d. h, bis auf den Faktor —- die linke Seite der untersuchten Gleichung.

Die Divergenz des (kontravarianten) Spannungs-Energie-
tensors der materiellen Stromung bzw. des physikalischen
Vorganges verschwindet.

2. Differentialtensoren einer durch ihr Linienelement
gegebenen Mannigfaltigkeit.

Das Problem der Aufstellung der Differentialgleichungen eines
Gravitationsfeldes (I. Teil, § 5) lenkt die Aufmerksamkeit auf die Dif-
ferentialinvarianten und Differentialkovarianten der quadrati-
schen Differentialform

ds*=>g, dz, dz,.
o

Die Theorie dieser Differentialkovarianten fiihrt im Sinne unserer
allgemeinen Vektoranalysis auf die Differentialtensoren, die mit
einem (Gravitationsfeld gegeben sind. Das vollstindige System dieser
Differentialtensoren (beliebigen Transformationen gegeniiber) geht zuriick
auf eine von Riemann') und unabhiingig von diesem von Christoffel?)
gefundenen kovarianten Differentialtensor vierten Ranges, den wir den
Riemannschen Differentialtensor nennen wollen und der folgender-
mafen lantet ;

. B’g- a!!}' 3'9- aggmt
s = 1 (% dim S T R | 1 (ol . 1.
B = (3, Im) = 3 (3.7:,3::, dzox, omdx, O0moz,

=] im |kl tlrkm
+ (o]0 ]=[ ¢ 07D
QD'
Durch kovariante algebraische und differentielle Operationen erhiilt
man aus dem Riemannschen Differentialtensor und dem Diskriminanten-

tensor (§ 3, Formel 38) das vollstiindige System der Differentialtensoren
(also auch der Differentialinvarianten) der Mannigfaltigkeit.

(43)

1) Riemann, Ges. Werke, S. 270.
* 2) Christoffel, L ¢, 8. 54.
st
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(¢k, Um) heiBen auch die Christoffelschen Vier-Indizes-Sym-
bole erster Art. Von Bedeutung sind neben diesen die Vier-Indizes-
Symbole zweiter Art

) (il in) - 'a[ﬂ —-—+2( HE =T

die mit jenen in der Beziehung atehen
{1, Im} = 3'p,; (ik, Im), oder aufgelost
P

(ik, Im) =2§tg {1, Im].
L

Den Vier-Indizes-Symhbolen zweiter Art kommt in der allgemeinen
Vektoranalysis die Bedeutung der Komponenten eines gemischten
Tensors, kovariant vom dritten, kontravariant vom ersten Range zu.!)

Die hervorragende Bedeutung dieser Begriffshildungen fiir die
Differentinlgeometrie®) einer durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit macht es a priori wahrscheinlich, dafl diese allge-
meinen Differentialtensoren auch fiir das Problem der Differentialglei-
chungen eines Gravitationsfeldes von Bedentung sein diirften. Es ge-
lingt in der Tat zunidchst, einen kovarianten Differentialtensor zweiten
Ranges und zweiter Ordnung &, anzugeben, der in jene Gleichungen
eintreten kénnte, nimlich
(46) G =V (ik, Im) = 3 {ik, km}.

ki k

(45)

Allein es zeigt sich, daB sich dieser Tensor im Spezialfall des un-
endlich schwachen statischen Schwerefeldes nicht auf den Ausdruck
A @ reduziert. Wir miissen daher die Frage offen lassen, inwiefern die
allgemeine Theorie der mit einem Gravitationsfeld verkniipften Diffe-
rentialtensoren mit dem Problem der Gravitationsgleichungen zusammen-
hiingt. Ein solcher Zusammenhang miiBite vorhanden sein, sofern die
Gravitationsgleichungen beliebige Substitutionen zuzulassen hitten;
allein in diesem Falle scheint es ausgeschlossen zu sein, Differential-
gleichungen zweiter Ordnung aufzufinden. Wiirde dagegen feststehen,
daB die Gravitationsgleichungen nur eine gewisse Gruppe von Trans-
formationen gestatten, so wiire es verstindlich, wenn man mit den von
der allgemeinen Theorie gelieferten Differentialtensoren nicht auskommt.
Wie im physikalischen Teile ausgefithrt ist, sind wir nicht imstande,
zu diesen Fragen Stellung zu nehmen. —

1) Es folgt dies aus der ersten der Gleichungen 46.

2) Das identische Verschwinden des Tensors H,;,, ., stellt die notwendige und

hinreichende Bedingung dafiir dar, daf die Differentialform aunf die Form Z'dz
transformiert werden kann. ; .
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3. Zur Ableitung der Gravitationsgleichungen.

Die von Einstein beschriebene Herleitung der Gravitationsglei-
chungen (1. Teil, § 5), wird im Einzelnen folgendermaBen durchgefiihrt.

Wir gehen aus von dem in der Energiebilanz mit GewiBheit zu
erwartenden Gliede

ag,ur d ( e ay,uv)
(47) U =2 Va, da, V.??’a(; P,
apguy
und formen durch partielle Integration um.') HEs wird so
d = a?,uvagnv) ar,ur 39;4”
U=2 ax, (ng“ﬂ 0zy oz 2]/9?"4‘3 9z, o 0m,  °
wppey afuy

Die erste der auf der rechten Seite stehenden Summen hat die
gewiinschte Form einer Summe von Differentinlquotienten und sei be-
zeichnet mit A, so daB
(48) - (Voras o ).

26:» r’?"ﬂ my 02,
Ty

In der zweiten der rechtsstehenden Summen fithren wir wieder

partielle Integration aus. Dann lautet die Identitiit

My 9,, 9y 3? )
U A ZG-’U (V— :13 aﬂ? : )+ - aw 39: (Vg yuﬁ f;

apgur afur

Die erste der rechts entstandenen Summen kann als eine Summe
von Differentialen geschrieben werden und moge mit

d == a?,u v agluw
(49) B (Vv 7 72)
afuy L

bezeichnet sein. In der zweiten Summe differentiieren wir aus. Dann

wird
agav a?nal/g a?v ayi
U=4- B+2 l‘("!"3::3 5.‘: +V _5::: 3:&'1+V_ ?“ﬁazgx)

afuy

oder wenn man im zweiten Summanden die Formel (29) des § 2 an-
wendet und im dritten Summanden partiell integriert

ag,uraf_nv _!_J ag{t o ag.ﬂv ay.lrr agik
U=4— B-I-Z a,»:a_.._ da, T ?’u-az ZV oa, ?ui?ﬁtgg,‘g

afduvik eguvik
o 3:',.,) ¥y @ ( 09,,,)
+25¢c (Vg?"‘ﬂ da 23&: 3:: V_?ﬂﬁ
wFur g

1) Die Herleitung der gesuchten Identitit vereinfacht sich, wenn wir den
Faktor /g unter das Differentiationszeichen setzen, ohne daB das Resultat hiervon
abhiingig wiire.
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Die beiden ersten Summen haben die Form von Gliedern, wie wir
sie auf die linke Seite unserer Identitit setzen. Wir bezeichnen sie mit

agit a uv a? ¥

(50) ¥iom 12 Vg Yap Vit ax a'_‘%l
afuvik " ¥

agii’ :‘jg‘ % a? v

(51) W VE Vai Vax 3 5
";:t ow, Bz,

Die dritte der rechts stehenden Summen hat die Form einer Summe

T s e gy :
von Differentialquotienten; eliminiert man in ihr Fj;f— vermdge jener
a

Formel (29), so erweist sie sich als die schon eingefiihrte GréBe A.
In der letzten Summe endlich ersetzen wir nach der gleichen Formel

g?-’*‘—’- Wir finden so
&, .
S'.v
U— V+ W=24— B+Zynl?liax am (V ?u;i‘ 5 )
aguvik
oder :

c'g d = o9, . .
U—V+W=24—B+> 7 (Vg-mm?.q,f )

apfpuvik

= 3-‘!1 T V yupax (?‘“ Yor)-
afurik

Die erste dieser Summen wird wegen (29), d. h. wegen

uy _ My
23’¢p iz 3, oz, o,
'uv

aglk _ aysk
28.1: axﬁ( “ﬂam ==l
Die zweite konnen wir, wegen der Vertauschbarkeit von ¢ und %, g und »,
schreiben als

d g 2
2X-2'2 g‘: V— yﬂﬁyyi 9."’ .

FALS

r

efuvik #
gtk a?'f,u Yy
=_22 VepIue 5 ot
efuvik

Die gesuchte Identitit lautet also
2U—V+ W+2X=24— B,

ist also identisch der im I Teil, § 5 gegebenen,



