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den letzten Begriﬁ“der Summe nicht bloss fiir den Fall, dass die
Strecken gleich- oder entgegengesetzt-gerichtet waren, sondern
auch fiir jeden andern Fall festzustellen. Dies konnte aufs ein-
fachste geschehen, indem das Gesetz, dass AB 4 BC=AC sei, auch
dann noch festgehal'ten‘ wurde, wenn A, B, C nicht in ‘einer geraden
Linie lagen. — Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Analyse
_ gethan, welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik

- fithrte, der hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf welch’
ein fruchtbares und reiches Gebiet ich hier gelangt war; vielmehr
schien mir jenes Ergebniss wenig beachtungswerth, bis sich das-
selbe mit einer verwandten Idee kombinirte. .'Indem ich namlich
den Begriff des Produktes in der Geometrie verfolgte, wie er von
meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ergab sich mir, dass nioht nur
das Rechteck, sondern auch das Parallelogram iiberhaupt als Produkt
zweier an einander stossender Seiten desselben zu betrachten sei, wenn
man nimlich wiederum nicht das Produkt der Langen, sondern der
beiden Strecken mit Festhaltung ihrer Richtungen auffasste. Indem
ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorheraufgestellten
der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die auffallendste
Harmonie; wenn ich nimlich statt die in dem vorher angegebehen
Sinne genommene Summe zweier Strecken mit einer dritten in der-
selben, Ebene liegenden Strecke in dem eben aufgestellten Sinne
zu multipliciren, die Stiicke einzeln mit derselben Strecke multipli-
cirte, und die Produkte mit gehoriger Beobachtung ihrer positiven
oder negativen Geltung addirte, so zeigte sich, dass in beiden Fallen
jedesmal dasselbe Resultat hervorging und hervorgehen musste.
Diese Harmonie liess mich nun allerdings ahnen, dass sich hiermit
ein ganz neues Gebiet der Analyse aufschliessen wiirde, was zu
wichtigen Resultaten fiithren konnte. Doch blieb diese Idee, da

- *) Vergleiche: J. G. Grassmanns Raumlebre Theil I, pag. 194. und dessen
Trigonometrie p. 10,
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mich mein Beruf in andere Kreise der Beschiftigung hineinzog,
wieder eine ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich das merk-
wirdige Resultat anfangs betroffen, dass fir diese neue Art des
Produktes zwar die Gbrigen Gesetze der gewdhnlichen Multiplikation
und pamentlich ihre Beziehung zur Addition bestehen blieb, dass
man aber die Faktoren nur vertauschen konnte, wenn man zugleich
die Vorzeichen umkehrte (4- in — verwandelte und. umgekehrt).
Eine Arbeit uiber die Theorie der Ebbe und Fluth, welche ich spa-
terhin vornahm, fiihrte mich zu der Mécanique analytique des La
Grange und‘ dadurch wieder auf jene Ideen der Analyse zurdck.
Alle Entwickelungen in jenem Werke gestalteten sich nun durch die
Principien dieser neuen Analyse auf eine so einfache Weise um,
dass. oft die Rechnung mehr als zehnmal kirzer ausfiel, als sie in
jenem Werke gbfihrt war. Dies ermuthigte mich, auch “auf die’
schwierige Theorie der Ebbe und Fluth die neue Analyse anzuwen-
den;v es waren dazu mamiigfache neue Begriffe zu entwickeln, und
in die Analyse zn kleiden; namentlich fithrte mich der Begriff der
Schwenkung zur geometrischen Exponentialgrosse, zu der Analyse
der Winkel und der trigonometrischen Funktionen u. s. w.*) Und
ich hatte die Freude zu sehen, wie durch die so gestaltete und er-
weiterte Analyse nicht nur die oft sehr verwickelten und unsymme-
trischen Formeln, welche dieser Theorie zu Grunde liegen **), sich
in hochst einfache und symmetrische Formeln umsetzten, sondern
auch die Art ihrer Entwickelung stets dem Begriffe zur Seite ging.
In der That konnte nicht nur jede Formel, welche im Gange der
Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet werden,
und drickte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus; sondern
auch jeder Fortschritt von einer Formel zur andern erschien unmit-
telbar nur als der symbolische Ausdruck einer parallel gehenden

*) Die niihere Nachweisung s. unten.
**) Vergl. La Place Méc. céleste. liv. 1V.
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driickten, ginzlich wegfielen, und somit der Anfange in eben so un-
mittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem Inhalte nach aber
der, dass die Beschrankung auf drei Dimensionen wegfiel. Erst hier-
durch traten die Gesetze in ihrer Unmittelbarkeit und Allgemeinheit
ans Licht und stellten sich in ihrem wesentlichen Zusammenhange
dar, und manche Gesetzmissigkeit, die bei drei Dimensionen entwe-~
der noch gar nicht, oder nur verdeckt vorhanden war, entfaltete
sich nun bei dieser Verallgemeinerung in ihrer ganzen Klarheit. —
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehérigen Bestim-
mungen, wie sie im Werke selbst zu finden sind, der Durchschnitts-
punkt zweier Linien, die Durchschnittslinie zweier Ebenen und der
Durchschnittspunkt dreier Ebenen ala Produkte jener Linien oder
dieser Ebenen aufgefasst werden konnten *), woraus sich dann-su-
gleich eine hochst einfache und allgemeing Kurventheorie ergab **).
Darauf ging ich nun zur Erweiterung und ‘Begriindung dessen -iiber,
was ich fiir den zweiten Theil dieses Werkes bestimmt habe, wohin
ich namlich alles dasjenige verwiesen habe, was irgend wie den Be-
griff der Schwenkung oder des Winkels voraussetzt. Da dieser
zweite Theil, welcher das Werk schliessen wird, erst spiter im
Druck erscheinen soll, so scheint es mir far die Uebersicht des
Ganzen néthig, die hierher gehdrigen Ergebnisse etwas genauer zu
bezeichnen. Zu diesem Ende habe ich zuerst die Resultate anzu-
geben, welche sich schon vor der zusammenhangenden Bearbeitung
ergeben hatten. Ich habe eben gezeigt, wie als Produkt zweier
Strecken das Parellelogramm aufgefasst werden kann, wenn namlich,
wie hier iberall geschieht, die Richtung der Srecken mit festge-
halten wird; wie aber dies Produkt dadurch ausgezeichnet ist, dass
die Faktoren nur mit Zeichenwechsel vertauscht werden konnen,
wihrend zugleich das zweier gleichgerichteter Strecken offenbar

*) Vergl. Kap. 3 des zweiten Abschnitts.  *
*¥) Vergl. dasselbe Kapitel. .
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null ist. Diesem Begriffe stellte sich ein anderer zur Seite, der
sich gleichfalls auf Strecken mit festgehaltener Richtung bezieht,
Niamlich wenn ich die eine Strecke senkrecht auf die andere pro-
jicirte, so stellte sich das arithmetische Produkt dieser Projektion
in die Strecke, worauf projicirt war, gleichfalls als Produkt jener
Strecken dar, sofern auch hierfir die multiplikative Beziehung zur
Addition galt.- Aber das Produkt war von ganz anderer Art, wie
jenes erstere, insofern die Faktoren desselben ohne Zeichenwechsel
vertauschbar waren, und das Produkt zweier gegen einander senk-
rechter Strecken als null erschien. Ich nannte jenes erstere Pro-
dukt das @ussere, dies letztere das innere Produkt, sofern jenes
nur bei auseinander tretenden Richtungen, dieses nur bei Annaherung
desselben d. h. bei theilweisem Ineinandersein einen geltenden
Werth hatte. Dieser Begriff des inneren Produktes, welcher sich
mir schon bei der Durcharbeitung der Mécanique analytique als
nothwendig herausgestellt hatte, fiihrte zugleich zu dem Begriffe
der absoluten Linge*). — Eben so hatte sich mir schon bei der
Bearbeitung der Theorie der Ebbe und Fluth die geometrische Ex-
ponentialgrasse ergeben; némlich wenn a eine Strecke (mit festge-
haltener Richtung) und & einen Winkel (mit festgehaltener Schwen-
kungsebene) darstellt, so ergab sich aus rein inneren Griinden, deren
Angabe mich jedoch zu weit fiihren wiirde, dass a.es, wo e als die
Grundzahl des natiirlichen Logarithmensystems aufgefasst werden
kann, die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine Schwenkung
hervorgeht, die den Winkel e erzeugt; d. h. es bedeutet a.ex die
Strecke a geschwenkt um den Winkel «. Wenn ferner Coser, wo
« einen Winkel ausdriickt im geometrischen Sinne, dieselbe Zahl
vorstellt wie cos @, wo @ den zu dem Winkel gehdrigen, durch den
Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: so folgt aus jenem

*) Auch dieser Begriff, da er die Schwenkung voraussetzt, gehtrt dem zwei-
ten Theile an.
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der That fand sich dann
eV 1ty

CO8X == 2

wie gehdrig, und eben so .
- Y-
11 sinx=ﬂf~l—;e—xr—l’ .
Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben, in-
dem e} die Schwenkung um einen Winkel, bedeutet dessen
Bogendurch den Halbmesser gemessenx gibt. Hiernach nun gewannen
alle imaginaren Ausdriicke eine rein geometrische Bedeutung, und las-
sen sich durch geometrische Konstruktiqn’e:n darstellen. Zugleich
war der Winkel als Logarithmus des Quotienten —:— bestimmt, da-
her auch die unendliche Menge seiner Werthe bei derselben Schen-
kellage. Eben so nun zeigte sich auch umgekehrt, wie man ver-
miftelst der so gefundenen Bedeutung des Imaginiren auch die Ge-
setze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hingegen ist
es nicht mehr maéglich, vermittelst des Imaginren auch die Gesetze
fir den Raum abzuleiten. Auch stellen sich iiberhaupt der Betrach-
tung der Winkel im Raume Schwierigkeiten entgegen, zu deren
allseitiger Lésung mir noch nicht hinreichende Musse geworden ist.
Dies etwa sind die Gegenstinde, welche ich mir fir den zwei-
ten und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so weit sie bis -
jetzt von mir bearbeitet sind, mit ihm wird das Werk geschlossen
sein. Die Zeit, wann dieser zweite Theil erscheinen wird, kann
ich noch nicht bestimmen, indem es mir bei den mannigfachen
Arbeiten, in welche mich mein jetziges Amt verwickelt, unméglich
wird, diejenige Ruhe zu finden, welche fiir die Bearbeitung dessel- -
ben nothwendig ist. Doch bildet auch dieser erste Theil ein fir
sich bestehendes, in sich abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es
fiir zweckmassiger, diesen ersten Theil mit den zugehérigen An-
wendgngen zusammen erscheinen zu lassen, als. beide Theile zu-
sammen und von den Anwendungen gesondert.
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In der That ist es bei der Darstellung einer neuen Wissen-
schaft, damit ihre Stellung und ibre Bedeutung recht erkannt werde,
unumganglich nothwendig, sogleich ihre Anwendung und ihre Be-
ziehung zu verwandten Gegenstinden zu zeigen. Hierzu soll auch
zugleich die Einleitung dienen. Diese ist der Natur der Sache nach
mehr philosophischer Natur, und, wenn ich diesselbe aus dem Zu-
sammenhange des ganzen Werkes heraussonderte, so geschah dies,
um die Mathematiker nicht sogleich durch die philosophische Form
zuriickzuschrecken, Es herrscht namlich noch immer unter den Ma-
thematikern und zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Scheu
vor philosophischen Ersrterungen mathematischer und physikalischer
Gegenstinde; und in der That leiden die meisten Untersuchungen
dieser Art, wie sie namentlich von Hegel und seiner Schule gefiihrt
sind, an einer Unklarheit und Willkihr, welche alle Frucht solcher
Untersuchmigen vernichtet. Dessen ungeachtet glaubte ich es der
Sache schuldig zu sein, der neuen Wissenschaft ihre Stelle im Ge-
biete des Wissens anweisen zu missen, und stellte daher, um bei-
den Forderungen zu geniigen, eine Einleitung voran, welche ohne
dem Verstindniss des Ganzen wesentlich zu schaden, iiberschlagen
werden kann. Auch bemerke ich, dass unter ‘den Anwendungen
: gleichf:;lls die, welche sich auf Gegenstinde der Natur (Physik,

Krystallonomie) beziehen, iiberschlagen werden kdnnen, ohne dass
- dadurch der Gang der ganzen Entwickelung gestort wird. Durch
diese Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders die Wich-
tigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der neuen Wissenschaft und der in
ibr gebotenen Analyse dargethan zu haben. Dass dieselbe in ihrer
konkreten Gestalt, d. h. in ihrer Uebertragung auf die Geometrie,
einen vortrefflichen Unterrichtsgegenstand liefern wiirde, welcher
einer durchaus elementaren Behandlung fahig ist, hoffe ickh gele-
gentlich einmal nachweisen zu kénnen, indem zu einer solchen
Nachweisuig in dem Werke selbst, seiner Bestimmung gemiiss, kein
Platz gefanden werden konnte. Namentlich ist es bei einer ele-
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mentaren Behandlung der Statik, wenn in derselben anschauliche
und aligemeine (auch durch Konstruktion darstellbare) Resultate her-
vorgehen sollen, unumginglich nothwendig, den Begriff der Summe
und des Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Hauptgesetze
dafiir zu entwickeln, und ich bin gewiss, dass, wer das Aufnehmen
dieser Begritfe einmal versucht hat, es nie wieder aufgeben wird.
Wenn ich so der fouen Wissenschaft, deren Bearbeitung hier
wenigstens theilweise vorliegt, ganz ihr Recht zuerkannt habe, und
ihr die Anspriiche, die sie im Gebiete des Wissens machen kann,
auf keine Weise verkiirzen will, so glaube"ic'h dadurch mir nicht den
Vorwurf der Anmassung zuzuziehen; denn die Wahrheit verlangt ihr
Recht; sie ist nicht das Werk dessen, der sie zum Bewusstsein oder
zur Anerkennung bringt; sie hat ihr Wesen und Dasein in sichselbst;
und ihr aus falscher Bescheidenheit ihr Recht verkirzen ist ein
Verrath an der Wahrheit. Aber desto mehr. Nachsicht muss ich in
Anspruch nehmen fir alles das, was mein Werk an der Wissen-
schaft ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die Form ver-
wandten Mihe, dennoch der grossen Unvollkommenheit derselben
bewusst. Zwar -habe.ich das Ganze mehrere male durchgearbeitet
in verschiedenen Formen, bald in Euklidischer Form von Erkla-
rungen und Lehrsitzen in moglichster Strenge, bald in Form einer
susammenhingenden Entwickelung mit maéglichster Uebersichtlich-
keit, bald beides mit einander verflechtend, indem ich die ‘Ueber-
sicht-gebende Darstellung vorangehen, und dann die Entwickelung
nach Euklidischer Form folgen liess. Zwar bin ich mir dessen
wohl bewusst, dass bei abermaliger Umarbeitung manches in bes-
serer, d. h. theils strengerer, theils tbersichtlicherer Form hervor~
treten wiirde. Aber von der Ueberzeugung durchdrungen, dass ich
doch keine volle Befriedigung hoffen kdnne, und der Einfachheit, der
Wahrheit gegeniiber, die Darstellung doch immer nur dirftig bleiben
milsse, entschloss ich mich, mit der Form hervorzatreten, welche
mir zur Zeit als die beste erschien. Eineh besonderen Grund der
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Nachsicht hoffe ich auch darin zu finden, dass mir die Zeit far
die Bearbeitung vermdge meineér amtlichen Thétigkeit nur Adusserst
kirglich und stickenweise zugemessen war, auch mir mein Amt
keine Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen aus dem Gebiete die-
ser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegenstinde, die le-
bendige Frische zu gewinnen, welche wie ein lebendiger Hauch das
Ganze durchwehen muss, wenn es als ein lebendiges Glied an dem
Organismus des Wissens erscheinen soll. Doch -wenn auch eine
Berufsthatigkeit, in welcher solche Mittheilungen aus dem Gebieto
der Wissenschaft meine eigentliche Aufgabe sein wiirden, als das
Ziel meiner Wiinsche und Bestrebungen mir vor Augen steht, so
glaubte ich doch die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur
Erreichung dieses Zieles aufschieben zu diirfen, zumal da ich hoffen
konnte, durch die Bearbeitung dieses Theiles selbst mir den Weg
zu jenem Ziele bahnen zu konnen.

Stettin den 28. Juni 1844.

%%






Einleitung.

A. “Ableitung des Begriffs der reinen Mathematik.

1. Die oberste Theilung aller Wissenschaften ist die in reale
und formale, von demen die ersteren das Sein, als das dem Denken
selbststindig gegeniibertretende, im Denken abbilden, und ihre
Wabrheit haben in der. Uebereinstimmung des Denkens mit jenem
Sein; die letzteren hingegen das durch das Denken selbst gesetzte
zum Gegenstande haben, und ihre Wahrheit haben in der Ueber-
einstimmung der Denkprocesse unter sich. , :

Denken ist nur in Bezug auf ein Séin, was ihm gegeniibertritt
und durch das Denken abgebildet wird; aber dies Sein ist bei den
realen Wissenschaften ein selbststindiges, ausserhalb des Denkens
fir sich” bestehendes, bei den formalen hingegen ein durch das

Denken selbst gesetates, was nun wieder einem zweiten Denkakte

als Sein sich gegeniiberstelit. Wenn nun die Wahrheit itberhaupt

in der Uebereinstimmung des Denkens mit dem Sein beruht, so.
beruht sie insbesondere bei den formalen Wissenschaften in der

Uebereinstimmung des zweiten Denkaktes mit dem durch den ersten

gesetzten Sein, also in der Uebereinstimmung beider Denkakte.

Der Beweis in den formalen Wissenschaften geht daher nicht iiber

das Denken selbst hinaus in eine andere Sphire i#iber, sondern ver-

harrt rein in der Kombination der verschiedenen Denkakte. Daher
dirfen auch die formalen Wissenschaften nicht von Grundsitzen
aus gehen, wie die realen; sondern ihre Grunpdlage bilden die

Definitianen *).

*) Wenn man in die formalen Wissensachaften, wie z. B. in die Arithmetik,

dennoch Grundsiitze eingefiibrt hat, so ist dies als ein Missbrauch anzusehen, der
nur aus der entsprechenden Behandlung der Geometrie zu erkliren ist. Ich
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stels als ein gegebenes gegenilbertritt. Wer das Gegentheil behaup-
ten wollte, miisste sich der Aufgabe unterzichen, die Nothwendig-
keit der drei Dimensionen des Raumes aus den reinen Denkgesetzen
abzuleiten, eine Aufgabe, deren Ldsung sich sogleich als unmdglich
darstellt. — Wollte nun jemand, obgleich er dies rugeben misste,
dennoch der Geometrie zu Liebe den Namen der Mathematik auch
auf sie ausdehnen; so kdnnten wir uns dies zwar gefallen lassen,
wenn er uns auch auf der andern Seite unsern Namen der For-
menlehre oder irgend einen gleichgeltenden will stehen lassen; doch
aber miissten wir ihn im Voraus darauf hinweisen, dass dann jener
Name, weil er das differenteste in sich schliesst, auch nothwendig
mit der Zeit als iiberfliissig werde verworfen werden. Die Stel-
lung der Geometrie zur Formenlehre hingt von dem Verhiltniss
ab, in welchem die Anschauung des Raumes zum reinen Denken
steht. Wenn gleich wir nun sagten, es trete jeme Anschauung
dem Denken als selbststindig gegebenes gegeniiber, so ist damit
doch nicht behauptet, dass die Anschauung des Raumes uns erst
aus der Betrachtung der r3umlichen Dinge wiirde; sondern sie ist
eine Grundanschauung, die mit dem Gedffnetsein unseres Sinnes
fur die sinnliche Welt uns mitgegeben ist, und die uns eben so
urspriinglich anhaftet, wie der Leib der Seele. Auf gleiche Weise
verhilt es sich mit der Zeit und mit der auf die Anschauungen
der Zeit und des Raumes gegriindeten Bewegung, weshalb man auch

- die reine Bewegungslehre (Phorometrie) mit gleichem Rechte wie

die Geometrie den mathematischen Wissenschaften beigesabit hat.
Aus derAnschavung der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes
von Ursache und Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so
dass also Geometrie, Phorometrie und Mechanik als Anwendungen
der Formenlehre auf die Grundanschauungen der sinnlichen Welt
erscheinen.

B. Ableitang des Begriffs der Ausdehnungslehre.

4. Jedes durch das Denken gewordene (vergl. Nr. 3) kann

auf zwiefache Weise geworden sein, entweder durch einen einfachen
Akt des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt des Setzens
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und Verkniipfens. Das auf die erste Weise gewordene ist die
stetige Form oder die Grosse 'im engeren Sinn, das auf die
letztere Weise gewordene die diskrete oder Verkniipfungs-Form.

Der schlechthin einfache Begriff des Werdens giebt die stetige .

Form. Das bei der diskreten Form vor der Verkniipfung gesetzte

“ist zwar auch durch das Denken gesetzt, erscheint aber fir den
Akt des Verkniipfens als Gegebenes, und die Art, wie aus dém
Gegebeilen die diskrete Form wird, ist ein blosses Zusammenden-
ken. Der Begriff des stetigen Werdens ist.am leichtesten aufzu-
fassen, wenn man ibn zuerst nach der Analogie der geliufigeren,
diskreten Entstehungsweise betrachtet. Nimlich da bei der steti-
gen Erzeugung das jedesmal gewordene festgehalten, und das neu
entstehende sogleich in dem Momente scines Entstehens mit jenem
zusammengedacht wird: so kann mander Analogie wegen auch fiir die
stetige Form dem Begriffe nach einen zwiefachen Akt des Setzens und
Verkniipfens unterscheiden, aber beides hier za Einem Akte vereinigt,
und somit in eine unzertrennliche Einheit zusammengehend; nim-
lich von den beiden Gliedern der Verkniipfung (wemn wir diesen
Ausdruck der Analogie wegen fiir einen Augenblick festhalten) ist
das eine das schon gewordene das andere hingegen das in dem
Momente des Verkniipfens selbst neu entstehende, also nicht ein
vor dem Verkniipfen schon fertiges. Beide Akte also, nimlich
des Setzens und Verkniipfens, gehen ganz in einander auf, so dass
nicht eher verkniipt werden kann, als gesetzi ist, und nicht eher
gesetzt werden darf, als verkniipft ist; oder wieder in der dem
Stetigen zukommenden Ausdrucksweise gesprochen: das was neu
entsteht, entsteht eben nur an dem schon gewordénen, ist also ein

" Moment des Werdens selbst, was hier in seinem weiteren Verlauf
als Wachsen erscheint.

Der Gegensatz des Diskreten und Stetigen ist (wie alle wahren
Gegensiitze) einfliessender, indem das Diskrete auch kann als stetig
betrachtet werden, und umgekehrt das Steétige als Diskret. Das
Diskrete wird als Stetiges betrachtet, wenn das Verkniipfte selbst
wieder als Gewordenes und der Akt des Verkniipfens als ein Mo-
ment des Werdens aufgefasst wird. Und das Stetige wird als
Digkret betrachtet, wenn einzelne Momente des Werdens als blosse
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Verkniipfungsakte aufgefasst, und das so verkniipfle fiir die Ver-
kniipfung als Gegebenes betrachtet wird.

5. Jedes Besondere (Nr. 3) wird ein solches durch den Be-
griff des Vers'chiede'nen, wodurch es einen anderen Besonderen
nebéngeordnet, und durch den des Gleichen, wodurch es mit
anderem Besonderen demselben Allgemeinen untergeordnei wird,
Das aus dem Gleichen gewordene kénnen wir die algebraische
Form, das aus dem Verschiedenen gewordene die kombinato-
rische Form nennen.

Der ‘Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen ist gleichfalls
ein fliessender. Das Geiche ist verschieden, schon sofern das eine
und das andere ihm Gleiche irgend wie gesondert ist (and ohne
diese Sonderung wire es nur Eins,- also nicht Gleiches), das Ver-
schiedene ist gleich, schon sofern beides dureh die auf beides sich
beziehende Thatigkeit verkniipft ist, also beides ein Verkniipftes ist.
Darum verschwimmen aber nun beide Glieder keineswegs in einan-
der, so dass man einen Massstab anzulegen hitte, - durch den
bestimmt wiirde, wie viel Gleiches gesetzt sei zwischen beiden
Yorstetlungen und wie viel Verschiedenes; sondern wenn anch dem
Gleichen immer schon irgend wie das Verschiedene ambafiet und
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der
Betrachtung, wihrend das andere nur als die vorauszusetzende
Grundlage des ersteren erscheint. ‘

Unter der algebraischen Form ist hier nicht bloss die Zahl
sondern auch das der Zahl im Gebiete des Stetigen entsprechende,
und unter der kombinatorischen Form nicht nur die Kombination
sondern auch das ihr im Stetigen entsprechende verstanden.

6. Aus der Durchkreuzung dieser beiden Gegensitze, von
denen der erstere auf die Art der Erzeugung, der letztere auf die
Elemente der Erzengung sich bezieht, gehen die vier Gattungen der
Formen, und die ihnen entsprechenden Zweige der Formenlehre her-
vor. Und zwar sondert sich zuerst die diskrete Form danach in
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Zahl und Kombination (Gebiride). .Zahl ist die algebraisch diskrete
Form, d. h. sie ist die Zusammentassung des als gleichgesetzten ;
die Kombination ist die kombinatorisch diskrete Form, d. h. sie
ist die Zusammenfassung des als verschieden gesetzten. Die Wis-
senschafien des Diskreten sind also Zahlenlehre und Kombina-
tionslehre (Verbindungslehre).

Dass hierdurch der Begriff der Zahl vollstindig ersch8pft und
getiau umgrdnzt ist, und ebenso der der Kombination, bedarf wohl
kaum eines weiteren Nachweises. Und da die Gegensitze, durch
welche diese Definitionen hervorgegangen sind, die einfachsten, in
dem Begrifie der mathematischen ‘Form unmittelbar mit gegeben
sind, so ist hierdurch die obige Ableitung wohl hinlinglich gerecht-
fertigt*). Ich bemerke nur noch, wie dieser Gegensatz zwischen
beider Formen auf eine sehr reine Weise durch die differente
Bezeichnung ihrer Elemente ausgedriickt ist, indem das yur Zahl
verkntipfte mit einem und demselben Zeichen (1) beseichnet wird,
das zur Kombination verkniipfte mit verschiedenen, im Uebrigen
gemz willkithrlichen Zeichen (den Buchstaben). — Wie nun hier-
nach jede Menge von Dingen (Besonderheiten) als Zahl so gut, wie
als Kombination aufgefasst werden kann, je nach der verschiede-
nen Betrachtungsweise, bedarf wohl kaum einer Erwihnung,

7. Ebenso sondert sich die stetige Form oder die Grosse da-
nach in die algebraisch-stetige Form oder die intensive Grésse,
und in die kombinatorisch - stetige Form oder die extensive
Grosse. Die intensive Grosse ist also das durch Erzeugung des
Gleichen gewordene, die extensive Grosse oder die Ausdehnung
ist das durch Erzeugung des Verschiedenen gewordene. Jene bil-
det als verinderliche Grésse die Grundlage der Funktionenlehre der

*) Der Begriff der Zah! und der Kombination ist schon vor 17 Jahren fh einer
von meinem Vater verfassten Abhandlung, iiber den Begriff der reinen Zahlen-
lehre, welche in dem Programme des Stettiner Gymnasiums von 1827 abgédruckt
ist, auf ganz dbnliche Weise entwickelt worden, ohne aber zur Kénntniss eines
grosseren Publikum geleugt zu sein,



Einleitung. XXV

‘ Differenzial- und Integral-Rechnung, didse die Grundlage der
" Ausdehnungslehre.

Da von diesen beiden Zweigen der erstere der Zahlenlehre
als hoherer Zweig untergeordnet zu werden pflegt, der letztere
aber noch als ein bisher unbekannter Zweig erscheint, so ist es
nothwendig, diese ohnehin durch den Begriff des stetigen Fliessens
schwierige Betrachtung niher zu erliutern. Wie in der Zahl die
Einigung hervortritt, in der Kombination die Sonderung des Zu-
sammengedachten, so auch in der intensiven Grdsse die Einigung
der Elemente, welche ihrem Begriff nach zwar noch gesondert
sind, aber nur in ihrem wesentlichen sich gleich sein die inten-
sive Grdsse bilden, hingegen in der extensiven Grdsse die Sonde-
' rung der Elemente, welche zwar, sofern sie Eine Grésse bilden,
vereinigt sind, aber welche eben nur in'ihrer Trennung von einan-
der die Grdsse konstituiren. Es ist also die intensive Grdsse
gleichsam die flissig gewordene Zahl, die extensive Grdsse die
flissig gewordene Kombination. Der lezteren ist wesentlich ein
Auseinandertreten der Elemente und ein Festhalten derselben als
aus einander seiender; das erzeugende Element erscheint bei ihr
) als ein sich inderndes, d. h. durch eine Verschiedenheit der Zu-
stinde hindurchgehendes, und die Gesammtheit dieser verschiedenen
Zustinde bildet eben das Gebiet der Ausdechnungsgrdsse. Bei der
intensiven Grdsse hingegen liefert die Erzeugung derselben eine stetige
Reihe sich selbst gleicher Zustinde, deren Quantitit eben die inten-
sive Grdsse ist. Als Beispiel fir die extensive Grosse konnen wir
N am besten die begrinzte Linie (Strecke) wihlen, deren Elemente
wesentlich aus einander treten und dadurch eben die Linie als
Ausdehnung konstituiren; hingegen ‘als Beispiel der intensiven
Grosse etwa einen mit bestimmter Kraft begabten Punkt, indem
hier die Elemente nicht sich entiussern, sondern nur in der Stei-
gerung sich darstellen, also eine bestimmte Stufe der Steigerung
) bilden. .

Auch hier zeigt sich die aufgestellte Differenz auf eine schdne
Weise in der Bezeichnuug; nimlich bei der intemsiven Grdsse,
welche den Gegenstand der Funktionenlehre ausmacht, uaterschei-
det man nicht -die Elemente durch besondere Zeichen, sondern wo
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besondere Zeichen hervortreten, da ist dadurch die ganze verin.
derliche Grosse bezeichnet. Hingegen bei der Ausdehnungsgrosse,
oder deren konkreter Darstellung, der Linie, werden die verschie-
nen Elemente auch mit verschiedenen Zeichen (den Buchstaben)
bezeichnet, grade wie in der Kombinationslehre. Auch ist klar,
wie jede reale Grosse auf zwiefache Weise kann angeschaut wer-
den, als intensive und extensive; nimlich auch die Linje wird als
intensive Grosse angeschaut, wenn man von der Art, wie ihre Ele-
mente aus einander sind, absieht, und bloss die Quantitit der Ele
mente auffasst, und eben so kann der mit einer Kraft begabte Punkt
als. extensive Grosse gedacht werden, indem man sich die Kraft in
Form einer Linie vorstellt.

. Historisch hat sich unter den vier Zweigen der Mathematik das
Diskrete eher entwickelt als das Stetige (da jenes dem zergliedern-
den Verstande niher liegt als dieses), das Algebraische eher als das
Kombinatorische (da das Gleiche leichter zusammengefasst wird als
das Verschiedene). Daher ist die Zahlenlehre die friheste, Kom-
binationslehre und Differenzialrechnung sind gleichzeitig entstanden,
und von ihnen allen musste die Ausdehnungslehre in ihrer abstrak-
ten Form die spiteste sein, wihrend auf der andern Seite ihr kon-
kretes (obwohl beschrinktes) Abbild, die Raumlehre, schon der
frithester Zeit angehdrt. -

8. Es kann der Zerspaltung der Formenlehre in die vier
Zweige ein allgemeiner Theil vorangeschickt werden, welcher die
allgemeinen, d. h. fiir alle vier Zweige gleich .anwendharen Ver-
kniipfungsgesetze darstellt, und welchen wir die allgemeine For-
menlehre nennen konnen. :

Diesen Theil dem Ganzen vorauszuschicken, ist wesentlich,
sofern dadurch nicht bloss die Wiederholung derselben Schlussrei-
hen in allen vier Zweigen und selbst in den verschiedenen Abthei-
lungen desselben Zweiges erspart, und somit die Entwickelung
bedeutend abgekiirzt wird, sondern auch das dem Wesen nach
zusammengehdrige zusammen erscheint, und als Grundlage des
Ganzen auftritt.
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+C. Darlegung des Begriffs der Ausdehnungslehre.

9. Das stetige Werden, in seine Momente zerlegt, erscheint
als ein stetiges Entstehen mit Festhaltung des schon gewordenen.
Bei der Ausdehnungsform ist das jedesmal neu entstehende als ein
verschiedenes gesetzt; halten wir hierbei nun das jedesmal gewor-
dene nicht fest, so gelangen wir zu dem Begriffe der stetigen
Aenderung. Was diese Aenderung erfahrt, nemnen wir das er-
zeugende Element, und das erzeugende Element in irgend einem

. der Zustinde, den es bei seiner Aenderung annimmt, ein Element
der stetigen Form. Hiernach ist also die. Ausdehnungsform die
Gesammtheit aller Elemente, in die das erzeugende Element bei
stetiger Aenderung tibergeht.

Der Begriff der sietigen Aenderung des Elements kann nur bei
der Ausdehnungsgrdsse hervortreten; bei der intensiven Grosse

wiirde bei Aufgebung des jedesmal gewordenen nur der stetige
Ansatz zum Werden als ein vollkommen leeres zuriickbleiben.

[ In der Raumlehre erscheint als das Element der Punkt, als seine
stetige Aenderung die Ortsinderung oder Bewegung, als seine ver-
schiedenen Zustindedie verschiedenen Lagen des Punktes im Raume.
10." Das Verschiedene muss nach einem Gesetze sich ent-

wickeln, wenn das Erzeugniss ein bestimmtes sein soll. Dies Ge-

, .setz muss bei der einfachen Form dasselbe sein fiir alle Momente

des Werdens. Die einfache Ausdehnungsform ist also die Form,
welche durch eine nach demselben Gesetze erfolgende Aenderung
des erzeugenden Elements entsteht; die Gesammtheit aller nach

i demselben Gesetz erzeugbaren Elemente nennen wir ein System

. oder ein Gebiet.

Die Verschiedenheit wiirde, da das von einem Gegebenen ver-
schiedene unendlich mannigfach sein kann, sich ginzlich ins Unbe-
stimmte verlaufen, wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen
wire. Dies Gesetz ist nun aber in der reinen Formenlehre nicht
durch irgend welchen Inhalt bestimmt; sondern durch die rein
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abstraktc Idec des Gesetzmissigen ist der Begriff der Ausdehnung

und durch die desselben Gesetzes fir alle Momente der Aenderung

der Begriff der einfachen Ausdehnung bestimmt. Hiernach hat
nun die einfache Ausdehnung die Beschaffenheit, dass, wenn aus
einem Elemente derselben a durch einen Akt der Aenderung ein

anderes Element b derselben Ausdehnung hervorgeht, dann aus b

durch denselben Akt der Aenderung ein drittes Element derselben

¢ hervorgeht. :

In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die ein-
zelnen Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Raum-
lehre entspricht also der einfachen Ausdehnung, die unendliche
gerade Linie dem ganzen System.

11. Wendet man zwei verschiedene Gesetze der Aenderung
an, so bildet die Gesammtheit der vermdége beider Gesetze erzeug-
baren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze der Aen-
derung, durch welche die Elemente dieses Systems aus einander
hervorgehen kénnen, sind von jenen beiden ersten abhangig; nimmt
man noch ein drittes unabhingiges Gesetz hinzu, so gelangt man zu -
jenem Systeme dritter Stufe und so fort.

Als Beispiel mdge hier wieder die Raumlehre dienen. In der-
selben werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem Ele-
mente die simmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt, indem
nimlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich-
tungen nach einander fortschreitet, und die Gesammtheit der so

- erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusammengefasst wird.-
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe; in ibr ist eine un-
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden
ersten abhlingen. Nimmt man eine dritte unabhingige Richtung
hinzu, so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als
System dritter Stufe) erzeugt; und weiter als bis zu den unabhin-
gigen Richtungen (Aenderungsgesetzen) kann man hier nicht kom-
men, wiahrend sich in der reinen Ausdehnungslehre die Anzahl
derselben bis ins Unendliche steigern kann. '

12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder zu ihrer
genaueren Bestimmung eine Ergeugungsweise, verméage deren das eine
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System in das andere ibergeht. Dieser Uebergang der verschiedenen
' Systeme in einander bildet daher eine zweite natirliche Stufe in
dem Gebiete der Ausdehnungslehre, und mit ibr ist dann das Ge-
biet der "elementaren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen.
Es entspricht dieser Uebergang der Systeme in einander der
Schwenkungsbewegung in der Raumlehre, und mit dieser hingt
zusammen die Winkelgrosse, die absolute Linge, der senkrechte

Stand u. s. w.; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten
Theile der Ausdehnungslehre finden wird.

D. Form der Darstellung.

13. Das Eigenthiimliche der philosophischen Methode ist,
dass sie in Gegensitzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen zum
Besonderen gelangt; die mathematische Methode hingegen schreitet
von den einfachsten Begriffen zu den zusammengesetzteren fort,
und gewinnt so durch Verkniipfung des Besonderen neue und all-

, gemeinere Begriffe.

, Wihrend also dort die Uebersicht iiber das Ganze vorwaltet,
und die Entwickelung eben in der allmiligen Verzweigung und
Gliederung des Ganzen bestest, so herrscht hier die Anginander-
kettung des Besonderen hervor, und jede in sich geschlossene
Entwickelungsreihe bildet zusammen wieder nur ein Glied fir die
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem

) Begriffe, denn in der Philosophie ist.eben die Einheit der Idee das
urspriingliche, in der Mathematik hingegen die Besonderheit, das
urspriingliche, hingegen die Idee das letzte, angestrebte; wodurch
die entgegengesetzte Fortschreitung bedingt ist.

; 14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie Wissen-

~ schaften im strengsten Sinne sind, so muss die Methode in beiden

etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur wissenschaftlichen
macht. Nun legen wir einer Behandlungsweise Wissenschaftlichkeit
bei, wenn der Leser durch sie einestheils mit Nothwendigkeit zur
Anerkennung jeder einzelnen Wahrheit gefihrt wird, andrerseits in
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den Stand gesetzt wird, auf jedem Punkte der Entwickelung die
Richtung des weiteren Fortschreitens zu iibersehen.

Die Unerlasslichkeit der ersten Forderung, nimlich deir wissen.
schaftlichen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zweite betrifft,
80 ist dies noch immer ein Punkt, der von den meisten Mathema-
tikern noch nicht gehorig beachtet wird. Es kommen oft Beweise
vor, bei denen man zuerst, wenn nicht der Satz oben anstinde,
gar nicht wissen kionnte, wohin sie fihren sollen, und durch die
man dapn, nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Gera-
dewohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich, ehe man es
sich versieht, pltzlich zu der zu erweisenden Wahrheit gelangt.
Ein solcher Beweis kann vielleicht an Strenge nichts zu wiinschen
ibrig lassen, aber wissenschaftlich ist er nicht; es fehlt ihm das
zweite Erfbrderniss, die Uebersichtlichkeit. Wer daher einem
solchen Beweise nachgeht, gelangt nicht zu einer freien Erkennt-
niss der Wahrheit, sondern bleibt, wenn er sich nicht nachher
jenen Ueberblick selbst schafft, in ginzlicher Abhingigkeit von der
besonderen Weise, in der die Wahrheit gefunden war; und dies
Gefiihl der Unfreiheit, was in solchem Falle wenigstens wihrend
des. Recipirens entsteht, ist fiir den, der gewohnt ist, frei und
‘selbststandig zu denken, und alles was er aufnimmt, selbstthiitig und

" ‘lebendig sich anzueignen, ein hdchst driickendes. Ist hingegen der

- Leser in jedem Punkt der Entwickelung in den Stand gesetzt, zu
sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher iiber den Stoff, er ist

" .an die besondere Form der Darstellung nicht mehr gebunden, und
die Aneignung wird eine wahre Reproduktion.

. 15. Auf die jedesmaligen Punkte der Entwickelung ist die
Art der Weiterentwickeling wesentlich durch eine leitende Idee be-
stimmt, welche entweder nichts anderes ist, als eine vermuthete
Apalogie mit verwandten und schon bekannten Zweigen des Wissens,
oder welche, und dies ist der beste Fall, eine direkte Ahnung der
zunichst zu suchenden Wabrheit ist.

Die Analogie ist, da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur
ein Nothbebelf; wenn es nicht eben daranf ankommt, die Beziehung
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zu einem verwandten Zweige durchweg hervorzuhelien, und se eine
fortlaufende Analogie mit diesem Zweige zu ziehen *). Die Ahnung
scheint dem Gebiet der reinen Wissenschaft-fremd zu seim und am
allermeisten dem - mathematischen. Allein ohne sie ist és unmog-
lich, irgend eine neue Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kembina-
tion der gewonnenen Resultate gelangt man nicht dazu; sondern,
was man zu kombiniren hat und auf welche Weise, muss durch
die leitende Idee bestimmt sein, und diese Idee wiéderumi kann,
ehe sie sich durch die Wissenschaft selbst verwirklicht hat, nur in
der Form der Ahnung erschienen. Es ist daher diese Ahriung auf
dem wissensehaftlichen Gebiet etwas unentbehrliches. Sie ist nim-
lich, wenn sie von rechter Art ist, .das in eins zusammenschauen
der ganzen Entwickelungsreihe, die zu der neuen Wahrheit fihrt,
aber mit noch nicht aus einander gelegten Momenten der Entwicke-
lung und daber auch im Anfang nur erst als dunmkles Vorgefiihl;
die Auseinanderlegung jener Momente enthillt zugleich die Auffin-
dung der Wahrheit und die Kritik jenes Vorgefithls.

16. Daher ist die wissenschaftliche Darstellung ihrem Wesen
nach ein Ineinandergreifen zweier Entwickelungsreihen, von denen
die eine mit Konsequenz von einer Wahrheit zur andern fihrt, und
den eigentlichen Inhalt bildet, die andere aber ‘das Verfahren selbst
beherrscht und die Form bestimmt. In der Mathematik treten diese
beiden Entwickelungsreihen am schirfsten aus einander.

Es ist in der Mathematik schon lange, und Euklid selbst hat
darin das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nur die eine Entwicke-
lungsreihe, welche den eigentlichen Inhalt bildet hervortreten zu
lassen in Bezug auf die andere aber es dem Leser zu idiberlassen,
sie zwischen den Zeilen herauszulesen. Allein wie vollendet auch
die Anordnung und Darstellung jener Entwickelungsreihe sein mag:
.50 ist es doch unmdglich, dadurch demjenigen, der die Wissenschaft
erst kennen lernen soll, schon auf jedem Punkte der Entwickelung

*) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandeladen Wissenschaft in Bezug auf
die Geometrie ein, weshalb ich den Weg zur Analogie meist vorgezogen habe.
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.. dis Uebersicht gegenwirtig zu erhalten, und ihn in Stand zu setzen,
selbststhitig und frei weiter fortruschreiten. Dazu ist ‘ vielmehr
nithig, dass der Leser mdglichst in denjenigen Zustand versetat
wird, in welchem der Entdecker der Wahrheit im ginstigsten Falle
sich befinden mtsste. In demjenigen aber, der die Wahrheit auf-
findet, findet ein stetes sich besinnen tiber den Gang der Entwicke-

- lung statt; es bildet sich in ihm eine eigenthimliche Gedankenreihe
tiher den Weg, ‘den er einzuschlagen hat, und tiher die Idee,

" welche dem Ganzen zu Grunde liegt; und diese Gedankenreihe bil-
det den eigentlichen Kern und Geist seimer Thitigkeit, wihrend
die konsequente Auseinanderlegung der Wahrheiten nur die Ver-

" kdrperung jener Idee ist. Dem Leser num rumuthen wollen, dass
er, ohne zu solchen Gedankenreihen angeleitet zu sein, dennoch auf
dem Wege der Entdeckung selbststindig fortschreiten sollte, heisst
ihn {iber den Entdecker der Wahrheit selbst stellen, und somit
das Verhaltniss zwischen ihm und dem Verfasser umkeheen, wobei
dann die ganze Abfassung des Werkes als fiberfliissig erscheint.
Daher haben denn auch neuere Mathematiker und namentlich die
Franzosen angefangen, beide Entwickelungsreihen zu verweben.
Das Anzichende, was dadurch ihre Werke bekommen haben,
besteht eben darin, dass der Leser sich frei fiihit und nicht einge-
swingt ist in Formen, denen er, weil er sis mnicht beherrscht,
‘kneehtisch folgen muss. Das nyp in der Mathematik diese Ent-
wickelungsreihen am schirfsten aus einander treten, liegt in der
Eigenthiimlichkeit ihrer Methode (Nr. 13); da sie nimlich vom
"Besondern aus durch Verkettung fortschreitet, so ist die Einheit
der Idee das letzte. Daher trigt die zweite Entwickelungsreihe

" einen ganz entgegengesetzten Cliarakter an sich wie die erste, und
die Durchdringung beider erscheint schwieriger, wie in irgend
einer andern Wissenschaft. Um dieser Schwierigkeit willen darf
man aber doch nicht, wie es von den deutschen Mathematikern
hiufig geschieht, das ganze Verfahren aufgeben und verwerfen.

In dem vorliegenden Werke habe ich daher den angedeuteten
Weg eingeschlagen, und es schien mir dies bei einer neuen Wis-
senschaft um so nothwendiger, als eben zugleich die Idee derselben
zuerst ans Licht treten soll.



Uebersicht der allgemeinen Formenlehre.

§ 1. Unter der allgememen Formenlehre verstehen wir die-
jenige Reihe von Wahrheiten, welche sich auf alle Zweige der
Mathematik auf gleiche Weise beziehen, und daher nur die allge-
meinen Begriffe der Gleichheit und Verschiedenheit, der Ver-
knipfung und Sonderung voraussetzen. Es miisste daher cie all-
gemeine Formeplehre allen speciellen Zweigen der Mathematik
vorangehen*); da aber jener allgemeine Zweig noch nicht als
solcher vorhanden ist, und wir ibn doch nicht, ohne uns in un-
nitze Weitlauftigkeiten zu verwickeln, iibergehen dirfen, so bleibt
uns nichts idbrig, als denselben hier so weit zu entwickeln, wie
wir seiner fiir unsere Wissenschaft bediirfen. Es ist hier zuerst
der Begriff der Gleichheit und Verschiedenheit festzustellen. Da
das Gleiche nothwendig, auch schon damit nur die Zweiheit her-
austritt, als Verschiedenes, und das Verschiedene auch als Gleiches
erscheinen muss, nur in verchiedener Hinsicht**), so scheint es
bei oberflachlicher Betrachtung néthig, verschiedene Beziehungen
der Gleichheit und Verschiedenheit aufzustellen; so wiirde z. B. bei
Vergleichung zweier begranzter Linien die Gleichheit der Richtung
oder der Lange, oder der Richtung und Lange, oder der Richtung
und Lage u. s. w. ausgesagt werden kénnen, und bei andern zu
vergleichenden Dingen wiirden wieder andere Beziehungen der
Gleichheit hervortreten. Aber schon dass diese Beziehungen ap-

+ *) 8. Einl. Nr. 13.
**) Ebendas. Nr. 5.
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dere werden je nach der Beschaffenheit der zu vergleichenden
Dinge, liefert den Beweis dafiir, dass diese Beziehungen nicht dem
Begriff der Gleichheit selbst angehdren, sondern den Gegenstan-
den, auf welche derselbe Begriff der Gleichheit angewandt wird.
In der That von zwei gleich langen Strecken z. B. kénnen wir nicht
sagen, dass sie an sich gleich sind, sondern nur dass ihre Lange
gleich sei, und diese Lange steht dann eben auch in der vollkom-
menen Beziehung der Gleichheit. Somit haben wir dem Begriff
der Gleichheit seine Einfachheit gerettet, und konnen denselben
dahin bestimmen, dass gleich dasjenige sei, von dem man stets
dasselbe aussagen kann oder allgemeiner, was in jedem Urtheile
sich gegenseitig ‘substituirt werden kann*). Wie hierin zugleich
ausgesagt liegt, dass wenn zwei Formen einer dritten gleich sind,
sie auch selbst einander gleich sind, und dass das aus dem Gleichen
auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleich sei, liegt am Tage.

§ 2. Der zweite Gegensatz, den wir hier in Betracht zu zie-
hen haben, ist der der Verknipfung und Sonderung. Wenn zwei
Grossen oder Formen (welchen Namen wir als den allgemeineren
vorziehen, s. Einl. 3) unter sich verkniipft sind, so heissen sie
Glieder der Verknipfung, die Form, welche durch die Ver-
kniipfung beider dargestellt wird, das Ergebniss der Verkniipfung.
Sollten beide Glieder unterschieden werden, so nennen wir das
eine das Vorderglied, das andere das Hinterglied. Als das
allgemeine Zeichen der Verkniipfung wahlen wir das Zeichen ~;
sind nun a und b die Glieder derselben, und zwar a das Vorder-
glied, b das Hinterglied, so bezeichnen wir das Ergebniss der Ver-
kniipfung mit (a~b); indem die Klammer hier ausdriicken soll,
dass die Verkniipfung nicht mebr in der Trennung ibrer. Glieder
soll angeschaut werden, sondern als eine Einheit des Begriffs **).
Das Ergebniss der Verkniipfung kann wieder mit andern Formen ver--

*) Es soll dies keine philosophische Begriffshestimmung sbin, sondern nur
eine Verstindigung {iber das Wort, damit nicht etwa verschiedenes darunter ver-
standen werde. Die philosophische Begriffsbestimmung wiirde vielmehr den
Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen in seinem Fliessen und in seiner star-
-~ Abgriinzung zu ergreifen haben, wozu noch ein nicht unbetrichtlicher Apparat

grifisbestimmungen erforderlich sein wiirde , der hier nicht hergehort.
1 Auf welche Weise nun diese Einheit bewirkt wird, und was dabei jedes-
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knipft werden, und so gelangt man zu einer Verknipfung mehrerer
Glieder, welche aber zunichst immer nur als eine Verkniipfung je
zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen bedienen wir uns der
ublichen abgekiirzten Klammerbezeichnung, indem wir namlich die
zusammengeharigen Zeichen einer Klammer weglassen, wenn deren
* Oeffnungszeichen [(] entweder am Anfang des ganzen Ausdrucks
steht, oder nach einem andern Oeflnungszeichen folgen wurde,
z. B. statt ((a~b)~c¢) schreiben wir a~b~c.

§ 3. Die besondere Art der Verkniipfung wird nun dadurch
bestimmt, was bei derselben als Ergebniss festgehalten, d. h. unter
welchen Umstinden und in welcher Ausdebnung das Ergebniss als
sich gleich bleibend gesetat wird. Die einzigen Veranderungen,
welche man, obne die einzelnen verkniipften Formen selbst zu dn-
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammern und Umord-
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verkniipfung so an,
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begriindet,
also dass a~(b~c¢)==a~b~c ist, so folgt zunachst, dass man auch
in jeder mehrgliedrigen Verknipfung dieser Art, ohne ihr Ergeb-
niss zu andern, die Klammern weglassen kann. Denn jede Klam-
mer schliesst vermoge der dariber festgesetzten Bestimmung zu-
nachst einen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form,
kurz es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, fir welche
wir voraussetzten, dass man die Klammer weglassen konne, ohne
das Ergebniss ihrer Verknipfung zu andern; also wird auch, da
man statt jeder Form die ihr gleiche setzen darf, das Gesammt-
ergebniss durch das Weglassen jener Klammer nicht geandert.
Also

,»Wenn eine Verkniipfung von der Art ist, dass bei drei Glie-

dern die Klammern weggelassen werden diirfen, so gilt dxes

auch bei beheblg vielen;*
oder, da man in zwei Ausdriicken, welche sich nur durch das
Setzen der Klammern unterscheiden, stets nach dem so eben er-

mal an der Vorstellung des einzelnen Yerkniipfien aufgegeben wird, hiingt von
der Natur der jedesmaligen Verkniipfung ab.
1 »

.
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wiesenen Satze die Klammern weglassen darf, so sind beide Aus-
dricke, da sie demselben (klammerlosen) Ausdrucke gleich sind,
auch unter sich gleich, und man hat den vorigen Satz in etwas all-
gemeinerer Form:
»Wenn eine Verkniipfung von der Art ist, dass fiir drei Glie-
der die Art, wie die Klammern gesetzt werden, keinen realen
Unterschied begrindet, so gilt dasselbe auch fir beliebig
viele Glieder.*

§. 4 Ware auf der andern Seite fir eine Verkniipfung nur
die Vertauschbarkeit der beiden Glieder’ festgesetzt, so wirde dar- -
aus keine andere Folgerung gezogen werden kénnen. Kommt aber
diese Bestimmung noch zu der im vorigen § gemachten hinzu, so
folgt, dass auch bei mehrgliedrigen Ausdricken die Ordnung der
Glieder fir das Gesammtergebniss gleichgiiltig ist, indem man
namlich leicht zeigen kann, dass sich je zwei aufeinander folgende
Glieder vertauschen lassen. In der That kann man nach dem zu-
letzt erwiesenen Satze (§ 3) zwei solche Glieder, deren Vertausch-
barkeit man nachweisen will, in Klammern einschliessen ohne
Aenderung des Gesammtergebnisses, ferner diese Glieder unter
sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen gebildeten
Verkniipfung zu édndern (wie wir so eben voraussetzten), also auch
ohne das Ergebniss der ganzen Verkmiipfung zu &ndern (da man
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann), und endlich konnen
nun die Klammern wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang
waren. Somit ist die Vertauschbarkeit zweier einander folgender
Glieder erwiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses
Verfahrens jedes Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann, so
ist die Ordnung der Glieder Gberhaupt gleichgiltig. Also dies Re-
sultat zusammengefasst mit dem des vorigen Paragraphen:

»Wenn eine Verknipfung von der Art ist, dass man, ohne
Aenderung des Ergebnisses, bei drei Gliedern die Klammern
beliebig setzen, bei zweien die Ordnung verandern darf: so
ist auch bei beliebig vielen Gliedern das Setzen der Klammern
und die Ordnung der Glieder gleichgiiltig fir das Ergebniss.*
Wir werden der Kiirze wegen eine solche Verkniipfung, fiir welche
die angegebenen Bestimmungen gelten, eine einfache nennen.
Eine noch weiter gehende Bestinmung ist nun fir die Art der
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Verknipfung, wenn man nicht auf die Natur der verkndpfien For-
men zurickgeht, nicht mehr méoglich, und wir schreiten daher sur
Aufidsung der gewonnenen Verkniipfung, oder zum analytischen
Verfahren.

§. 5. Das analytische Verfahren besteht darin, dass man zu
dem Ergebniss der Verkniipfung und dem einen Gliede derselben
das andere sucht. Es gehoren daher zu einer Verknipfung zwei
analytische Verfahrungsarten, je machdem nimlich deren Vorder-
glied oder Hinterglied gesucht wird; und beide Verfahrungsarten
liefern nur dann ein gleiches Ergebniss, wenn die beiden Glieder
der urspriinglichen Verkniipfung vertauschbar sind. Da auch dies
.analytische Verfahren' als Verkniipfung kann aufgefasst werden, so
unterscheiden wir die urspriingliche oder synthetische Verkniipfung
und die auflésende oder amalytische Verkniipfung. Im Folgenden
werden wir nun zunichst die synthetische Verknfipfung in dem
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und
als Zeichen derselben das Zeichen ~ beibehalten, fir die ent-
sprechende analytische Verkniipfung, da hier die beiden Arten der-
selben zusammenfallen, hingegen das umgekehrte Zeichen - wahlen,
und zwar so, dass wir das Ergebniss der synthetischen Verkniipfung,
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede
machen. Sonach bezeichnet hier a~b diejenige Form, welche mit
b synthetisch verkniipft a giebt, so dass also alle mal acb~b=a
ist. Hierin liegt sogleich eingeschlossen, dass avb.c diejenige
Form bedeutet, welche mit ¢ und dann mit b synthetisch verkniipft
a giebt, d. h. also auch nach § 4 diejenige Form, welche mit den-
selben Werthen in umgekehrter Folge, oder auch mit b ~c synthe-
tisch verkniipft a giebt, d. h.

acbeg=avc.h
=av(b~c);

und da dieselbe Schlussfolge fiir beliebig viele Glieder gilt, so
folgt, dass auch die Ordnung der Glieder, welche analytische Vor-
zeichen haben, gleichgiiltig ist, und man diese Glieder in eine
Klammer schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer
rickenden Vorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass

av(bwc)=avh~c
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sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver-
kniipfung
av(bec)=a-(boc)vc~c;
dieser Ausdruck ist wieder vermoge des so eben erwiesenen Ge-
setzes
=av(b-c~c)~c,
und dies letztere ist endlich vermoge der Definition der analytischen
Verkniipfung
=aVb"C,
also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Driicken wir
dies Resultat in Worten aus, und fassen es mit dem vorher gewon-
nenen Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz:
»Wenn die synthetische Verkniipfung eine einfache ist, so ist
es fir das Ergebniss gleichgiiltig, in welcher Ordoung man
synthetisch oder analytisch verkniipft; auch darf man nach
einem synthetischen Zeichen eine Klammer setzen oder weg-
lassen, wenn dieselbe nur synthetische Glieder enthalt, nach
einem analytischen aber unter allen Umstinden die Klammer
setzen oder weglassen, sobald man nur in diesem Falle die
Vorzeichen innerhalb der Klammer umkehrt, d. h. das analy-
tische Zeichen in ein synthetisches verwandelt und umgekehrt.«
Dies ist das allgemeinste Resultat, zu dem wir bei den angenom-
menen Voraussetzungen gelangen konnen. Hingegen geht aus den-
selben nicht hervor, dass man eine Klammer, welche ein analy-
tisches Zeichen einschliesst; und ein synthetisches vor sich hat,
weglassen konne. Vielmehr muss dazu erst eine neue Voraus-
setzung gemacht werden. ' :
§ 6. Die neue Voraussetzung, die wir hinzufiigen, ist die,
dass das Ergebniss der analytischen Verkniipfung eindeutig sei,
oder mit andern Worten, dass, wenn das eine Glied der syntheti-
schen Verkniipfung unverindert bleibt, das andere aber sich an-
dert, dann auch jedesmal das Ergebniss sich andere. Hieraus er-
giebt sich zunachst, dass
‘ a~b.b=a
ist; denn a~b.b bedeuntet die Form, die mit b synthetisch ver-
I'ménft a~b giebt. Nun ist a eine solche Form und vermége der
tigkeit des Resultates die einzige, also die Geltung der
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obigen Gleichung erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass
‘an(bvc)=a~bec .
ist. Um nimlich den zweiten Ausdruck auf den ersten zu brin-
gen, kann inan Tn ibm statt b setzen (bec)y~c und erhalt
a~boc=a ((bvc)f*c;uc;
dies ist nach § 4
=a~(bvc)~coc,
und dies wieder nach dem so eben erwiesenen Satze
=a~(bvc),
also ist auoh der erste Ausdruck dem letzten gleich; da man nun
diese Schliisse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der
Klammer vorkommen, so hat man den Satz:
»Wenn die synthetische Verkniipfung eine einfache, und die
. entsprechende analytische eine eindeutige ist, so kann man
nach einem synthetischen Zeichen die Klammer beliebig setzen
oder weglassen. © Wir nennen dann (wenn jene Eindeutigkeit
auf allgemeine Weise statt findet) die synthetische Verkniipfung
Addition, und die entsprechende analytische Subtraktion.
" Was dle Ordnung der Glieder betrifft, so folgt, dass a~b.c=
avc~bTist; denn a~buc=b~acc _b"(av(‘,) =avc~b; so
dass wir also auch die Vertauschbarkeit zweier Glieder, deren eins
ein synthetisches, das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nach-
gewiesen haben, sobald die Eindeutigkeit des analytischen Ergeb-
nisses voraus gesetzt ist. Und pur unter dieser Voraussetzung
gelten die Satze dieses Paragraphen, wihrend die des vorigen auch
dann noch gelten, wenn das Ergebniss der analytischen Verknﬁpﬁmg
vieldeutig ist *).

*) Beispiele einer solchen Vieldeutigkeit liefert nicht bloss, wie sich spliter
zeigen wird, die Ausdehnungslebre in reichlicher Menge, sondern auch die
Arithmetik bietet sie dar, und es ist daher die festgesetste Unterscheidung auch
fiir sie wichtig. Nimlich als einfache Verkniipfungen zeigen sich Addition und
Muliiplikation; und wibrend die Subtraktion immer eindeutig ist, so istes die
Division nur, so lange die Null nicht als Divisor erscheint; deshalb gelten fiir die
Division nur die Sétze des vorigen § allgemein, wahrend die Siitze dieses § nur

mit der Beschriinkang gelten , dass die Null nicht als Divisor erscheint. Aus der

Nichtbeachtang dieses Umstandes miissen die drgsten Widerspriiche und Ver-
wirrangen hervorgehen , wie es auch zum Theil geschehen ist.
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§ 7. Durch das analytische Verfahren gelangt man zur in-
differenten und zur analytischen Foym. Die erstere erhalt man
durch die amalytische Verkniipfung zweier gleicher Formen, also
ava stellt die indifferente.Form dar, und zwar isl dieselbe unab-
hingig von dem Werthe a. In der That ist aca=b.b; denn
bob stellt die Form dar, welche mit b synthetisch verknipft b
giebt, eine solche Form ist ava, da b~(ava)=Db~aca=D ist.
In dem Umfange nun, in welchem zugleich das Ergebniss der ana-
lytischen Verkniipfung eindeutig ist, muss daher auch a-a gleich
bob gesetat werden. Da somit die indifferente Form unter der
gemachten Yoraussetzung immer nur Einen Werth darstellt, so er-
giebt sich daraus die Nothwendigkeit, sie durch ein eigenes Zeichen
zu fixiren. Wir wahlen dazu fir den Augenblick das Zeichen «,
und bezeichnen die Form («» <a) mit (~a), und nennen (-a) die
rein analytische Form, und zwar wenn die synthetische Verkniipfung
die Addition war, die negative Form. Dass (a~ ») und (av »)
gleich a, dass ferner ~(-a) gleich -a, und - (-a) gleich ~a ist,
ergiebt sich direkt, indem man nur die so eben dargestellten voll-
stindigen Ausdriicke diesen Formen zu substituiren bat, um so-
gleich die Richtigkeit dieser Gleichungen zu ibersehen *) Die
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega-
tive Form, und die indifferente in Bezug auf die Addition und
Subtraktion nennen wir Null.

§ 8. Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell
gefasst, indem wir ihn durch das Gelten gewisser Verknipfungsge-

*) Es ist ein vergebliches Unternehmen, wenn man z. B, bei der Addition
und Subtraktion in der Arithmetik, nachdem man die hierher gehérenden Ge-
setze fiir positive Zahlen nachgewiesen hat, sie hinterher noch besonders fiir
negative Zahlen beweisen will. Indem man nimlich die negative Zahl als solche
definirt, die zu a addirt Nuil giebt, so meint man hier mit dem Addiren (indem
der Begriff desselben zuniichst nur fiir positive Zahlen aufgestelit ist) entweder
dieselbe Verkniipfungsweise, fiir welche die Grundgesetze, die den sllgemeinen
Begriff der Addition bestimmen, gelten, oder eine andere. Im ersteren Falle
ist der Nachweis unnithig, da die weiteren Gesetze dann fiir die negativen
Zahlen schon mit bewiesen sind; im letzteren Falle ist er unmaiglich, wenn der
Begriff der Addition solcher Zahlen nicht etwa noch anderweitig bestimmt wer-
‘den sollte. Eben so verhilt es sich mit den Briichen im Gegensaize gegen die
eanzen Zahlep.
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setze bestimmten. Dieser formelle Begriff bleibt auch immer der
einzige allgemeine. Doch ist dies nicht die Art, wie wir in den
einzelnen Zweigen der Mathematik zu diesem Begriffe gelangen.
Vielmehr ergiebt sich in ihnen aus der Erzeugung der Grossen
selbst eine eigenthiimliche Verkniipfungsweise, welche sich denn
dadurch, dass jene formellen Gesetze auf sie anwendbar sind, als
Addition in dem eben angegebenen allgemeinen Sinne darstellt. Be-
trachten wir namlich zwei Grdssen (Formen), welche durch Fort-
setzung derselben Erzeugungsweise hervorgehen, und welche wir
»in gleichem Sinne erzeugt* nennen, so ist klar, wie man beide
s0 an einander reihen kann, dass beide Ein Ganzes ausmachen, in-
dem ibr beiderseitiger Inhalt, d. h. die Theile, welche beide ent-
halten, in eins zusammengedacht werden, und dies Ganze dann
mit jenen beiden Grossen gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt
gedacht wird. Nun ist leicht zu zeigen, dass dies¢ Verkniipfung
eine Addition ist, d. h. dass sie eine einfache, und ibre Analyse
eine eindeutige ist. Zuerst kann ich beliebig zusammenfassen und
beliebig vertauschen, weil die Theile, welche zusammengedacht
werden, dabei dieselben bleiben, und ihre Folge nichts éndern
kann, da sie alle gleich sind (als durch gleiche Erzeugungen ent-
standen); aber es ist auch ihre Analyse eindeutig; denn ware dies
nicht der Fall, so miisste bei der synthetischen Verkniipfung, wah-
rend das eine Glied und das Ergebniss dasselbe bliebe, das andere
Glied verschiedene Werthe annehmen konnen; von diesen Werthen |
miisste dann der eine grésser sein als der andere; also miissten
dann zu dem letateren noch Theile hinzukommen,; aber dann wiir-
den auch zu dem Ergebnisse dieselben Theile hinzukommen, das
Ergebniss also ein anderes werden, wider die Voraussetzung. Also
da auch die entsprechende amalytische Verkniipfung eindeutig ist,
so ist die synthetische Verkniipfung als Addition aufzufassen, die
entsprechende analytische als Subtraktion, und es gelten demnach
fir diese Verkniipfungen alle in §§ 3—7 aufgesteliten Gesetze.
Es ergab sich dort, dass die Gesetze dieser Verkniipfungen auch
dann unverandert bestehen bleiben, wenn die Glieder negativ wer-
den. Vergleichen wir die negativen Grossen mit den positiven, so
konnen wir sagen, sie seien im entgegengesetzten Sinne er-
zeugt; und sowohl die in gleichem als die in entgegengesetztem
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Sinne erzeugten Groéssen konnen wir unter dem Namen gleich-
artiger Gréssen zusammenfassen, und also ist auf diese Weise
der reale Begriff der Addition und Subtraktion fiir gleichartige
Gréssen iiberhaupt bestimmt.

§.'9. Wir haben bisher nur Eine synthetische Verkmipfungs-
art fiir sickk und in ihrem Verhaltnisse zur entsprechenden analyti-
schen betrachtet. Es kommt jetzt darauf an, die Beziehung zweier
verschiedener synthetischer Verkniipfungsarten darzulegen. Zu dem
Ende muss die eine durch die andere ihrem Begriffe nach bestimmt
sein. Diese Begriffsbestinmung hingt von der Art ab, wie ein
Ausdruck, welcher beide Verkniipfungsweisen enthilt, obne Aende-
rung des Gesammtergebnisses umgestaltet werden kann. Die ein-
fachste Art, wie in einem Ausdrucke beide Verkniipfungen vorkom-
men konnen, ist die, dass das Ergebniss der einen Verkniipfung
der zweiten unterworfen wird, also wenn ~ und = die Zeichen der
beiden Verknipfungen sind, so hingt das Verh{ltniss beider von
den Umgestaltungen ab, welche mit dem Ausdruck (a~b)=c vor-
genommen- werden dirfen. Wenn sich die zweite Verkniipfung auf
beide Glieder der ersten gleichméssig beziehen soll, so bietet sich
als die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der
ersten Verkniipfung der zweiten unterwerfen, und dann diese ein-
zelnen Ergebnisse als Glieder der ersten Verknilipfungsweise setzen
kénne. Wenn diese Umgestaltung ohne Aenderung des Gesammt-
. ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also (a~b)me=
(a=c)~(b~e) ist, so nennen wir die zweite Verkniipfung die jener
ersten entsprechende Verkniipfung nachst hoherer Stufe. Sind
ins besondere bei dieser zweilen Verkniipfung beide Glieder auf
gleiche Weise abhangig von der ersten, so dass also jene Bestim-
mung -sowoh! fiir 'das Hinterglied der neuen Verbindung gilt, wie
fir deren Vorderglied, und ist ferner die erstere, Verkniipfung eine
einfache, und ihre entsprechende analytische eine eindeutige, so
nennen wir die letztere Multiplikation, wahrend wir fir die erstere
schon oben den Namen der Addition festgesetzt hatten. Es ist
dies tiberhaupt die Art, wie von vorne herein, d. h. wenn noch
keine Verkniipfungsart gegeben ist, eige solche nebst der sich dar-
an anschliessenden héheren bestimmt werden kann. Daher he-
trachten wir auch die Addition als dic Verkniipfung erster Stafe,
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_ die Muitiplikation also als die Verknfipfung zweiter Stufe*). Wir
" wahlen von nun an statt der aligemeinen Verknfipfungszeichen die
bestimmten fir diese Verkniipfungsarten #blichen, und zwar wih-
len wir fiir die Multiplikation das blosse Aneinandersehreiben.
§ 10. Die Beziehung der Multiplikation zur Addition haben
wir dahin bestimmt, dass’
(a4-b)c =ac+be
c(a4b)=ca4-cb
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt.
Durch wiederholte Anwendung dieses Grundgesetzes gelangt man
sogleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Fakto-
ren zerstiickt sind, jedes Stiick des einen mit jedem Stick des
andern multipliciren und die Produkte addiren kann. Hieraus er-
giebt sich fir die Beziehung der Multiplikation zur Subtraktion ein
entsprechendes Gesetz, namlich zunachst, dass
(a—b)c=ac—bc
ist. Namlich setzt man, um den zweiten Ausdruck auf den ersten
zuriickzufithren, in demselben statt a das ihm Gleiche (a——h)-l-b
so hat man
ac—bc = ((a—b)+b)c—bc;
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben aufgestellten Gesetze
= (a—b)c+4be—be,
und dieser Ausdruck nach § 8
=(a—b)c,
also der ersie Ausdruck dem letzten gleich. Auf gleiche Weise
folgt, wenn der zweite Faktor eine Differenz ist, das entsprechende
Gesetz. Durch wiederholte Anwendung dieser Gesetze gelangt man
zu dem allgemeineren Satze:
,,Wenn die Faktoren eines Produktes durch Addition wnd
Subtraktion gegliedert sind, so kann man ohne Aenderung des
Gesammtergebnisses, jedes Glied des einen mit jedem Gliede
des andern multipliciren, und die so erhaltenen Produkte

*) Als dritte Stufe wurdc sich nach demselbcn Prinzip das Potenziren dar-
stellen, was wir hier aber der Kiirze wegen iibergehen. Dass iibrigens die Be-
griffsbestimmung fiir diese Verkoiipfungen hier nur cine formelle sein, und erst
in den einzelnen Wissenschaflen durch Realdefinitionen verkorpert werden kann,
liegt in der Nator der Sache.
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durch vorgesetzte Additions- oder Subtraktionszeichen ver-
knipfen, je nachdem' die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich
oder ungleich waren.

§. 11. Fir die Division gilt ganz allgemein, mag nun ibr Re-
sultat eindeutig oder vieldeutig sein, das Gesetz der Zerstiickung
des Dividénd, namlich v

aFb a —b
"o T
wobei wir aber noch zu merken haben, dass, da fir die Multipli-
kation im Allgemeinen nicht Vertauschbarkeit der Faktoren ange-
nommen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division
unterschieden werden miissen, je nachdem nimlich das Vorder-
- glied oder das Hinterglied der multiplikativen Verkniipfung gesucht
wird. Da indessen beide Faktoren eine gleiche Beziehung zur
Addition und Subtraktion haben, so wird dies auch von beiden
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz fiir eine
Art erwiesen ist, so wird es aus denselben Griinden auch fir die
andere erwiesen sein. Wir wollen annehmen, es sei das Vorder-
glied” gesucht; also wenn z. B.

Q

=x ist*), so sei xc=a.

o

Es bedeutet 9+Th hiernach diejenige Form, die als Vorderglie_d mit

¢ multiplicirt a4+b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei
Stucke sondern, deren eins willkihrlich angenommen werden kann.

+

Es sei daher die gesuchte mit —— gleichgesetzte Form == —+x.

Diese nun als Vprderghed mit ¢ mulﬂphcm, giebt nach dem vorigen §

a<rxc; sie soll aber bei dieser Multiplikation a+4b geben, folglich ist
a4xc=a+}b, d. h. xc=Db, x_.% '

also dle gesuchte Form, da sie gleich —-|-x gesetzt war, gleich

——+—- Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz fiir die Dif-

ferenz.

~ *) Wo der Punkt im Divisor die Stelle des gesuchten Faktors bezeichnet.
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§ 12. Die in den vorigen Paragraphen dargestellten Gesetze
driicken die allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division
zur Addition und Subu'aktlon aus. Hingegen die Gesetze der Mul-
tiplikation an sich, wie sie die Arithmetik aufstelit, und welche die
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren aussagen, gehen
nicht aus dieser allgemeinen Beziehung hervor, und sind daher
auch nicht durch den allgemeinen Begriff der Multiplikation be-
stimmt. Vielmehr werden wir in unserer Wissenschaft Arten der
Multiplikation kennen lernen, bei denen wenigstens die Vertausch-
barkeit der Faktoren nicht statt findet, bei denen aber dennoch
alle bisher aufgestellten Satze ihre volle Anwendung haben. Auch
den allgemeinen Begriff dieser Multiplikation haben wir somit for-
mell bestimmt; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur der
zu verknipfenden Grossen gegeben ist, ein realer Begriff ent-
sprechen, welcher die Erzeugungsweise des Produktes vermittelst
der Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert
uns eine allgemeine Bestimmung dieser Erzeugungsweise; wird
namlich einer der Faktoren als Summe seiner Theile (nach § 8)
aufgefasst, so muss man nach dem allgemeinen Beziehungsgesetz,
statt die Summe der Produkt-bildenden Erzeugungsweise zu unter-
werfen, die Theile derselben unterwerfen konnen, und die so ge-
bildeten Produkte addiren, d. h. da diese Produkte wieder als in
gleichem Sinne erzeugt sich darstellen, sie als Theile zu einem
Ganzen verknipfen kénnen; d. h. die multiplikative Erzeugungs-
weise muss von der Art sein, dass die Theile der Faktoren auf
gleiche Weise in sie eingehen, so namlich, dass wenn ein Theil
des einen mit einem Theil des andern multiplikativ verkniipft irgend
eine Grésse erzeugt, dann bei der multiplikativen Verknipfung der
Ganzen, auch jeder Theil des ersten mit jedem Theil des andern
eine solche Grosse und zwar dieselbe Grosse erzeugt, wenn diese
Theile den zuerst angenommenen gleich sind. Und es leuchtet
sogleich ein, dass wenn die Erzeugungsweise die angegebene Be-
schaffenheit hat, auch die ihr entsprechende Verkniipfungsweise
zur Addition des Gleichartigen die multiplikative Beziehung hat,
und fir sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gelten. Wir
nennen daher eine solche Verkniipfungsweise auch schon dann,
wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition des Gleich-



14 Allgemeine Formenlehre. § 12

artigen nachgewiesen, oder mit andern Worten, das gleiche Ein-
gehen aller Theile .der Verkniipfungsglieder in die Verknipfung in
dem oben angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation.
_Die bisher dargesteliten allgemeinen Verkniipfungsgesetze geniigen
im Wesentlichen fiir die Darstellung unserer Wissenschaft und wir
gehen daher zu dieser ber.

. A Q"



' Erster Abschnitt.
Die Ausdehnungsgrosse,

Bretes KHapitel.

Addition und Subtraktion der einfachen Ausdehnungen
erster Stufe oder der Strecken.

§ 13. Der rein wissenschaftliche Weg, die Ausdehnungslehre
zu behandeln, wiirde der sein, dass wir nach der Art, wie es in
der Einleitung versucht ist, von den Begriffen aus, welche dieser
Wissenschaft zu Grunde liegen, alles einzelne entwickelten. Allein
um den Leser nicht durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermiiden,
und um ihn zugleich dadurch, dass wir an Bekanntes ankniipfen,
in den Stand zu setzen, sich mit grosserer Freiheit und Selbstin-
digkeit zu bewegen, kniipfe ich iberall bei der Ableitung neuer
Begriffe an die Geometrie an, deren Basis unsere Wissenschaft
bildet. Indem ich aber bei der Ableitung der Wahrheiten, welche
den Inhalt dieser Wissenschaft bilden, jedesmal den abstrakten
Begriff zu Grunde lege, ohne mich dabei je auf irgend eine in der
Geometrie hewiesene Wahrheit zu stiitzen, so erhalte ich dennoch
die Wissenschaft ihrem Inhalte nach ginzlich rein und unabhéngig
von der Geometrie*). Um die Ausdehnungsgrésse zu gewinnen,

*) In der Einleitung (Nr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der Darstellung einer’
jeden Wissenschaft und ins besondere der mathematischen, zwei Entwickelungs-
reihen in einander greifen, von denen die eine den Stoff liefert, d. h. die ganze
Reibe der Wahrheiten, welche den eigentlichen Inhalt der Wissenschaft bildet,
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. kniipfe ich daher an die Erzeugung der Linie an. Hier ist es ein
erzeugender Punkt, welcher verschiedene Lagen in stetiger Folge
annimmt; und die Gesammtheit der Punkte, in welche der erzeu-
« gende Punkt bei dieser Veranderung ubergeht, bildet die Linie.
Die Punkte einer Linie erscheinen somit wesentlich als verschie-
dene, und werden auch als solche bezeichnet (mit verschiedenen
Buchstaben); wie aber dem Verschiedenen immer zugleich das
Gleiche (obwohl in einem untergeordneten Sinne) anhaftet, so er-
scheinen auch hier die verschiedenen Punkte als verschiedene
Lagen eines und desselben erzeugenden Punktes. Auf gleiche
Weise nun gelangen wir in unserer Wissenschaft zu der Ausdeh-
nung, wenn wir nur statt der dort eintretenden raumlichen Bezie-
hungen hier die entsprechenden begrifflichen setzen. Zuerst statt
des Punktes, d. h. des besonderen Ortes, setzen wir hier das Ele-
ment, worunter wir das Besondere schlechthin, aufgefasst als ver-
schiedenes von andcrem Besonderem verstehen; und zwar legen
wir dem Elemente in der abstrakten Wissenschaft gar keinen an-
dern Inhalt bei; es kann daher hier gar nicht davon die Rede sein,
was fir ein Besonderes dies denn ecigentlich sei — denn es ist
eben das Besondere schlechthin, ohne allen realen Inhalt —, oder
in welcher Beziehung das eine -von dem andern verschieden sei —
denn es ist eben schlechtweg als Verschiedenes bestimmt, ohne
dass irgend ein realer Inhalt, in Bezug auf welchen es verschieden
sei, gesetzt ware. Dieser Begriff des Elementes ist unserer Wis-
senschaft gemeinschaftlich mit der Kombinationslehre, und daher
auch die Bezeichnung der Elemente (durch verschiedene Buchsta-
ben) beiden gemeinschaftlich*). Die verschiedenen Elemente kion-
nen nun zugleich als verschiedene Zustinde desselben erzeugenden
Elementes aufgefasst werden, und diese abstrakte Verschiedenheit
der Zustinde ist es, welche der Ortsverschiedenheit entspricht.

wihrend die andere dem Leser die Herrschaft iiber den Stoff geben soll. Jene
erste Entwickelungsreihe nun ist es, welche ich gigzlich unabhlingig von der
Geometrie erhalten habe, wilirend ich mir bei der letzten meinem Zwecke gemiss
die grosste Freihelt gestattet habe.

*) Die Differenz liegt nur in der Art, wie in beiden Wissenschaften aus dem
Elemente die Formen gewonnen werden, in der Kombinationslehre nimlich
durch blosses Verkniipfeo also diskret, hier aber durch stetiges Erzeugen.
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Den Uebergang des erzeugenden Elementes aus einem Zustande in
einen andern nennem wir eine Aenderung desselben; und diese
abstrakte Aenderung des erzeugenden Elementes entspricht also
der Ortsinderung oder Bewegung des Punktes in der Geometrie.
Wie nun in der Geometrie durch die Fortbewegung eines Punktes
zunachst eine Linie entsteht, und erst, indem man das gewonnene
Gebilde aufs neue der Bewegung unterwirft, raumliche Gebilde
hoherer Stufen entstehen kénnen, so entsteht auch in unsrer Wis-
senschaft durch stetige Aenderung des erzeugenden Elementes zu-
nachst das Ausdehnungsgebilde erster Stufe. Die Resultate der
bisherigen Entwickelung znsammenfassend, konnen wir die Defini-
tion aufstellen: ’

»Unter einem Ausdehnungsgebilde erster Stufe verstehen wir

die Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Ele-

ment bei stetiger Aenderung dbergeht.« ’
und insbesondere nennen wir das erzeugende Element in seinem
ersten Zustande das Anfangselement, in seinem letzten das Endele-
ment. Aus diesem Begriffe ergiebt sich segleich, dass zu jedem
Ausdehnungsgebilde ein entgegengesetates gehort, welches diesel-
ben Elemente enthilt, aber in umgekehrter Entstehungsweise, so
dass also namentlich das Anfangselement des einen das Endelement
des andern wird. Oder, bestimmter ausgedriickt, wenn durch eine
Aenderung aus a b wird, so ist. die entgegengesetzte die, durch
welche aus b a wird, und das einem Ausdehnungsgebilde entge-
gengesetzte ist dasjenige, welches durch die entgegengesetzten
Aenderungen in umgekehrter Folge hervorgeht, worin zugleich liegt,
dass das Entgegengesetatsein ein wechselseitiges ist.

§. 14. ‘Das Ausdehnungsgebilde wird nur dann als ein ein-
faches ' erscheinen, wenn die Aenderungen, die das erzeugende
Element erleidet, stets einander gleich gesetzt werden; so-dass
also, wenn durch eine Aenderung aus einem Element a ein ande-
res b hervorgeht, welche beide jenem einfachen Ausdehnungsge-
bilde angehéren, dann durch eine gleiche Aenderung aus b ein
Element desselben Ausdehnungsgebildes ¢ erzeugt wird, und zwar
wird diese Gleichheit auch dann noch statt finden miissen, wenn a
und b als stetig aneinandergrinzende Elemente aufgefasst werden,
da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Erzeugung statt tinden

2
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goll. Wir kénnen eine solche Aenderung, durch die aus einem
Element einer stetigen Form ein nachst angrinzendes erzeugt wird,
eine Grundinderung nennen; und werden dann sagen: ,,das ein- ’
fache Ausdehnungsgebilde sei ein solches, das durch stetige
Fortsetzung derselben Grundinderung hervorgeht.“ In demselben
Sinne nun, in welchem die Aenderungen einander gleich gesetzt
werden, werden wir auch die dadurch erzeugten Gebilde gleich
setzen koénnen, .und in diesem Sinne, dass nimlich das durch
gleiche Aenderungen auf dieselbe Weise erzeugte selbst gleich ge-
setzt werde, nennen wir das einfache Ausdehnungsgebilde erster
Stufe eine Ausdehnungsgrosse oder Ausdehnung erster Stufe
oder eine Strecke*). Es wird also das einfache Ausdehnungsge-
bilde zur Ausdehnungsgrésse, wenn wir von den Elementen, die
das erstere enthalt, absehen, und nur die Art der Erseugung fest-
halten; und wihrend zwei Ausdehnungsgebilde nnr dann einander
gleich gesetzt werden kinnen, wenn sie diesellen Elemente ent-
halten, so zwei Ausdehnungsgréssen schon dann, wenn sie, auch
ohne dieselben Elemente zu enthalten, auf gleiche Weise (d. h.
durch dieselben Aenderungen) erzeugt sind. Die Gesammtheit
endlich aller Elemente, welche durch Fortsetzung derselben und
der entgegengesetzten Grundinderung erzeugbar sind, nennen wir
ein System (oder ein Gebiet) erster Stufe. Die demselben System
erster Stufe angehorigen Strecken werden also alle durch Fort-
setzung entweder derselben Grundinderung oder entgegengesetzter
Grundénderungen erzeugt.

Ehe wir zur Verkniipfung der Streckéen dbergehen, wollen
wir die im vorigen § aufgestellten Begriffe durch Anwendung auf
die Geometrie veranschaulichen. Die Gleichheit der Aenderungs-
weise wird hier durch Gleichheit der Richtung vertreten; als System
erster Stufe stellt sich daher hier die vnendliche gerade Linie dar,
als einfache Ausdehnung erster Stufe die begrinzte gerade Linie.
Was dort gleichartig genannt wurde, erscheint hier als parallel,
und der Parallelismus bietet gleichfalls seine zwei Seiten dar, als

*) Die abstrakte Bedeutung dieser urspriinglich konkreten Benennung be-
darf woh! keiner Rechtfertigung, da die Namen des Abstrakten urspriinglich alle
konkrete Bedeutung haben.
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Parallelismus in demselben und in entgegengesetstem Sinne *).
Den Namen der Strecke konnen wir in entsprechendem Simne fur
die Geometrie festhalten, und also unter gleichen Strecken hier
solche begrinzte Linien verstehem, welche gleiche Richtung und
Linge haben.

§ 15. Wenn die stetige Eraeugung der Strecke milten in
ihrem Gange unterbrochen gedacht wird, um dann hernach wieder
fortgesetzt zu werden, so erscheint die ganze Strecke als Ver-
kniipfung zweier Strecken, welche sich stetig aneinanderschliessen,
und von denen die eine als Fortsetzung der andern erscheint. Die
beiden Strecken, welche die Glieder dieser Verkniipfung bilden,
sind in demselben Sinne erzeugt (§ 8), und das Ergebniss der
Verkniipfung ist die Strecke vom Anfangselemente der ersten zum
Endelemente der letzten, wenn beide stetig an einander gelegt, d. h.
so dargestellt sind, dass das Endelement der ersten zugleich das
Anfangselement fir die zweite ist. Bezeichnen wir vorlaufig die
Strecke vom Anfangselement & (vergl. Fig. 2) zum Endelement 8
mit [«f], und sind [eS] und [By] in demselben Sinne erseugt,
so ist also [ey] das Ergebniss der oben angeazeigten Verknipfung,
wenn [e8] und [By] die Glieder sind**). Wir haben schon oben
(§ 8) nachgewiesen, dass diese Verknuipfung, da sic die Vereini-
gung der in gleichem Sinne erzeugten Grossen darstellt, als Addi-
tion, ihre entsprechende analytische als Subtraktion aufgefasst wer-
den misse, und daher alle Gesetze dieser Verknipfungsarten fiir
sie gelten. Wir haben hier nur noch die eigenthiimliche Bedeutung
nachzuweisen, welche die negative Grosse auf unserm Gehiete ge-
winnt. Namlich um zuerst die Bedeutung der Subtraktion uns
anschaulicher zu wachen, so kénnen wir daraus, dass [f]+[67]
== [ay] ist, sobald [«f] und [8y] in gleichem Sinne erzeugt sind,

*) Diese Unterscheidung ist fir die Geomeirie so wichtig, dass es nicht
wenig zur Vereinfachung der geometrischen Sktze und Beweise beitragen wiirde,
wenn man diesen Unterschied durch einfache Benennungen fixirte, wozu ich
etwa die Ausdriicke ,,gleichliufig‘* und ,,gegenliufig vorschlagen michte,

**) Diese Bezeichnung der Strecke ist nur eine vorliufige, die wahre Be-
zeichnung derselben durch ihre Grinzelemente kann erst verstsnden werden,
wenn wir die Verkniipfung der Elemente werden kennen gelernt haben (siehe den
zweiten Abschnitt § 99).

2 *
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den Schluss ziehen, dass eben so allgemein [af] = [ay] — [87]
ist (vgl. Fig. 2), d. h. also, wenn wir uns der in der Subtraktion
iiblichen Benennungen bedienen, ,,der Rest ist, wenn man Minuend
und Subtrahend mit ihren Endelementen aufeinander legt, die
Strecke vom Anfangselement des Minuend zu dem des Subtrahend.*
" Setzt man in der letzten Formel & und # identisch, so erhalt man
[ec] =[] — [a7] ,
d. h. gleich Null. Ferner ist vermoge des Begriffs des Negativen *)
(— [«B]) =0— [w8] = [88] — [«6] = [$e]

d. h. die Strecke [f«], welche einer andern [e§] ihrem Begriff
. nach (§ 13.) entgegengesetat ist, erscheint auch in ihrer Beziehung zur
Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grdsse zu jemer.
Da nun endlich a4-(—b)==a—b ist, so hat man, wenn ¢y und
yf im entgegengesetzten Sinne erzeugt sind

[er]H7Y=[er]+(—[6r]) =ler] — [87] = [=6]
d. h. auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne
erzeugt sind, ist ihre Summe die Strecke vom Anfangselement der
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. Und
wir konnen also, dies Resultat mit dem obigen zusammenfassend,
sagen: . .

»Wenn man zwei gleichartige Strecken stetig, d. h. so ver-

kniipft, dass das Endelement der ersten Anfangselement der

zweiten wird, so ist die Strecke vom Anfangselement der

ersten zum Endelement der letzten die Summe beider;
und indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin ausge-
driickt liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion fir
diese Verknipfungsweise gelten. Noch will ich hieran eine Fol-
gerung schliessen, die fiir die Weiterentwickelung fruchtreich ist,
namlich dass, wenn die Grinzelemente einer Strecke in demselben
System sich beide um eine gleiche Strecke andern, dann die zwi-
schen den neuen Grinzelementen liegende Strecke der ersteren
gleich ist. In der That, es sei [@8] die urspringliche Strecke
(vergl. Fig. 3) und [ed] =[B4], so ist zu zeigen, dass, wenn alle
genannten Elemente demselben System angehéren, [¢f]= [«f]
sei. Es ist aber [¢f]=[¢e]+[ef]+[B8], nach der Definition

*) Vergleiche hier iiberall § 7.
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der Summe, und da [@'e] = — [wd] = —[AF] ist, so hebt sich
[¢e] und [B8] bei der Addition, und es ist wirklich [¢f ]=[«8].
§ 16. Nehme ich nun, um zu den Verkniipfungen verschie-
denartiger Strecken zu gelangen, zundchst zwei verschiedenartige
Grundinderungen an, und lasse ein Element die erste Grundan-
derung (oder deren entgegengesetzte) beliebig fortsetzen und dann
das so geinderte Element in der zweiten Aenderungsweise gleich-
falls beliebig fortschreiten, so werde ich dadurch aus einem Ele-
ment eine unendliche Menge “neuer Elemente erzeugen kénnen,
und die Gesammtheit der so erzeugbaren Elemente nenne ich ein
System zweiter Stufe. Nehme ich dann ferner eine dritte Grund-
anderung an, welche von jenem Anfangselemente aus nicht wieder
zu einem Elemente dieses Systems zweiter Stufe fiihrt, und welche
.ich deshalb als von jenen beiden ersten unabhangig bezeichne, und
lasse ein beliebiges Element jenes Systems zweiter Stufe, diese
dritte Aenderung (oder deren entgegensetzte) beliebig fortsetzen,
so wird die Gesammtheit der so erzeugbaren Elemente ein System
dritter Stufe bilden; und da dieser Erzeugungsweise dem Begriffe
nach keine Schranke gesetzt ist, so werde ich auf diese Weise zu
Systemen beliebig hoher Stufen fortschreiten kénnen. Hierbei ist
es wichtig festzuhalten, dass alle auf diese Weise erzeugten Ele-
mente, nicht als anderweitig schon gegebene*) aufgefasst werden
diirfen, sondern als urspriinglich erzeugt, und dass sie daher alle,
sofern sie urspringlich durch verschiedene Aenderungen erzeugt
sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene erscheinen. Da-
gegen ist wiederum klar, "dass, nachdem die Elemente einmal er-
zeugt sind, sie von da ab als gegebene erscheinen, und tber ihre
Verschiedenheit oder Identitit nicht anders entschieden werden
kann, als wenn man auf die urspringliche Erzeugung. zuriickgeht.
Ehe ich nun zu unserer Aufgabe, namlich zur Verkniipfung
der verschiedenen Aenderungsweisen, iibergehe, will ich der An-
schauung durch geometrische Betrachtungen zu Hilfe kommen.
Es ist namlich klar, dass das System zweiter Stufe der Ebene ent-
spricht, und die Ebene dadurch erzeugt gedacht wird, dass alle

*) Wie etwa in der Raumlehre alle Punkte schon durch den vorausgesetzten
Raum urspriinglich gegeben sind.
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Punkte einer geraden Linie nach einer neuen in ibr nicht enthal-
tenen Richtung (oder nach der entgegengesetzten) sich fortbewegen,
wobei dann eben die Gesammtheit der so erzeugbaren Punkte die
unendliche Ebene bildet. Es erscheint somit die Ebene als eine
Gesammtheit von Parallelen, welche alle eine gegebene Gerade
durchschneiden; und es ist ersichtlich, dass, da diese Parallelen
sich nicht schmeiden, und auch die ursprimngliche Gerade nicht
noch ein zweitesmal treffen, alle auf jene Weise erzeugten Punkte
von einander verschieden sind und somit die Analogie eine voll-
standige ist. Ebenso gelangt man ru dem ganzen unendlichen
Raume, als dem Systeme dritter Stufe, wenn man die Punkte der
Ebene nach einer neuen, nichi in der Ebene liegenden Richtung .
(oder der. entgegengesetzten) fortbewegt; und weiter kann die Geo-
metrie . nicht fortschreiten, wihrend die abstrakte Wissenschaft
keine Granze kennt.

§ 17. Lasse ich nun, um zu unserer Aufgahe gurickzukeh-
ren, ein Element sich zuerst um eine Strecke a dmdern, und dann
das so geinderte Element um die Strecke b, so ist das Gesammt-
resultat beider Aenderungen rugleich als Resultat Einer Aenderung
pufzufassen, welche die Verkniipfung jener beiden ersten ist, und
welthe, wenn beide Strecken gleichartig waren, als deren Summe
erschien (§ 16). Hier kdnnen wir diese Verkniipfungsweise vor-
laufic mit dem allgemeinen Verkniipfungszeichen ~ bezeichnen.
Aws diesem Begriffe geht sogleich, da der Act des Zusammenfassens
den Zusfand des Elementes nicht andert, das Gesetz hervor, dass

(a~b)~c=a~(b~c)
ist. Hingegen um auch zur Vertauschbarkeit der Glieder zu ge-
ldngen, ist noch eine Liicke in der Begriffshestimmung auszufiillen.
Betrachten wir namlich die Erzeugungsweise eines Systems hoherer
(m-ter) Stufe, wie wir solche im vorigen § dargestellt haben, so
war dort eine bestimmte Reihenfolge der m Aenderungsweisen,
durch die jenes System erzeugt wurde, angenommen, und die Ele-
mente des Systemes wurden erzeugt, wenn das Anfangselement die
verschiedenen Aenderungsweisen in der bestimmten Reibenfoige
fortschreitend einging, so dass jedes Element, welches durch eine
Reihe von Aenderungen entstanden war, nur entweder seime letzte
Aenderung fortsetzte, oder eine der folgenden Aenderungsweisen,
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aber keine der friberen annahm. Sind daher a und b zwei Streoken
von denen a einer friheren, b einer spiteren von den Aenderungs-
weisen angehort, so wird ein Element bei der Erzeugung des
Systems zwar an die Aenderung a die Aenderung b anschliessen
konnen, aber nicht umgekebrt; d. h. es wird dabei die Verkniipfupg
a~b vorkommen, aber nicht die b~a. Aber obgleich die letztere
Verknipfung durch die Erzeugung des Systems nicht ihrem Be-
.griffe nach bestimmt werden kann, so muss sie doch an sich mag-
lich sein. Somit zeigt sich hier die besprochene Liicke. Um die-
selbe niher zn iibersehen sei [@f]*) gleich a [§8] = [@a'] =D,
so ist die Aenderung [«g] gleich a~b; es ist aber [wd] auch
gleich [ee']~[e’#], d. h. gleich b~[e/]. Soliten also die Glie-
der yertauschbar, d. h. a~b==b~a sein, so miisste [o'8]=[af]
sein. Hieriiber lasst sich nun aus dem Bisherigen nichts entschei-
den; depn alles, was wir {iber das System und dessen Elemente
aussagen konnen, muss, da das. ganze System auf keine andere
Weise, als nur durch seine Erzeugung gegeben ist, aus dieser Er-
zeugungsweise hervorgehen. Da nun aber in dieser nichts von
einer solchen Aenderung o’4 vorkommt, so sind wir befugt und
gedrungen, eine neue Begriffshestimmung iber solche Aenderungen
zu geben, und die Analogie mit dem Fritheren fihrt uns nothwen-
dig dazu, in dem Umfange, in welchem wir zu einer neuen Be-
griffsbestimmung befugt sind, o/ und o gleich zu setzen. Diese
Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise, wenn
wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. Zu dem Ende
betrachten wir 2 gleiche Strecken:
[ef] =[76] =2
deren Granzelgmenne einer der spiteren Aenderungen b, aber alle
derselben unterworfen werden und dadurch in o', &, 7, &’ iber-
gehen, so dass
[ | = [88] ={r7]=[35]=b
ist. Da qun {e’e]=[y"y]==(—Db) ist, so hat man fiir die Aen-
derungen [¢/8] und [y'd] die Gleichungen:
[o/8]= [ @]~ [«]~[88] = (—b)~a~b
[701=[y7]~[r9]~[00] = (—b)~a~b;

*) Zur Ecliuternng kanu Fig. & dienen.

e r———



24 Addition u. Subtr. der Strecken. § 17

also sind beide Aenderungen einander gleich. Also wenn zwei
Elementenpaare durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar
sind, und man unterwirft alle vier Elemente einer neuen, aber alle
derselben Aenderung, so werden auch die daraus hervorgehenden
Elementenpaare durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar
sein. Da nun dies Gesetz auch noch bestehen bleibt, wenn [eg]
eine Grundinderung darstellt, so folgt hieraus nicht nur, dass eine
Strecke, wenn sich ibhre Elemente alle um gleich viel dndern, wie-
der eine Strecke bleibt, sondern auch dass, wenn nur fir die
Grundanderung gezeigt ist, dass sie bei jener Fortschreitung der
Strecke gleich bleibt, dasselbe dann auch fir die ganze Strecke
gilt. Damit ist der Umfang der oben angedeuteten Befugniss ge-
geben, und wir setzen daher fest, dass, wenn in einem Systeme
m-ter Stufe eine Strecke, welche einer der friiheren von den
I Aenderungsweisen, die das System bestimmen, angehért, einer
der spiteren Aenderungsweisen unterworfen wird, und zwar alle
Elemente derselben, dann die entsprechenden Grundanderungen in
der wurspringlichen und der geinderten Strecke einander gleich
genannt werden sollen, hingegen ungleich, wenn die Elemente ver-
schiedenen Aenderungen unterworfen sind*). Daraus folgt dann,
vermége des vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (und
Ungleichheit) unter denselben Umstinden auch fir die Strecken
selbst fortbesteht; und wir gelangen also zu dem Satze: Wenn man
eine Strecke, welche einer der m urspriinglichen Aenderungswei-
sen des Systems angehort, Aenderungen unterwirfy, welche gleich-
falls jenen Aenderungsweisen angehéren, und zwar alle Elemente
denselben Aenderungen, so ist die so geanderte Strecke der ur-
spriinglichen gleich. Dass wir namlich hier auch den Unterschied
zwischen frilheren und spiteren Aenderungsweisen fallen lassen
konnen, ergiebt sich leicht aus der Gegenseitigkeit der Beziehung;
denn wenn vorausgesetzt wird, dass [ef] gleich oder ungleich
[¢47] ist, je nachdem [we’] gleich [84] ist oder nicht, so sind

*) Die Deduktion, durch die wir zu dieser Definition der gleichen Aende-
rung iiberleiteten, gehtrt derjenigen Entwickelungsreihe (Einleit. Nr. 16) an, die
die Uebersicht geben soll. Fiir die rein mathematische Entwickelungsreihe er-
scheint dieselbe, wie iiberhaupt jede Definition , als rein wilikiihrlich.
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auch uingekehrt die letzteren Ausdricke gleich oder ungleich, je
nachdem die ersteren es sind, wie sogleich durch die Methode
des indirecten Schlusses sich ergiebt. Wenn also die durch eine
frihere Aenderung erzeugte Strecke einer spateren Aenderung
unterworfen, sich gleich bleibt, so bleibt auch die durch eine
spitere erzeugte der friheren unterworfen, sich gleich; .uund dar-
aus folgt der Satz in der oben gegebenen Fassung. Nun hatten
wir schon oben gezeigt, dass unter Voraussetzung dieses Satzes
a~b=Db~a sei; und wir haben somit fir die m Aenderungswej-
sen, die das System bestimmen, allgemein die Gesetze
(a~b)~c=a~(b~c), und
arb=b~a;

also ist diese Verkmiipfung eine einfache; aber auch die ent-
sprechende analytische Verkniipfung eine eindeutige; denn wenn
ich das eine Glied der synthetischen Verkniipfung, etwa das erste,
unverandert lasse, das andere aber verindere, indem ich das End-
element des ersten Gliedes entweder einer anderen Aenderungs-
weise unterwerfe, oder es in derselben Aenderungsweise vor oder
zuriickschreiten lasse, so verindert sich das zuletzt resultirende
Element, welches zugleich das Endelement fiir das Ergebniss der
Verkniipfung ist, also verandert sich dies Ergebniss; und hieraus
folgt dann nach der bekannten Schlussweise (vergl, § 6) die Ein-
deutigkeit der analytischen Verkniipfung. Daraus ergiebt sich nach
§ 7, dass die angezeigten Verknipfungen als Addition und Sub-
traktion zu bezeichnen sind, und alle Gesetze der Addition und
Subtraktion fir sie gelten. Da nun endlich dieselben Verkniipfungs-
gesetze, welche fir die m urspringlichen Aenderungsarten gelten,
auch nach den Gesetzen der Addition und Subtraktion fir deren
Verkniipfungen bestehen bleiben, so kdnnen wir die Resultate der
bisherigen Entwickelung in dem folgenden héchst einfachen Satze
zusammenfassen: ,,Wenn [ef] und [By] beliebige Aenderungen
darstellen, so ist [ey] =[«f]4+{fy].“ Indem wir namlich diese
Verkniipfung als Addition bezeichnen, so sagen wir damit die Gel-
tung aller Additions- und Subtraktionsgesetze, wie wir sie in § 3 —
7 dargestellt haben, aus*).

*) Ich kanu es nicht dringend genug ’anempfehlen , dass man dfe Entwicke-
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§ 18. In der Entwickelung des letzten § hatten wir die durcls :
Verkniipfung hervorgehenden Aenderungen nur betrachtet in Bezug €
auf ihr Anfangs- und End-Element, ohne die Strecke zu betrach- «
ten, welche beide verbindet; vielmehr traten als Strecken nur die- g
jenigen hervor, welche den urspriinglichen Aenderungsarten des .j
Systems angehéren. Um nun das Fehlende zu erginzen, haben s
wir zu zeigen, auf welche Weise durch 2 Elemente in einem hohe- .
ren. Systeme die simmtlichen iibrigen Elemente bestimmt sind, -
welche mit diesen beiden in Einem Systeme erster Stufe liegen.
Zu dem Ende haben wir nur auf den Begriff des Systemes erster
Stufe zuriickzugehen, dass es namlich durch Fortsetzung einer sich
selbst gleich bleibenden Aenderung erzeugt sei. Entsteht nun da-
durch, dass ein Element nach der Reihe und fortschreitend den
Aenderungen a, b, c... unterworfen wird, welche den urspring-
lichen Aenderungsweisen angehdren, aus einem Elemente & zuletzt
ein anderes #*), so wird nach dem Begriffe des Systemes erster ),
Stufe, auch dasjenige Element demselben Systeme erster Stufe an-q
gehéren miissen, welches aus S durch dieselben Aenderungen a, b, c..."
hervorgeht und so fort; ja auch rickwirts wird man von a aus,
durch die entgegengesetaten Aenderungen fortschreiten konnen und
immer noch zu Elementen gelangen, die demselben System erster
Stufe angehéren, aber nach der negativen Seite hin liegen, wenn -
die erstere als die positive gefasst wird. Es entstehen also die
Elemente der positiven Seite aus dem Element « dadurch, dass
dies wiederholt und fortschreitend derselben Reihe der Aenderun-
gen a, b, c... unterworfen wird. Da wir nun, wie im vorigen §
bewiesen wurde, die fortschreitenden Aenderungen beliebig -ver-
tauschen und zusammenfassen konnen, so kénnen wir auch hier
die gleichen Aenderungen zusammenordnen und zusammenfassen,
und gelangen so zu einer neuen Konstruktion jener Elementenreibe,

lung éiberall, und namentlich. die hjer gefithrte, welche zu den sehwierigsten in
unserer Wiasenschaft gehort, durch die entsprechenden geometrischen Kon-
struktionen sich veranschauliche. Um den Gang der Entwickelugg nicht zu un-
terbrechen, habe ich diese Uebertragung auf die Geometrie hier nicht vornehmen
mégen; iiberdies liegt sie iiberall auf der Hand (s. Fig. 5).

*) Vergleiche Fig. 17, wo es fiir zwei Aenderungen a, b bildlich dargestelit
ist, *
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e wir jetzt anschaulicher darlegen wollen. Wenn man nimlich
.as Element « einzeln den Aenderungen a, b, c... unterwirft, so
.ntstehen m Elemente, die wir einander entsprechend setzen kdn-
:en; wenn man jedes von diesen wieder derselben Aenderung un-
‘erwirft, die es vorher erfuhr, so erhilt man m neune einander
:ntsprechende Elemente, und so fort; betrachten wir nun die ent-
sprechenden Elemente einer jeden solchen Gruppe von m Ele-
menten als Endelemente von m Strecken, welche alle & zum An-
fangselemente haben, und welche wir gleichfalls einander ent-
sprechend setzen, so erhalten wir dieselben Elemente, die wir
vorher gewannen, wenn wir ¢ um die entsprechenden Strecken
einer jeden Gruppe fortschreitend indern, nnd es entspricht auf
diese Weise jeder solchen Gruppe von einander entsprechenden
Elementen in dem neuen System erster Stufe ein Element, wel-
ches durch eine Aenderung hervorgeht, die die Summe ist aus den
den durch jene Strecken dargestellten Aenderungen. Sind nun bei
len angegebenen Konstruktionen die Aenderungen a, b, c...Grund-
anderungen, welche also unmittelbar von einem Elemente zum an-
granzenden tberfithren,. so erhilt man auch (wenn man dasselbe
Verfahren zugleich nach der negativen Seite hin anwendet) das
ganze System erster Stufe vollstindig. Es ist nun zu zeigen, dass

_man auf diese Weise durch zwei Elemente des hoheren Systems
allemal ein System erster Stufe legen kann, aber auch jedesmal
nur eins. Es seien die beiden Elemente des Systems « und 3, so
ist schon bei der Erzeugungsweise des Systems gezeigt, dass @ aus
« immer durch die m Aenderungsweisen des Systems und rwar bei
gegebemer Folge .nur auf Eine Art erzeugbar ist; es seien a, b, c...

. diese Aenderungen; es kommt nun zumichst darauf an, ru zeigen,
dass man fir diese Strecken stets solche einander entsprechende
Grandinderungen amnehmen kann, dass a, b, c... entsprechende
Strecken werden, wmd also nach der so eben angegebenen Kon-
struktion @ ein Element des durch diese entsprechenden Grund-
inderungen erzeugten Systems erster Stufe wird. Betrachte ich

. auerst zwei Strecken a und b, deren jede durch Fortsetzung der-
selben Grundinderung entstanden ist, so konnen ruerst, da die
Gramdinderungen nach dem Begriff des Stetigen keine an sich
fixirte Grdsse haben, beliebige Grundinderungen in beiden als
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entsprechende angenommen werden. Lasst man nun, wihrend die
eine Grundanderung und die dadurch erzeugte Strecke a dieselbe
bleibt, die andere Grundinderung wachsen oder abnehmen, so
wird auch die dadurch erzeugte und der Strecke a entsprechende
Strecke b wachsen oder abnehmen, und zwar wenn die Grund-
anderung stetig wichst oder abnimmt, so wird auch die Strecke b
" stetig wachsen oder abnehmen, wie dies unmittelbar im Begriff des
Stetigen liegt, somit wird, wenn die Grundinderung fiir b beliebig
angenommen werden kann, auch die der Strecke a entsprechende
b jede gegebene Grosse annehmen konnen; und dasselbe gilt von
jeder-andern Strecke ¢ u. s. w., so dass also in der That auch fiir
die oben gegebenen Strecken a, b, c... solche Grundinderungen
angenommen werden kénnen, dass jene Strecken als entsprechende
erseheinen, und also das Element £ als ein Element des durch
diese Grundanderungen erzeugten Systemes erster Stufe darge-
stellt ist. Dass nun auch durch @ und A nur Ein System erster
Stufe gelegt werden kann, liegt schon in dem obigen Beweise.
Ein anderes System erster Stufe kénnte namlich nur entstehen,
wenn die der Grundinderung in a entsprechenden Grundanderun-
gen der andern Strecken b, ¢... anders angenommen wiirden,
allein dann wiirden auch die der Strecke a entsprechenden andern
Strecken, wie wir vorher zeigten, anders ausfiallen, also wiirde
auch nicht mehr von « aus das Element £ erzeugt werden. Nach-
dem wir nun gezeigt haben, wie in der That durch je zwei Ele-
mente ein, aber auch nur Ein System erster Stufe gelegt werden
kann, so ist nun der im Anfange dieses § angedéutete Mangel auf-
gehoben, indem jetzt fiir die Strecke, die als Summe zweier Strecken
erscheinen soll, nicht mehr blos Anfangs- und Endelement be-
stimmt ist, sondern die ganze Strecke in allen ihren Elementen.
Der Begriff der Summe ist daher nicht nur fiir die Aenderungen,
sondern auch fiir die Strecken selbst bestimmt; sind namlich [eg].
[87], [«r] die nach dem so eben entwickelten Princip erzeugten
Strecken, so hat man noch immer aligemein
[er]=[«6] + [87] d. h.

»Wenn man zwei oder mehrere Strecken stetig aneinander an-

schliesst, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten

zum Endelement der letzten die Summe derselben.*
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Wenden wir auf den Begriff der Abhingigkeit, wie wir ihn in § 16
darstellten, diesen Begriff der Summe an, so ergiebt sich, dass .

. eine Aenderungsweise von andern abhangig sei, wenn sich die der
ersteren angehérigen Strecken als Summen von Strecken darstel-
len lassen, welche den letzteren angehéren, hingegen wenn dies
nicht méglich ist, sie von ihnen unabhingig sei.

§ 19. Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken
abhangig gemacht von der besonderen Erzeugungsweise des ganzen

- Systems, indem, wenn Anfangs - und Endelement der Summe durch
stetiges Aneinanderschliessen der Strecken gegeben war, nun die
zwischen beiden liegende Strecke, als Theil eines Systemes erster
Stufe, durch die m urspriinglichen Aenderungsweisen des ganzen
Systemes konstruirt wurde. Diese Abhéingigkeit haben wir noch
schliesslich aufzuheben. Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt,
dass, wenn mehrere Strecken auf entsprechende Weise erzeugt sind,
dann nicht nur jedem Element und jedem Theil der einen ein
Element und ein Theil in jeder der andern entspricht, sondern
auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist,
namlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile jedesmal
diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei beliebige Strecken
des Systemes, namlich p, und p,, und es sind beide als Summen

_von Strecken dargestellt, welche den urspriinglichen Aenderungs-
arten des ganzen Systemes angehéren, namlich

p,=a, 4+b, +..
Py=2, +b2 + ..
so dass man hat
Pe+Pa=(a, +2,)+ b, +b)+. -,

. und sind ferner &, @,, 8, f, . . . . entsprechende Theile der Strecken
a,,a,, b,, b,y...., also auch (¢, 4e,), (8,43,)... in demsel-
ben Sinne entsprechende Theile von (a,+a,), (b,+b,), so wird
nach dem vorigen § jeder Theil der Summe (p,+p,), als Summe
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. alsa ein soleher ist
jedesmal gleich 3

@)+ BB+ -
4. h = (e, +8,+...)+ (@y+84....)
wo das erste Glied einen Theil von p, , das zweite den entsprechen-
den von p, darstellt. Also wird jedes Element der Summe (p,+p,)
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dadarch erzeugt, dass man das Anfangselement derselben um jeden
beliebigen Theil von p, und dann um den entsprechenden von p,
indert. Somit konnen wir das allgemeine Resultat aufstellen:
- ,,Wenn zwei Strecken gegeben sind, und man indert ein beliebiges
Element um einen Theil der ersten, und dann (fortschreitend) um
den entsprechenden Theil der zweiten, so bildet die Gesammtheit
der so erzeugbaren Elemente die Summe jener beiden Strecken.
Nachdem wir nun den Begriff der Summe der Strecken in seiner
Aligemeinheit und Unabhingigkeit aufgestellt haben, wollen wir
noch einen Satz, den wir friher in specieller Form erwiesen hat-
ten, jetzt in allgemeinerer Form darstellen, namlich

,Wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel an-

dern, so bleibt die so hervorgehende Strecke der ersteren

gleich.*
Dass dadurch wieder eine Strecke entsteht, ist schon in § 18 ge-
zeigt, dass sie der ersteren gleich sei, folgt durch dieselben For-
meln wie in § 16 am Schlusse. Namlich ist [@f] die urspring-
liche Strecke, und [ae’] =[#87], so ist . : .
[«8]=[we] + [« +[8 1= [«A],

da sich namlich ¢’ und 84 als entgegengesetzte Grossen bei der
" Addition aufheben.

§ 20. Durch die im vorigen § gefiihrte Entwickelung ist die
selbstandige Darstellung der Systeme héherer Stufen vorbereitet.
Namlich es-waren diese bisher als abhangig von gewissen zu Grunde
gelegten Aenderungsweisen dargestellt, durch welche sie eben er-
zeugt wurden. Diese Abhangigkeit.konmen wir in so fern aufheben,
als wir zeigen kénnen, dass dasselbe System m-ter Stufe durch je
m Aenderungsweisen erzeugbar sei, welche demselben angehéren,
und welche von einander unabhingig sind (in dem Sinne von § 16),
d. h. von keinem System niederer Stufe (als der m-ten) umfasst
werden. Ich will zuerst zeigen, dass, wenn das System durch
irgend welche m Aenderungsweisen erzeugbar ist, ich dann statt
jeder beliebigen derselben eine neue von den (m — 1) ibrigen un-
abhingige demsclben System m-ter Stufe angehdrige Aenderungs-
weise (p) einfithren, und durch diese in Verbindung mit den (m—1)
_ iibrigen das gegebene System erzeugen kann. Da nach der Vor-
aussetzung p dem gegebenen Systeme m-ter Stufe angehért, so
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wird es sich (§ 18) darstellen lassen als Summe von Strecken, die
den urspriinglichen Aenderungsweisen angehéren, d. h.
P=a+b:|-c+
gesetzt werden konnen, wenn a, b, c, ... den urspringlichen Aende-
rungsweisen angehoren. Wenn nun a die Aenderungsweise dar-
stellt, fir welche p eingefiihrt werden soll, so muss p von den
dbrigen b, ¢, ...., wie wir voraussetzten, unabhingig sein, d. h. a
darf nicht gleich null sein, waihrend hingegen von den iibrigen
Stiicken jedes null sein darf. Ich habe nun zu zeigen, dass jedes
Element des durch p, b, ¢, .... erzeugten Systemes auch dem
durch a, b, c.... erzeugten angehére und umgekehrt, sobald beide
von demselben Anfangselemente aus erzeugt sind. Das erste ist
unmittelbar klar, da p dem durch a, b, ¢, erzeugten Systeme an-
gehért, das zweite bedarf eines ausfiibrlicheren Beweises. Ein
jedes Element des durch a, b, ¢c.... von irgend einem Anfangs-
element aus erzeugten Systemes kann durch eine Aenderung
gq==a,-b,4cy4....
wo a,, b,, ¢,... mit a, b, c,... beziehlich gleichartig sind, aus
dem Anfangselemente erzeugt werden. Um nun hierin statt a, die
Grosse p oder eine ihr gleichartige einfiihren zu konnen, nehme
man fir den Augenblick die Gréssen p, a, b, c.... als entspre-
chende an, und in demselben Sinne mégen p,, a,, b,, ¢, ....
einander entsprechen, so wird, da
p=a+b+tc+....
ist, auch nach § 18 dieselbe Gleichung fir die entsprechenden
Strecken gelten, also
p,=8,4+b,4c, +....
sein, somit auch
' a,==p,—b,—e¢,—....
Und dies statt a substituirt, hat man
q=p, + by —by)+(c; —c)) +....
d. h. das fragliche Element ist aus dem Anfangselement durch
Aenderungen, die mit p, b, c... gleichartig sind, erzeugbar, d. h.
gehort dem durch p, b, c,... aus demselben Anfangselement er-
zeugten Systeme an. Es ist also die Identitit beider Systeme be-
wiesen, und gezeigt, dass man statt jeder beliebigen der m das
System urspringlich erzeugenden Aenderungsweisen, jede beliebige
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neue einfihren kann, sobald sie nur dem gegebenen Systeme an-
gehort, und von den ibrigen (beibehaltenen) unabhéngig ist. Und
da man dies Verfahren, fortsetzen kann, so folgt, dass man dasselbe
System durch je m unabhingige Aenderungsweisen desselben er-
zeugen kann oder

,Jede Strecke eines Systems m-ter Stufe kann als Summe

von m Strecken, welche m gegebenen unabhiangigen Aende-

rungsweisen des Systems angehdren, dargestellt werden, aber

auch jedesmal nur auf eine Art.
Es ist somit das System unabhangig gemacht von der. Auswahl der
m unabhéngigen Aenderungsweisen, wir haben es noch vom An-
fangselemente unabhangig zu machen. Es sei das urspriinglich
angenommene Anfangselement ¢z, man mache statt dessen ein an-
deres Element des Systems £ zum Anfangselement. Ist nun y
irgend ein drittes Element, so hat man

[67]=[fe] + [7]

Sind nun [fe] und [ay] durch die angenommenen Aendenmgs-
.weisen darstellbar, so wird es auch [gy] als ihre Summe sein,
d. h. jedes Element, was durch die angenommenen Aenderungs-
‘weisen aus ¢ erzeugbar ist, ist auch durch dieselben aus jedem
andern Elemente. erzeugbar; also:

»Jedes System m-ter Stufe kann erzeugt gedacht werden

durch je m unabhangige Aenderungsweisen desselben aus jedem

beliebigen. Element desselben, d. h. aus Einem solchen Ele-
mente kénnen alle ibrigen durch jene Aenderungsweisen er-
zeugt werden.*
Hierdurch ist nun das System héherer Stufe als fiir sich bestehen-
des eigenthitmliches Gebilde dargelegt.

§ 21. Ich schreite nun zu den Anwendungen und zwar zu-
nachst auf die Geometrie, will jedoch zuvor versuchen, einen rein
wissenschaftlichen Anfang fir die Geometrie selbst und zwar yn-
, abhangig von unserer Wissenschaft wenigstens andeutungsweise zu
entwerfen, um so die Uebereinstimmung und Abweichung in dem
Gange beider Disciplinen desto besser zu iibersehen. Ich behaupte
namlich, dass die Geometrie noch immer eines wissenschaftlichen
Anfangs entbehre, und dass die Grundlage fiir das ganze Gebiude

der Geometrie bisher an einem Gebrechen leide, welches einen
' .
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ganzlichen Umbau desselben nothwendig mache. Wenn ich eine
solche Behauptung aufstelle, welche den durch Jahrtausende gehei-
ligten Bau umzustiirzen droht, so darf ich das nicht, ohne dieselbe
durch die entscheidendsten Griinde zu belegen. Das Gebrechen,
dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am leichtesten am
Begriffe der Ebene zu erkennen. Wie dieselbe in den mir bekannt
gewordenen Bearbeitungen der Geometrie definirt wird, so liegt
dabei die Voraussetzung zu Grunde, dass eine gerade Linie, welche
zwei Punkte mit der Ebene genfeinschaftlich habe, ganz in dieselbe
falle; sei es mm, dass man dies stillschweigend annehme *), oder
in die Definition der Ebene hineinlege, oder endlich als besonde-
ren Grundsatz aufstelle. Das erstere zeigt sich sogleich als un-
wissenschaftlich; das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen
werde, eben so wenig auf Wissenschaftlichkeit Anspruch machen.
Denn es ist klar, dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als
Gesammtheit der Parallelen, welche von einer Geraden nach einer
nicht in derselben enthaltenen Richtung gezogen werden kénnen,
sei es als Gesammtheit der Geraden, welche von einem Punkt an
eine Gerade gezogen werden konnen. Bleiben wir nun z. B. bei
der ersten Bestimmung stehen, so ist klar, wie nun erst erwiesen
werden muss, dass jede gerade Linie, welche zwei dieser Paralle-
len schneidet, auch die sammtlichen iibrigen schneiden misse,
ein Satz, welcher nicht ohne eine Reihe von Hiilfssitzen erwiesen
werden kann. Definirt man nun die Ebene etwa als Fliche,- welche
alle gerade Linien, die zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich_ltaben,
vollstindig enthilt, so leuchtet ein, wie man dadurch den vorher
ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in das
Gebiet der Geometrie einschmuggelt; und eben so wenig, als es
sich irgend ein Mathematiker gefallen lassen wiirde, wenn man den
Beweis des Satzes, dass in Parallelogrammen die gegeniiberstehen-
den Seiten gleich lang sind, dadurch vermeiden wollte, dass man
das Parallelogramm als Viereck, dessen gegeniiberliegende Seiten
gleich und parallel sind, definirte; eben so wenig darf man es sich
gefallen lassen, wenn der oben angefiihrte Satz durch eine solche
Definition der Ebene unrechtméssiger Weise in die Geometrie ein-

*) So Eaklid.
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gefihrt wird. Es bliebe also, wenn man bei dem bisherigen Gange
der Geometrie verharren wollte, nur iibrig, jenen Satz zu einem
Grundsatze umzustempeln. Allein wenn ein Grundsatz vermieden
werden kann, ohne dass ein neuer eingefiihrt zu werden braucht,
so muss dies geschehen, und wenn es eine ganzliche Umgestaltung
der ganzen Wissenschaft herbeifiihren solite; weil durch ein sol-
ches Vermeiden die Wissenschaft nothwendig ihrem Wesen nach
an Einfachheit gewinnt. Gehen wir nun von diesem Gebrechen
aus, was wir nachgewiesen zu haben hoffen*), weiter zuriick, um
die Ursachen desselben aufzufinden, so liegen diese in der mangel-
haften Auffassung der geometrischen Grundsitze. Zuerst muss es
auffallen, wie neben wirklichen Grundsitzen, welche geometrische
Anschauungen aussagen, hiufig unter demselben Namen ganz ab-
strakte Satze aufgefihrt werden, wie: ,,sind zwei Grdssen einer
dritten gleich, so sind sie selbst einander gleich,* und welche,
wenn man einmal unter Grundsitzen vorausgesetzte Wabrheiten
" versteht, gar nicht diesen Namen verdienen. In der That glaube
ich oben (§ 1.) nachgewiesen zu haben, dass der so eben ange-
fihrte abstrakte Satz nur den Begriff des Gleichen ausdriicke, und -
dasselbe gilt auch von den iibrigen abstrakten Sitzen, welche im
wesentlichen darauf hinauslaufen, dass das aus dem Gleicken auf
dieselbe Weise Erzeugte selbst gleich sei. Von diesem Vorwurfe
der Vermischung von Grundsatzen mit vorausgesetzten Begriffen
bleibt indessen Euklid selbst frei, welcher die erstérn mit unter
seine Forderungen (wirrpecre) aufnahm, wihrend er die letzteren
als allgemeine Begriffe (xorvecé &vyoeeee) aussonderte, ein Verfah-
ren, welches schon von seinen Kommentatoren nicht mehr ver-
standen wurde, und auch bei neneren Mathematikern zum Schaden
der Wissenschaft wenig Nachahmung gefunden hat. In der That
kennen die abstrakten Disciplinen der Mathematik gar keine Grund-
sitze; sondern der erste Beweis geschieht in ihnen durch Anein-
anderketten von Erklarungen, indem von keinem anderm Fort-

*) Es konnte freilich sein, dass es eine Darstellang gebe, die den geriigien
Mangel vermieden hiitte, ohne mir bekannt geworden zu sein. Da indessen mit
einer solchen Darstellung zugleich die Parallelentheorie, dies Kreuz der Mathe-
matiker, miisste ins Reine gebracht sein, so konute ich mit ziemlicher Gewiss-
heit annehmen, dass es eine solche Darstellung noch nicht gebe.
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schreitungsgesetze Gebrauch gemacht wird, als von dem allgemein
logischen, dass namlich, was von einer Reihe von Dingen in dem
Sinne ausgesagt ist, dass es von jedem einzelnen derselben gelten
" soll, auch wirklich von jedem einzeinen, was jener Reihe ange-
hért, ausgesagt werden kann. Und dies Fortschreitungsgesetz,
was, wie man sieht, nur ein sich besinnen tber das, was man mit
dem allgemeinen Satxe hat sagen wollen, enthilt, als Grundsatz
aufzustellen, wie es in der Logik missbrauchsweise geschieht, wenn
es nicht gar erst in ihr bewiesen wird, kann keinem Mathematiker
einfallen. .

§ 22. In der Geometrie bleiben daher als Grundsitze nur -
ibrig dicjenigen Wahrheiten, welche der Anschauung des Raumes
entnommen sind. Diese Grundsitze werden daher richtig gefasst
sein, wenn sie in ihrer Gesammtheit die vollstindige Anschauung
des Raumes geben, und auch keiner aufgestellt wird, der nicht
diese Anschauung vollenden hiilfe. Hier zeigt sich pun die wahre
Ursache des mangelhaften Anfanges der Geometrie in ihrer bis-
herigen Bearbeitung; namlich theils ‘werden Grundsitze iibergan~
gen, welche urspriingliche Raumesanschauungen ausdriicken, und
die dann nachher, wo ihre Anwendung erfordert wird, stillschwei-
gend vorausgesetzt werden miissen, theils werden Grundsitze auf-
gestellt, die keine Grundanschauung des Raumes ausdriicken, und
sich daher bei genauerer Betrachtung als iberflissig ergeben, und
iiberall gewiahren die Grundsitze in ibrer Gesammtheit den Ein-
druck eines Aggregats von méglichst klaren Satzen, welche Behufs
maéglichst bequemer Beweisfihrung zusammengestellt sind. — Die
Grundsatze der Geometrie, wie wir sie voraussetzen missen, sagen
vielmehr die Grundeigenschaften des Raumes aus, wie sie unserer
Vorstellung urspriinglich mitgegeben sind, namlich dessen Ein-
fachheit und relative Beschrinktheit. — Die Einfachheit des Raumes
wird ausgesagt in dem Grundsatze:

»Der Raum ist an allen Orten und nach allen Richtungen

gleich beschaffen, d. h. an allen Orten und nach allen Rich-

tungen konnen gleiche Konstruktionen vollzogen werden.*
Dieser Grundsatz zerfillt schon seinem Ausdruck nach in zwei
Grundsétze, von denen der eine die Moglichkeit der Fortbewegung,
der andere die Méglichkeit der Schwenkung setzt, namlich:
3* ’
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1) ,,dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit des

Ortes,*

2) ,,dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschledenhen der

Richtung, und n:mentlich auch bei entgegengesetzter Rich-

mng 13
Nennen wir Konstruktionen, welche an verschxedenen Orten ganz
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur des Orte nach unter-
scheiden, gleich und gleichlaunfig*), die, welche sich nur dem
Orte und der Richtung nach unterscheiden, absolut gleich, und ins
besondere die, welche nach entgegengesetzter Richtung auf die-
selbe Weise, wenn auch an verschiedenen Orten, erfolgen, gleich
und gegenlaufig oder kurzweg entgegengesetzt, und halten dieselben
Benennungen auch fiir die Resultate der Konstruktion fest, so kon-
nen wir jene beiden Grundsitze, wenn wir aus dem zweiten noch
den partiellen Satz herausheben, bestimmter so ausdriicken:

1) ,Was durch gleiche und gleichlaufige Konstruktionen er-

folgt, ist wieder gleich und gleichlaufig.*

2) ,Was durch entgegengesetzte Konstruktionen erfolgt, ist

wieder entgegengesetzt.*

3) ,,Was durch absolut gleiche Konstruktionen (wenn auch an

verschiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangsrichtun-

gen) erfolgt, ist wieder absolut gleich.*
Die beiden ersten von diesen drei Grundsatzen bilden die positive
Voraussetzung fir den Theil der Geometrie, der dem ersten unse-
rer Wissenschaft entspricht. Die relative Beschrinktheit des Rau-
mes wird dargestellt durch den Grundsatz:

,JDer Raum ist ein System dritter Stufe.«
Dem Verstindniss desselben miissen Erklirungen und Bestimmun-
gen vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft
gegeben haben.

§ 23. Die unmittelbare Evidenz dieser Grundsitze und ihre
Unentbehrlichkeit bietet sich wohl einem jeden sogleich dar, ohne

*) Wir schliessen uns hier mehr an die gewthnliche Auﬂ'assunssweise an,
indem wir nur dem Begriffe des Parallelen die bestimmteren des Gleichliufigen
. und Gegenliufigen (s. oben) substituiren; sonst wire.es angemessener gewesen,
hierfiir einen einfacheren Ausdruck, wie etwa ,, vollkommen gléich‘* einzu-

“ren.
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den ersten ist keine gerade Linie, ohne den zweiten keine Ebene *),
ohne den dritten kein Winkel méglich, wahrend der letzte den
Raum selbst in seiner dreifachen Ausdehnung darstellt, und ob-
gleich dieselben in den gewohnlichen Darstellungen meist iiber-
gangen werden, so halt es doch nicht schwer, die Stellen nachzu-
weisen, wo von demselben stillschweigend Gebrauch gemacht wird.
Dass dieselben austeichen fir die Geometrie, kann nur vollstindig
aus einander gelegt werden durch Entfaltung der Geometrie selbst
aus diesem Keimé heraus. Wir fahren jedoch hier fort in unserm
mehr "andeutenden als ausfilhrenden Verfahren.” Den Satz, dass
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie mdglich ist, oder,
wie ihn Euklid ausdriickt, dass zwei gerade Linien nicht einen
Raum (ywgeoy) umschliessen kénnen, hier als Grundsatz ibergan-
gen zu sehen, mag auffallen. Doch liegt derselbe in dem richtig
aufgefassten ‘ersten Grundsatze, namlich sollten zwei gerade Linien,
welche einen P. gemeinschaftlich haben, noch einen zweiten P. ge-
meinschaftlich haben, so wiirde der Raum an diesem zweiten Punkt
anders beschaffen sein, als in den andern, wenn die Linien nicht
zugleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hatten, also
ganz in einander fielen, Sollte dieser Beweis, der sich iibrigens
bei einer wirklichen Ausfihrung der Wissenschaft viel strenger
ausnehmen wiirde, zu sehr ein philosophisches Geprage zu haben
scheinen, so mag man den Satz fir die mathematische Darstellung
immerhin als partiellen Grundsatz aufstellen, wenn man sich nur
seiner Zusammengehorigkeit mit jenem ersten Grundsatze bewusst
bleibt **). Fiir die weitere Entwickelung bedienen wir uns hier,
um zwei Grossen als gleich und gleichlaufig zu bezeichnen, eines
Zeichens (1), welches aus dem des Gleichen (=) und des Paral-
lelen (|| ) kombinirt ist. — Wenn nun zwei Strecken AB und BC
entgegengesetzt sind mit zwei andern DE und EF (vergl. Fig. 6.),
so dass also
AB31ED, BC}{FE

*) S. unten. : :

#+) Ueberhaupt ist die Zerspaltung in miglichst besondere Grundsitze der
mathematischen Methode eigenthiimlich und férderlich, vergl. auch Einleit.
Nr. 13. :

-



38 Addition u. Subtr. der Strecken. § 28

ist, 80 muss nach dem zweiten Grundsatze auch AC enigegenge-
setzt mit DF, d. h. ’
‘ . CAHDF

" gein. Fallt also C auf D, so muss auch CA auf DF, also A auf F
fallen, und die vier Strecken bilden ein Viereck ABCE. Also:

,wenn von den vier stetig nach einander beschriebenen Seiten
eines Vierecks zwei einander entgegengesetzt sind, so sind es auch
die beiden andern*).“ Oder wenn ein beliebiges raumliches Ge-

bilde, sich selbst parallel bleibend, so fortschreitet, dass Ein Punkt
eine gerade Linie beschreibt, so beschreiben auch alle iibrigen
Punkte gerade Linien, welche mit der ersteren gleichlaufig und
gleich sind. Hieraus ergiebt sich leicht, dass, wenn zwei parallele
Linien von einer dritten geschnitten werden, und man mit dieser
dritten eine Parallele zieht, welche die eine jener parallelen Linien
schneidet, sie auch die andere schneiden muss (und auf diese

Weise ein Viereck bildet, in welchem die gegeniiberstehenden
Seiten gleich lang sind), oder allgemeincr: wenn man eine Ebene
dadurch erzeugt, dass man von allen Punkten einer zu Grunde
gelegten geraden Linie Parallele zieht; so wird jede gerade Linie,
welche ven einem Punkt der Ebene mit der zu Grunde gelegten
Linie parallel gezogen wird, ganz in die Ebene fallen. Nennen
wir die Richtung der zu Grunde gelegten Linie und die der von-
ihr aus gezogenen Parallelen die Grundrichtungen der Ebene, so
konnen wir sagen, dass jede g. L., welche von einem P. der Ebene
nach einer ihrer Grundrichtungen gezogen wird, ganz in dieselbe

falle. Hieraus lasst sich endlich folgern, dass jede gerade Linie,

welche zwei Punkte der Ebene verbindet, ganz in dieselbe fallt.

Der Beweis kann ganz analog. der Darstellung in der abstrakten
‘Wissenschaft, wie sie in § 19 gegeben ist, gefithrt werden. " Wenn

namlich auch hier aus einem Punkt der Ebene « ein anderer £ -
derselben Ebene, durch die Fortbewegungen a und b, welche den

*) Hierbei ist immer festzuhalten, dass nach dem obigen unter entgegenge-
setzten Strecken immer gleiche, aber gegenliufige verstanden sid. Der Satz
in der Form: ,,sind in einem Vierecke zwei Seiten parallel und gleich, so sind es
auch die beiden andern, ist nicht mebr aligemein richtig, wenz man auch
Vierecke mit sich schneidenden Seiten annimmt.
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Grundrichtungen angehdren, erzeugt wird, so kann man durch
Wiederholung dieser und der entgegengesetzten Fortbewegungen,
ganz eben so wie es in § 19. gezeigt war, eine unendliche Reihe
von Punkten erzeugen, welche alle in Einer geraden Linie liegen
und der gegebenen Ebene angehéren; indem man dann £ an e
sich stetig anschliessen lasst, erhilt man jene gerade Linie in
ihrer Vollstindigkeit, und indem man endlich den Begriff des Ent-
sprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, so kann man
eine gerade Linie erzeugen, welche zwei beliebige in der Ebene
gegebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie mdglich ist, so
muss auch jede gerade Linie, welche zwei Punkte der Ebene ver-
bindet, mit der vorher zwischen denselben Punkten erzeugten zu-
sammenfallen, also auch ganz in die Ebene fallen. Diese Andeu-
tungen mogen geniigen, um einen vorliufigen Begriff zu geben von
einem wissenschaftlichen Anfange der Geometrie.

§ 24 Wir schliessen hieran eine Reihe von geometrischen
Aufgaben, welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Me-
thode lésen lassen, und setzen dabei, ohne die Anwendung des
Zirkels zu gestatten, nur voraus, dass man durch zwei Punkte,
unter welchen auch ein unendlich entfernter sich befinden darf,
eine gerade Linie, und durch drei Punkte, die nicht in gerader
Linie liegen, eine Ebene zu legen vermége. Indem wir sagen,
dass im ersten Falle unter den beiden Punkten auch einer unend-
lich entfernt sein dirfe, so wollen wir damit die Forderung aus-
driicken, mit einer gegebenen g. L. eine Parallele zu ziehen. Die
genannten Forderungen sind iiberhaupt die einzigen, die wir fir
den Theil der Geometrie, welcher dem ersten Theile unserer Wis-
, senschaft entspricht, aufstellen *).

*) Man pflegt die Forderung, mit einer gegebenen Linie eine Parallele zu
zichen, nicht mit unter die Postulate der Geometrie aufzunehmen; allein wir
haben dieselbe nur anzusehen als einen speciellen Fall der Forderung, zwei P.
durch eine g. L. zu verbinden. 'Will man diese Forderung nicht mit aufoehmen,
s0 bleibt die Reihe von Sitzen und Aufgaben, welche sich bloss auf das Ziehen
von g. L. beschrinken, ginzlich unfrachtbar, indem man dann nicht einmal die
Projektion iibersehen kann, bei welcher ja endlich entfernte Punkte ins Unend-
liche ritcken konnen und umgekehrt.
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Aufg. 1. Eine Strecke. AX zu zeichnen, welche einer gegebe-
nen BC gleich und gleichlaufig ist (vergl. Fig. 7).

Aufl. Man ziehe AD parallel BC und CE parallel BA, so ist
der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien der gesuchte
Punkt X. Liegt ins besondere der Punkt A in der geraden
Linie BC, so nehme man einen Punkt ausserhalb derselben
D, mache nach dem so eben angegebenen Verfahren DE }f BC
und AF }{DE, so ist F der gesuchte Punkt X.

Aufg. 2. Eine Strecke in beliebig viele gleiche Theile zu theilen.
Die Aufldsung kann vermittelst der in der vorigen Aufgabe gegebe-
nen Konstruktion auf die gewdhnliche Auflésung zurickgefiihrt
werden. : .

Aufg. 3. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX]
= [BC] + [DE] geniigt*) (vergl. Fig. 8). -

Aufl. Man macht AF }} BC und FG }} DE, so ist G der gesuchte
Punkt.

Aufg. 4. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX]
==[BC] — [DE] geniigt.

Fir die folgenden Sitze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be-
nennungen einfithren, welche zur Erleichternng der Ausdrucksweise
wesentlich sind, namlich unter der Abweichung des Punktes A von
‘einem andern B verstehe ich die Strecke BA ‘mit Festhaltung ihrer
Richtung und Linge, und unter der Gesammtabweichung eines
Punktes R von einer Punktreihe A, B, C,... verstehe ich die Summe
der Abweichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten dieser
Reihe, also die Summe [AR] 4 [BR] 4 [CR] + ...., wobei, wie
sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Begriff der
Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar, dass die
Gesammtabweichung einer Punktreihe A, B, C... von einem Punkte
R die Summe [RA] + [RB] 4 [RC] + ... darstelle. Nun kann
ich aus einer Gleichung

1) .... [AB] + [CD] + [EF] + .... =0,

*) Ich bediene mich hier der in der abstrakten Wissenschaft eingefiihrten
Bezeichnung der Strecken, indem ich unter [AB] die Strecke mit festgehaltener
Richtang und Linge bezeichne, weshalb hier das Gleichbeitszeichen auch wieder
das gewdhnliche ist.
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indem ich statt [AB] nach dem allgemeinen Begriff der Summe
(§ 19.) schreibe [AR] - [RB] oder [RB] — [RA], und eben so
statt [CD] den Ausdruck [RD] — [RC] einfithre u. s. w., und in-
dem ich dann [RA], [RC], ... mit umgekebrtem Zeichen auf die
andere Seite bringe, die Gleichung ableiten:
?) ....[RA] + [RC] + [RE] +....=[RB] + [RD] + [RF] +-...,
wo beide Seiten gleich viel Glieder haben. Diese so einfache Um-
gestaltung fiihrt direkt zu einer Rejbhe der schénsten und einfach-
sten Sitze, wenn man nur noch bedenkt, dass man aus der zwei-
ten Gleichung durch das rickgingige Verfahren wieder die erste
gewinnen kann. Namlich erstens: '
»Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes R von einer
Punktreihe, gleich der Gesammtabweichung desselben Punktes,
von einer andern Punktreihe ist, welche aber eben so viel
Punkte enthilt, wie jene erste: so gilt dasselbe auch fir jeden
andern Punkt, der statt R gesetzt werden mag, und es ist
ferner die Summe der Strecken, welche von den Punkten der
einen Reihe nach den entsprechenden der andern gezogen
werden, gleich Null, wie man auch immer jene beiden Punkt-
reihen als entsprechend setzen mége.
Ferner: . :
»Wenn die Summe mehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt
die Summe auch null, wenn man die Anfangspunkte, oder
auch die Endpunkte beliebig unter sich vertauscht (z. B. statt
AB und CD setzt AD und CB), und zugleich ist die Gesammt-
abweichung der Endpunkte von jedem beliebigen Punkte R
stets gleich der Gesammtabweichung der Anfangspunkte von
demselben Punkte R.¢
_Als besondere Fille dieser allgemeinen Sitze erscheinen die, wo
einige Punkte oder alle Punkte der einen oder andern Reihe zu-
sammenfallen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einen
Punkt S zusammen, so haben wir nun, da die Gesammtabweichung
dieser m Punkte gleich der m-fachen Abweichung des einen Punk-
tes S ist, die Sitze in folgender Gestalt:
,,Wenn die Gesammtabweichung einer Reihe, welche m Punkte
enthilt, von einem Punkte R, gleich ist der m-fachen Abweichung
eines Punktes S von demselben Punkt R, so gilt dasselbe
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auch in Bezug auf jeden andern Punkt, der stalt R gesetzt

werden mag, und die Gesammtabweichung jener Punktréihe

von dem Punkte § ist null,* .
und umgekehrt:

»Wenn die Gesammtabweiching eines Punktes S von einer

Reihe von m Punkten null ist, so ist die Gesammtabweichung

irgend eines Punktes R von jener Reihe gleich der m-fachen

Abweichung desselben Punktes von S.“
Aus dem letzten Satze folgt, dass es ausser dem Punkte S keinen
andern gebe, welcher derselben Bedingung geniige; wir konnen
ihn daher mit einem einfachen Namen bezeichnen, und nennen
ihn die Mitte jener Punktreihe*). Es ist also unter der Mitte
einer Punktreihe derjenige Punkt verstanden, dessen Gesammtab-
weichung von jener Reihe null ist. Aus dem ersten dieser beiden
Sitze ergiebt sich eine héachst einfache Konstruktion der Mitte.
Namlich ist die Mitte zwischen m Punkten zu suchen, so ziehe
man von irgend einem Punkte R die Strecken nach diesen Punk-
ten, und mache RS gleich dem m-ten Theil von der Summe die-
ser Strecken (nach Aufg. 3 und 2), so ist S die Mitte. Lasst
man bei allen friiheren Satzen noch einige Punkte zusammenfallen,
so erhilt man mehrfache Punkte, oder Punkte mit zugehérigen
Koefficienten, und fiir sie gelten noch immer dieselben Satze,
z. B.: Sind m Punkte A, ....Ay, mit den zugehorigen Koefficien-
ten ¢, ....@y und n Punkte B, ....B, mit den zugehorigen Koef-
ficienten S, .... 8, gegeben, und ist zugleich e, + .... 0 =
B+ ....0n, so wird immer, wenn die Gesammtabweichung des
ersten Vereins von irgend eineni Punkte R gleich der des zweiten
von demselben Punkte, d. h.

“A[RA1]+ +¢m[RAm]—ﬂ1[BB ]+ "°+a8n[RBn_|
ist, dasselbe auch gelten fiir jeden andern Punkt, der statt R ge-
setzt werden mag. — Und auf gleiche Weise kénnten auch die
abrigen Sitze umgestaltet werden. — Wir haben hier, um sogleich
eine Uebersicht zu geben, vorgegriffen, indem wir den Begriff der

*)\ch habe mich iiber den Gebrauch dieses Namens statt des sonst iib-
lichen des Centrums der mittleren Entfernungen schon anderweitig gerechtfertigt
‘Crelle’s Journal fiir die reioe u. angew. Mathematik Bd. XXIV.).
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Zabl mit dufgenommen haben, von dem in der abs&akten Wissen-
schaft bisher noch nicht die Rede sein konnte.

§ 25. Die Anwendung unserer Wissenschalt auf die Statik
und Mechanik ist vorzugsweise geeignet, die Bedeutung derselben

_ans Licht treten zu lassen. Betrachten wir zuerst, um das Ganze

von Anfang an zu begrinden, die Neutonschen Grundgesetze, so
besteht das erste*) aus zwei ungleichartigen Theilen, deren erste-
rer, dass namlich jeder ruhende Korper im Zustande der Ruhe
bleibt, bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt, in dem Begriffe der
Kraft, als Ursache der Bewegung, liegt, wihrend der andere Theil
aussagt, dass jeder bewegte Korper, so lange keine Krafte auf ihn
einwirken, dieselbe Bewegung beibehalt, d. h. dass er in glelchen
Zeiten stets gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissenschaft, also
gleich lange und gleichliufige) beschreibt. Da diese fortgesetzte
Bewegung als eine fortdaiiernde Kraft erscheint, so kénnen wir
dies Gesetz noch einfacher so ausdriicken:

,Jede Einwirkung einer Kraft auf die Materie ist zugleich die
Mittheilung einer sich selbst stets gleich bleibenden (d. h.
gleich stark und parallel bleibenden) Kraft an dieselbe.*

Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh-
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Kraft,
welche auf die Materie einwirkt (ihren Sitz also anders wo hat).
Das zweite Neuton’sche Grundgesetz**) enthalt ebenfalls zwei un-
gleichartige Theile, und jeder derselben emthilt eine Grundvoraus-
setzung, welche aber in dem Neutonschen Ausdrucke des Satzes
etwas versteckt liegt. Namlich ausser dem Zusammenhange be-
trachtet, scheint der Satz weiter nichts aussagen zu wollen, als
dase, wenn verschiedene Krifte auf dasselbe Theilchen wirkend
gedacht werden, die mitgetheilten Bewegungen den Kriften pro-
portional und gleichgerichtet seien; allein dies ware kein Grund-

*) ,,Corpus omne perseverare in statu.suo quiescendi vel movendi uniformi.-
ter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare.*
New. phil. nat. princ. Lex. L. .

. *%) | Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et ﬁen '
secundum lineam rectam , qua vis illa imprimitur, ¢
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gesetz, sondern bloss die Anwendung des Begriffs der Kraft, indem
dic Kraft als supponirte Ursache der Bewegung, nur durch diese
bestimmt und gemessen werden kann. Aber dass dies aych nicht
der Sinn jenes Satzes sein soll, ergiebt sich aus dem Zusammen-
hange, und es zeigt sich, dass derselbe eines Theils aussagen soll,
“wie dieselbe Kraft auf verschiedene Massen wirkt, und andern Theils,
wie dieselbe Kraft auf denselben Kérper in verschiedenen Zustan-
den seiner Bewegung wirkt, d. h. wie die einwirkende Kraft sich
mit einer andern, die dem Korper schon einwohnt, verbindet.
Dies letztere wird so ausgedriickt, dass dann die Veranderung der
Bewegung in der Richtung, in welcher die Kraft wirkt, und ihr
proportional erfolge. Fasst man diesen Begriff der Verinderung
der einwohnenden Kraft durch die hinzutretende genauer auf, so
ist er nichts anderes, als was wir unter der Addition verstanden,
sobald wir uns die Krifte als Strecken vorstellen. Wir fassen da-
her diesen Theil des Grundgesetzes besser so auf:

»lwei demselben Punkte mitgetheilten Krafte summiren sich.
Der andere Theil jenes Gesetzes verwandelt sich, wenn wir das
ausscheiden, was schon im Begriff der Kraft liegt, oder aus ihm
gefolgert werden kann, in das Grundgesetz:

s»Zwei materielle Theilchen; welche von irgend einer bewe-
genden Kraft gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden auch
durch jede andere bewegende Kraft gleiche Einwirkungen.«

Zwei solche Theilchen,. die wir uns als Punkte, oder als Theile
von unendlich kleiner Ausdehnung vorstellen kénnen, nennen wir
dann an Masse gleich. Dass dies Gesetz die eigentliche Grundlage
ist von jenem Theil des Neutonschen Grundgesetzes, wiirde sich
durch eine genaue Analyse desselben leicht ergeben, der Nachweis
wirde mich jedoch hier zu weit filhren. Doch ist es wichtig, zu
bemerken, wie wir hierdurch zu einem bestimmten und allgemei-
nen Mass der Krafte gelangen, indem wir die Kraft gleich setzen
konnen der Strecke, welche ein materielles Theilchen, dessen
Masse als Einheit der Massen zu Grunde gelegt ist, in der Zeitein-
heit beschreibt, wenn jene Kraft ihm dauernd einwobnt, d. h. die
Kraft, welche der Masseneinheit einwohnt, ist gleich ihrer Ge- -
schwindigkeit. Das dritte Neutonsche Grundgesetz endlich, von
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der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung*), konnen wir so .
ausdriicken:
»wenn zwei Theilchen von gleicher Masse auf einander wir-
ken, so bleibt die Summe ihrer Bewegungen stets dieselbe,
als wenn sie nicht auf einander wirkten.«
Es ist abrigens klar, wie die vier so eben dargestellien Gesetze
von der Beharrung, der Summation der Krafte, der gleichen Masse
und der gegenseitigen Einwirkung ins Gesammt nur Ein Hauptge-
setz darstellen, namlich, dass di¢ Krafte sich in ihrer Gesammtheit
erhalten. Das Beharrungsgesetz sagt die Erhaltung der einzelnen
Kraft an dem einzelnen Theilchen aus, das Summationsgesetz die -
Erhaltung zweier Krifte an dem einzelnen Theilchen in ihrer
Summe, das letzte die Erhaltung der Gesammtkraft bei gegenseiti-
ger Einwirkung, welches wiederum schon das dritte voraussetzt;
denn das dritte lehrt, indem es den Begriff der Masse begriindet,
die Gesammtkraft eines Vereins von Punkten durch- Addition der
Krifte, welche die einzelnen an Masse gleichen Punkte erfahren,
finden.
§ 26. Daher konnen wir durch Kombination dieser Satze so-
gleich den allgemeinen Satz aufstellen:
»Die Gesammtkraft (oder die Gesammtbewegung), die einem
Verein von materiellen Theilchen zu irgend einer Zeit ein-
wohnt, ist die Summe aus der Gesammtkraft (oder der Ge-
sammtbewegung), die ihm zu irgend einer friherer Zeit ein-
wohnte, und den simmtlichen Kriften, die ihm in der Zwi-
schenzeit von aussen mitgetheilt sind; wenn namlich alle
Krafte als Strecken aufgefasst werden von konstanter Richtung
und Liinge, und auf an Masse gleiche Punkte bezogen werden.*
Die einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind nam-
lich nach dem vorigen § identisch. Der Beweis dieses Satzes liegt
in den Grundgesetzen, wie wir sie vermittelst der Begriffe unserer
Wissenschaft umgestaltet haben, vollstindig vorbereitet. Jede ein-
zelne Kraft erhilt sich, jede neu einwirkende Kraft summirt sich,
und die gegenseitigen Krafte je zweier P. von gleicher Masse in-

*) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive corporum
duorum actiones in se mutuo semper esse acquales et in partes contrarias dirigi.
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dern die Gesammtkraft beider Punkte nicht, also indern auch die
sammtlichen gegenseitigen Krifte des ganzen Punktvereins die Ge-
sammtkraft desselben nicht. Eine specielle Folgerung dieses
Satzes 1st die, dass, so lange keine Kraft von aussen hinzutritt,
die Gesammtkraft oder die Gesammtbewegung, die dem Verein
einwohnt, konstant bleibt. Ist p die Gesammikraft, die einem
Verein von m an Masse gleichen Punkten, deren Masse wir als
Einheit zu Grunde legen, zu irgend einer Zeit einwohnt, und
@, .....00q sind die Lagen dieser Punkte zur jener Zeit, und
B.--.-.Bm sind die Lagen, worin dieselben nach Verlauf einer
Zeiteinheit abergehen wiirden, wenn die Gesammtkraft konstant
bliebe, so haben wir die Gleichung
N LN B + [@mBu]=D-

Wir wollen nun alles auf einen Punkt des Systems beziehen, den
" wir aber vorldufig noch ganz unbestimmt lassen, und nachher so
bestimmen wollen, dass seine Bewegung sich vollstindig ergiebt.
Es habe dieser Punkt zu jener Zeit die Lage «; bei konstanter
Gesammtkralt gehe nach einer Zeiteinheit ¢ in 2 iber, so hat man
[e:8,]1=[c,]+[«£]1+[66,]
nach der allgemeinen Definition der Summe. Da nun, wenn man
auf diese Weise in alle Glieder der Gleichung (1) substituirt, [eS]

selbst m-mal vorkommt, so erhilt man
([“1“] + .. [#we]) + m[ef]+ (68,1 + -- [ﬂﬂm]) =p-
Bestm)men wir nun den Punkt ¢ als Mitte der Punkte o, ....0n
und # als Mitte-von £, ....8n, so fallen die Summengheder weg,
weil die Gesammtabweichung einer Punktreihe von ihrer Mitte nach
§ 24 nall ist, und man hat
..m[ef] = p oder [ef] == &
d. h., wenn wir statt des Namens der Mitte den i m der Statik db-
. hchen des Schwerpunktes einfihren, und m die Masse des ganzen
Vereins nennen:
,Der Weg, den der Schwerpunkt in der Zeiteinheit beschrei-
ben wiirde, wenn die dem Verein einwohnende Gesammtkraft
wahrend derselben konstant bliebe — oder kiirzer ausge-
drickt, die Geschwindigkeit des Schwerpunktes — ist gleich
der Gesammtkraft dividirt durch die Masse.«
™- nun dicselbe Gleichung (3) auch statt finden wiirde, wenn
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simmtliche m Punkte in einem Punkte vereinigt wiren, so kann
man sagen: -
»Die Bewegung des Schwerpunktes eines Systems ist dieselbe,
als ob die gesammte Masse ibm einwohnte, und simmtliche
Krifte, die auf das System wirken, auf ihn allein einwirkten.«
§ 27. Mit dieser so héchst einfachen Beweisfiihrung ist alles
dargestellt, was in den bisherigen Lehrbiichern der Mechanik ver-
mittelst weitlauftiger Rechnungsapparate abgeleitet wird, und was
wir z. B. in La Grange mec. an. p. 45— 48 und 257 —262 der
letzten Ausgabe entwickelt finden. — Und unsere Entwickelung
wirde noch einfacher ausgefallen sein, wenn wir uns der in den
folgenden Kapiteln entwickelten Begriffe und Rechnungsgesetze
hatten bedienen kénnen. Aber der wesentlichste Vorzug unserer
Methode ist nicht der der Kiirze, sondern vielmehr der, dass jeder
Fortschritt in der Rechnung zugleich der reine Ausdruck des be-
grififichen Fortschreitens ist, wahrend bei der bisherigen Methode
der Begriff durch Einfihrung dreier willkihrlicher Koordinaten-
axen ganzlich in den Hintergrund gestellt wird. Und: ich kann
hoffen, schon durch die hier gegebene Entwickelung diesen Vor-
zug der neuen Analyse zur Anschauung gebracht zu haben, ob-
gleich derselbe bei jedem Fortschritt in unserer Wissenschaft in
ein immer helleres Licht treten wird, und erst nach Vollendung
des Ganzen in seiner vollen Klarheit hervortreten kann.

Zweites Kapitel

Die aussere Multiplikation der Streckemn.

§ 28. Wir gehen zuerst von der Geometrie aus, um aus ihr
die Analogie zu gewinnen, nach welcher die abstrakte Wissen-
schaft fortschreiten muss, und sogleich eine anschauliche Idee vor
Augen zu haben, welche uns durch die unbekannten und oft be-
schwerlichen Wege der abstrakten Entwickelung geleite. Wir ge-
langen von der Strecke zu einem raumlichen Gebilde héherer
Stufé, wenn wir die ganze Strecke, d. h. jeden Punkt derselben
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eine neue der ersteren ungleichartigen Strecke beschreiben lassen,
so dass also alle Punkte eine gleiche Strecke konstruiren. Der
8o erzeugte Flichenraum hat die Gestalt einer Spathecks (Parallelo-
.gramms). ~Setzen wir nun zwei solche Flichenriume, die. dersel-
ben Ebene angehdren, als gleich bezeichnet, wenn man beim
Uebergang aus der Richtung der bewegten Strecke in die Richtung
der durch die Bewegung: konstruirten, beidemale nach derselben
Seite hin (z. B. beidemale nach links hin) abbiegen muss, als
ungleich bezeichnet, wenn nach entgegengesetzter, so ergiebt sich
sogleich nachstehendes eben so einfache als allgemeine Gesetz:
,»,Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einander um be-
liebige Strecken forthewegt, so ist der gesammte dadurch be-
schriebene Flachenraum (wenn man die Vorzeichen der ein-
zelnen Flachentheile in der angegebenen Weise setzt) eben so
gross, als ob sie sich um die Summe jener Strecken fortbe-
wegt hatte.«
Oder
. ,»,Wenn in der Ebene eine Strecke sich zwischen zwei festen
Parallelen fortbewegt, so dass sie zu Anfang in der einen, zuletzt
in der andern liegt, so ist der dadurch erzeugte gesammte
Flachenraum stets gleich gross, auf welchem (geraden oder
gebrochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt haben mag,
8o bald man nur das angenommene Zeichengesetz festhalt.«
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem bekannten Satze, dass Pa-
rallelogramme, die von derselben Grundseite aus bis nach dersel-
ben Parallele hin sich erstrecken, gleichen Flichenraum haben.
‘Wie hieraus jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus der
Figur (vergl. Fig. 9.). Betrachtet man namlich zuerst die unend-
lichen geraden Linien ab und cd als die festen Parallelen, und
vergleicht die Flichenrdume, welche entstehen, wenn sich ab einer-
seits um die Strecke ac, andererseits um die gebrochene Linie aec
bewegt, so ist der Anblick der Figur hinreichend, um sich ver-
mittelst des angefilhrten Salzes von deren Gleichheit zu iberzeu-
gen. Aber ebenso wenn man die Parallelen ab und ef als die
festen betrachtet, und die Flachenraume vergleicht, welche entste-
hen, wenn sich ab einestheils um ae, anderntheils um ac und dann
um ce forthewegt, so iiberzeugt man sich leicht von der Richtig-
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keit des obigen Satzes auch fir diesen Fall, wenn man nur- fest-
hilt, dass die Flachenriume, welche durch Bewegun'g der Strecke
ab nach den Richtungen ac und ce entstehen, entgegengesetzt be-
zeichnet sind, zu ihrer Summe also den Unterschied der absoluten
Flachenrdume haben. Daraus fliesst dann durch wiederholte An-
wendang der zu erweisende Satz.

§ 29. Es ist an sich klar, dass die angefithrten Sitze (aus
denselben Grinden) auch gelten, wenn man in den Spathecken,
aber dann auch in allen gleichzeitig, die bewegte Seite und die die
Bewegung messende gegen einander austauscht. Also hat man den
Satz: :

»Der Flichenraum, den in der Ebene eine gebrochene Linie

beschreibt, ist gleich dem der geraden Linie, welche mit

" jener gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat
oder:

»Der gesammte Flﬁchenraum, den in einer Ebene die Seiten

einer geschlossenen Figur bei ihrer Fortbewegung beschrei-

ben, ist allemal null.«
Aus den Sitzen dieses und des vorigen § folgt, vermittelst der in
der allgemeinen Formenlehre § 9. entwickelten Begriffe, dass die-
jenige Verkniipfung der beiden Strecken a und b, deren Ergebniss
der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte Flachen-
raum ist, eine multiplikative sei, weil, wie sich sogleich zeigt, die-
jenige Beziehung zur Addition fiir sie gilt, welche eine Verkniipfong
als multiplikative bestimmt. Namlich wihlen wir fir den Augen-
blick noch das allgemeine Verkmiipfungszeichen (~) zur Bezeich-.
nung jener Verkniipfungsweise, und schreiben die bewegte Strecke
voran, so hat man nach dem vorigen §

a~(b+4c)=a~b+4a~c
und nach den Sétzen dieses §
(b+c)ra= h~a+c~a

Und dies waren nach § 9. die Beziehungen, welche eine Verknii-
pfung als multiplikative bestimmen. Die besondere Eigenthiimlich-~
keit dieser Multiplikation und die darauf begriindete Benennungs-
und Bezeichnungsweise wollen wir in der streng wissenschaftlichen
Darstellung angeben.

§ 30. In der hier dargestellien Bezichung liegt die beredteste

4
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Rechtfertigung des von uns im vorigen Kapitel aufgestelliten Addi-
tonsbegriffes. In der That, wenn man eine Gleichung hat, deren
Glieder Strecken in derselben Ebene, aber von ungleicher Rich-
tung sind, und welche nicht mehr gilt, wenn man statt der Strecken
ihve Langen setst, wnd so die Gleichung zu einer algebraischen
macht,.so kénnen wir diese scheinbare Disharmonpie zwischen geo-
metrischen und algebraischen Gleichungen sogleich aufheben, wenn
wir das ganze System jener Strecken in derselben Ebene fortbe-
wegen, und die dadurch entstehenden Flachenraume in die Glei-
chung einfilhren, oder anders ausgedriickt, wenn wir die Gleichung
mit einer Strecke derselben Ebene multipliciren. Fir die so ent-
stehenden Flachenraume gilt nun, wie wir so eben nachwiesen, die
angenommene Gleichung auch in algebraischer Weise, sobald man
nur das angegebene Zeichengesetz beobachtet. Auch ist klar, dass
erst jetzt, da die Flachenrdume als Theile derselben Ebene einan-
der gleichartig geworden sind, der Begriff der algebraischen Addi- °
tion anwendbar sein kann. Jene scheinbare Disharmonie besteht
indessen noch fort, wenn die Strecken nicht alle in einer Ebene
lagen, eben weil dann die durch Forthewegung entstandenen Fla-
chenrdume auch verschiedenen Ebenen angehéren, und also selbst
‘noch als verschiedenartig angesehen werden miissen. Offenbar
wird diese Verschiedenartigkeit nun aber aufgehoben, wenn man
die Gesammtheit jener Flichenraume noch nach einer andern Rich-
tung bewegt, und die dadurch entstehenden Korperraume betrach-
tet, da diese, als demselben Einen unendlichen Raume angehorig,
einander gleichartig sind. Und man dbersieht leicht genug, dass,
wenn man von der Gleichbeit der Spathe (Parallelepipeda) *), welche
zwischen denselben parallelen Ebenen liegen, ausgeht, man auf
gleiche Weise fir sie, wie vorher fiir die Spathecke (Parallelo-
gramme), die algebraische Giiltigkeit der auf die angegebene Weise
entstandenen Gleichungen beweisen, und iberhaupt die den obigen
- entsprechenden Sitze aufstellen kaon. Nachdem wir so den Be-
griff der Multiplikation fir die Geometrie 2ur Anschauung gebracht
haben, so kénnen wir nun zu unserer Wissenschaft zuriickkehren,

*) Der Ausdruck Spath statt Parallelepidum bedarf wohl kaum einer Recht-
fertigung, aus ihm ist der Name Spatheck hergeleitet.
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um in ihr den rein abstrakten, von aller Betrachtung des Raumes
unabhingigen Weg zu verfolgen.
: § 31. Im ersten Kapitel betrachteten wir die Ausdehnungen,
wie sie durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervorgingen;
und die Verkniipfung dieser Ausdehnungen, sofern dadurch wieder
Ausdehnungen derselben Gattung, d. h. solche, die ihrerseits wie-
der durch einfache Erzeugung aus dem Elemente ableitbar sind,
entstanden, haben wir vellstindig der Betrachtung unterworfen,
und nachgewiesen, dass dieselbe als Addition oder Subtraktion
aufzufassen sei. Die weitere Entwickelung fordert also die Erzéu-
gung neuer Gattungen der Ausdehnung. Die Art dieser Erzeugung
ergiebt sich sogleich analog der Art, wie dus dem Elemente die
Ausdehnung erster Stufe erzeugt wurde, indem man nun auf gleiche
Weise die sammtlichen Elemente einer Strecke wiederum einér
andern Erzeugung unterwerfen kann; und zwar fordert die Ein-
fachheit der neu zu erzeugenden Grosse die Gleichheit der Erzeu-
gungsweise fir alle Elemente, d. h. dass alle Elements jener
Strecke a eine gleiche Strecke b beschreiben. Die eine Strecke a
erscheint hier als die erzeugende, die andere b als das Mass der
Erzeugung, und das Ergebniss der Erzeugung ist, wemn a4 und b
ungleichartig sind, ein Theil des durch a und b bestimmten Syste-
mes zweiter Stufe, muss also als Ausdehnung zweiter Stufe aufge-
fasst werden. Wollen wir mun, wie es der Gang der Wissenschaft
fordert, dass die Ausdehnung zweiter Stufe zu dem System zweiter
Stufe dieselbe Beziehung haben soll, wie die Ausdehnung eérster
Stufe zu dem System erster Stufe, so muss zuerst das System
zweiter Stufe als ein einfaches, d. h. aus gleichartigen Theilen be-
stehendes angesehen, und in diesem Sinne die Ausdehnung zwei-
ter Stufe als Theil dieses 8ystems und als wieder Theile desselben
in sich entbaltend anfgefasst werden, woraus denn folgt, dass ztvei
Ausdehnungen zweiter Stufe, welche demselben Systemé zweiter
Stufe angehéren, als gleichartig erscheinen und daher, wenn sie
in demselben Sinne erzeugt sind, gur Summe die Vereiniging bei-
- der’zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen wum dus auf diese
Weise aus a und b entstandene Erzeugniss vorliufig, namlich so
lange, bis wir die Art dieser Verknfipfung niher bestimmt haben,
mit a~b, und vex;stehen vorliufig ,,unter a~b, wo a und b Strecken
. ' 4*
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sind, diejenige Ausdehnung, welche erzeugt wird, wenn jedes
Element von a die Strecke b erzeugt, und zwar diese Ausdehnung
als ein den iibrigen gleichartiger Theil des Systemes zweiter Stufe
aufgefasst.“ Diese Definition dehnen wir nun auf beliebig viele
Glieder aus, und verstehen vorlaufig: ,unter a~b~ec.., wo a, b, c...
beliebig viele, etwa n, Strecken sind, diejenige Ausdehnung, welche
entsteht, wenn jedes Element von a die Strecke b erzeugt, jedes
der so entstandenen Elemente die Strecke ¢ erzeugt u. s. w., und
zwar diese Ausdehnung als allen ibrigen Theilen desselben Sy-
stemes n-ter Stufe gleichartig geseizt. Wir nennen die so erzeugte
Ausdehnung eine Ausdehnung n-ter Stufe.*

§ 32. Da die Ausdehnungen n-ter Stufe, sofern sie demsel-
ben Systeme n-ter Stufe angehéren, einander gleichartig gesetzt
wurden, so gilt fir sie der Begriff, den wir in § 8 fir die Summe
des Gleichartigen aufgestellt haben, dass sie namlich, wenn das
Gleichartige auch in gleichem (micht entgegengesetztem) Sinne er-
zeugt ist, das Ganze sei, zu dem jene gleichartigen Summanden
die Theile bilden. - Somit gelten auch sammtliche Gesetze der

Addition und Subtraktion fir diese Verkmipfung der gleichartigen
" Ausdebnungen. Um daher die Beziehung der im vorigen Paragra-
phen dargestellten neuen Verkniipfungsweise zur Addition aufzu-
fassen, werden wir zunichst die Addition- gleichartiger Grossen in
Betracht ziehen. Es ergiebt sich hier unmittelbar, wenn A und A '
zwei gleichartige und zwar auch in gleichem Sinne erzeugte Aus-
dehnungsgrassen von beliebiger Stufe smd und b eine Strecke
darstellt, dass allemal
(A4A)~b=A~b4A,~b
ist, wo auch wiederum A~b und A, ~Db gleichartig sind, und wo
das Verkniipfungszeichen die neue Verkniipfungsweise darstellen
soll. Da namlich (A-4-A,) das Ganze ist aus A und A,, so bedeu-
tet (A4-A )~b die Gesammtheit der Elemente, welche entstehen,
wenn jedes Element von A und von A, die Strecke b erzeugt, oder,
was dasselbe bedeutet, wenn jedes Element von A die Strecke b
erzeugt und ebenso jedes Element von A,, d. h.: es ist gleich
A~b+-A, ~b. -Ebenso folgt aber auch, dass
- A~(b4b,) = A~b4A~b,
lst, wenn b und b, in gleichem Sinne erzeugt sind. DennAa(b+b )
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bedeutet die Gesammtheit der Elemente, welche hervorgehen, wenn
jedes Element von A die Strecke (b+b,) erzeugt, d. h. wenn
t jedes Element von A zuerst die Strecke b erzeugt, und dann jedes
der um b geinderten Elemente von A die Strecke b, erzeugt.
Wenn zuerst jedes Element von A die Strecke b erzeugt, so ist
die Gesammtheit der so erzeugten Elemente A~b; alsdann soll
jedes der Elemente von A, nachdem es sich um b geéndert hat,
die Strecke b, erzeugen. Nun haben wir aber in § 20 gezeigt,
dass, wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel &n-
dern, die so hervorgehende Strecke der ersteren gleich sei. Das-
selbe werden wir nun auch auf Ausdehnungen beliebiger Stufen
ibertragen konnen, da diese namlich als Verkniipfungen von
Strecken dargestellt sind, also als gleich betrachtet werden miissen,
wenn die Strecken es sind, durch deren Verkniipfung sie gebildet
~ sind. Also wird die Ausdehnungsgrasse A, nachdem sich alle ihre
Elemente um b geindert haben, noch sich selbst gleich geblieben
sein. Wenn also alle Elemente von A, nachdem sie sich um b
geandert haben, die Strecke b, erzeugen, so wird dieselbe Aus-
dehnungsgrdsse hervorgehen, als wenn alle Elemente von A unmit-
telbar die Strecke b, erzeugt hatten, d. h. es wird die Ausdeh-
nungsgrosse A~b, hervorgehen. Also werden im Ganzen die Aus-
dehnungen A~b und A~b, erzeugt, und ihre Gesammtheit wird
gleich A~(b--b,) sein, d. h.
A~(b+b,) = A~b+A~b,.

Es ist klar, dass man durch wiederholte Anwendung dieses Bezie-
hungsgesetzes dasselbe auf beliebig viele Faktoren ausdehnen kann.
Da dies Gesetz nach § 10 das Grundgesetz der Multiplikation ist,
so werden wir sagen, die neue Verknipfungsweise habe zur Addi-
tion des in gleichem Sinne erzeugten die multiplikative Bezi¢hung,
somit werden auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier
gelten, und namentlich das Grundgesetz auch bestehen bleiben,
wenn einige der Gréssen negativ, also mit den positiven in entge-
gengesetztem Sinne erzeugt sind. Nun haben wir das in gleichem
und das in entgegengesetztem Sinne erzeugte unter dem Namen
des Gleichartigen zusammengefasst (§ 8), und werden also sagen
konnen, unsere Verknipfungsweise habe iiberhaupt zur Addition
des Gleichartigen die Beziehung, welche der Multiplikation im
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Verhiltniss zur Addition zukomme *). Hiermit ist nun unsere
Verkniipfung nach § 12 als Multiplikation nachgewiesen, und wir
fithren daher fiir sie auch sogleich die multiplikative Bezeichnung
ein. Es ergiebt sich nun‘unmittelbar aus dem im vorigen § gege-
benen Begriffe dieser Verkniipfungsweise, ,,dass ein Produkt, in
welchem zwei Faktoren gleichartig, oder iiberhaupt in welchem die
n Faktoren von einander abhéngig sind, d. h. einem System von
niederer Stufe als der n-ten angehdren, als null zu betrachten
ist;* hierzu gehért auch der Fall, wo einer der Faktoren nul] ist,
sofern einerseits die Null immer als abhangig gedacht werden kann,
andererseits das mit ihr gebildete Produkt null ist. Aber auch
umgekehrt folgt, ,,dass, wenn die Faktoren von einander unabhéan-
gig sind, das Produkt immer einen geltenden Werth habe,* indem
es dann einen bhestimmten Theil jenes Systemes n-ter Stufe dar-
stellt. " Es bleibt uns nur noch iubrig, zu zeigen, dass jene Be-
ziehung auch fiir die Addition ungleichartiger Strecken giiltig sei.
Dies darzuthun, soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen
sein.

§ 33. Diese allgemeine Beziehung beruht bei zwei Faktoren
wesentlich auf dem Satze, dass wenn b und b, gleichartige Strecken

sind,
' (a4b,).b==a.b, und b.(a+b,)==b.a
sei. Es sei, um dies zu erweisen, a==[e3], wo « und £ Ele-
mente sind (vergl. Fig. 10), wnd b, =[#y] also a+4b, =[ay]
nach der Definition der Summe (§ 19). Ferner sei
b = [ae] = [B8] = [r¥]

Nach dieser Bezeichnung ist nun die Ausdehnung [e¢f88«’], wenn
wir darunter die von den Strecken ef, 87, fv’, «’u begrinzte
Ausdehnung verstehen, gleich a.bh und die Ausdehnung [eyy e’}
gleich [ey].b, d. h. gleich (a4-b,).b und die Gleichheit dieser
beiden Ausdehnungen bleibt also zu erweisen. Vermége der vor-
ausgesetzten Gleichartigkeit von b und b, sind 8, 7, 4, ¥ Ele-
mente desselben Systemes erster Stufe, und wepn wir zunéachst
‘voraussetzen, dass b und b, auch in gleichem Sinne erzeugt sind

*) Vergl. hier iiberall § 12, wo das gleiche Eingehen der Theile in die Ver-
‘pfang sum Princip der Entwickelung gemacht ist.
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(§ 8), so ist [By] in gleichem Sinne erzeugt mit [yy'], d. h. »
liegt zwischen 8 und »'*), und ebenso ist [38] in gleichem Sinne
erzeugt mit [§7'], weil namlich dies letztere nach § 20 gleich
[By] ist, also liegt auch 8 zwischen denselben beiden Elementen
f und 3, und diese letztern sind also die aussersten von den ge-
pannten vieren. Daraus folgt, dass

[¢B8 e )=[afy &1 — [¢87]

[eyy' @] =[efy'e’1— [«fy]
sei. Nun sind aber die Ausdehnungen efy und «'8’y’ einander
gleich, weil die letztere aus der ersteren durch Aenderung aller
Elemente um die Strecke b hervorgeht, und dabei nach § 20 alle -
Strecken gleich bleiben, also auch die Aysdehnungen zweiter Stufe,
indem jede solche nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt.
Somit werden auch die Ausdehnungen [«¢ff8'«’] und [ayy'e’] ein-
ander gleich sein, da sie aus dem Gleichen auf dieselbe Weise
entstanden. sind; d. h.
a.b=(a+b,).b*.

Dieser Beweis ist zunachst nur fir den Fall gefiihrt, dass b und b,
in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Giiltigkeit desselben Ge-
setzes auch fiir den Fall der in entgegengesetztem Sinne erfolgten
Erzeugung darzuthun, sei a4-b, =c, so ist a—e¢—Db, und wir
erhalten

und

¢.b=(c—b,).b oder =(c+(—b,)).b,
d. h. das eben dargestellte Gesetz gilt auch, wenn die eben durch
b und b, bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne er-
zeugt sind, also iiberhaupt, wenn sie gleichartig sind. Ganz genau
auf dieselbe Weise folgt nun auch, dass, wenn b und b, gleich-
artig sind, auch
b.(a4b,)=b.a

sei. Ist hier a gleich null, so hat man b.b, gleich null; d. h.
das Produkt zweier gleichartiger Stracken ist null, wie dies auch
aus dem Begriff unmittelbar hervorgeht. .

*) Die Bedeutung des hier gebrauchten bildlichen Ausdrucks jo der ab-
strakten Wissenschaft ist wohl an sich klar.

*¥) Es ist leicht za sehen, dass dies nur der auf die abstrakte Wissenschaft
iibertragene Beweis fiir den entsprechenden geometrischen Satz ist.
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§ 34. Dasselbe lasst sich nun auch erweisen, wenn in einem
Produkte aus mehreren Faktoren irgend zwei auf einander folgende
Faktoren auf die angegebene Weise zerstiickt sind. Namlich da das
Gleiche mit dem Gleichen auf dieselbe Weise verkniipft wieder Glei-
, ches giebt (§ 1), so muss auch, wenn P irgend eine Faktorenreihe
bezeichnet '

(a+b,).P==a.b.P
sein. Demnichst lasst sich zeigen, dass bei Vertauschung der
TFaktoren der absolute Werth derselbe bleibt. Namlich a.b.c....
bedeutet die Ausdehnung, welche aus einem als Ursprungselement
‘gesetzten Elemente dadurch hervorgeht, dass dasselbe zuerst die
Strecke a erzeugt, dann jedes Element dieser Strecke die Strecke
b, dann jedes so entstandene Element die Strecke ¢ erzeugt u.
s. w. Alle Elemente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit
aus dem angenommenen Ursprungselemente durch Aenderungen
hervor, welche mit a, b, c, ... gleichartig sind, aber deren Grosse
nicht iberschreiten, und die Gesammtheit der so erzeugbaren
Elemente ist eben jene Ausdehnung. Da es nun auch fiir's Resultat
gleichgultig ist, in welcher Reihenfolge diese Aenderungen sich
an einander schliessen (§ 17), so wird man von demselben Ur-
sprungselemente aus bei beliebiger Reihenfolge der Faktoren
a, b, c, ... stets zu derselben Gesammtheit von Elementen gelan-
gen, welche die Ausdehnung konstituiren; d. h. alle solche Pro-
dukte werden denselben absoluten Werth darstellen. Es werden
also die frither fiir die ersten beiden Faktoren solcher Produkte
erwiesenen Gesetze fiir je zwei andere Faktoren auch gelten, so-
fern nur die Vorzeichen entsprechend gewihlt werden dirfen. Die
Vorzeichen kénnen nur in so fern willkiibrlich gewahit werden, als
sie noch nicht durch Definifionen bestimmt sind. Aufl dieselbe
Weise nun, wie wir fiir zwei Faktoren die Zeichen nur so wahlen
konnten, dass auch dem Zeichen nach
(a<+b,).b=a.b und a.(b+a,)=a.b
wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele
Faktoren vorhergehen, diese Zeichenbestimmung fésthalten, und
also nicht nur dem absoluten Werthe nach, sondern auch dem
Zeichen nach
P.(a4+b,).b=P.a.bund P.a.(b+4a,)=P.a.b
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setzen miissen, wo P ein Produkt von beliebig vielen Faktoren vor-
stellt. Da dieselbe Beziechung auch fortbesteht, wenn noch be-
liebig viele Faktoren folgen, so haben wir fir diese besondere Art
der Multiplikation das Gesetz gewonnen, dass man, wenn ein Fak-
tor einen Summanden enthalt, welcher mit einem der angrinzen-
den Faktoren gleichartig ist, diesen Summanden weglassen kann,
worin denn schon liegt, dgss, wenn zwei aneinander grinzende
Faktoren gleichartig werden, das Produkt null wird. Dies Gesetz,
in Verbindung mit der allgememen multiplikativen Beziehung zur
Addition des Gleichartigen, bedingt alle ferneren Gesetze dieser
besonderen Art der Multiplikation, die wir hier betrachten, und
kann daher als Grundgesetz fiir dieselbe aufgefasst werden. Wir nen-
nen diese Art der Multiplikation eine dussere, und wahlen als specifi-
sches Zeichen fiir sie den Punkt, wihrend wir das unmittelbare Anein-
anderschreiben als allgemeine Multiplikationsbezeichnung festhalten.

§ 35. Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Beziehungs-
gesetze leiten wir die iibrigen Gesetze dieser Multiplikation auf
rein formelle Weise ab. Man hat durch Kombination beider, wenn
P und Q beliebige Faktorenreihen, a, und b, aber Strecken be-
zeichnen, die mit a und b gleichartig sind,

P.(a+a,+b,).b.Q=P.(a+3a,).b.Q
=P.a.b.Q+4P.a,.b.Q
=P.a.b.Q+P.(a,+b,).b.Q;
oder da a,4-b, jede Strecke vorstellen kann, welche in dem durch
a und b bestimmten Systeme zweiter Stufe liegt (nach dem Be-
griffe dieses Systems*)), so hat man, so lange a, b, ¢ demselben
Systeme zweiter Stufe angehéren,
P.(a+c).b.Q=P.a.b.Q+4P.c.b.Q;
d. h. es gilt auch fir diesen Fall noch die allgemeine multiplika-
tive Beziehung zur Addition. Hieraus nun folgt sogleich, dass
P.a.b.Q=—P.b.a.Q
ist, oder dass mam zwei an einander grinzende Faktoren eines
ausseren Produktes, wenn sie Strecken sind, nur mit Zeichwechsel
vertauschen darf. In der That, da
P.(a+Db).(a+b).Q=0

ist, weil zwei aneinander granzende Faktoren gleichartig sind; so

*) Vergl. §17.
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erhilt man mit Anwendung des so eben erwiesenen Gesetzes, und
weil P.a.a.Q und P.b.b.Q ebenfalls null sind,
P.a.b.Q+4P.b.a.Q=0, d.h.
_ P.a.b.Q=—P.b.a.qQ.

Ich werde dies merkwirdige Resultat nachher noch ausfihrlicher
durchgehen, um jetzt zu den wichtigen Folgerungen iberzugehen,
welche aus diesem Vertauschungsgesetze fliessen. Es ergiebt sich
daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen wir nimlich
einen Faktor, der eine Ausdehnung erster Stufe oder eine Strecke
darstellt) . zwei solche Faktoren iberspringt, das Produkt gleiches
Zeichen behilt, indem die zweimalige Aenderung des Vorzeichens
wieder zu dem urspriinglichen Vorzeichen zuriickfiibrt, also auch,
dass tberhaupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl ein-
facher Faktoren tberspringt, das Vorzeichen des Produktes das-
selbe bleibt, hingegen, wenn eine ungerade, sich in das entgegen-
gesetzte verwarideln muss, sobald der ganze Ausdruck denselben
Werth behalten soll. Somit miissen die Gesetze, welche fur zwei
an einander grinzende Faktoren gelten, auch fir getrennte fortbe-
" stehen; denn man kann den einen der beiden getrennten Fakteren
an den andern heranriicken, wobei sich das Vorzeichen entweder
andert oder nicht, je nachdem er dabei eine ungerade oder gerade
Anzahl einfacher Faktoren dberspringt, kann nun die Gesetze, die
far zwei an einander grinzende Faktoren gelten, anwenden, und
dann in allen Produkten wieder jemen Faktor auf seine alte Stelle
zuriickriicken, wobei das Vorzeichen offenbar jedesmal wieder das
urspriingliche werden muss*). Also wenn irgend zwei einfache
Faktoren eines Produktes aus Stiicken bestehen, welche demselben
Systeme zweiter Stufe angehéren, so gilt das Beziehungsgesetz der
Multiplikation zur Addition, und da, wenn zwei einfache Faktoren
gleichartig werden, nach § 33. das Produkt null ist, so folgt, dass
man Sticke, welche den ibrigen Faktoren gleichartig sind, aus
einem Faktor weglassen oder ihm hinzufiigen kann, ohne den
Werth des Produktes zu éndern. Darans folgt sogleich, was auch

- *) Denn dnderte es sich vorher nicht, so indert es sich auch jetzt nicht, da
der Faktor wieder dieselbe Faktorenzahl iiberspringt ; iinderte es sich vorher aber,
so dndert es sich jetzt wieder (aus demselben Grunde), wird also wieder das
urspriingliche.
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schon nach § 32. aus dem Begriffe hervorging, dass das Produkt
von n Strecken, die von einander abhingig sind, null ist; demn
eine derselben muss sich dann als Summe von Stiicken darstellen
lassen, die den andern gleichartig sind; und diese kann man dann
nach dem eben erwiesenen Satze in dem Produkte weglassen; also
statt jener Summe null setzen, wodurch das Produkt selbst nutl wird.

§ 36. Aus dem Hauptsatze des vorigen § folgt der allgemeine
Satz, dass,

,wenn in einem Produkte von n einfachen Faktoren einer

derselben zerstackt ist, und zwar so, dass alle Faktoren und

Stiicke demselben Systeme n-ter Stufe angehdren, die multi-

plikative Beziehung noch fortbesteht.«
Denn es sei a.b...... (p +9) dies Produkt, in welchem die (n+-1)
Strecken a, b,....p, q demselben Systeme n-ter Stufe angehéren
sollen. Zuerst wollen wir annehmen, dass ein Stiick des letzten
Faktors nebst den simmtlichen iibrigen Faktoren n unabhingige
Strecken darstellen, d. h. dass sie nicht einem System niederer
Stufe (als’der n-ten) angehéren sollen. Als dies Stick des letz-
ten Faktors sei p angenommen, so muss nach § 20 sich q als
eine Summe von Stiicken darstellen lassen, welche jenen Strecken
gleichartig sind, also

q=a, +b, +..... +p,

gesetzt werden konnen, wenn a;, b,,....p, beziehlich den Stre-
cken a, b,...p gleichartig sind. Dann hat man, da a;, b,,...,
als den dbrigen Faktoren des Produktes a.b...(p4q) gleichartig,
in dem letzten weggelassen werden konnen, .

a.b..... (p+qQ==a.b..... ®+p,)
und dies ist nach § 32, da p und p, gleichartig sind,
==a.b...... p+a.b...... Pis

oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor p, die
Summanden a, 4b, 4 ... hinzufiigen, also statt p, wieder q setzen
kann, so hat man
a.b...... (p+g)=a.b..... p+a.b...... q.

Die Gultigkeit dieser Gleichung ist zunichst nur bewiesen fir den
Fall, dass a, b,... und eine der Strecken p oder q von einander
unabhangig sind, sind hingegen a, b,.... von einander abhingig,
oder diese zwar unabhingig, aber beide Strecken p und q, also



60 Aeussere llultil-ylikalion' der Strecken. § 36

auch ibre Summe von ihmen abhingig, so werden beide Seiten
_ jener Gleichung null, weil die Produkte abhéangiger.Strecken null
sind; also besteht auch fiir diesen Fall jene Gleichung; also besteht
sie allgemein, so lange in jenem Produkte von n Faktoren die
sammtlichen Strecken demselben Systeme n-ter Stufe' angehdren.
Da aber nur in diesem Falle die Glieder der rechten Seite gleich—
artig sind, und bei hoheren Stufen der Begriff der Addition nur
fir gleichartige Summanden festgesetzt ist, so haben wir die multi-
plikative Beziehung unserer Verkniipfungsweise zur Addition, so
weit diese begrifflich bestimmt ist, vollstindig dargethan; und es
werden also alle Gesetze dieser Beziehung (s. § 10.) hier gelten.
Sollte sich spaterhin ein erweiterter Begriff der Addition ergeben,
sp wiirde eine solche Verkniipfung nicht eher als Addition festge-
stellt sein, als bis auch ihre additive Beziehung zu der bisher dar-
gelegten Multiplikation nachgewiesen ist. — Ich habe schon oben
(§ 34.) festgesetzt, dass wir das Produkt, zu dem wir hier gelangt
~ sind, ein dusseres nennen, indem wir mit dieser Benennung an-
deuten wollen, dass diese Art des Produktes nur, sofern die Fak-
toren auseinander treten, und das Produkt eine neue Ausdehnung
darstellt, einen geltenden Werth hat, hingegen, wenn die Faktoren
in einander bleiben, gleich null gesetzt war*). Die Resultate der
Entwickelung kénnen wir in folgendem Satze zusammenfassen:
»Wenn man unter dem &usseren Produkte von n Strecken
diejenige Ausdehnungsgrésse n-ter Stufe versteht, welche er-
zeugt wird, wenn jedes Element der ersten Strecke die zweite
erzeugt, jedes so erzeugte Element die dritte u. s. f., und
zwar so, dass jede Ausdehnungsgrosse n-ter Stufe als ein
den iibrigen gleichartiger Theil des Systems n-ter Stufe auf-
gefasst wird, dem sie angehdrt: so gelten fiir dasselbe, so-
fern Produkte aus n Faktoren nur innerhalb desselben Systems
n-ter Stufe betrachtet werden, alle Gesetze, welche die Be-
ziehung der Multiplikation zur Addition und Subtraktion aus-
driicken, nnd ausserdem das Gesetz, dass die einfachen Fak-
toren nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind.

*) Wie diesem iusseren Produkt ein inneres gegeniiberstehe, habe ich in
" Vorrede angedeutet.
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§ 37. Wir haben nun hier den Zusammenhang der Multipli-
kation mit dem bisherigen Begriff der Addition vollstindig darge-
legt, und- gehen daher zu den Anwendungen iber. Die Anwendung
auf die Geometrie haben wir der Hauptsache nach in § 28—30
vorweggenommen. Wir haben jedoch noch die jetzt eingefihrten
Benennungen und Bezeichnungen auf jene Darstellung zu tibertra-
gen. Es erscheint danach nun der Flichenraum des Spathecks
(Parallelogramms) als ausseres Produkt zweier Strecken, wenn
man namlich zugleich die Ebene mit festhalt, welchem dasselbe
angehort, und ebenso der Korperraum des Spathes (Paralellelepi-
pedon’s) als ausseres Produkt dreier Strecken, ohne dass man hier
né6thig hat, eine Bestimmung hinzuzufiigen, da der Raum stets ein
und derselbe ist. Jene zwei Strecken bildeten dann die Seiten
des Spathecks, und diese drei die Kanten des Spathes, und zwar
nahmen wir dort die Strecke, durch deren Bewegung das Spatheck
entstand, als ersten, die die Bewegung messende als zweiten Faktor
an, und setzten zwei Spathecke als gleich bezeichnet, wenn der
zweite Faktor vom- ersten aus betrachtet nach derselben Seite hin
liegt, wenn nach entgegengesetzter, als entgegengesetzt bezeichnet.
Hierin liegt schon das Gesetz, dass

a.b=—Db.a
ist; denn wenn b von a aus betrachtet nach links liegt, so muss a
von b aus betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt. Allein
um diesem Vertauschungsgesetz, was die hier aufgestelite Multipli-
kation auf eine so auffallende Weise von der gewéhnlichen aus-
scheidet, eine noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch
jenes allgemeinere Zeichengesetz, von dem dieses eine specielle
Folgerung enthalt, auf geometrische Weise ableiten. Zuerst ist
aus dem Begriff des Negativen klar, dass, wenn Grundseité und
Hohenseite *) eines Spathecks gleiche Richtungen **) beibehalten,
auch der Flachenraum gleichbezeichnet bleibt, wie sich im Uebri-
gen auch jene Seiten vergréssern oder verkleinern mogen. Wenn

*) Diesen Namen gebrauche ich in Ermangelung eines bessern, um die der
Grundseite anliegende Seite (den zweiten Faktor) zu bezeichnen.

*) Eantgegengesetzte Richtungen werden natiirlich nicht als gleiche ge-

et,
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ferner der Endpunkt der Hohenseite in einer imit der Grundseite,
oder der Endpunkt der Grundseite in einer mit der Hahenseite
parallelen Linie fortriickt, wahrend die jedesmalige andere Seite
dieselbe bleibt, so bleibt der Flacheninhalt des Spathecks gleich,
also auch gleichbezeichnet. Von .diesen beiden Voraussetzungen
gehen wir aus, um die geometrische Begrindung des allgemeinen
Zeichengesetzes zu liefern. Zunachst ist klar, dass bei den ange-
gebenen Verinderungen die Hohenseite von der Grundseite aus be-
" trachtet stets nach derselben Seite hin liegend bleibt, d. h. wenn
man zuerst in der Richtung der Grundseite, und dann in der der
Hohenseite fortschreitet, so muss man in dem auf jene Weise ver-
anderten Spatheck nach derselben Seite hin abbiegen, wie in dem
urspriinglichen. Da man nun durch jene Verinderungen, bei wel-
chen das Zeichen sich nicht indert, die Hohenseite sowohl, als
nachher die Grundseite in jede beliebige Lage bringen kann (mur
dass sie beide nicht zusammenfallen diirfen), dabei aber immer die
Hohenseite von der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite
hin liegend bleibt, und man endlich auch dieselben, wenn man
“ihre Richtungen festhalt, beliebig vergrissern und verkleinern kann,
ohne dass sich das Vorzeichen andert, so folgt daraus, dass alle
Spathecke, deren Héhenseiten von der Grundseite aus betrachtet
. nach derselben Seite hin liegen, auch gleich bezeichnet sein mis-
sen. Dass nun umgekehrt diejenigen Spathecke, in welchen die
Hohenseiten von den Grundseiten aus betrachtet nach entgegenge-
setzten Seiten liegen, auch entgegengesetzt bezeichnete Flachen-
rdume darstellen, folgt sogleich nach dem so eben erwiesenen,
wenn es nur fir irgend zwei bewiesen ist, fir a.b und a.(—b)
ergiebt sich dies aber sogleich aus dem Begriff des negativen. So-
mit ist jenes allgemeine Zeichengesetz auch auf rein geometrischem
Wege vollstindig erwiesen. Fiir Spathe wiirden wir auf ganz ent-
sprechende Weise, wenn wir hier die erste, zweite und dritte
Kante unterscheiden, das Gesetz aufstellen konnen:
,Die Korperraume zweier Spathe sind gleich oder entgegen-
gesetzt bezeichnet, je nachdem (um es in einem Bilde auszu-
driicken), wenn man den Korper in die Richtung der erstem
Kante gestellt denkt (die Fiisse nach deren Anfangspunkt zw,
den Kopf nach dem Endpunkt), man, um von der Richtung

{
{
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der zweiten Kante in die der dritten iberzagehen, nach der-
selhen, oder nach verschiedenen Seiten abbiegen muss.*
§ 38. Um hiervon noch eine anschaulichere Idee zu geben

wollen wir die Aufgabe stellen:

,Ein Spatheck in ein ihm gleiches (und gleich bezelcbnemes)

zu verwandeln, dessen Grundseite (in derselben Ebene) gege-

_ben ist, aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist.
Es sei g die Grundseite, oy die Hohenseite des gegebenen Spath-
ecks, ad die Grundseite des gesuchten (vergl Fig. 11.).

Man ziehe von & die Parallele mit 49, von y mit ¢4, und
nenne den Durchschnitt beider &: so ist as die Hohenseite eines
solchen Spathecks, welches der Aufgabe Genige leistet. Denn

es ist

[«f]. [a7] = [f] - [e],
weil y& mit ef parallel ist, und
‘ [ef] . [ec] = [a0] . [ws].

weil B0 parallel s ist. Also auch in der That

[¢d] . [ee] =[eB]. [er]
Wolite man die gesammte Schaar der Spathecke haben, welche der
Aufgabe geniigen, so hitte man noch von & mit &d die Parallele zu
ziechen, und den Punkt & in dieser Parallelen verinderlich_ zu
setzen. — Wendet man diese Auflosung auf den Fall an, dass die
Grundseite des gesuchten Parallelogramms der Hohenseite des ge-
gebenen identisch ist, so gelangt man durch reine Konstruktion
zu der Formel

a.b=-—b.a.

In der That fallt dann J auf y (vergl. Fig. 11, b), und zieht man
dann von & die Parallele mit @d, welche «@ in &, schneide, so
iiberzeugt man sich leicht, dass

[ie,]=[fe] = o]
ist, und die obige Auflésung ergab

[f] - [e7]=[e] - [es] == [y] - [e2, ];
also statt ee, seinen Werth — 3] gesetzt, und das negative
Zeichen dem ganzen Produkte beigelegt,
o8] . [y} =[ay] . — o] =
= — [ay]. [«£].

Da man sich dies Gesetz des Zeichenwechsels bei der Vertauschung
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der Faktoren eines dusseren Produktes nicht fest genug einprigen
kann, indem es den gewdhnlichen Vorstellungen zu widerstreiten
scheint, so will ich noch auf eine Analogie hindeuten, welche aber
hier nur als Abschweifung aufgefasst sein will. Namlich' den Fla-
cheninhalt eines Spathecks a.b kann man, wenn der von a und b
eingeschlossene Winkel mit (ab) und die Langen der Strecken a
und b mit 2 und b bezeichnét werden, ausdriicken durch die
Formel:

sin (ab), und

sin (ba),

wo das Produkt der Lingen das gewohnliche, also a b=1>» a ijst.
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetzt sind, und die
Sinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind,
80 ist

L
2

sin (ab) = — sin (ba),
und also auch hiernach
a.b=—Db.a.

. § 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die
Darstellung des Recktecks durch das Produkt seiner Seitenlingen
nicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlingen,
in irgend einem gemeinschaftlichen Mass gemessen, als Faktoren
dieses Produktes festhilt, und nur meint, dass der absolute (vom
Zeichen unabhingige) Flichenraum des Rechtecks so oft das Qua-
drat dieses Masses enthalten solle, als das Produkt jemer Zahlen
betragt. Will man aber damit noch mehr ausdriicken, und nament-
lich behaupten, dass der Flachenraum jenes Recktecks an sich,
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkte jener Seiten gleich-
gesetzt werden konne, so steht dies, wenn man eben fir das Pro-
dukt noch die Eigenthiimlichkeit des algebraischen Produktes fest-
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit den so eben er-
wiesenen Wahrheiten in offenbarem Widersprueh. Es erscheint
vielmehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) nothwendi-
ger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten, in ‘welchem die
Vertauschung seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel statt finden
konne. Wie leicht dibrigens diese Auffassung iber bedeutende
Schwierigkeiten, unter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten
Mathematiker bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch
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“folgendes Beispiel zeigen. La Grange fiihrt in seiner mec. anal.*)
cinen Satz von Varignon an, dessen er sich zur Verkniipfung der
verschiedenen Principien der Statik bedient, und welcher nach ihm.
darin besteht: ,,dass, wenn man von irgend einem in der Ebene
eines Parallelogramms genommenen Punkte Perpendikel fallt auf
die Diagonale und auf die beiden Seiten, welche diese Diagonale
einfassen (comprennent), das Produkt der Diagonale in ihren Per-
pendikel gleich ist der Summe der Produkte beider Seiten in ihre
beziehlichen Perpendikel, wenn der Punkt ausserhalb des Paralle-
logramms (hors du parallelogramme) fillt, oder ihrem Unter-
schiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fillt.“ Dieser
Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem das erstere
nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallefogramms
fallt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelriume fallt, -
welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und
sein Scheitelwinkel bilden, hingegen das letstere, wenn innerhalb.
Es versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewohn-
lichen, algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun
aber jene Produkte naher, so stellen sie in der That die Flachen-
riume der Parallelogramme, welche jene beiden Seiten und die
Diagonale zu Grundseiten haben, und deren der Grundseite gegen-
tberliegende Seiten durch den angenommenen Punkt gehen, ihrem
absoluten Werthe nach, d. h. unabhangig vom Zeichen, dar. Halt
man hingegen das Zeichen dieser Flichenraume fest, so gilt der
Satz ohne Unterscheidung der einzelnen Falle sogleich allgemein,
indem der Flichenraum, der die Diagonale zur Grundseite hat,
stets die Summe ist der Flachenriume, die die beiden andern
Seiten zu Grundseiten haben; und zwar ist der Beweis dieses Satzes
nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist «d die
Diagonale des Parallelogramms, und sind «f und «y die beiden
sie einschliessenden Seiten, & endlich der willkithrliche Punkt,

50 ist

[«d] =[ef] + [er],
weil namlich [85] = [«y] ist, und also nach dem einfachsten Mnl-
tiplikationsgesetz

*) P. 14 der neuen Ausgabe.
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[d] . [ee] = [24] . [s] + [a7] - [ac],
was zu erweisen war. Will man dann den Satz fir absolute Fla-
chenraume aussprechen, so hat man pur die Fille zu unterschei-
den, wo der Punkt & von jenen beiden Seiten des Parallelogramms
aus betrachtet nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten
hin liegt, woraus sich dann leicht der Satz in der oben gegebenen
verbesserten Form ergiebt.

§ 40. Ich will die Anwendungen auf die Geometric nun mit
der Lisung der obigen Aufgabe (§ 38) fir den dort nicht mit auf-
genommenen Fall schliessen, nimlich eia Spatheck in ein ihm
gleiches zu verwandeln, dessen Seiten mit denen des gegebenen
parallel sind, aber dessen eine Seite zugleich ihrer Lange nach
gegeben ist. - Ich wahle den Weg, wie ihn unsere Analyse darbie-
tet. Es sei a.b das gegebene Spathek, a, die mit a parallele Seite
des gesuchter und b, die gesuchte mit b parallele Seite desselben,
fir welche die Gleichung

a.b=a,.b,
bestehen soll, oder da a, .b, =—b, .3, ist,
) a.b+b,.a, =0.

Da man dem Faktor a das Stiick b,, dem Faktor b, das Sbuck a
hinzofiigen kann, weil diese Sticke mit dem Jedesmahgen andern
Faktor gleichartig sind, also ihre Hinzufiigung das Produkt nicht
findert, so hat man

(a+b,).b+(a+b,).a, =0,

(a+4-b,).(a; +b)=0,
d. b. (a-+b,) und (a, 4b) miissen parallel sein. Hierin nun
_ liegt die folgende Konstruktion und deren Beweis; nimlich wenn
a=|af], b=/[ey] ist (vergl. Fig. 11, ¢), und a, =[ad], wo
e, 3, 0 in Einer geraden Linie liegen, so mache man Js gleich
lang und parallel mit &y, also [ae] gleich (a, + b), ziehe von £
die Parallele mit ey, welche die @s in £ schneide, so ist [3(] die
gesuchte Strecke b, *).

oder

*) Es versteht sich von selbst, dass man diese Aufgabe auch 15sen kann
durch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflgsung, mdem man eine
nicht parallele Grundseite zu Hiilfe nimmt,
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§ 41. In der Statik und Mechanik wird der Begriff des &usse-~ -

ren Produktes reprisentirt durch dem Begriff des Momentes. In
der That, konnen wir das Moment einer Kraft in Bezug auf einen

! Punkt definiren als iwmsseres Produkt, dessen erster Faktor die
Strecke ist, weleche von jemem Punkte (dem Beziehungspunkte)

nach einem Punkte der geraden Linie, in welcher die Kraft wirkt,
gezogen ist, und dessen zweiter Faktor die Strecke ist, welche die
Kraft darstellt. Ist also ¢ der Beziehungspunkt, e der Angriffs-
punkt, d. h. der Punkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p
die Strecke, welche die Kraft darstellt, so ist das Moment
[o«]-p, :

wobei nach den Gesetzen der dusseren Multiplikation einleuchtet,
dass es fiir das Resultat gleichgiltig ist, welchen Punkt in der

Wirkungslinie der Kraft man statt & einfibren mag; denn es sei 8

ein anderer Punkt dieser Linie, also [e¢f] gleichartig' mit p, so

hat man .
(e8] -p = (fee] + [=81) -p=[ea] -p,

weil das Stick [¢f], als dem zweiten Faktor gleichartig, nach
§ 35 weggelassen werden darf. Und eben so ist unter dem Meo-
mente einer Kraft, in Bezug auf eine Axe go das aussere Produkt
aus 3 Faktoren verstanden, dessen erster Fakter die als Strecke
genommene Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend
einem Punkt der Axe nach irgend einem Punkt in der ‘Wirkungs-

" linie der Kraft und dessen dritter Faktor die Kraft ist, also

[o0]-[oa] -,
oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen-Axe in
das auf irgend einen Punkt der Axe beziigliche Moment der Kraft,
wobei wieder, aus denselben Griinden wie vorher, gleichgiiltig ist,
welche Punkte man in jenen Linien auswihlt. Es erscheint also

" das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt als Flichenraum

eines Spathecks, in Bezug auf eine Axe als: Karperraum eines
Spathes, und dabei haben iberall zwei Krafte, welche als Strecken
gleich sind, nur dann gleiche Momente, wenn sie auch in dersel-
ben geraden Linie wirken. Ferner verstehen wir unter dem Ge-
sammtmoment mehrerer Krafte, welche in derselben Ebene liegen,

" in Bezug auf einen Punkt der Ebene die Summe aller auf je-

nen Punkt beziiglichen Momente derselben, und ebemso unter
5 *

-
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dem Gesammtmoment mehrerer Krifte in Bezug auf eine Axe
die Summe aller auf diese Axe beziiglichen Momente. Da Kraft
und Bewegung nach § 25 und 26 durch dieselbe Strecke darge-
stellt werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung sup-
ponirte, und also ibr gleich zu setzende Ursache ist, so ist
schon ohne weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung
und unter dem Gesammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden
ist; doch erinnern wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung
(nach § 26) nur fir die Masseneinheit der Geschwindigkeit gleich
gesetzt werden konne, und dass gleiche Bewegungen nur dann
gleiche Momente haben, wenn sie in derselben geraden Linie fort-
schreiten. — Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hier-
aus alle allgemeinen Gesetze der Statik und Mechanik, welche
sich auf’s Mement beziechen, ableiten lassen, wird die folgende
Entwickelung zur Geniige zeigen. Ich bemerke nur noch vorlaufig,
dass, wir im zweiten Abschnitte dieses Theils*) einen noch ein-
facheren Ausdruck des Momentes und in dem nachsten Kapitel
(§ 57) eine Verallgemeinerung des Begriffs des Gesammtmomentes
kennen lernen werden.

§ 42. Die Hauptsache bei der Anwendung des Begriffs des
Momentes ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Krafte in
Bezug auf jede beliebige Axe, und in Bezug anf jeden Punkt gleich
null ist; doch konnen wir das letztere hier nur beweisen, wenn
alles in derselben Ebene liegt **). Man versteht namlich unter
inneren Kriften bekanntlich solche, welche sich paarweise in der
Art entsprechen, dass die Krifte jedes Paares in derselben geraden
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind; und wir
konnen sogleich zeigen, dass die Momente jedes solchen Paares in
Bezug auf jeden Punkt und jede Axe zusammen null sind. In der
That, betrachtet man z. B. in Bezug auf eine Axe jene beiden Mo-
mente, welche nach dem Fritheren dussere Produkte aus drei Fak-
toren sind, so sind die beiden ersten Faktoren in beiden Produkten
vollkommen gleich, der erste Faktor als die gemeinschaftliche Axe
darstellend, der zweite als Verbindungsstrecke zwischen denselben

Linien; der dritte aber, welcher die Kraft darstellt, ist entgegen-

¥ § 115.
**) Der Bewcxs fiir den aligemeinen Fall folgt in § 57.
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gesetzt gleich; folglich sind auch beide Momente cinander entge-
gengesetzt gleich, also ihre Summe nnll. Da nun das Gesammt-
momient jedes einzelnen Paares der inneren Krifte null ist, so ist-
auch das aller Paare, d. h. aller inneren Krifte nnll. Auf ganz
entsprechende Weise, wie wir dies in Bezug auf eine Axe darge-
than haben, ergiebt es sich auch in Bezug auf einen Punkt, wenn
alles in derselben Ebene hegt, weshalb wir uns dieses Beweises
entschlagen diirfen.

§ 43. Da nun die einem Punkte mitgetheilte Bewegung stets
gleich ist der-ihm mitgetheilten Kraft, so wird auch das Gesammt-
moment der einem Punktvereine innerhalb eines Zeitraums mitge-
theilten Bewegungen gleich dem Gesammtmoment der ihm wahrend
dieser Zeit mitgetheilten Krafte sein, und da das der inneren Krafte
null ist, gleich dem Gesammtmomente der jenem Punktverein
von aussen mitgetheilten Krafte, und zwar in Bezug auf jede belie-
bige Axe, imd, wenn die Krifte in derselben Ebene liegen, auch
in Bezug auf jeden Punkt derselben. Dies Gesetz, was hier in
einer so einfachen Form erscheint, ist von der gréssten Aligemein-
heit und iberall aufs leichteste anwendbar. Soll z. B. Gleichge-
wicht statt finden; so miissen die mitgetheilten Bewegungen alle
null sein, also -auch deren Gesammtmoment, und man hat also
fir's Gleichgewicht die Bedingung, dass das Gesammtmoment der
von aussen mitgetheilten Krafte in Bezug auf jede Axe null sein
muss; so auch. namentlich bei festen Korpern, bei welchen die
Krifte, die den festen Zustand erhalten, als innere erscheinen. Jst
aber der feste Korper in einem Punkte oder in einer Linie be-
festigt, um welche er sich frei schwenkt, so ist die Kraft, durch
welche jener Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage
erhalten wird, eine aussere, die aber nur als Widerstand leistende
aufgefasst und daher zunachst als unbekannte gesetzt wird. Man
hat daher, um die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu
finden, jene unbekannte Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht
vermittelst unserer Analyse aufs leichteste. Ist namlich e der
feste Punkt, x die Widerstand leistende Kraft, welche diesen Punkt
fest erhalt, so muss man die Axe (o), in Bezug auf welche man
diec Momentgleichung nimmt, so wahlen, dass das Moment der
Kraft x verschwindet, d. h. [go].[oe].x==0 wird, fir jeden be-

-
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liebigen Werth von x, d. h. es muss [go] . [oe] = 0 sein, oder
die Axe g muss durch den Pumkt & gehen. Somit haben wir
dann als Bedingung, unter welcher nur Gleichgewichit statt finden
kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden Krafte
in Bezug auf jede durch den befestigten Punkt gehende Axe null -
sein muss. Soll eine Axe des Korpers befestigt sein, so kann
man zwei befestigte Punkte annehmen, also zwei Widerstand lei-
stende Krafte, welche herausfallen, wenn die Axe, in Bezug auf
welche die Moment- Gleichung genommen wird, durch jene beiden
Punkte zugleich gelegt wird; also hat man dann als Bedingung,
unter welcher nur Gleichgewicht statt finden kann, dass das Ge-
sammtmoment der von aussen wirkenden Krafte in Bezug auf die ~
befestigte Axe null sein muss. )

§ 44. Wir haben in dem Begriff des Moments zugleich eine
schone Bestitigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene
das aussere Produkt zweier Strecken sein Zeichen so lange beibe-
halt, als der zweite Faktor vom ersten aus betrachtet nach dersel-
ben Seite hin liegt, im entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen
andert. Denn betrachtet man Krifte in einer Ebene, welche um
einen Punkt drehbar gedacht wird, so werden die Krifte sich dann
verstirken, wenn sie, vom Drehungspyukte aus betrachtet, nach
derselben Seite hin gerichtet sind, hingegen sich ganz oder theil-
weise aufheben, wenn nach entgegengesetater; so dass in der That
durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur selbst
verfabrt, jener Begriff des ausseren Produktes gerechtfertigt wird.
Ick glaube nun, dass das Anfangs auffallende Zeichengesetz durch
die ganze Reihe der Betrachtungen, wie wir sie in den verschie-
denartigsten Beziehungen angestellt haben, das Auffallende ganz
verloren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das begrifflich noth-
wendige, sondern auch als das durch die Natur selbst gerechtfer-
tigte und in ihr sich iiberall bewahrende erscheint.

§ 45. Dass nun die aussere Multiplikation, da sie den Begriff
des Verschiedenartigen wesentlich voraussetzt, auf die Zahlenlehre
kyine so unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometric
und Mechanik, darf uns freilich nicht wundern, indem die Zahlen
ihrem Inhalte nach als gleichartige erscheinen. Aber desto inte-
ressanter ist-es, zu bemerken, wie in der Algebra, sobald an der
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Zahl noch die Art ihrer Verkndpfung mit andern Grissen festge-
halten, und in dieser Hinsicht die eine als von der andern formell
verschiedenartig aufgefasst wird, auch die Anwendbarkeit der ausse-
ren Multiplikation mit- einer so schlagenden Entschiedenheit her-
austritt, dass ich wohl behaupten darf, es werde durch diese An-
wendung auch die Algebra eine wesentlich veranderte Gestalt ge- -
winnen. Um hiervon eine Idee zu geben, will ich n Gleichungen
ersten Grades mit n Unbekannten setzen, ven der Form

a,xX; FaXy...... + apxye=a,
bx, +byx,4...... 4 bpxp =b,
8, X, - s,x4...... 4 SpXp =8,,

WO X, ....Xp die Unbekannten seien. Hier kénnen wir die Zah-
lenkoefficienten, welche verschiedenen Gleichungen angehéren, so-
fern wir diese Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten,
als verschiedenartig ansehen, und zwar alle als an sich verschie-
denartig, d. h. als unabhangig in dem Sinne unserer Wissenschaft,
die einer und derselben Gleichung als unter sich in derselben Be-
ziehung gleichartig. Addiren wir nun in diesem Sinne alle n
Gleichungen und bezeichnen die Summe des Verschiedenartigen in
dem Sinne unserer Wissenschaft mit dem Verkniipfungszeichen 4,
indem die gleichen Stellen in den so gebildeten Summenausdriicken
immer dem Gleichartigen zukommen sollen, so erhalten wir

(ay by 48)x, 4 (ag4+by 4 o4 33)%y -4 Qo Do o 80)%a

- =(ag4bo+-..430)
oder bezeichnen wir (a, 4+b, 4....45,) mit p, und entsprechend
die iibrigen Summen, so haben wir
PiXg 4 PaXg 4o 4 PoXa =Py

Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen ver-
witt, lasst sich nun auf der Stelle jede der Unbekannten, z. B. x,
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem ausseren Produkte
aus den Koefficienten der_iibrigen Unbekannten &usserlich multi-
pliciren, also hier mit py.p;y..... pn- Da namlich, wenn man die
Glieder der linken Seite einzeln multiplicirt, nach dem Begriff des:
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) ’

dusseren Produktes (§ 31) alle Produkte wegfallen, welche zwei
gleiche Faktoren enthalten, so erhdlt man
Py-Ps-Pge-+-PuX; =Py :Py-P3g----Pn

Also da beide Produkte, als demselben System n-ter Stufe ange-
horig einander gleichartig sind, so hat man
— Po-P2-Psg-:--Pn t).

Py-Pa-PgeceePo
Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich, dessen Nenner das
aussere Produkt der Koefficienten p, ...pp ist, und dessen Zahler
man erhdlt, wenn man in diesem Produkt slatt des Koefficienten
jener Unbekannten die rechte Seite, namlich p,, als Faktor setzt.
Alle Unbekannten haben also denselben Nenner, und werden un-
bestimmt oder unendlich, wenn dieser Nenner null wird, ‘d. h.

Py-Pa--- . Pa=0

Xy

18t.

§ 46. Dass jene Ausdriicke fir x, ....x,, nicht etwa blosse
Rechnungsformen darstellen, sondern die vollkommenen Losungen
der gegebenen Gleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhel-
len, wenn wir fiir irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen
statt p, "etc. ihre Werthe substituiren. Man hat fir drei Gleichungen

1.) X1= Po-P2-Ps ,

Py-P2-P3
- wo o o .
Po=1(2g+by+cy), py=(a,+b,+c¢,), etc.
ist, und zwar a, gleichartig ist mit a, u. s. w. Substituiren wir
diese Ausdriicke in obiger Gleichung, mullipliciren durch, indem
wir die Produkte der gleichartigen Grossen, da sie null werden,
auslassen, und ordnen entsprechend mit Beobachtung des fir
aussere Produkte festgestellten Zeichengesetzes, so haben wir so-
gleich, wie man bei geringer Uebung ohne weiteres aus obiger
Formel ablesen kann, . .
2) x, = 8yb,cs —aghgc, 4-a,bgc,—a,boc 4 a,bgc, —agh,e,

a,bye; —a,bye, F-asbge, —a,b ez 4-a5b,c, —aghye’
worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewshn-

N

*) Dié Gesetze der Husseren Multiplikation und Division lassen iibrigens
kein Heben im Zihler und Nenner zu, vergl. Kap. IV.
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liche Multiplikationsbezeichnung einfihren konnten. Dies 'ist die
bekannte Formel, durch welche aus drei Gleichungen mit drei
Unbekannten eine derselben bestimmt wird, und es zeigt sicl, wie
dieselbe - vollkommen in. der so sehr viel einfacheren Formel 1)
enthalten ist.

Wir haben hier, um. sogleich die Anwendbarkeit unserer Ana-
lyse auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei
Dimensionen beschrankt ist, darzuthun, etwas vorgegriffen, indem
der Begriff der Zahl und’ der Division, den wir hier anwandten,
erst den Gegensland des vierten Kapitels ausmachen werden; wir
werden jedoch spaterhin noch einmal auf diesen Gegenstand der
Anwendung zuriickkommen, und dort das Verfahren auch ausdeh-
-nen auf Gleichungen héherer Grade.

Drities Kapitel.

Verkniipfung der Ausdehnungsgriossen hoherer Stufen.

§ 47. Durch die aussere Multiplikation sind héhere Ausdeh-
nungsgréssen entstanden, die Verkmiipfungen derselben haben wir
bisher nur betrachtet, sofern . gleichartige Ausdehnungsgréssen
addirt werden sollten, indem die Addition sich hier auf den alige-
meinen Begriff des Zusammendenkens griindete, welcher iberhaupt
die Addition des Gleichartigen (wenn dasselbe gleich bezeichnet
ist) charakterisirt. Vermége dieses Begriffs hatten wir die im
vorigen Kapitel dargelegten Gesetze entwickelt. Das Grundgesetz
der Multiplikation, dass man statt des zerstiickten Faktors seine
Stiicke einzeln einfiihren, und die so gebildeten Produkte addiren
dirfe, fand daher seine Beschriankung darin, -dass die dadurch
entstehenden Produkte, um sie nach den bisherigen Begriffen ad-
diren zu koénnen, gleichartig sein mussten. Um diese Beschrin-
kung aufzuheben, werden wir daher den Begriff der Addition fiir
héhere Ausdehnungsgréssen erweitern miissen. Der so erweiterte
Begriff muss von dey Art sein, dass er erstens bei gleichartigen
Ausdehnungsgrossen in den gewbhnalichen umschligt, und dass fiir
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ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt. Na-
tirlich muss dann fir dieselbe die Geltung der Additionsgesetze
nachg€wiesen werden, ehe jene Verkniipfung als Addition fixirt
werden kann. Semit ist klar, dass, wenn es dberhaupt eine Ad-
dition ungleichartiger Ausdehnungsgrassen hoherer Stufen giebt, das
Gesetz bestehen muss
A.b4A.c=A.(b+¢),
wo b und ¢ Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorliufig diese
Verkniipfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck
zu haben, so wiirden wir die Definition aufstellen konnen:
Zwei aussere Produkte n-ter Stufe, welche einen gemein-
schaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe haben, addirt man, in-
dem man die ungleichen Faktoren addirt, und dieser Summe
den gemeinschaftlichen Faktor auf dieselbe Weise hinzufigt,
wie er den Stiicken hinzugefiigt war.

§. 48. Dieser formellen Definition missen wir zuerst dadurch
eine anschaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie
weit sie reicht, d. h. welche Ausdehnungsgréssen man nach ihr
addiren kann. Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Ausdehnungs-
grossen n-ter Stufe nur dann nach dem aufgestellten Begriffe
summirbar sind, wenn sie demselben Systeme (n+41) ter Stufe an-
gehoren; wir werden aber zeigen, dass sie alsdann auch immer
summirbar sind, indem je zwei Ausdehnungsgréssen n-ter Stufe
A, und B,, welche demselben Systeme (n-4-1)ter Stufe angehéren,
sich stets auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1)ter Stufe
bringen lassen. Sind zuerst A, und B, gleichartig, so leuchtet es
uninittelbar ein, indem wenn (n—1) einfache Faktoren von A, kon-
stant bleiben, der n-te aber sich beliebig durch Fortschreitung
oder Riickschreitung verandert, auch das.Produkt jeden beliebigen
mit A, gleichartigen Werth, also auwch dem Werth B, annehmen
kann. Hierin liegt zugleich, dass man jede Ausdehnung n-ter
- Stufe auf (n—1) beliebige Faktoren, welche demselben System
n-ter Stufe angehéren und von einander unabhangig sind, bringen
kann. Sind A, und B, ungleichartig, so sei

' Ap==a, .a,...... an,
WO a, ....a, Strecken vorstellen, welche von einander unabhingig
sind. Dann muss B, nothwendig wenigstens Einen Faktor enthal-
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ten, welcher von den simmtlichen Strecken a, ....a, unabhingig
ist; es sei ay,, ein solcher Faktor, und also .
Ba=Db,.b,....by; .2p¢,.
Da in einem System (n+-1)ter Stufe nicht mehr als (n+1) von
einander umabhingige Strecken angenommen werden kémmen, so
muss jeder von den Faktoren b,....b, , von jemen Strecken
a,....85,, abhangig sein, d. h. sich als Summe darstellen las-.
sen, deren Stiicke diesen Strecken gleichartig sind. Denk{ man
sich nun jeden dieser Faktoren b, ...b,_, als solche Summe dar-
gestellt, so kann man nun in jeder dasjenige Stiick, was mit a,,_,
gleichartig ist, weglassen, ohne den Werth des Produktes B, zu
indern (vergl. § 35). Nach dieser Weglassung sei das Produkt
b,.b,....by, ibergegangen in Cy_,, so ist also ’
Bn = CR—_[ o« Bp41.

Die Faktoren von C,_, sind nur noch von den Strecken a, ....a,,
d. h. von den Faktoren der Ausdebnungegrésse A, abhingig; oder
mit andern Worten, sie gehdren dem Systeme A, an, folglich wird
sich A, nach der im Anfang dieses § angewandten Schlussfolge auf
den Faktor C,_, bringen lassen, wenn der n-te Faktor willkihr-
lich gewahit werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungs-
grossen A, und B, auf den gemeinschaftlichen Faktor C,_, brin-
gen, welcher von (n—1)ter Stufe ist oder, wie wir uns auch
kiirzer ausdriicken, beide haben eine Ausdehnungsgrésse (n—1)ter
Stufe gemeinschaftlich. So wird nun die obige Definition so um-
gewandelt werden konnen:

»nlwei Ausdehnungsgrossen n-ter Stufe, welche demselben

System (n+1) ter Stufe angehoren, werden addirt, indem man

sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1)ter Stufe

bringt, und die Summe der ungleichen Faktoren mit diesem

gemeinschaftlichen Faktor verkniipft.

§ 49. Um nun die Geltung der Additionsgesetze, oder viel-
mehr zunichst nur die der Grundgesetze nachzuweisen, haben wir
zuerst die Vertauschbarkeit der Sticke darzuthun. Diese Sticke
werden sich nach dem vorigen § darstellen lassen in der Form
A.bund A.c. Nun ist

A.b+A.c=A.(b+c)=A.(c+b)=A.c+A.Db,
also sind die Sticke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen

P ’
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Geltung nachgewiesen werden muss, ist, dass
(A+B)4C=A+®B+0)
sei, auch danm, wenn A, B, C Ausdehnungen n-ter Stufe in dem-
selben Systeme (n+ 1) ter Stufe sind, und die Addition den vor-
her bezeichneten Begriff haben soll. Wir haben zu dem Ende die
Frage zu beantworten, was drei solche Ausdebnungen gemein-
schaftlich haben werden. Nun ist schon im vorigen § gezeigt, dass
je zwei derselben eine Ausdehnung (n—1)ter Stufe gemeinschaft-
lich baben missen; so z. B. hat B sowohl mit A als mit C eine
solche gemeinschaftlich; und da diese beiden Ausdebnungen (n—1)-
ter Stufe, nimlich, welche B mit A, und welche es mit C gemein-
schaftlich hat, demselben Systeme B *), .alse demselben Systeme
n-ter Stufe angehdéren, so haben sie nach demselben Satze des
vorigen § eine Ausdebnung (n—R2)ter Stufe gemeinschaftlich, und
diese ist somit allen 3 Gréssen A, B, C gemeinschaftlich. Es sei
D dieser gemeinschaftliche Faktor (n—2)ter Stufe, so werden
sich jene drei Gréssen, da iberdies je zwei eine Ausdehnung
(n—A)ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf die Formen bringen
Jassen
A=D.b.c,B=D.a.c, C=D.a.b,.
Namlich je zwei derselben werden ausser D noch einen gemein-
schaftlichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grasse aber will-
kihrlich ist. Dieser sei zwischen A und B ¢, zwischen B und
C .sei er a, und zwar sei die Grdsse von a so bestimmt, dass
B=D.a.c sei; der gemeinschaftliche Faktor, aufl welchen A und
C gebracht werden konnen, sei ausser D der Faktor b, oder ein
mit b gleichartiger b, und zwar seien b und b, so gewihlt, dass
A=D.b.cund C=D.a.b,
sei. Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt
sich, dass sich (A4B)+4C durch die folgenden Umgestaltungen in
A4-(B+C) verwandeln lisst. Erstens ‘
(A4+B)4+C=(D.b.c4D.a.c)4D.a.b,.
Wir haben nun die durch die, Klammer angedeutete Summation zu
vollzichen. Nun lasst sich der Ausdruck D.b.c+4D.a. ¢ zuriick-

*) Wir benenoen das Systemn eben so wie die Ausdehoung, welche einen
= fhm bildet, weil keine Zweideutigkeit moglich ist.
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fihren aufD. (b 4 a).c; man kann namlich zuerst in beiden Sum-
manden c auf die letzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich
andern, dann kann man nach der Definition die Summation: vor-
nehmen, und endlich mit derselben Zeicheninderumg den summirten
Faktor wieder auf die alte Stelle bringen und erhalt
(A4+B)4C=D.(b+a).c+D.a.b,.
Um nun diese beiden Glieder summiren zu konnen, hat man nur
statt D.a.b, zu setzen D.(b 4-a).b,, was verstattet ist, weil b
mit b, gleichartig ist, und man den Faktoren, ohne das Resultat
zu andern, Stiicke hinzufiigen darf, welche den andern Faktoren
gleichartig sind (§ 34). Fihrt man dann auf der rechten Seite die
Summation aus, so Hat man '
(A+B)+€=D.(b+32).(c+b,),
wodurch man die drei Glieder auf eins zuriickgefihrt hat *). In
diesem Gliede kann man nun zuerst die Summe b -4- a wieder auf-
lésen und erhilt auf der rechten Seite den Ausdruck
D.b.(c+b)+D.a.(c+b).
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 34)
das Stiick b, weggelassen und das zweite Glied aufgeldsst werden,
dadurch verwandelt sich der ganze Ausdruck in D.b.c+4(D.a.c
+D.a.b,), d. h. in A 4 (B 4 C) und man hat also in der That
A4+B)4+C=A+4+(B+0).

§ 50. Es ist nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu er-
weisen, das ndmlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist,
oder dass, wenn das eine Stiick unverindert bleibt, das andere
aber sich andert, auch die Summe sich andern miisse. Es sei in-
nerhalb eines Systems (n 4 1) ter Stufe

A4+ B=C;
wo A, B und C von n-ter Stufe sind. Es andere sich B in B4-D,
so wird nun -
A+ (@B 4D)=(A4B)4+D=C+D
sein, und es ist zu zeigen, dass wenn B <4 D von B verschieden
ist, auch C -+ D von C verschieden sein miisse. Das erstere setzt

.

*) Man kinnte nun zeigen, dass der Ausdruck: A 4 (B 4 C) sich auf das-
selbe Glied zuriickfiihren liesse, allein wir setzen den einmal eingeschlagenen
Weg der fortschreitenden Umwandlung fort. )
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voraus, dass D nicht null sei, nun kdnnen wir aber zeigen, dass,
wenn D nicht null ist, es auch zu einer Grésse (C) hinzugelegt,
ihren Werth andern misse. Unmittelbar ist dies klar, wemnn C
wnd D gleichartig sind, indem das durch Zusammendenken des
Gleichartigen hervorgegangene nothwendig von jedem der Stiicke
verschieden ist. Sind aber C und D versehiedenartig, so lasst
sich leicht zeigen, dass ihre Summe mit beiden verschiedenartig
ist (immer vorausgesetzt, dass keins von beiden null ist). Da
alles in demselben Systeme (n-1)ter Stufe angenommen ist, so
werden C und D sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1)-
ter Stufe bringen lassen. KEs sei dieser E und .
C=E.c, D=E.d; also C 4 D=E (c 4-d).
Sind nun C und D verschiedenartig, so darf d nicht in dem Sy-
steme E.c enthalten sein, also ist auch (¢4 d) nicht in ihm ent-
halten; alse auch E (¢4 d) mit E. ¢ verschiedenartig, also kann es
ihm auch nicht gleich sein. Somit wird durch Hinzulegen der
Grosse D auch die Grasse G geandert; wenn also das eine Stick
jener Summe sich andert, wihrend das andere dasselbe bleibt, so
muss auch die Summe sich dndern. Soll folglich die Summe und
das eine Stick derselben unverindert bleiben, so muss es auch
das andere, d. h. das Resultat der Subtraktion ist eindeutig. Da
nun alle drei Grundgesetze der Addition und Subtraktion hier gel-
ten, so gelten auch alle Gesetze derselben. Die Grundbeziehung
dieser Additionr zur Multiplikation ist noch nicht vollstindig darge-
legt; nach der Definition ist zwar
Ab4+A.c=A. (b+c),
allein es ist auch zu zeigen, dass
(A4B).c=A.c+B.c
ist, wenn A und B Grossen n-ter Stufe in einem Systeme (n+1)-
ter Stufe sind. Dann kann man A=E.a, B=E.b setzen (nach
§ 48), und hat
A.c+B.c==E.a.c4E.b.c.

Der rechts stehende Ausdruck lasst sich, wenn man a und b zuerst
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen andert), dann
nach der Definition summirt, und endlich den Faktor (a 4-b) wie-
der auf die vorletzte Stelle zuriickbringt (wobei das Zeichen wieder
das urspringliche wird), verwandeln in E.(a<4-b).c, d. h: in
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(A 4 B).c, also die Riehtigkeit jener Gleichung bewiesen. Da so-
mit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und Multi-
plikation hier gelten, so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung,
und unsere Verknipfungsweise ist daher sowohl an sich, als auch
in ibrer Beziehung als wahre ‘Addition nachgewiesen. Somit kon-
nen wir nun den Hauptsatz des.vorigen Kapitels (§ 36) dabin er-
weitern: . :
»Fir aussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n ein-
fachen Faktoren nur in éinem Systeme (n+-1)ter Stufe be-
trachtet werden, alle Gesetze der Addition und Subtraktion,
und alle Gesetze der Beziehung zwischen ihnen und der Mul- -
tiplikation, wenn man die fiir diese Verkniipfungen aufgestell-
ten Begriffe festhalt.«

§ 51. Auch dies Gesetz hat alse noch eine Beschrankung in
sich, was darin seinen Grund hat, dass wir hdhere Ausdehnungen
bisher nur addiren konnten, wenn sie einem und demselben Sy-
steme nachst hoherer Stufe angehdrten. Wir miissen nun, um
das Gesetz in seiner Allgemeinheit aufstellen zu kénnen, auch
zeigen, was unter der Summe von Ausdehnungen, welche in be-
liebig héheren Systemen liegen, verstanden sein konne. Wollten
wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen, wie in den vor-
hergehenden Paragraphen, und alse als Summe zweier Grdssen
A.B und A.C, welche nicht demselben Systeme nachst hdéherer
Stufe angehoren, die Grosse A.(B4-C) auffassen, so wiirde dies
zu nichts fihren, da dann B und C auch Ausdehnungen héherer
Stufen sind, welche nicht einem und demselben Systeme nachst
hoherer Stufen angehoren, und also die eine Summe ihrer Bedeu-
tung nach eben so unbekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns
also nichts iibrig, als den Begriff der Summe in diesem Falle rein
formell aufzufassen, ohne dass es mdéglich ware, eine Ausdehnung
aufzuweisen, welche als die Summe sich darstelite. Wir definiren .
daher die Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe, welche einem
hoheren Systeme als dem (n--1)ter Stufe angehdren, dadureh, -
dass die Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar sein
sollen, d. h. also als ,,dasjenige, was konstant bleibt, welche Ver-
inderungen man.auch mit der Form der Summe durch Anwendung
der Additions- und Subtraktions-Gesetze vornehmen mag.** Es
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erscheint somit diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung,
d. h. als solche, welche durch fortschreitende Multiplikation der
Strecken gewonnen werden kénnte, sondern sie tritt als Grdsse
von neuer Art, und zwar zunachst als Grosse von blos formeller
Bedeutung hervor, die wir daher am passendsten mit dem Namen
der Summengrésse belegen konnten; wir fassen sie mit der Aus-
dehnung unter dem Begriffe der Ausdehnungsgrésse zusammen.
Um ihre konkrete Bedeutung zu gewinnen, miissten wir ihren Be-
reich ausmitteln, d. h. aufsuchen, wie sich die Form der Summe,
die in dem Werth der Stiicke besteht, indern konne, ohne dass
der Werth der Summe selbst sich dndere. Dadurch erhalten wir
eine Reihe von konkreten Darstellungen jener formellen Summe,
und die Geésammtheit dieser moglichen Darstellungen in Eins zu-
sammengeschaut, wie die Arten einer Gattung (nicht wie die Theile
eines Ganzen), wiirde uns den konkreten Begriff vor Augen legen.—
Indessen da dicse Summengrosse nicht eher als in einem Systeme
vierter Stufe eintreten kann, sie also im Raume, als einem Systeme
dritter Stufe, keine Anwendung findet, so versparen wir uns diese
Darstellung bis zum siebenten Kapitel, in welchem sich die Bedeu-
. tung einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet ergeben,
und sich durch Anschauungen sowoh! der Geometrie, als besonders
der Statik fruchtreich gestalten wird. .
§ 52. Dagegen dirfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen,
das in diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von
allen Schranken, in denen es noch zusammengeengt ist, zu be-
freien, und also auch die Beziehung der Multiplikation zu dieser
Addition aufzufassen. Aber da die formelle Summe keine Ausdeh-
nung darstellt, so ist auch das dussere Produkt jener formellen
Summe in eine Strecke noch nicht seiner Bedeutung nach be-
stimmt. Nun muss auch diese wiederum formell durch das Fort-
bestehen der multiplikativen Beziehung bestimmt werden, und wir
haben somit, wenn es iiberhaupt cine solche Multiplikation jener
Summengrdssen geben soll, dieselbe so zu definiren, dass
A4+B+C+...).p=A.p+B.p+C.p+....
sei. Doch dirfen wir dies nur dann festsetzen, wenn bei dem
Konstantbleiben von A+4-B+4-C ... auch A.p48B.p+4C.p+-...
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem
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Konstantbleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleich-
zeitige Konstantbleiben erfordert. Also haben wir zu zdigen, dass,
wenn .
A4+B4....=P4+Q4...
. ist, auch .
. A.p+B.p+...=P.p4+0.p+...
sein miisse. Dies ergiebt sich aber leicht, indem, werm A 4-B 4-...
der Summe P 4- Q 4-... gleich gesetzt wird, und beides formelle
Summen sind, durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (an-
dere Anordnung, Zusammenfassung der Stiicke, Auflésung der Sticke
in kleinere Stiicke) aus der einen die andere hervorgehen muss.
Da nun jeder solchen Verinderung, welche ohne Aenderung des Ge- -
sammtwerthes verstattet ist, eine ebensolche mit den um den Fak-
tor p vermehrten Grdssen entspricht, so wird, wenn man mit diesen
die entsprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt, gleich- -
zeitig, wahrend sich A4-B+4-.... in P4 Q< .... verwandelt,
auch A.p+4+B.p+4...in P.p4Q.p ... ibergehen. Somit
wird es gestattet sein, jene Definition festzustellen, welche hiernach
nichts ist, als. eine abgekiirzte Schreibart.
§ 53. Da ferner, wenn mit mehreren Strecken fortschreitend

d. h. so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat
mit dem nachstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammtpro-~
dukt stets gleithen Werth behilt, sobald das Produkt jener Strecken
_sich gleich bleibt, so kénnen wir abkirzend statt jener Strecken,
mit welchen fortschreitend multiplicirt ist, ihr Produkt setzen.
Hierdurch ist der Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen be-
stimmt, und so auch das Produkt einer formellen Summe in eine
Ausdehnung, ein Produkt, was zwar im Allgemeinen wieder eine
formelle Summe liefert, aber in besonderen Fillen auch in eine

. Ausdehnung iibergehen kann.*)

Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein
(A+4+B).P==A.P4+B.P

*) Nimlich, wenn die Stiicke der Summe von n-ter Stafe sind und einem
System (n 4 m)ter Stufe angehésren, so wird durch Multiplikation mit einer Aus-

' dehnung (m — 1) ter Stufe desselben Sysiemes offenbar die fornielle Summe in
¢ine Ausdehnung verwandelt.

. 6
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ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P == c.d..., 50 ist
(A4+B).P = (A+4B).c.d..
nach der cben festgesetzten Bestimmung, ferner
(A4+B).c==A.c+B.c
nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetes
(A+B).c.d....==A.c.d...4B.c.d..., . h. A+4B).Pr
) = A.P 4 B.P - ¢

Ist der zweite Faktor zerstiickt, so lasst sich das entsprechende
Gesetz hier nur fr reale Summen nachweisen, fiir diese ergieht
sich aus obiger Gleichung durch Vertauschung (wobei die Zeichen
sich entweder in allen Gliedern oder in keinem &ndern)

P.A4B)==P.A4P.B

Fiir formelle Summen ist noch nichts iiber die Vertauschbarkeit
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Schlussweise noch nicht
anwendbar. Da wir iberhaupt noch nichts Gber den Begriff eines
. Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, festge--
setzt haben, so ist uns erlaubt fiir den Fall, dass der zweite Faktor
eine formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzung zu machen, wie
fir den Fall, wo der erste es ist, und also auch dann

P.A4+B)=P.A4P.B
zu setzen, und dies selbst auf den Fall zu dbertragen, wo auch P
eine formelle Summe darstelit.

§ 54 Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden
Schranken aufgehoben, und die Geltung der multiplikativen Grund-
beziechung fiir alle Ausdehnungsgrossen theils aus dem Begriffe
nachgewiesen, theils durch Definitionen festgestellt haben: so gel-
ten somit alle Gesetze dieser Beziehung, wie auch alle Gesetze der
Addition und Subtraktion, und es sind auf diese Weise alle ange-
gebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne gerechtfertigt. Wir fas-
sen daher, nachdem wir am Schlusse dieser Entwickelungsreihe an-
gelangt sind, die Resultate derselben in folgenden Satzen zusammen:

,»Wenn alle Elemente einer Ausdehnung (in ihrer elementaren

Darstellung*)) einer und derselben Erzeugung unterworfen d.

h. statt jedes Elementes eine gleiche Strecke gesetzt wird,

*) Unter der elementaren oder konkreten DarsteHung elner Ausdehnung
verstehen wir das Gebilde, welchem diese Ausdehnung zugehrt.



§ 55  Zusammenfassung der Gesetze iusserer Multiplikation. 83

deren Anfangselement jenes Element ist, so ist die Gesammt-

heit der so gewonnenen Elemente die konkrete Darstellung

einer Ausdehnung, welche als Theil des zugehdrigen Systems
aufgefasst, das Produkt jener Ausdehnung in diese Strecke ist,
und wir nannten dasselbe ein Zusseres.*

Ferner: ,,wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen
Faktoren einer andern fortschreitend auf die angegebene Weise
multiplicirt, so ist das Resultat als Produkt jener ersten Aus-
dehnung in diese letzte charakterisirt,*

»Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem
Systeme (n 4 1) ter Stufe wurde diejenige Ausdehnung nach-

" gewiesen, welche hervorgeht, wenn man jene beiden auf einen

gemeinschaftlichen Faktor (n — 1)ter Stufe brachte, und die

ungleichen Faktoren addirte.

»Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem
System von hoherer als (n 4 1)ter Stufe ergab sich die for-
melle Summengrosse, welche dasjenige darstellte, was bei An-
wendung der Additionsgesetze konstant blieb.*

,,Endlicli als Produkt einer Summengrésse in eine andere
Grosse wurde die Summe aufgefasst, welche hervorgeht,
wenn jedes Stick des einen Faktors mit jedem des andern
multiplicirt, und diese Produkte addirt werden.*

Die Giltigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch dar-
gethan, dass fir die Addition die Grundgesetze derselben und fiir die
Multiplikation die Grundbeziehungen derselben zur Addition nach-
gewiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle
Gesetze der Addition und Subtraktion und der Beznehung der Mul-
tiplikation zu beiden hier noch fortbestehen.

§ 53. Es bleibt uns nur noch ibrig, die Gesetze, welche die
.aussere Multiplikation als seolche charakterisiren, in allgemeinerer
Form zu entwickeln. Wir hatten oben in § 35 als das Eigenthiim-
liche dieser Art der Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man,
wenn ein einfacher Faktor eines Produktes einen Summanden ent-
halt, welcher mit einem der angranzenden Faktoren gleichartig ist,
diesen Summanden ohne Werthinderung des Produktes weglassen
'kann; daraus ergab sich (§ 36), dass das Produkt von n einfachen
Faktoren stets dann, aber auch nur dann als null erscheint, wenn

6‘ .
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- sie von einander abhingig sind, d. h. von einem Systeme niederer
Stufe als der n-ten umfasst werden. Dies kénnen wir unmittelbar
auf Faktoren beliebiger Stufen ausdehnen, wenn wir mehrere Aus-
debnungen dann von einander abhingig setzen, wenn die Summe
ihrer Stufenzahlen grésser ist als die des Systems, welches sie alle
umfasst; denn dann wird die Anzahl der einfachen Faktoren, wel-
che ihr Produkt enthilt, grosser sein als die Stufenzahl des umfas-
senden Systems, also ibr Produkt in der That null sein. Also:

,,Das dussere Produkt ist null, wenn die Faktoren von einan-
der abhingig sind, und hat einen geltenden Werth, wenn sie
es nicht sind.

Aus der Eigenthiimlichkeit des #usseren Produktes ergab sich
uns (§ 35), dass zwei einfache Faktoren vertauscht werden dirfen,
wenn man zugleich das Vorzeichen des Produktes andert; dies Ge-
setz erweiterten wir dahin, dass ein einfacher Faktor eine gerade
Anzahl von einfachen Fakioren ohne, eine ungerade mit Zeichen-
wechsel dberspringen diirfe. Da eine Reihe von einfachen Fakto-
ren als Ausdehnung erschien, deren Stufenzahl der Anzahl jemer
einfachen Faktoren gleich ist, so folgt daraus zuerst, dass eine Aus-
dehnung von gerader Stufe einen einfachen Faktor, also auch jeden
andern, ohne Zeichenwechsel iiberspringen dirfe, und wiederum,
dass bei Vertauschung zweier beliebiger auf einanderfolgender Fak-
toren dann und nur dann Zeichenwechsel eintrete, wenn bheide von
ungerader Stufe sind.*) Dass nun dies Gesetz auch noch fir Sum-

*) Es lisst sich dies, weon a und b die beziehlichen Stufenzahlen der Aus-
debnungen A und B sind, so ausdriicken , dass A.B = (—I)atbB. A sei. —
Wenn beide Faktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind, so hingt bei
der Vertauschung das Zeichen noch von diesem ab. So hat man z. B.

A.B.C=(—1)abtbctcaC,B.A.

Fiir die formelle Auffassung der #usseren Maultiplikation bemerke ich noch, dass

man jhre Eigenthiimlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung zur Addi-

tion festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass zwei einfache Faktoren mit Zci-

chenwechsel vertauschbar seien, vollkommen hitte charakierisiren kénnen. Denn

ist a . b allgemein gleich—b . a, oder

a.b+ b.a=0, :
so0 muss dies auch noch gelten, wenn b — a wird, dannista.a 4 a.a =0, also
2a.a=Dodera.a== 0. Daraus folgt dann, dass iiberhanpt das Produkt zweie |
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mengréssen gelte, ist klar, indem es, wenn man mit den einzelnen
Stiicken durchmultiplicirt, fiir die einzelnen Produkte gelten muss.
also auch fir deren Summe. Also:
sZwei aufeinander folgende Faktoren sind mit oder ohne Zei-
chenwechsel vertauschbar, je nachdem die Stufenzahlen beider
Faktoren zugleich ungerade sind oder nicht.« -

§ 56. Die in diesem Kapitel entwickelten Gesetze lassen ge-
genwarfig nur eine theilweise Anwendung auf die Geometrie und
Statik zu, indem die Summengrésse, welche zuerst in einem System
vierter Stufe auftritt, hier keine Anwendung finden kann. Die An-
wendungen beschrinken sich daher nur auf die erste Halfte dieses
Kapitels (§ 47 — 50), und bestehen darin, dass die Gesetze, welche
im vorigen Kapitel fir jene Disciplinen festgestellt wurden, von ih-
ren Schranken befreit, und von einem allgemeineren Gesichtspunkte
angeschaut werden. Zuerst in der Geometrie haben wir den neuen
Additionsbegriff auf die Flachenrdume (als Ausdehnungen zweiter
Stufe) zu dbertragen.

Doch miissen wir dann an den Flichenriumen ihre Richtungen
d. h. die Richtungen der Ebene, welcher sie angehdren, festhalten;
und also zwei Flachenrdume als ungleichartig auffassen, wenn die
Ebenen, denen sie angehdren, eine Verschiedenheit in den Rich-
tungen darbieten. Da nun die Flachenrdume auf diese Weise
aufgefasst Ausdehnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei
" Flaichenraume, da sie zugleich einem und demselben Systeme drit-
ter Stufe (dem Raume) angehdren, nach § 48 auf einen gemein-
schaftlichen Faktor erster Stufe bringen, d. h. sich als Spathecke
(Parallelogramme) von gleicher Grundseite darstellen lassen. Die
Summe derselben wird somit ein Spatheck sein, welches dieselbe
. Grundseite hat, dessen Hohenseite aber die Summe der beiden Hé-
"henseiten jener Spathecke ist. Hiernach kann man nun die Satze
von der Forthewegung (§ 28 und 29) allgemeiner so aussprechen:
»Die geometrische*) Summe der Flichenrdume, welche eine

- gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der iusseren Mul-
tiplikation charakterisirende Gesetz, wie wir es oben:darstellten, hervorgeht.

! *) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu summirenden Grossen
noch nicht hinreichend als Grossen mit konstanter Richtung bezeichnet siud, um
die Summe von der rein arithmetischen Summe zu unterscheiden.
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gebrochene Linie bei ihrer Fortbewegung beschreibt, ist gleich
dem Fliachenraum, welchen eine gerade Linie, die mit jener
gebrochenen gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat, be-
schreibt, wenn sie sich auf gleiche Weise forthewegt®,
oder noch allgemeiner, indem wir die Strecke vom Anfangspunkt
zum Endpunkt der gebrochenen Linie die schhessende Seite dersel-
ben nennen.

nDie geometrische Summe der Flichenriume, welche eine ge-

brochene Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich

dem Flichenraum, welchen die Seite, die die erstere schliesst,
in einer Bahn beschreibt, die die zweite schliesst.*
Fur die Bewegung der Flichenrdume hat man den Satz:

" y,Die Summe der Kiorperriume, welche eine beliebig gebrochene

Flache in beliebig gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem

Korperraum, welchen die geometrische Summe jener Flachen-

raume (die die gebrochene Flache bilden) in der jene gebro-

chene schliessenden Bahn beschreibt.*

§ 57. Auch far die Statik und Mechanik besteht die Anwen-
dung dieses Kapitels in einer Erweiterung, welche jedoch hier so
fruchtreich ist, dass nun erst der ganze Reichthum der Beziehun-
gen hervortreten kann. Zuerst die Beschrinkung, welche bei dem
Gesammtmoment mehrerer Krafte in Bezug auf einen Punkt hinzu-
gefugt wurde (§ 41), fallt jetzt weg, und wir konnen daher sagen,
unter dem Gesammtmoment mehrerer Krifte in Bezug auf einen
Punkt sei die Summe aller einzelnen auf jenen Punkt beziiglichen
Momente verstanden; und zugleich ist klar, dass, wenn man durch
diesen Punkt eine Strecke als Axe zieht, das Moment in Bezug auf
diese Axe gefunden wird, wenn man diese Axe in jenes erste Mo-
ment multiplicirt. Sind z. B. af, 73, ... die Krafte, so ist ihr Ge-
sammtmoment My in Bezug auf einen Punkt ¢ gleich

[ea] - [o8] + [er) - [r] - - -
und in Bezug auf eine Axe op ist das Moment derselben Krafte

gleich
[oe] - [oa] -[] + [oe] -Ter] - [13] +-- -,

[6()] . MQ.

ader gleich
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Dass nun auch hier das Gesammtmoment der mnern Krifte in
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist, bedarf wohl kaum eines
Beweises, indem sogleich einleuchtet, dass der Beweis auf ahnliche
Weise, nur noch einfacher, erfolgt, wie der oben (§ 42) fir den
beschrankteren Begriff gefiuhrte. Und damit ist klar, wie die
sammtlichen oben aufgestellten Sitze (§ 43 und 44) auch in dieser
Verallgemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 auf-
gestellte Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden konnen:

»Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzel--

nen Punkten (eines Vereins von Punkten) innerhalb eines

Zeitraums mitgetheilt werden, ist gleich dem Gesammimoment

der sammtlichen Krafte, welche dem Vereine dieser Punkte

wihrend jener Zeit von aussen mitgetheilt werden, und zwar
in Bezug auf jeden beliebigen Punkt.«¥)

Wirken also namentlich keine Krifle von aussen ein, so muss
~ auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen wahrend
jedes Zeitraumes null sein, d. h. das Gesammtmoment aller Bewe-
gungen, welche den Punkten einwohnen, muss in der Zeit konstant
sein.**) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveranderliche
Ebene und in derselben einen konstanten Flachenraum dar; jene
Ebene ist es, welche La Place die unverinderliche Ebene (plan
invariable) nennt, und welche vermittelst unserer Wissenschaft
sich auf die einfachste Weise durch Summation ergiebt. Die
Schwierigkeit der Ableitung nach den sonst iiblichen Methoden
iibersieht sich leicht, wenn man nur einen Blick wirft auf die in
La Grange’s mecanique anal.***) oder in La Place’s mec. cel.
gefilbrten Entwickelungen, und auf die komplicirten Formeln, in
welchen dort die Darstellung fortschreitet.

§ 58. Wir konnten zwar schon hier die Hauptsitze fir die
Theorie der Momente aunfstellen; da indessen die Betrachtung der
Momente im zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten

*) Die daraus hervorgehende Gleichung werden wir spiiterhin bei der An-
wendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen; s. § 105.
*+) Es ist dies, wic man sich leicht iiberzeugt, das Princip der konstanten
Flichenriume.
) P. 262 — 269.

.
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wird, so will ich hier nur ein Paar Beispiele geben, um zu zeigen,
mit welcher Leichtigkeit sich durch Hiilfe unserer Analyse die hier-
hergehérigen Aufgaben losen lassen, und in welcher Ergiebigkeit
die interessantesten Sitze daraus gleichsam hervorsprudeln. Zu-
erst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von gege-
bener Linge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu finden,
wenn ausserdem die Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dar-
gestellten Krafte) ihrer Lange und Richtung nach gegeben ist. Es
seien ¢ und #z die beiden Punkte My das gegebene auf den ersten
Punkt beziigliche, M; das auf den zweiten beziigliche Moment,
[«], [3] ... die Krifte «, y, ihre Angriffspunkte, s dle Ge-
sammtkraft lhrer Lange und Richtung nach, also

8 == [af]+[19] + ..

Mo = [oo].[af] + [or] . [10] + ..
Me = [ea].[a] + [er].[0] + -..
Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhilt man, da
[ea] — [2¢] = [oe] 4 [er] = [o¢]
ist u. s. w., die Gleichung
My — My = [oe]. ([ef] +[10] +....) = [or] .5,
wodurch die Aufgabe gelést ist, und man hat den Satz gewonnen:
»Rickt der Beziehungspunkt um eine Strecke fort, se nimmt
das Moment um das &ussere Produkt der Gesammtkraft in diese
Strecke zu.“*)

.Hierin liegt zugleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn
jenes aussere Produkt null ist, d. h. wenn der Beziehungspunkt in
der Richtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausge-
driickt, dass

»die Momente in Bezug auf alle Punkte, welche in einer und
derselben mit der Gesammtkraft parallelen Linie liegen, ein~
ander gleich sind,
Ferner
»Ist das Moment in Bezug auf irgend einen Punkt null, so ist
*) Hierbei ist das Wort ,, zunehmen ‘¢ in demselben allgemeinen Sinne ge-

nommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um (— 3) zugenommen,
wenn 5 daraus geworden ist.

Dann ist
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es in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem 3usseren Pro-
dukt der Gesammtkraft in die Abwelchung des letzten Punktes
" von dem ersten.*

§ 59. Eine andere Aufgabe, welche die Abhingigkeit der Mo-
mente in Bezug auf Axen, die durch denselben Punkt gehen, auffasst,
ist die, aus den Momenten in Bezug auf 3 Axen, die durch einen
Punkt gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment in
Bezug auf jede vierte Axe, die durch denselben Punkt geht, zu fin-
den. Es seien a, b, c die drei Axen, A, B, C die auf sie beziig-
lichen Momente, «a 4 b+ 7c, wo a, §, y Zahlen vorstellen, die
vierte Axe, deren zugehériges Moment D gesucht wird.*) Das Mo-
ment in Bezug auf den Durchschnitt der drei Axen sei M, so ist
nach § 57

A a.M, B =b.M, C=c.M
D = (eapb 4 7c) . M.
Lisen wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird
D=ca M4 .M4yc.M
== cA+fB+,C.

Dies Resultat in Worten ausgedriickt:

»Aus den Momenten dreier Axen, die durch Einen Punkt gehen,
ohne in Einer Ebene zu liegen, kann man das jeder anderm
Axe, die durch denselben Punkt geht, finden; und zwar herrscht
zwischen den Momenten dieselbe Vielfachen-Gleichung, wie zwi-
schen den Axen.***)

Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz:
,Aus den Momenten zweier Axen, die durch einen Punkt ge-
hen, kann man das jeder andern Axe, die durch denselben
Punkt geht, finden, und zwar herrscht zwischen den Momenten
dieselbe Vielfachen-Gleichung wie zwischen den Axen.*

Wir werden spiterhin bei der allgemeineren Behandlung der
Momente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen
konnen.

*) Dass sich jede Strecke im Raume als Summe aus 3 Stiicken darstellen
lésst, welche 3 gegebenen Strecken parallel sind, ist oben gezeigt, darin liegt, -
dass sie sich als Vielfachensumme derselben darstellen lisst.

*) Der Kiirze wegen sagen wir, zwischen Grissen bestehe eine Vielfachen-
Gleichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfachen jencr Grossendarstellen.
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Viertes Kapitel.

Aeussere Division, Zahlengrésse.

§ 60. Die zur Multiplikation gehorige analytische Verkniipfung
ist die Division; folglich wird nach dem alilgemeinen Begriff der
analytischen Verkniipfung (§ 5) das Dividiren darin bestehen, dass
man zu dem Produkte und dem einen Faktor den andern sucht;
und es wird vermége dieser Erklarung jeder besonderen Art der
Multiplikation eine ihr zugehdrige Art der Division entsprechen; die
#ussere Division wird also darin bestehen, dass man zu dem Ausse-
ren Produkt und dem einen Faktor desselben den andern sucht.
Es ist klar, dass hier, da die Faktoren des dusseren Produktes im
Allgemeinen nicht vertauschbar sind, auch zwei Arten der Division
zu unterscheiden sind, je nachdem namlich der erste Faktor ge-
geben ist oder der zweite (vergl. § 11). Wir bezeichnen den ge-
suchten Faktor (Quotienten) so, dass wir das gegebene Produkt A
(den Dividend) nach gewdhnlicher Weise iiber den Divisionsstrich,
den gegebenen Faktor B (den Divisor) unter denselben setzen, die-
sem gegebenen Faktor aber einen Punkt folgen oder vorangehen
lassen, je nachdem der gesuchte Faktor als folgender oder voran-
gehender Faktor aufgefasst werden soll, Also % bedeutet den
Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B verkniipft A giebt, also
welcher der Gleichung geniigt:

B.C=A;
und iB bedeutet den Faktor C, welcher als erster Faktor mit B
verkniipft A giebt, d. h. der Gleichung geniigt:
C.B=A;
oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedriickt:
A A :
B = A; 5 B = A.

Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass wenn die Stufen-
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar
sind, beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen
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nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind, beide Quotienten ent-
gegengesetzten Werth haben.*) Daher wird man im ersteren Falle
auch das Zeichen des Punktes im Nenner weglassen kdnnen, wenn
man nicht etwa die Division noch ins Besondere als dussere be-
zeichnen will.

§ 61. Es kommt nun darauf an, aus der formellen Bestim-
mung die wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. Da
das "dussere Produkt zweier Ausdebnungen stets eine Ausdehnung
giebt, welcher jene beiden -untergeordnet sind und deren Stufen-
zah]l die- Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt
zunichst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung dar-
stellen konne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist,
d. h. von dem System des Dividend ganz umfasst wird; und dass
dann zugleich der Divisor von niederer Stufe sein muss als der Di-
vidend, die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwi-
schen denen des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle
kann also der Quotlient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur
eine formelle Bedeutung haben, die wir vorlaufig auf sich beruhen
lassen. Umgekehrt zeigt sich aber auch, dass der Quotient jedes-
mal dann eine Ausdehnung darstellen muss, wenn jene Bedingung
erfiillt ist, dass namlich der Divisor dem Dividend untergeordnet
sei. Namlich nach § 48 kann man jede Ausdehnung n-ter Stufe
auf (n—1) beliebige ibr untergeordnete Faktoren bringen, sobald
diese nur von einander unabhingig sind, und somit kann man sie
auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter Faktoren bringen,
d. h. sie als Produkt darstellen, dessen einer Faktor eine beliebige
ibr untergeordnete Ausdehnung ist. Also

,,Der Quotient ist nur dann, aber auch stets dann, eine Aus-
dehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet und
von niederer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzahl dann der
Unterschied der beiden Stufenzahlen des Dividend und Divisors.*

*) Da die Vertauschung der Faktoren nur dann einen Zeichenwechse! erfor-
dert, wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also von gerader,
so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth haben, wean
der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; in jedem andern
Falle werden sie gleichen Werth haben. ‘
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§ 62. Es bleibt nun zu untersuchen, ob in diesem. Falle der
Quotient eindeutig ist, oder mehrdeutig, und wie im letztern Falle
die Gesammtheit seiner Werthe gefunden werden kann. Es sei
%— der zu untersuchende Quotient, und B der Grdsse A unterge-
ordnet. Nach dem vorigen § giebt es nun allemal eine Ausdehnung,
welche mit B multiplicirt A giebt, d. h. welche als Quotient aufge-
fasst werden kann; es sei C eine solche, so dass also

B.C==A

ist, und die Frage ist die, ob es noch andere von C verschiedene
Ausdehnungen gebe, welche statt C in diese Gleichung gesetat wer-
den konnen. Jedenfalls miisste dieselbe (§ 61) von derselben
Stufe sein wie C. Jede von C verschiedene Ausdehnung derselben
Stufe wird sich, wenn X eine beliebige Grdsse derselben Stufe ist,
darstellen lassen in der Form G+ X, und es ist also X so zu be-

stimmen, dass
' B.(C+X)==A
ist, wenn C + X auch als ein Werth des Quotienten ﬁA— ‘erscheinen
soll. Man hat dann

' B.C+4+B.X = A =B.C,

d. b,
B.X =0.

Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhangiger
Grossen, aber ein solches auch allemal null, folglich geniigt ausser
dem partiellen Werth C des Quotienten noch jede andere Grosse,
welche von ihm um einen vom Divisor abhéngigen Summanden ver-
schieden ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser Grés-
sen, die von B abhingig sind, oder welche statt X gesetzt der
Gleichung

B.X=0
geniigen, konnen wir nun nach der Definition des Quotienten mit

-9— bezeichnén,, somit haben wir

B
B.C
B.
Dies Resultat konnen wir in folgendem Satze darstellen:

0
—C+5-
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»Wenn der Divisor (B) dem Dividend (A) untergeordnet und-
von niederer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell be-
stimmt, und zwar findet man, wenn man einen besonderen
Werth (C) des Quotienten kennt, den allgemeinen, indem man
den unbestimmten Ausdruck einer von dem Divisor (B) abhin-
gigen Grosse zu jenem besondern Werth hinzuaddirt, oder es
ist dann

B 0.
=G+ )

Auf die Raumlehre ibertragen sagt diesér Satz aus, dass er-
stens, wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite
und der Flichenraum (nebst der Ebene, der er angehdren soll) ge-
geben ist, dann die andere Seite, die wir Hohenseite genannt ha-
ben, nur partiell bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt
fest ist, der Ort ihres Endpunktes eine mit der Grundseite parallele
gerade Linie sei; dass zweitens, wenn zu einem Spathe die Grund-
fliche und der Korperraum gegeben ist, die andere Seite (Hohen-
seite) nur partiell bestimmt sei, und der Ort ihres Endpunktes bei
festem Anfangspunkt eine mit der Grundfliche parallele Ebene sei;
und dass endlich, wenn zu einem Spathe die Hohenseite und der
Korperraum gegeben ist, die Grundfliche partiell bestimmt sei, in-
dem dieselbe als der verinderliche ebene Durchschnitt eines Pris-
mas, dessen Kanten der Hohenseite parallel sind, erscheint. Dies
letztere bedarf eines Nachweises. [st nimlich eine Grundflache
als besonderer Werth jenes Quotienten gefunden, d. h. giebt sie
wirklich mit der gegebenen Hohenseite ausserlich multiplicirt den
gegebenen Korperraum, und stellt man sich diese Grundfliche in.
Form eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck,
was mit der gegebenen Hohenseite dusserlich multiplicirt dasselbe
Produkt giebt, dadurch aus dem ersten gewinnen, dass man den
Seiten des ersten beliebige mit der Hohenseite parallele Summan-
den hinzufiigt, worin dann der ausgesprochene Satz liegt,

§ 63. Aus dem Satze des vorigen § ergiebt sich, dass man
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf

*) Es ist dies unbestimmte Glied sehr woh! zu vergleichen mit der unbe-
slimmten Konstanten bei der Integration, und das eigenthiimliche Verfahren,
welches dadurch herbeigefihrt wird, ist hier dasselbe wie dort.
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wmsere Wissenschaft dbertragen kinne, namentlich dass man im
Dividend und Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben diirfe. Aber
da iberhaupt die Rechnung mit unbestimmten, wenn auch nur par-
tiell unbestimmten Grdssen, mannigfachen Schwierigkeiten unter-
liegt, und in der anderweitigen Analyse des Endlichen nichts voli-
kommen entsprechendes findet, so ist es am zweckmisigsten, die-
sen unbestimmten Ausdruck durch bestimmte Ausdriicke zu er-
setzen.

Es ergiebt sich namlich, dass der Quotient ein bestimmter ist,
sobald derselbe seinér Art nach gegeben d. h. das System gleicher
Stufe bestimmt ist, dem er angehdren soll, vorausgesetzt namlich,
dass dies System von dem des Divisors unabhangig, dem Systeme des
Dividend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung er-
fallt, so ist in der That immer ein aber auch nur Ein Werth des
Quotienten maglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn
denkt man sich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdeh-
nung (C) mit dem Divisor multiplicirt, so wird das Produkt dem
Dividend gleichartig sein, also auch durch Vergrésserung oder Ver-
kieinerung jener Ausdehnung (C) dem Dividend gleich gemacht
werden konnen, wobei diese Ausdehnung (C) selbst sich als Quo-
tient darstelit. Aber auch nur Ein solcher Werth des Quotienten
wird hervorgehen, es sei namlich C ein solcher Werth des Quotienten
g—, so dass also B,C == A ist; es verwandle sich C in eine ihm
gleichartige Grésse G+ C,, wo C, nicht gleich null ist, so hat
man B.(C+C;) = B.C+B.C, = A+4B.C,; es ist also
B (G4 C)) nicht gleich A, da B.C,, weil beide Faktoren nach der
Voraussetzung von einander unabhéngig sind, nicht null geben kann.
Also jeder andere mit C gleichartige Werth geniigt statt C gesetzt
nicht der Gleichung
: ’ B.C==A,

d. h. kann nicht als ein Werth des Quotjenten -'?-aufgefasstwerden;
also giebt es nur einen solchen. Dies Resultat kann man auch
so ausdriicken: Wenn zwei gleiche Produkte einen gleichen Fak~
tor haben, und der andere Faktor in beiden gleichartig, von dem
ersten aber unabhéngig ist, so ist auch dieser in beiden gleich.

/
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Es kommt nun darauf an, fir diesen bestimmten Quotienten eine
angemessene Bezeichnung zu finden. Es sei P der Dividend, A
der Divisor, B eine Grdsse, welcher der Quotient gleichartig sein
soll, A und B seien beide demh Systeme P untergeordnet, aber von
einander unabhingig; dann wird P sich als Produkt von A, in B,
wo A, mitA gleichartig ist, darstellen lassen, der Quotient wird also
-A,.B
AT
sein; diesen kdnnen wir, sofern er mit B gleichartig sein soll, vor-
laufig mit

Al
1 B
bezeichnen.  Also %—’ B soll die mit B gleichartige Grosse B, be-
zeichnen, welche der Gleichung
A, .B=A.B,
geniigt. *)

§ 64 Um nun die Bedeutung dieser Ausdricke auszu-
mitteln , haben wir die Verbindung eines und desselben Ausdrucks

*) Die Bezeichnung kann keine Zweideutigkeit hervorrufen, da wir bisher
poch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Grissen kennen gelernt haben,

- Dabei bleibt vorlkufig unentschieden, ob in dieser Bezeiehnung% in der That als

Quotient und seine Verbindung mit B als Multiplikation aufzufassen sei; doch
wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst dann kiar werden kénnen, wenn
wirklich jene Auffassung sich herausstelit. Durch einen Seitenblick auf die Zah-
lenlehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft in Beriibrung tritt, ohne aber
von ihr Siilze zu entlehnen, leuchtet ein, dass wenn A, ein Vielfaches von A ist,
auch B, ein eben so Vielfaches von B sein miisse, und dass also, wenn wir unter

ﬁ-‘- die Zahl verstehen, welche angiebt, ein Wievielfaches A, von A sei, dann B,

inder Form %l B dargestellt werden kinne. Allein so einfach diese Anwendung

der Zahlenlehre auch sein mag, so diirfen wir sie hier nicht aufochmen, ohne un-
serer Wissenschaft zu schaden. Auch wiirde sich dieser Verrath an unserer
Wissenschaft bald genug riichen durch die mannigfachen Verwickelungen und
Schwierigkeiten, in die wir sehr bald durch den Begriff der Irrationalitit gerathen
wiirden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betriigerische Aussicht auf ei-
nen bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschaft getreu.
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A—‘ mit verschiedenen Grossen zu untersuchen Zunichst ergiebt

sich, dass, wenn A, B, C von einander unabhingig sind, und
Mg,

ist, dann auch allemal
A, B,
‘A——c == B_ C .
sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der De-
finition ]
A,.B=A.B,.
A C == C, so ist

A
A,.C=A.C,.
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit C, die zweite mit
. B (auf zweiter Stelle), so hat man
A,.B.C=A.B,.C
A, .B.C=A.B.C,.

Und setzt man

Also auch -
B,.C=A.B.C,.
Da nun B, .C mit B. G, gleichartig ist, und der andere Faktor (A)
sowohl als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§63)
B .C =B.C,; d h.

A,
-!- =, =
B C=C, A ~L1cC
sein. Also wenn
- A
K—‘—B=B1

ist, so geben die Ausdriicke A—- und B’ mit jeder beliebigen von

A .B unabhingigen Grosse verbunden dasselbe Resultat. Aber wir
konnen nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall sein miisse,
wenn beide Ausdriicke mit einer Grésse C verbunden sind, welche nur
von A und von B unabhingig ist, ohne zugleich von dem Produkte
A.B unabhingig zu sein. Zunichst erweisen wir dies fir den
Fall, dass G eine Strecke sei, die wir mit ¢ bezeichnen wollen.
Es sei also
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2—'—c'=c‘1 oder A,.c==A.c,,

wo ¢ zwar von A und B unabhingig, aber von A.B abhingig sei.
Um nun zu zeigen, dass dann, wenn

é-l B=B8B, ist, auch Iil c—ﬁc;c
A -1 B A Tt

sein miisse, suchen wir den Faktor ¢ durch Hinzufjigung einer

* von A.B unabhangigen Strecke p selbst daven unabhingig zu machen.

Man erhalt dann statt A .cden Ausdruck A, . (c+4p); diesem wird
ein Ausdruck gleichgesetzt werden konnen, dessen erster Faktor
A und dessen zweiter mit (c<-p) gleichartig ist, und also als
Summe zweier mit ¢ und p gleichartiger Sticke dargestellt werden
kann, es sei derselbe ¢, -+ p, so hat man
A .(c+p)=A.(c;+py)
Multiplicirt man dlese Gleichung mit p, so erhélt man
A, .c.p=A.c,.p oder,da A, c._..A c, ist,
A.c,.p=A.c,.
und daraus folgt, da die entsprechenden Faktoren gleichar txg sind,
nach § 63 die Gleichung

€ ==0Cy.

. Fihrt man daher statt ¢, diesen Werth ¢, oben ein, so erhalt

man

Aj.(c+p)=A.(c,+p))
Und da nun p von A.B upabhingig war, also auch (¢ 4 p) davon
unabhéngig ist, so konnen wir nun das oben erwiesene Gesetz an-
wenden, dass v .
B,.(c4+p)=B.(c,+D,)
ist; also auch, mit p multiplicirt,

B,.c.p=B.c,.p;

und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat
man
A,

B,.c=B.c, oder iC

-—-.c=c‘=

B

. auch dann noch, wenn ¢ von A.B abhangig ist. Nun konnen wir

dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass die Ausdriicke

%l und g—‘ welche der Gleichung
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%B=B1 oder A, .B=A.B,

entsprechen, mit einer beliebigen von A und von B unabhingigen
Grosse héherer Stufe C verbunden sind. Es sei C==c.d.e....,
so lasst sich jede mit C gleichartige Grésse C, in der Forme, .d.e...
darstellen,wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also
Ac=c, oder A,.C=A.C,,
80 hat man nun durch jene Substitution
A .c.d.e....=A.c,.d.e...,
woraus, vermége der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63)
A g-C== A. Cy»
somit auch nach dem so eben erwiesenen Satze
B,.c=B.c,,
also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe
B,.c.d.e...=B.c,.d.e...,
.d. h.
B,.C=B.C, oder p'C=C, =11,
Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen:

,»wenn %1B=B1 ist, so ist auch in Bezug auf jede Grdsse
C, welche von A und von B unabhingig ist,

Al _& 13
i C_ C.
§ 65. Da nun der Begriff der Ausdriicke Ay und B‘ nur be-

A
stimmt ist, so fern sie mit Gréssen verbunden sind, dle von A und
B unabhangig sind und fir jede zwei solche Verbipdungen, in

welche ﬁ— und L mit derselben Grésse eingehen, unter der Vor-
aussetzung, dass

hip—s,
ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind,

die Ausdriicke i— und g- unter obiger Voraussetzung selbst ein-
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ander gleichzusetzen, und dadurch den Begnff dea diese Ans-
' driicke an sich haben, zu bestimmen. Also

- ,Wenn %B=B, oder A, .B==A.B, ist (A und B von ein-

ander unabhingig gedacht), so setzen wir i—'— gleich g—’.“

Es ist klar, wie hierdurch die Bedeutung von -AA-lB auch dann
bestimmt ist, wenn B von A abhingig ist; denn man hat nur eine
Hilfsgrosse C anzunehmen, welche von A und B unabhangig ist,
und G, so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition

=L gleich ist 'h, so ist durch Substitution des Gleichen

A
A, C,
S

und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. ' Na-
mentlich ergiebt sich daraus, dass

A, .-

K1A=A f
ist. Denn, nimmt man eine Halfsgrésse B, welche von A unab-

hangig ist, und setzt

A, B, B,
A_ B d.h. A__Al,
so muss auch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen
A, B,
K_A-FA

sein; der letztere Ausdruck ist aber, wie wir so eben zeigten, gleich
A,, also auch der erstere, was wir zeigen wollten. Hieraus nun

folgt zugleich, dass der Ausdruck 1 als Quotient aufgefasst wer-

den koénne, sobald seine Verbmdung mit andern Grossen, wie wir
sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, d. h. die
Beziehung jener Verbindung zur Addmon als eine multiplikative
nachgewiesen ist.

§. 66. Zuerst ist ‘(b+c)_ 'b-{— —te. Némiichf(b-i—c)

ist eine mit b+4-c glenchamge Strecke, welche sich daher auch in
7* '
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Stiicken ausdriicken lassen muss, die mit b und ¢ gleichartig sind;
es seien dies b, und c;, also

Yerror R4y =b, +e,
oder A, (b+c)=A (b, +c,).

"Man multiplicire diese Gleichung mit ¢, so hat man
A, .b.c=A.b,.c,
also auch vermége der Gleichartigkeit der Faktoren

A, .b=A.b, oder ——b =b,.
Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multlphkanon mit b, dass

=%

ist; substituirt man diese Ausdriccke fiir b, und ¢, in die obige
Gleichung '), so hat man in der That

M o=t 1At

A" T A A
Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt b und ¢ Aus-
dehnungen hoherer Stufen B und C eintreten. Die Summe dersel-
ben giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Aus-
dehnungen n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor
(n—1)ter Stufe bringen lassen. Es sei daher

B=b.E ’ C=c.E.
Dann sei
‘b =b,; ¢ A, e=c,, also A;.(b+c)=A. (b1+c,),
so ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt,
A .(b+c).E=A.(b,4c¢c,).E

oder

A,.(bE 4 cE)=A.(b,E+c,E)

oder

) ...%(B+C)=b,E+c1E.

Es ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche b, und ¢,
bestimmt wurden, in Produktform darstellt und mit E multiplicirt,
A, .b.E=A.b, .E; A, .c.E=A.c,.E

Al

S0
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A
A—‘B =b,E
und auf dieselbe Weise
A
< ‘A—‘C —1 cl . E.

Diese Ausdriicke fir b, E und ¢, E in die obige Glelchung *) sub-
stituirt, hat man

'(B+C)._ ‘B+A'C

Gilt nun die multiplikative Beziehung fiir reale Summen, so gilt
sie auch fiir formale, weil diese ihrem Begriife nach nur durch jene
bestimmt sind; da némlich dann B4-C keine Ausdehnung darstellt,
~ so hat auch

LE+0
nur die formelle Bedeutung, dass es
—hipyhig |
gesetzt werde. Es gilt also die multiplikative Beziehung fiir diese
Ausdriicke (ﬁ—‘ etc. ) allgemein, und ihre Verkniipfung, wie wir
sie aufgefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Also

ist auch i selbst ein wahrer Quotient™®).

§ 67. Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu ge-
winnen, gehen wir zunichst von Strecken aus; es seien a und b
von einander unabhingig, und

:—‘=§i oder a, .b=a.'b1,
50 hat man aus der letzten Gleichung

a,.b4b, .a=0,

*) Da die Stufenzahl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stufen-
zahlen des Dividend und Divisor, so isti—l als Ausdehnuogs-Grisse 0-ter Stufe

zu fassen, was auch damit ibereinstimmt, dass wenn eine Ausdehnung mit ihr
multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht dndert.
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oder da man dem zweiten Faktor Sticke hinzufigen darf, die dem
ersten gleichartig sind,
a,.(aa4+b)+b,.(a4b)=0o,
(a;+b,).(a4+b)=0,
d. h. (a-+b) und (a,+b,) sind gleichartig oder konnen als Theile
desselben Systems erster St. aufgefasst werden. Nach der Erzeu-
gungsweise des Systems erster St. mussten dann a, und b, ent-
sprechende Theile von a und b sein. Schreibt man nun die ur-
spriingliche Gléichung als Proportion
a,:a==b,:b,
8o gelangt man zu dem Satze: Vier Strecken stehen in Proportion,
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie
die dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier
gleichartiger Grossen bleibt der Werth desselben ungeindert, wenn
man Dividend und Divisor mit derselben unabhéngigen Ausdehnung
multiplicirt, den Quotienten erweitert; namlich wenn
a, .b==a.b,; also §L=£—‘
ist, so ist auch .
a,.E.b=a.E.b,, also

a,.E__, 3y
a.E”_ b’ also_a

Somit kann man auch jedes Verhaltniss durch eine beliehige Aus
dehnung erweitern. Nun kénnen wir sagen, dass a,.E von a.E
der entsprechende Theil ist, wie a, von a, und somit haben
wir den allgemeinen Satz: Vier Grossen stehen in- Proportion,
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie
die dritte von der vierten.

§ 68. Wir haben nun die Verknipfungen dieser neu gewon-
nenen Grossen, die wir Zahlengréssen nennen, sowohl unter sich,
als mit den Ausdehnungsgrossen darzustellen. Die multiplikative
Verkniipfung derselben mit den Ausdehnungsgréssen haben wir dar-
gestellt, und ihre Beziehung zur Addition gesichert. Wir haben
nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Verkniipfung, d. h. die
Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der Faktoren zu untersuchen.
Es ergiebt sich, dass man in einem ausseren Produkt, worin Zah-
langréssen vorkommen, diese jedem beliebigen Faktor zuordnen
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kann, ohne den Werth des Resultates zu indern. In der That ist,

L mit ¢ bezeichnet,
« (B.C)=(eB).C.
Denn es sei B oder;‘—B =B,, oder

a,. B=a.B 1
so hat man durch Multiplikation mit C
a, .B.C=a.B,.C;
also auch nach der Definition

?-’—(B.C)=B .C, oder

«(B.C)=(eB).C.

Was die Vertauschbarkeit anbetriift, so ist die Bedeuwng des Aus-
drucks Ae, wo A eine beliebige Ausdehnung, « aber eine Zahlen-
grosse ist, noch nicht festgesetzt; und wir kénnen diese Bedeutung
nach der Analogie bestimmen. Namlich da die Ausdehnungsgrésse
nullter Stufe als Ausdehnungsgrosse von gerader Stufe erscheint,
eine solche aber in einem ausseren Produkt beliebig geordnet wer-
den darf, so konnen wir feststellen, dass unter A« dasselbe ver-
standen sein solle, wie unter «A, woraus dann folgt,

s»,dass die Stellung einer Zahlengrésse innerhalb eines dusse-

ren Produktes ganz gleichgiltig ist.
Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zahlen-
grosse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Be-
griff der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses Quo-
tienten, so lange der Divisor nicht 0 wird, ergiebt sich leicht. In
der That es sei

B a

—=X, ¢=—,

[ a,
wo a von B unabhingig sei, so hat man

eX= B—X B,a.X=a,.B,

und wir haben oben gezelgt dass es pur Einen mit B gleicharti-
gen Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung geniigt, wih-
rend jene Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen aus-
gesagl ist.
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§ 69. Zudem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengrassen ge-
langen wir vom fortschreilenden Produkte aus. Setzen wir das Produkt
, P.afy.....=P,, 9

wo die Ausdehnung P mit den Zahlengréssen e, B 7,.... fort-
schreitend, d. h. so miltiplicirt werden soll, dass das Resultat je-
der friherer Multiplikation mit der nichstfolgenden Zahlengrosse
multiplicirt wird: so entsteht die Aufgabe, eine Zahlengrésse zu fin-
den, mit welcher P mulliplicirt sogleich dasselbe Resultat P, gebe.
Zu dem Ende seien e, §, 7, ... dargestellt in den Formen %, -g-!,
?—:‘—. ...,s0dassP, A, B, C.... alle von einander unabhangig seien.
Multiplicirt man dann beide Seiten der obigen Gleichung <) mit
A.B.C..., so kann man nach dem vorigen § die Zahlengrissen

e, 8, 7...oder §1 g-! % . jedem beliebigen dieser Faktoren
zuordnen, also auch A, dem A u. s. w., und erhalt dadurch

A
P.A,.B,.C,....=P,.A.B.C..
Also ist, da P, dem P gleichartig ist, nach der Definition des
Quotienten
- __pAB.C,...
' P"_'PA.B.C.... :
Somit haben wir das Gesetz, dass
A, B, C, A, .B,.C,
Prec o —=hirmce.
ist, zunachst zwar nur, wenn P von A.B.C... unabhingig ist, aber
_ demnéchst auch, wenn P hiervon abhingig ist. Um dies zu zeigen,
stellen wir zuerst die Zahlengréssen &, 8, 7 ... oder die Quotienten

A A
héngig ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden kdnnen, und
eine Zahlengrosse ¢ erhalten, welche statt der fortschreitenden Fak-

él ... in neuen Formen ("—4l etc.) dar,so dass Pvon 4 .B.T....unab-

toren i o (oder % .o ) gesetzt werdenkann und welche gleich

A,.B,.T,....

NERE - 3y U ist. Nimmt man pun eine Ausdehnung Q zu
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Hiilfe, welche so wohl von A.B.C....... als auch von diesen neuen
Grossen 4.B.TI... unabhangig ist, so ergiebt sich Q & 8 »....
vermége der ersten Grossen gleich

1

A .B,.C,
CrEC.
vermdge der zweiten aber gleich.
Qo ,
Also ist
A .B,.C,...
¢=1x3B.C .
Nun war aber

P.efly...=Po
vermdge der zweiten Reihe von Formen, also ist auch vermége des
gefundenen Werthes fiir o
A B, C, A,.B,.C,...
PrEC—PaE.C
Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit be-

wiesen.

§ 70. Hieraus gehen sogleich zwei fir die Verkniipfung der
Zahlengrossen hachst wichtige Folgerungen hervor, namlich erstens,
dass, wenn fiir irgend eine Grésse P die fortschreitende Multiplika-
tion mit mehreren Zahlengréssen @, g8, 7 ... durch die Multiplika-
tion mit einer bestimmten Zahlengrosse o ersetzt wird, dies auch
fir jede andere Grésse gilt, die statt P gesetzt wird, indem namlich
der fiir o im vorigen § gewonnene Ausdruck géinzlich unabhingig
ist von P, und nur von den Zahlengrdssen e, §, ... abhangt; zwei-
tens dass die Zahlengrassen auch beliebig unter sich vertauscht wer-
Aé—-—‘ BB‘ im Zahler und
Nenner gleiche Vertauschungen vornehmen kann, indem dadurch
in beiden gleiche Zeichenanderungen, also fiir den Werth des Quo-
tienten gar keine hervorgeht. Dle erste dieser Folgerungen be-
rechtigt uns, dasProdukt efy ... selbst gleich g zu setzen. Also:

»Unter dem Produkte mehrerer Zahlengrossen ist diejenige

Zahlengrosse zu verstehen, welche in ihrer Multiplikatien mit

irgend einer Ausdehnung dasselbe Resultat liefert, als wenn

den konnen, weil man in dem Produkt
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diese Ausdehnung fortschreitend mit den Faktoren jemes Pro-
duktes multiplicirt wird.*
“Hiernach ist also, wenn A, B, C...von einander unabhingig sind,
A B, C, A,.B,.C,....
ABC'"T1a.B.C..0
Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun aus, dass
man Zahlengréssen als Faktoren unmittelbar vertauschen kénne.
§ 71. Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Mul-
tiplikation und Division (s. § 6) fir die Zahlengréssen nachzuwei-

sen, haben wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten %’ so lange

¢ nicht null ist, darzuthun. Es bedeutet nach der allgemeinen

Definition analytischer Verkniipfungen -‘z— diejenige Grosse, welche

mit e multiplicirt 8 giebt; es sei nun ey gleich £, so haben wir
zn zeigen, dass, wenn zugleich ey’ gleich 8 sei, ¥ nothwendig gleich
¥’ sein miisse, vorausgesetzt noch immer, dass « nicht null sei.
Es soll also, wenn A irgend eine Ausdehnung vorstellt, voraus ge-
setzt werden, dass
Af = A(ay) = A(ay)

sei; da man aber nach dem vorigen §. statt mit dem Produkte, mit
den einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch

Aw)y = (Aa) .

Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrosse fest-
gesetzt, dass zwei Zahlengrossen, welche mit derselben Ausdehnung
multiplicirt gleiches Resultat geben, auch als gleich betrachtet wer-
den miissen. Ist nun « nicht null, so ist A« eine wirkliche Aus-
dehnung, also nach der angefihrten Bestimmung y =7/, d. h. der
Quotient zweier Zahlengréssen eindeutig, so lange der Divisor nicht
null ist. Da nun auf der Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der
Faktoren, wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem
angegebenen Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation
und Division beruhen (§ 6) und dieselben Gesetze auch fir die
Verkniipfung der Zahlengréssen mit den Ausdehnungen gelten (§
68), so ergiebt sich, dass

»alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division fir die



§72 Division u. Addition zweier Zahlengréssen. 107

Verkniipfang der Zahlengrdssen unter sich und mit den Aus-
dehnungsgréssen gelten.* *)

Hierdurch ist nun zugleich der wesentliche Zusfmmenhang zwi-
schen der arithmetischen und der. dusseren Multiplikation darge-
than, indem jene als specielle Gattung von dieser erscheint fiir den
Fall namlich, dass die Faktoren Ausdehnungsgréssen nullter Stufe
sind. Wir bedienen uns daher fir die Multiplikation der Zahlen-
grossen beliebig bald des Punktes bald des unmittelbaren Anein-
anderschreibens, indem das letztere uns oft bequem ist, um die
Klammern zu ersparen und dadurch die Uebersicht zu erleichtern.

§ 72. Um zur Addition zweier Zahlengrassen (¢ und §) zu
gelangen, haben wir zunichst den Ausdruck
eC+p8C=C,
zu betrachten, und die Zahlengrasse zu suchen, mit welcher € mul-
tiplicirt werden muss, damit derselbe Werth C, hervorgehe. Zu

dem Ende seien &, & dargestellt in den Formen gl und 23, wo a
von C unabhingig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich dann in
Hogao—
3 C+ 2 C=C,
und durch die Multiplikation mit a in
a, .C4a,.C=a.C,, oder (a, +3,)C=aC,
also
Cl i aI + a2 C‘
a

Wir haben somit den Satz gewonnen, dass
?_1 _i_l_Z — 4 + Ay~
wy G+ Fl=——-2C

sei, und zwar zunichst nur, wenn a von C unabhéngig ist, aber auf

dieselbe Weise wie in § 70 lasst sich dies auf den Fall der Abhén-

gigkeit ausdehnen. Aus diesem Satze nun geht hervor, dass wenn
¢C+4C=yC

ist, dann auch, weil der Ausdruck fir y nur von & und £ und nichit

*) Wir entlehnen dabei nichts aus der Arithmetik, als nur den Namen, in-
dem wir die Gesetze dicser Verkniipfungen in dem ersten Kapitel § 6 unabhiingig
dargethan haben.
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von C abhingig ist, dieselbe Gleichung fir jeden Werth von C fort-
besteht, und darin liegt die Berechtigung in diesem Falle & 4 8
gleick 7 zu setzen. Also wir setzen
«+ ﬂ =7
wenn
a¢eC+4+p8C=yC
ist, wo C irgend eine Ausdehnung bezeichnet, d. h. nach der De-
finition ist :
@& C 4+ pC=(e+ ) C« _

Um nun diese Verkniipfung als wahre Addition nachzuweisen,
haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der addi-
tiven Beziehung zur Multiplikation darzuthun. Zuerst liegt die
Vertauschbarkeit der Stiicke direkt in der Definition, da auch die
Sticke /C und GC vertauschbar sind. Um die Vereinbarkeit der
Stiicke nachzuweisen gehen wir darauf zuriick, dass

(@C+BC) +7C=aC+ (BC+70)
ist; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Defini-
tion dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in

[@+B)+r]1C=[z+EB+N]C

@+BH+r=e+@B+7).
Endlich ist auch das Resultat der Subtraktion eindeutig. Denn
wird der Werth von # in der Gleichung

e+ =y

gesucht, so erhalten wir, wenn ¢ — g-l, B=

woraus folgt

a, a -
o 7=a—3 gesetzt
wird, nach dem obigen die Gleichung
; a, + a2 == hs,
oder
82 == 33 — a‘. .

Also hat a, einen bestimmten Werth, also auch :—’- oder 8, d.

h. y — & hat nur Einen Werth, das Resultat der Subtraktion ist
eindeutig. Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtrak-
tion gelten, so gelten auch alle Gesetze derselben.

§ 73. Es bleibt uns nur noch ibrig, die Beziehung dieser
Addition zur Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass



§ 74 Gesetz fir die Verkniipfang der Zahlengtdssen. 109

e(B+7y)=eaf +ay
ist. Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70)
P.a@+7)=Pa.(8+7),
wo der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll, der
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen §
=Pa.f+4+Pea.y
. =P.¢f+P.ay.
Also ist wiederum nach dem vorigen §, da
P.e(f+y)=P.af+P.ay
ist, auch & (84 y)==e B+ ay. Durch Verkniipfung dieses Resul-
tates mit den friher gewonnenen gelangen wir nun zu dem allge-
meinen Lehrsatze:
»Alle Gesetze der arithmetischen Verkniipfungen gelten auch
fir die Verkniipfungen der Zahlengrissen unter sich und mit
den Ausdehnungen; und alle Gesetze der ausseren Multiplika-~
tion und ihrer Beziehung zur Addition und Subtraktion bleiben
bestehen, auch wenn man die Zahlengrdsse als Ausdehnungs-
grosse null-ter Stufe nimmt, nur dass das Resultat der Divi-
sion mit ihr ein bestimmtes wird.*

Wenden wir den Begriff der Abhéngigkeit, wie wir ihn in § 55
fiir Ausdehnungen aufstellten, auch auf die Zahlengréssen an, als
Ausdehnungsgréssen null-ter Stufe, so zeigt sich, dass diese immer
unter sich und von allen Ausdehnungsgréssen unabhingig gedacht
werden miissen, wenn nicht etwa eine dieser Grossen null wird.
Die Null hingegen erscheint nach § 32 immer als abhingig. Auf der
andern Seite erscheinen die Zahlengrossen stets als einander gleich-
artig. : ,
§ 74. Da wir schon i den Anwendungen zu den vorigen Ka-
piteln der leichteren Uebersicht wegen die Zahlengrésse mit aufge-
nommen hatten: so bleibt uns hier nur noch dbrig, die hier ge-
wihite Methode auf die Geometrie anzuwenden. Es ist als ein we-
sentlicher Uebelstand bei den bisherigen Darstellungen der Geome-
trie zu betrachten, dass man bei der Behandlung der Aehnlichkeits-
lehre auf diskrete Zahlenverhiltnisse zuriickzugehen pflegt. Dies
Verfahren, was sich zuerst leicht darbietet, verwickelt, wie wir schon
oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Untersuchungen
iber inkommensurable Grossen; und es racht sich das Aufgeben
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des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten Anscheine
nach leichteres durch das Aufireten einer Menge schwieriger Unter-
suchungen von ganz heterogener Art, welche iiber das Wesen der
raumlichen Grossen nichts zur Anschauung bringen. Allerdings
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen, die raumlichen Grossen
zu messen und das Resultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff
auszudriicken. Allein diese Aufgabe kann nicht in der Geometrié
selbst hervortreten, sondern nur dann, wenn man ausgeristet einer-
seits mit dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den raumlichen An-
'schauungen, jenen auf diese anwendet, also in einem gemischten
Zweige, welchen wir im allgemeinen Sinne mit dem Namen der
Messkunde belegen konnen, und von welchem die Trigonometrie
ein besonderer Zweig ist.*) Bis auf diesen Zweig nun die Aehn-
lichkeitslehre oder auch noch gar die Flacheninhalislehre hinaus-
schieben zu wollen, wie es zwar nicht der Form nach, aber dem
Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, hiesse die (reine)
Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun finden wir
zu dem Wege, den wir hier verlangen, in der neueren Geometrie
mannigfache Vorarbeiten, in unserer Wissenschaft aber ist uns der
Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet.

§ 75. Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche
jedoch ihrem Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden amch
ibr Ausdruck klingen mag. Namlich vier Strecken, von denem
die beiden ersten und die beiden letzten unter sich parallel sind,
aber nicht diese mit jenen, stehen in Proportion, nach der ersten
Betrachtungsweise, wenn das Spatheck aus der ersten und vierten
gleich ist dem aus der zweiten und dritten, nach der zweiten Be-
trachtungsweise, wenn die Summe aus der ersten und dritten (im
Sinne unserer Wissenschaft) parallel ist mit der Summe aus der
zweiten und vierten. Schon aus der in § 67 geféihrten Entwicke-
lung geht die wesentliche Uebereinstimmung beider Belmclnnngs
weisen hervor, indem wenn

a,.b=a.b,
*) Die Zahlengrdsse, wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt haben,
erscheint nicht als diskrete Zahl, d. b. nicht als eine Menge von Einheiten, son-

dern in stetiger Form, als Quotient stetiger Gréssen, und setzt daher den diskre-
ten Zahlenbegriff keinesweges voraus.
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war, daraus hervorging, dass
(a;+b,).(a+b)==0"%
d. h. beide Summen (a+4b) und (a, +b,) parallel waren, und
ebenso wirde aus der letzten Gleichung die erste folgen; und es
ist also gleichgiltig, von welcher der beidem Gleichungen wir die
Giiltigkeit der Proportion
a,tae==b, :b
abhingig machen. Wir wollen die zweite Betrachtangsweise als die
geometrische einfachere wahlen und konnen dieselbe so ausdriicken:
Wenn zwei Dreiecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei
beliebige parallele Seiten beider sich verhalten, wie zwei andere in
entsprechender Folge genommen; denn wenn a und b zwei Seiten
des einen, und a, und b, die damit parallelen Seiten des andern
sind, so sind eben dann und nir dann a<4-b unda, +b, einander
parallel.  Hierbei ist wohl zu beachten, dass auf dieser Stufe
vier Strecken, als Strecken d. h. mit festgehaltener Lange und
Richtung aufgefasst, nur dann als proportionirt erscheinen, wenn
sie paarweise parallel sind, und diese paralielen Strecken stellen
wir dann in der Proportion auf die beiden ersten und auf die bei-
den letzten Stellen.
§ 76. Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun darin,

die Proportion als Gleichheit zweier Verhaltnisse nachzuweasen, 50
dass, wenn

a:a,=b:b,, und

ata, =c:c,
ist, auch

b: h’ =C:Cy

sei. Um den geometrischen Ansdruck dieses Satzes za finden,
setzen wir **)

a==AB, a, =AC

b=BD, b, =CE;
dann wiirden, wenn die erste Proportion bestehen soll, die Punkte
A, D, E eine gerade Linie bilden miissen, weil a 4~ b, d. h. (AD)
parallel sein soll, a, 4-b,, d. h. AE, ebenso sei

*) Die Formeln sind hier nur Représentanten geometrischer Siize, die ein
jeder leicht aus denselben herauslesen kann, s, Fig. 12, a.
*+) 8. Fig.12, b
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c¢=BF, ¢, =CG,

so werden wieder vermdge der zweiten Proportion die Punkte A, F, G
eine gerade Linie bilden; soll nun auch die dritte Proportian rich-
tig sein, so miisste DF parallel mit EG sein; es ist also zu zeigen,
dass, wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien fortriicken,
die sich in Einem Punkte schneiden, und zwei von den Seiten pa-
rallel bleiben, auch die dritte parallel bleiben miisse. Dieser Satz
ergiebt sich sogleich, wenn die beiden Dreiecke oder (was auf das-
selbe zuriicklauft) die drei Linien, in welchen sich die Ecken be-
wegen, nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf man
nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge-
legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen jn Kanten schneiden,
welche mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel sind, und wovon
zwei mit CE und CG zusammenfallen; somit wird auch die dritte
mit EG zusammenfallen, also EG mit DF parallel sein.

§ 77. Liegen jene Linien in Einer Ebene, so hat man nur
von B und C zwei ausserhalb der Ebene liegende einander parallele
Linien zu ziehen, welche durch eine von A aus gezogene Linie in
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann ist nach dem
Satze des vorigen § erstens HD parallel IE, zweitens HI parallel 1G,
also vermdge des Parallelismus dieser beiden Linienpaare wieder
nach demselben Satze DF parallel mit EG. Somit haben wir allge-
mein bewiesen, dass wenn die Ecken eines Dreiecks sich in gera-
den Linien fortbewegen, die durch einen Punkt gehen, und zwei
Seiten parallel bleiben, auch die dritte es bleibt; oder dass, wenn
zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare proportio-
nirt sind, sie auch unter einander proportionirt sein missen, sobald
die drei Streckenpaare 3 verschiedene Richtungen darbieten.

§ 78. Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen
Strecken hat in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren,
In der That ist dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste,
-doch geometrisch der verwickeltste, sofern zu 3 parallelen Strecken
die vierte Proportionale geometrisch nur durch zu Hiilfe nehmen
einer neuen Richtung erfolgt, Nach dem Princip der im vorigen
§ gefihrten Entwickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm
parallelen als proportionirt zu setzen, wenn beide einem und dem-
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selben Streckenpaare proportionirt sind; denn sind sie es mit Einem
solchen, so sind sie es nach dem votigen § auch mit jedem andern,
welches dem vorherangenommenen selbst proportionirt ist. Es gilt '
somit, wenn wir diese Definition noch zu Hilfe nehmen, allgemein
der Satz, dass zwei Streckenpaare, welche einem und demselben
Streckenpaare proportionirt sind, es auch unter einander sein miis-
sen. Somit konnen wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff
geometrisch bestimmten, in der That als Gleichheit zweier Aus«
driicke darstellen, deren jeden wir ein Verhaltniss nennen. Geome-
trisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten Strecken
an Einen Punkt anlegt, zundchst nur aus, dass wenn die Ecken ei-
nes Dreiecks oder iiberbaupt eines Vielecks sich in geraden Linien
bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die ibrigen Seiten da-
bei sich parallel bleiben, auch die letzte sich parallel bleiben miisse,
und eben so jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich an-
dernde Vieleck in zweien seiner Zustinde, so hat man den Satz:
,»Wenn die gefaden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier
Vielecke von gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einen Punkt ge-
hen, und alle entsprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel
sind, auch dies eine Paar parallel sein miisse.* Jene Vielecke heis-
sen dann bekanntlich ,,dhnlich und ahnlich liegend,“ jener Eine
Punkt ibr ,,Aehnlichkeitspunkt.* Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei
Dreiecke, welche parallele Seiten haben, auch ahnlich und ahnlich
liegend sind, oder dass die geraden Linien, welche ihre entspre-
chenden Ecken verbinden, darch Einen Punkt gehen. Hieraus wie-
der folgt, dass in ahmnlichen und &hnlich liegenden Figuren die
Durchschnittspunkte zweier entsprechender Diagonalenpaare mit- dem
Aehnlichkeitspunkte in Einer g. L. liegen und dberhaupt, dass, wenn
man die Verbindungslinien entsprechender Punktenpaare und eben-
so die Durchschnittspunkte entsprechender Linienpaare als entspre-
chend setzt, dann jedesmal in ahnlichen und &hnlich liegenden Fi-
guren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlichkeitspunkte
in gerader Linie liegen, je zwei entsprechende Linien aber parallel
sind. Hiermit sind dann die Satze fiir die Aehnlichkeit, so weit
man sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Lange aufzunehmen)
ableiten kann, entwickelt, und iberall auf dem Begriff des Aehn-
lichkeitspunktes basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen, wie
. ‘ 8
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dem ganz entsprechend, wenn man noch den Begriff dér Lange, wie
es in der Geometrie gewohnlich geschieht, sogleich mit aufnimmt,
alle Satze der Aehnlichkeit selbst genan in der Form, in welcher
man sie gewohnlich aufstellt, dargestellt werden konnen, olme dass
man irgend den Begrilf der Zahl aufzunehmen Ursache hatte. Auf
die weitere Darlegung dieses Gegenstandes kann ich mich um so
"weniger einlassen, da die Entwickelung dem zweiten Theile dieses
Werkes parallel gehen wiirde.

§ 79. Nachdem wir so das Princip der Entwickelung fir die
Geometrie dargelegt haben, kénnen wir uns wohl der Mihe dber-
heben, di¢ Entwickelung noch auf die Proportionalitat der Flachen-
riume auszudehmen. Auch erscheint es aberflissig, fiir die Ver-
kniipfungen der Zahlengrdssen, wie wir sie in der abstrakten Wis-
senschaft formell bestimmt haben, noch die entsprechenden Satze der
Geometrie aufzustellen, da dieselben ihres Formalismus wegen nur
fir die Analyse eine Bedeutung haben, und mehr als blosse analy-
tische Abkiirzungen erscheinen, als dass sie eigenthdmliche rium-
liche Verhiltnisse darlegten. Interessant ist es noch zu bemerken,
wie bei der rein geometrischen Darstellung wie auch in der ab-
strakten Wissenschaft die Betrachtung vom Raume aus zur Ebene,
und dann erst von dieser zur geraden Linie fiihrt, und dass somit
diejenige Betrachtung, in welcher alles raumlich aus einander tritt,
sich raumlich entfaltet, auch als die der Raumlehre eigenthiimliche
und fiar sie als die einfachste erscheint, wahrend, wenn die Gebilde
in einander liegen, dann auch alles noch verhiillt erscheint, wie der
Keim in der Knospe, und erst seine riumliche Bedeutung gewinnt,

wenn man das Ineinanderliegende in Beziehung setzt zu dem réum-.
lich Entfalteten.

Fiinftes Kapitel.
Gleichungen, Projektionen.
§ 80. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Verknii-

pfungsgeseize kennen gelernt haben, welchen die Ausdehnungs-
grossen unterliegen, so bleibt uns nun ibrig, diese Gesetze auf
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die Auflosung und Umgestaltung der Gleichungen, welche zwischen
solchen Grossen stait finden konnen, anzuwenden. Da die Glieder
auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende oder zu sub-
trahirende alle ven gleicher Stufe sein miissen, so kénnen wir der
Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter einer
Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von
n-ter Stufe sind. Zunichst haben wir uns nun die Frage zu stel-
len, was fiir Umgestaltungen wir mit solchen Gleichungen vorneh-
men diirfen, oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten kén-
nen. Dass man die Glicder derselben mit Aenderung der Vorzei-
chen von einer Seite auf die andere bringen kann, ist/ldar, und es
fragt sich also nur noch nach den Umgestaltungen, welche eine
Gleichung durch Multiplikation und Division erleiden kann. Dabei
wollen wir annehmen, dass alle Glieder auf dieselbe (linke) Seite
gebracht seien, und also die andere (rechte) Scite gleich Null ist.
Nun ist klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit
einer und derselben Ausdehnungsgrosse multiplicirt, dann die rechte
Seite null bleibt, auf der linken aber stait der ganzen Summe die
einzelnen Glieder multiplicirt werden kinnen. Man kann also, in-
dem man alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Aus-
dehnungsgrosse multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus
derselben ableiten, welche im Allgemeinen (wenn der hinzutretende
Faktor nicht etwa von nullter Stufe ist) von hoherer Stufe sind als
die gegebene. Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe, und -
ist das System, welchem alle Glieder angehéren, und welches wir
das Hauptsystem der Gleichung nennen, von n-ter Stufe, so
. kann man insbesondere jene Gleichung mit einer Ausdehnung von
erginzender d. h. von (n-m)ter Stufe, welche gleichfalls dem
Hauptsysteme angehort, multipliciren, und erhalt dadurch eine Glei-
chung von n-ter Stufe, deren Glieder alle einander gleichartig sind.
Hiernach kann man also aus jeder Gleichung, deren Glieder un-
gleichartig sind, insbesondere eine Reihe von Gleichungen ableiten,
deren jede lauter gleichartige Glieder enthalt.

§ 81. Obgleich man nun aus einer Gleichung beliebig viele
Gleichungen héoherer Stufen ableiten kano, so kann man doch nicht
umgekehrt aus einer der letzteren die urspringliche Gleichung her-

stellen. In der That, wenn man aus der urspriinglichen Gleichung
8* .
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A=0,
in welcher A4 ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet,
duich Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue
Gleichung

A.L=0
abgeleitet hat; so folgt nun, wenn nur die Richtigkeit der letaten
Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Rnchtlgkelt der er-
steren; vielmehr folgt aus jener letzten nur

0

A= i

in welcher nach dem vorigen Kapitel % jede von L abhangige

Grosse, die Null mit einschlossen, darstellt. Die Gleichung
.A==0 wird sich daher nur dann ergeben, wenn vorausgesetzt ist,
dass .4 keinen von L abhangigen geltenden Werth habe, oder mit
andern Worten, wenn die Glieder, als deren Summe 4 gedacht ist,
einem von L unabhingigen Systeme angehédren; d. h. ,,wenn die
"Glieder einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Faktor L auf
derselben Stelle haben, und die simmtlichen iibrigen Faktoren aller
" Glieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhangigen
Systeme angehoren, so kann man den Faktor L in allen Gliedern
weglassen.*
, § 82. Durch Verknupfung der Verfahrungsarten der beiden

vorigen Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus
einer Gleichung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten.
In der That ist

A4+B+..
die urspringliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation
mit L (nach § 80) die Gleichung
A L4+B.L4...=0.

" Wollen wir nun hierauf das Verfahren von § 81 anwenden,
um den Faktor L wegzuschaffen, so miissen wir die Glieder dieser
Gleichung in soicher Form darstellen, dass die Faktoren, mit wel-
‘chen L multiplicirt ist, ins Gesammt einem von L unabhingigen
Systeme angehéren. Es sei G ein solches System und A, B".
seien Ausdehnungen, welche diesem System angehéren, und die Be-
schaffenheit haben, dass
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A.L=A.L,B.L=B.L,....
sei, so hat man die Gleichung ’
A“L4+B.L4....=0,
und daraus nach dem vorigen §
A+4+B+4....=0,
eine Gleichung, welche von derselbén Stufe ist, wie die urspriing-
liche. Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem entspre-
chenden der ersten dadurch hervorgegangen, dass man in dem Sy-
steme G eine Grosse gesucht hat, welche wit einer von G unab-
hangigen Grosse L multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende
Glied der urspriinglichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich,
dass, wenn eine solche Grésse moglich ist, auch immer nur Eine
moglich sei. Nimmt man namlich zwei solche an, etwa A" und A”,
welche aus A auf die angegebene. Weise entstanden sein sollen, so
miissen sie nach der Voraussetzung mit L multiplicirt gleiches Re-
sultat geben (namlich AL); wir erhalten also die Gleichung
) A.L=A".L
und da das System G, welchem A’ und A” angehéren, von L unab-
hangig sein soll, so kann man nach § 81 hier L weglassen und hat
"A'=—= 4",
d. h. beide Weithe fallen in Einen zusammen; es ist also in der
That nur Eine solche Grosse moglich. Wir nefnen hier A’ die
Projektion oder Abschattung*), A die projicirte oder abgeschattete
Grosse, G das Grundsystem, das System L das Leitsystem, und sa-
gen, dass A’ die Projektion oder Abschattung von A auf G nach (ge-
mass) dem Leitsystem L sei. Also ,unter der Projektion oder
* Abschattung einer Grosse (A) auf ein Grundsystem (G) nach einem
Leitsysteme (L), versteben wir diejenige Grosse, welche dem Grund-
systeme angehorend, mit einem Theil des Leitsystems gleiches Pro-
dukt liefert, wie die projicirte oder abgeschattete Grosse (A). Wir
konnen somit den im Anfange dieses § entwickelten Satz in der Form
aussprechen: )

*) Die Namen Projektion und Abschattung sollen nicht iiberall dasselbe
bedeuten, jhr Unterschied witd aber erst im zweiten Abschnitte dieses Theiles
hersustreten; auf dic hier betrachteten Grissen angewandt, fallen beide Begriffe
zasammen.



118 * Gleichungen. — Projektion. § 83

»Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle
ibre Glieder in demselben Sinne abschattet (projicirt);‘
oder auch, wenn man Ein Glied auf die eine Secite allein geschafft
denkt,
,die Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich der
Summe aus  den Abschattungen der Stiicke.«*)

§ 83. Um der Betrachtungsweise eine gréssere Anschaulich-
keit zu gehen, haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung
nill, und wann sie unmoglich wird.- Soll die Abschattung A’ null
werden, so muss auch, da -

: A L==A.L
ist, das Produkt A.L null, d. h. A von L abhangig sein; aber auch
umgekehrt, herrscht diese Abhangigkeit, so muss, weil das System,
dem jeder geltende Werth von A" angehéren soll, von L unabhingig
ist, also das Produkt A’. L nicht gleich null machen kann, A’ selbst
null sein. Also ist die Abschattung dann, aber auch nur dann null,
wenn die abgeschattete Grosse vom Leitsystem abhangig ist. Da
endlich jede dem Systeme G angehorige Grosse, mit L multiplicirt,
dem Systeme G.L angehéren muss, so wird A’.L, also auch das
ihm Gleiche A.L, nothwendig dem Systeme G.L angehoren, wenn
die Abschattung méglich sein soll; wobei der Nullwerth, wie immer,
als jedem beliebigen Systeme angehorig und von ihm abhingig be-
trachtet wird. Aber auch umgekehrt, wenn A.L dem Sysieme
G. L angehort, so ist die Abschattung allemal moglich; denn wenn
A .L nicht null ist, und es dem Systeme G.L angehért, so miissen
die vinfachen Faktoren von A.L sich als Summen von Sticken dar-
stelen lassen, welche denen von G .L gleichartig sind; also muss
dann namentlich A sich aof diese Weise darstellen lassen; aber
diejenigen Stiicke, welche mit den Faktoren von L gleichartig sind,
kann man, ohne den Werth des Produktes A.L zu andern, weg -
lassen; thut man dies, und nennt die so gewonnene Grosse, welche
nun statt A eintritt, A", so sind die Faktoren von A’ nur von G ab-
hangig, A’ gehort also zugleich dem Systeme G an, ist also die Ab-

*) Ich ziehe in dem Ausdruck der S&tze den Namen Abschattung vor,, weil
in dieser Form die Siitze aligemein sind, und auch fiir die spiter zu entwickeln~
den Grossen bestehen bléiben.
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schattung von A; ist aber A.L gleich null, so haben wir schon
nachgewiesen, dass die Abschattung auch null, also méglich ist.
Semit hat sich ergeben, dass die Abschattung allemal dann, aber
auch nur dann, moglich ist, wenn das Produkt der abgeschatteten
Grosse in das Leilsystem dem Produkte des Grundsystems in das
Leitsystem angehdrt. — Da, wenn A.L nicht null ist, die ange--
fihrte Bedingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem Sy-
steme G.L angehore, so konnen wir die Resultate dieses § auch
in folgendem Satze zusammenfassen:

»ist die abzuschattende Grisse von dem Leitsysteme ahhanglg,

so ist die Abschattung 0; ist sie davon unabhiangig, so hat die

Abschattung allemal dann einen geltenden Werth, wenn die

abzuschattende Grosse dem aus dem Grund- und Leitsysteme

zusammengesetzten Systeme angehdrt; in jedem andern Falle
ist sie unmaoglich.* )

Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Grossen
null-ter Stufe d. h. auf die Zahlengréssen an, so haben wir nur zu
beachten, dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, diesel-
ben als jedem beliebigen Systeme angehérig, aber, wenn sie nicht
null sind, als von ihnen unabhéngig zu betrachten (s. Kap. 4). Dar-.
aus geht dann hervor, dass die Zahlengréssen bei der Abschattung
sich nicht andern. .

§ 84. Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes iiber,
uin dieselbe mit den Abschattungen seiner Faktoren zu vergleichen.
Es sei A.B das Produkt, A’ und B’ die Abschattungen voen A .und
B auf das Grundsystem G nach dem Leitsysteme L, so hat man die
Gleichungen :
A'.L=A.Lund B.L==B.L.

Die Abschattung des Produktes A .B wird nun diejenige Grisse
sein, welche, dem Systeme G angehdrend, mit L multiplicirt ein
Produkt giebt, welches gleich A.B.L ist. Da nun A.L gleich ist
A’.L, so kann ich in dem Produkte A.B.L statt A den Werth A’
setzen, wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und Zu-
sammenfassung ergiebt.*) Somit erhalte ich

*) Io der That kaoun ich A .B.L entweder gleich A.L.B oder gleich
— A, L. B secizen, daonn dic Faktoren A . L 2u ¢inem Produki zusammenfassen,

s



120 " Gleichungen. — Projektion. § 84

A.B.L=A".B.L=A".B'.L,
letateres, weil B.L gleich ist B'.L. Da nun A" und B’ beide  dem
Systeme G angehéren, so gehort auch A’.B’ ibm an, und da zu-
gleich, wie wir eben zeigten,

A.B.L=A".B'.L .
ist, so ist in der That A'.B’ die Abschattung von A.B; also hat
man den Satz:

,Die Abschattung eines Produktes ist das Produkt aus den Ab-
schattungen seiner Faktoren, wenn alle Abschaltangen in dem-
selben Sinne genommen (d. h. Grundsystem und Leitsystem
dieselben) sind;* .
oder mit dem fritheren Resultate zusammengefasst: -
»Eine richtige Gleichung bleibt richtig, wenn man ihre Glie-
der, oder die Faktoren ihrer Glieder, alle in demstlben Sinne
abschattet.” "
Hat man ins Besondere die Gleichung
A, =cA, oder %—'==a, v
wo & eine Zahlengrosse bezeichnen soll, so folgt daraus, wenn A’,
und A’ die Abschattungen von A,.und A simd, die Gleichung

1

A" =aA’ oder =

d. h. der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grossen an-
dert sich nicht, wenn man statt derselben die in gleichem Sinne
genommenen Abschattungen setzt. Oder allgemeiner sucht man
die Abschattung eines Quotienten —g, so hat man, da dieser Quo-
tient jede Grosse C bezeichnet, welche der Gleichung
C.B=A

geniigt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne
die neue Gleichung

C'.B'=A’" oder C'=%,

statt dieses Produktes das ibm gleiche A’. L selzen, und dann die vorige Ordnung
wiederherstellen, wobei, wenn das minus-Zeichen eingelreten war, sich noth-
wendig das urspriingliche Zeichen wiederherstelit,
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d. h. statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zahler und
Nenner in demselben Sinne abschatten.” Fassen wir daher Addi-
tion, Subtraktion, aussere Multiplikation und Division unter dem
dem allgemeinen Begriffe der Grundverkniipfungen zusammen, so
kénnen wir den aligemeinen Saty aufstellen, welcher die fritheren
in sich schliesst:

‘»Statt das Ergebniss einer Grundverkniipfung abzuschatten,

kann man deren Glieder in demselben Sinne abschatten.*

§ 85. Es hietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Abschat-
tung analytisch auszudriicken, wenn die Grdsse, welche abgeschattet
werden soll, und der Sinn der Abschattung, d. h. Grundsystem und
Leitsystem gegeben sind. Doch beschranken wir uns hier nur auf
den Fall, dass die abzuschattende Grosse mit dem Grundsysteme
von gleicher Stufe ist, indem die Lésung im allgemeineren Falle
zwar auch schon hier leicht zu bewerkstelligen ist, jedoch zu einem
Ausdrucke fihren wirde, der an Einfachheit dem spater zu ent-
wickelnden Ausdrucke (s. Kap. 9) sehr nachstehen wiirde. Es sei
A die abzuschatiende Grosse, L ein Theil des Leitsystems, G des
Grundsystems, und A und G seien von gleicher Stufe, so wird die
Abschattung A’ mit G gleichartig sein miissen, also

A'—=3xG
gesetzt werden kénnen, wo x eine Zahlengrosse ist. Multiplicirt
man dlese Gleichung mit L, so hat man C0
A'.L=xG.L
oder da A’.L nach dem Begriff der Abschattung gleich A.L ist, so
hat man

A.L
A. L==xG L, also =t
und daraus”
, A.L
A—G LG

was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck die-
' ses Resultats versparen wir uns bis zur Behandlung des aligemei-
nen Falles. '
§ 86. Dagegen miissen wir den Faden wieder anknupfen, den
wir oben (81) fallen liessen. Wir hatten namlich dort gezeigt, wie
man zwar aus einer Gleichung
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A+B+...=0
durch Multiplikation mit ciner behebngen Ausdehnung L eine neue
Gleichung
A.L4B.L+4...=0
ableiten, aber aus dieser im Aligemeinen nicht wieder die urspriing-
liche herleiten kénne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener
Gleichung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzaleiten, wel-
cher jene eine ersetze, d. h. aus welchem sich jene erste wieder- .
um ableiten lasst. Ins Besondere liess sich der Faktor L so aus-
wiahlen, dass nach der Multiplikation der einzelnen Glieder mit die-
sem Faktor eine Gleichung aus lauter gleichartigen Gliedern her-
vorging, und da solche Gleichungen als die einfachsten erscheinen,
so wird es besonders darauf ankommen, jene erste Gleichung durch
Gleichungen dieser Art zu ersetzen.*) Die Entwickelung der fol-
genden Paragraphen zeigte, wie die Gleichung
A.L4+B.L+4.....=0
ersetzt werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Abschat-
tungen auf ein und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem L,
also, wenn A, B"... solche Abschattungen von A, B... darstellen,
durch die Gleichung
AdBf...==0; '
und die Aufgabe, die wir uns stellten, ist also 1dentlsch mit der,
einé Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen,
welche durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und nament-
lich eine Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche
Abschattungsgleichungen, deren Glieder alle gleichartig sind. Es
sei die urspriingliche Gleichung von m-ter Stufe, und ihr Haupt-
system d. h. das System, welchem alle ihre Glieder ins Gesammt
angehéren, von n-ter Stufe, und zwar sei dies letztere dargestelit
als Produkt von n unabhingigen einfachen Faktoren a.b..... Als-
dann wird nach .dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung
als Summe darstellen lassen, deren Stiicke jenen Faktoren a, b, ...
gleichartig sind, also in der Form a,+b,4....  Denkt man sich

*) Wirsagen iiberhaapt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen gegensei-
tig erselzen, weno man aus jedem der beiden Vereine dén andern ableiten kann,
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jeden emfachen Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf
diese Weise dargestellt, und fahrt die Multiplikation aus, so dass
die Klammern verschwinden, so erhalt man eine Summe von:Glie-
dern, deren jedes mit einem der Produkte zu m Faktoren aus
a, b,... gleichartig ist. Multiplicirt man nun die Gleichung mit
(n-m) ven den Faktoren a, b...., so bleiben nur diejenigen Glie-
der von geltendem Werthe, welche mit dem Produkte der m dbri-
gen Faktoren jener Reihe a, b, ... gleichartig sind, indem alle an-
dern wenigstens Einen einfachen Faktor enthalten, der mit den neu
hinzntretenden Faktoren gleichartig ist, also bei dieser Multiplika-
tion verschwinden. Nun kann man aber wiederum nach § 81 die
hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System, dem die
itbrigen angehéren, von dem System der hinzutretenden unabhéangig
ist. Man erhalt auf diese Weise einen Verein richtiger Gleichun-
gen, wenn man, nachdem die urspriingliche Gleichung auf die an-
gegebene Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder
zu einer Gleichung vereinigt. Und da die sammtlichen so gewon-
nenen Gleichungen bei ihrer Addition die urspringliche wieder-
geben, so haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen, wel-
cher die urspriingliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist geldst.
Somit haben wir den Satz:

,»Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder ei-
nem Systeme n-ter Stufe angehéren, jeden einfachen Faktor
eines jeden Gliedes als Summe darstellt, deren Stiicke n von -
cinander unabhingigen Strecken gleichartig sind, und durch-
multiplicirt, so kann man jede Reihe von gleichartigen Glie-
dern, welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusam-
menfassen und erhalt dadurch einen Vercin von Gleichungen,
welcher die urspriingliche ersetzt.*

Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Gleichung,
welche aus der urspriinglichen durch Multiplikation mit (n-m) von
den Faktoren a, b.... hervorgeht,

»wenn man eine Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem
Systeme n-ter Stufe angehdren, nach und nach mit jedem
Produkt zu (n-m) Faktoren, welches sich aus n von einander
unabhéngigen Strecken jenes Systems bilden lasst, multipli-
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cirt, so erhalt man einen Verein von Gleichungen, welcher die

urspriingliche ersetat.*

Da die Glieder, welche bei dem vorhergehenden Satze in jeder
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattun -
gen der Glieder, welche in der urspriinglichen Gleichung vorkamen,
zu erkennen geben, so konnen wir den gewonnenen Satz auch ver—
mittelst des Begriffs der Abschattungen aussprechen, haben jedoch
fir den bequemeren Ausdruck noch eine Reihe neuer Begriffe auf-
zustellen.

§ 87. ‘Namlich die Betrachtungsweise des vorigen § fihrt uns
zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme, welche
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen, als dies
gewohnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst ablichen
‘Benennungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissen-
schaft geforderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr
schleppend erscheinen, und iberdies fremden Sprachen entlehnt
sind, durch einfachere zu ersetzen. Ich nenne die n Strecken
a, b, ...., welche ein System n-ter Stufe hestimmen, (also alle von
einander unabhingig sind,) sofern jede Strecke des Systems durch
sie ausgedriickt werden soll, die Richtmasse erster Stufe oder die
Grundmasse dieses Systems, ihren Verein ein Richtsystem,
die Produkte von m Grundmassen (mit Festhaltung der urspring-
lichen Ordnung derselben) Richtmasse m-ter Stufe, das Richt-
mass n-ter Stufe, das Hauptmass, die Systeme der Richtmasse m-ter
Stufe endlich nennen wir Richtgebiete m-ter Stufe, die Sy-
steme der Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinatenaxen).
Erginzende Richtmasse nennen wir solche, die mit einander
multiplicirt das Hauptmass geben, und die ihnen zugehorigen Richt-
gebiete nennen wir gleichfalls erganzende.

§ 88. Durch die in § 86 gefihrte Entwickelung ist klar, wie
jede Ausdehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe
angehort, sich als Summe darstellen lisst von Sticken, welche den

Richtmassen m-ter Stufe, die- zu jenem Systeme gehdren, gleich-
artig sind. Diese Stiicke nun nennen wir Riechtsticke jener
Grosse, so dass also jede Grosse als Summe ihrer Richtsticke er-
scheint, die Zahlengréssen, welche hervorgehen, wenn die Richt-

“e.ciner Grésse durch die entsprechenden (gleichartigen) Richt-
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masse dividirt werden, die Zeiger der Grosse, so dass also jede
Grosse als Vielfachen-Summe *) der Richtmasse gleicher Stufe er-
scheint. Die Richtstiicke einer Grosse erster Stufe sind es, welche
sonst auch Koordinaten -genannt werden. Kine Grosse im Sinne
des Richtsystems abschatten (projiciren), heisst sie auf eins der
Richtgebiete gemass dem erginzenden Richtgebiete abschatten.

§ 89. Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestell-
ten Sitze an, so gehen dieselben in folgende iber:

»In einer Gleichung kann man statt aller Glieder die Richt-

stiicke oder Zeiger derselben setzen, welche einem beliebigen,

aber alle demselben Richtmasse zugehéren, und fithrt man dies

in Bezug auf alle Richtmasse derselben Stufe aus, so erhalt

man einen Verein von Gleichungén, welcher die gegebene ersetat.

Die in § 86 abgeleiten Gleichungen sind’namlich eben diese

Gleichungen zwischen den Richtstiicken, und aus ihnen erhalt man
die Zeigergleichungen durch Division mit dem jedesmal zugehéri-
gen Richtmasse.**) Ferner:

,,Aus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein

von Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und

nach mit den sammtlichen Richtmassen, deren Stufenzahl die :

der Gleichung zu der des Hauptsystems erginzt, multiplicirt.

§ 90. Wenn wir eine als Summe ihrer Richtstiicke dargestelite
Grasse m-ter Stufe mit einem Richtmasse von erginzender d. h.
(n—m)ter Stufe multipliciren, so fallen alle Richtsticke bis auf
eins weg, und dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grasse
auf das Richtgebiet m-ter Stufe gemass dem erganzenden Richtge-
biete, -und alle Richtstiicke jener Grosse erscheinen also als im
Sinne des Richtsystems erfolgte Abschattungen auf die verschiede-
nen Richtgebiete gleicher Stufe. Wir konnen daher sagen,

,,eine Gleichung m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein

von Gleichungen, welche durch Abschattung auf die verschie-

*) Jedes Produkt einer Grisse in eine Zahlengrésse nennen wir ndmlich ein
Vielfaches der ersteren, und unterscheiden davon das Mehrfache, bei welchem
jene Zahlengrisse eine ganze Zahl sein muss.

-#+) Diese Zeigergleichungen, als Gleichungen zwischen blossen Zahlen-
grossen, vermitteln am volistindigsten den Uebergang zur Arithmetik.
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denen Richtgebiete m-ter Stufe im Sinne des Richtsystems her-

vorgeht.« *)

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Aus-
druck fiir die Richtstiicke oder Zeiger einer Grésse. Es werde
namlich des einem Richtmasse A zugehérige Richtstick P’ einer
Grosse P gesucht, B sei das zu A gehérige ergianzende Richtmass,
so hat man, da P’ die Abschattung von P auf A nach B ist (s. § 85).

, DP.B ‘
P A8 A, _
also ist der zugehérige Zeiger gleich
P.B
mv
d. h.
»der einem Richtmass A zugehdrige Zeiger einer Grosse ist
gleich einem Bruche, dessen Zahler das Produkt der Grésse in
das erginzende Richtmass und dessen Nenner das Produkt je-
nes ersten Richtmasses in das erganzende ist.*

§ 91. "Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffc
auf die Geometrie an; so ergiebt sich zunachst fir die Ebene nur
Eine Art der Projektion (Abschattung),**) indem eine Strecke auf eine
gegebene gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt wer-
den kann. Das Richtsystem fiir die Ebene bietet nur zwei Grundmasse
und zwei ihnen zugehérige Richtaxen dar. Als Hauptmass erscheint
der Flachenraum des von den beiden Grundmassen gebildeten Spath-
ccks (Parallelogramms). Im Raume treten drei Arten der Projek-
tion hervor, namlich es werden entweder Strecken oder Flichen-
raume auf eine gegebene Ebene nach einer gegebenen Richtung
projicirt, oder es werden Strecken auf eine gegebene gerade Linie
parallel einer gegebenen Ebene projicirt. Das Richtsystem fiir den
Raum bietet drei Grundmasse und drei ihnen zugehérige Richtaxen
dar, ferner 3 Richtebenen als Richtgebiete zweiter Stufe, und 3 ih-

*) Dass eine Gleichung m-ter Stufe in einem System n- ter Stufe durch so
viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationeg aus n Elementen
zur m-ten Klasse gebe, bedarf wobl kaum einer Erwihinung,

**) Wir ziehen bei dieser Anwenduog wieder den Namen der Projektion vor,
aus Griinden, die spiiterhin von selbst einleuchten werden.
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nen zugehdrige Richtmasse zweiter Stufe, welche die Flichenriume
der aus je zwei Grundmassen beschriebenen Spathecke mit Fest-
baltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen. Als Hauptmass
erscheint das von den 3 Grundmassen beschriebene Spath (Paral-
lelepipedum). Interessant erscheint hier besonders die Darstellung
eines Flichenraums von bestimmter Richtung als Summe seiner
Richtstiicke, namlich als Summe dreier Flachenriume, welche den
drei Richtebenen angehéren. Da die Satze, welche sich éber Pro-
jektionen und Richtsysteme in der Geometrie aufstellen lassen, in
unserer Wissenschaft schon ganz in der Form aufgestellt sind, in
welcher sie fir die Geometrie auszusprechen wiren, so konnen wir
uns der Wiederholung derselben hier iberheben.

§ 92. Dagegen wollen wir das Problem der Koordinatenver-
wandlung zunachst fiir die Geometrie und demnichst auch allge-
mein fir unsre Wissenschaft l6sen. Es seien a, b, ¢ drei Grund-
masse und e, , e,, e, drei neue von einander unabhingige Grund-
masse, welche als Vielfachensummen jener urspriinglichen Grund-
masse gegeben sind, so ist nun die Aufgabe; eine Grésse p, eines-
theils wenn sie als Vielfachensumme der urspringlichen Grund-
masse gegeben ist, als Vielfachensumme der neuen Grundmasse
darzustellen, und umgekehrt, wenn sie in der letzteren Form ge-
geben ist, sie in der ersteren darzustellen, in beiden Fillen sind
die Zeiger zu suchen. Diese Aufgaben sind nun in der That durch
den Satz.in § 90, welcher die Zeiger finden lebrt, gelost. Danach
ist in Bezug auf die erste Aufgabe der zu e, gehérige Zeiger von p
gleich

p.ey.€4
e,.€,.C4
und in Bezug auf die zweite der zu a gehérige Zeiger von p gleich
p.-b.c
a.b.c
und durch diese so hachst einfachen Ausdriicke ist das Problem der
Koordinatenverwandlung in seiner grossten Allgemeinheit gelost.
Die zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und
Oberflichen von Wichtigkeit, indem dieselben dadurch bestimmt
werden, dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von ei-
nem als Anfangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach
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einem Punkte der Kurve oder Oberfliche gezogen ist, eine Glei-
chung aufgestellt wird. Es sei p=xa- yb-zc diese Strecke, und
f(x,y,2)=0
die Gleichung, welche eine Oberfliche bestimmt; sucht man nun
die Gleichung derselben Oberfliche zunichst fiir- denselben An-
fangspunkt der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Richtaxen und
auf dic ihnen zugehorigen Richtmasse, e, e,, ¢, so hat man, wenn
p=—u,e, +u,e, 4 use, ist, die Gleichung
p.b.c a.p.c a.b.p
f (a.b.c’ a.b.c’ a.b.c) -0,
eine Gleichung, welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt,
als Gleichung zwischen den neuen Variabeln u,, u,, uj erscheint.
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die
Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist, von
dem neuen Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberflache,
nach welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und
q=vse, +Vye, 1 Vyey
ist, nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth q4e einzu-
fihren, um die verlangte Gleichung zu erhalten, oder ‘ist e =
«a-+ b + yc, so hat man, wie sich sogleich ergiebt, ’
(qbc+,a.qc+ﬂabq )=0

a.b.c a.b.c a.b.c

als die verlangte. Gleichung zwischen den neuen Variabeln v, ; v,,
vs. Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstel-
len, so hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise
als Vielfachensummen der urspriinglichen darzustellen und in die
Gleichung einzufiihren. Es sei

e,=ea,a4+ £ b+y.c

e,—wa,a48,b+7,c

ey =eza+ @b+ y;c,
so zeigt sich unmittelbar, wie sich die verlangte Gleichung dar-
stellt in der Formn

R ECE XANE AN AL J- AN J AN A
747V F7aVs +73v5) =0,

eine Gleichung, welche' an Einfachheit nichts zu wiinschen ubrig
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Jasst. Fiir den allgemeinsten Fall der abstrakten Wissenschaft er-
giebt sich die Losung unserer Aufgabe mit derselben Leichtigkeit.
In der That ist eine Grosse P als Vielfachensumme gewisser Richt-
masse gegeben, und man will dieselbe alstielfachen-Summe an-
derer Richtmasse ausdriicken, so hat man den zu einem derselben
A gehorigen Zeiger, wenn B das zu A gehonge ergintende Richt-
mass ist, nach § 90 gleich

P.B

A B’

§ 93. Was nun die Anwendung auf die Theorie der Glei-
chungen betrifft, so haben wir schon oben (§ 45) die Methode,
Gleichungen des ersten Grades mit mehreren Unbekannten durch
Hilfe unserer Analyse aufzuldsen, vor weggenommen. Wir setzen
diesen Gegenstand hier fort, indem wir die durch' unsere Wissen-
schaft dargebotene Methode, aus Gleichungen héherer Grade mit
mehreren Unlekannten die Unbekannten zu eliminiren, darlegen.
Es seien zwei Gleichungen hgherer Grade mit mehreren Unbe
kannten gegeben, es soll eine derselben, etwa y, eliminirt, also
eine Gleichung zwischen den ibrigen Unbekannten aufgestelit
werden. Die gegebenen Gleichungen seien nach Potenzen von ¥
geordnet :

E I L +a,y+a, =0
by 4 .eene.t. +b,y+be==0,

W0 ap.... 3o und by, ....b, beliebige Funktionen der andern Un-
bekannten sind, a, und b, aber nicht gleich 0 sein sollen. Multi-
plicirt man die erste Gleichung nach der Reihe mit y, y2....y®,
die letzte nach und nach mit y, y2....y®, so erhilt man m4n
neue Gleichungen. Betrachtet man die Koefficienten einer jeden
dieser m 4-n Gleichungen als unter sich gleichartig, hingegen die
der verschiedenen Gleichungen als von einander unabhingig (auch
wenn sie bis dahin mit demselben Buchstaben bezeichnet waren),
so erhalt man, wenn man die so aufgefassten Gleichungen im Sinne
unserer Wissenschaft addirt, eine Gleichung von der Form

eminy™ 4. ..... e, y=0.
Multipliciren wir diese Gleichung mit dem ausseren Produkt
€,.€g....€8msn, S0 fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den
’ 9
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Gesetzen der ausseren Multiplikation weg, und wir erhalten die
Gleichung

€ .€5.05..... epiy==0,
oder, da y nicht null sein kann, weil dann in den gegebenen Glei-
chungen wider die Voraussetzung a, und b, gleich null sein wir-
den, so hat man

€,.€,.05..... emin==0

als die verlangte Eliminationsgleichung.

—_ - .



, Zweiter Abschnitt.
Die Elementargrosse

.

Erstes Kapltel.

Addition und Subtraktion der Elementargrissen erster
Stuyfe. ’

§ 94. Ich kniipfe den Begriff der Elementargrdssen an die
Losung einer einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem
Begriffe gelangte, und die mir iberhaupt zu dessen genetischer
Entwickelung am geeignetsten za sein scheint.

Aufgabe. Es seien drei Elemente er,, ,, 8, und ausser-
dem ein Element o gegeben; man soll das Element 2, finden,

welches der Gloichung [oer,] -+ [oe,]=[o8,] + [08:] ge-
niigt.

Auflésung. Schafft man die Glieder der linken Seite auf
die rechte, so hat man, da — [pe]=[e¢], und [ep]+[0f]
=[e«f] ist, die Gleichung

[e:8,]1+[#.8,]=0, )

durch welche das Element @, auf eine einfache Weise be-

stimmt ist. ‘

Um dies Resultat der ‘Anschauung néher zu bringen, wollen
wir es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als
Punkte annehmen, so finden wir den Punkt #,, indem wir [¢,5,]
entgegengesetzt gleich mit [e,3,] machen. — Das Interessante
bei dieser Auflosung ist, dass das Element 3, ganz unabhangig

9#
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von g bestimmt ist, und da wir aus der letzten Gleichung, welche
in der Auflosung vorkommt, durch das umgekehrte Verfahren
wieder die erste in Bezug auf jedes beliebige o ableiten kinnen, so
Jhaben wir zugleich den Satz, dass, wenn die Gleichung
[oe,]+[02.]1=[08,]1+[0B:]
far irgend einen Punkt ¢ gilt, sie auch fir jeden andern Punkt gilt,
der statt o eingefilhrt werden mag. Dieser Satz lasst sich direkt
ableiten, doch wollen wir ihn vorher verallgemeinern; denn es ist
klar, wie- das angegebene Verfahren auch noch anwendbar bleibt,
wenn man statt der zwei Elemente e¢,, @, und 8,, £, beliebig
viele, nur auf beiden Seiten eine gleiche Anzahl, einfihrt, ja, da
unter den Elementen beliebig viele zusammen fallen kénnen, auch
. dann noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten beliebige Koef-
ficienten hinzutreten, sobald nur die Summe dieser Koefficienten
auf beiden Seiten dieselbe ist. In der That es sei
ifoe,]+..... in[oen] =k, [08,] +---- km [(’ﬂm]’
wo die Grossen i) ....und k, .... Zahlengrﬁssen darstellen, und
es sei zugleich
i, 4.... In=k; +.... kp,
so kdonnen wir zeigen, dass die erste Glelchung auch forl.besleht
fiir ]eden Punkt o, der statt o eingefithrt wird. Denn es ist

. [oz]=[e0] + [0« . [eB]=[ec] + [+6]-

Fiihrt man diese Ausdriicke in Bezug auf die betreffenden Zeiger
(1...n, 1...m) in die obige Gleichung ein, 16st die Klammern auf
und fasst die Glieder, welche [oo] enthalten auf jeder Seite zu-
sammen, so erhilt man auf jeder Seite [ps] multiplicirt mit der
Summe der Koefficienten, und da diese auf beiden Seilen gleich
ist, so hebt sich das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf,
und man behalt .
ij[oe,]+.... n[oea] =k, [68,]+.... kn[cfu],

d. h. die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element, was
statt ¢ eingefiihrt werden mag. Also:

_ »Wenn man von einem Elemente ¢ Strecken nach beliebig
vielen festen Elementen zieht, und zwei beliebige Vielfachen-
summen derselben, deren Koefficienten aber gleiche Summe
haben, einander gleich sind, so besteht diese Gleichheit fort,
wie sich auch das Element ¢ andern mag.«
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Ist ins Besondere die Summe der Koefficienten in dem Aus-
drucke i, [oee,] 4 .... in[oea] null, so ergiebt sich, - indem man
auf die oben angegebene Weise, namlich statt [pec] dberall [oo] 4
[au] substituirt, Jener Ausdruck gleich

iy [cm,]+ inf[oen},
weil namlich -das Glied (1 ... in) [oo] wegen des ersten Faktors
null wird. Also:

»Wenn man von einem verinderlichen Elemente ¢ Strecken

nach beliebig vielen festen Elementen zieht, so ist jede Viel-

fachensumme dieser Strecken, deren Koefficientensumme null
ist, eine konstante Grosse.*

Auch geht aus der Art, wie sich die Gleichungen dieses Para-
graphen aus einander ableiten lassen, unmittelbar hervor, dass,
wenn zwei beliebige Vielfachensummen jener Strecken in Bezug
auf dieselben zwei Anfangselemente ¢ und ¢ einander gleich sind,
auch ihre Koefficientensummen gleich sein, und daher ihre. eigene
Gleichheit bei jeder Aenderung von o fortbestehen miisse, und
chenso dass, wenn eine solche Vielfachensumme in Bezug auf zwei
Anfangs-Elemente g und o gleichen Werth behalt, ihre Koefficien-
tensumme null ist, und sie selbst daher bei jeder Aenderung von
o denselben Werth behalt.

§ 95. Um die Resultate des vorigen § einfacher einkleiden
zu konnen, fihren wir einige Benennungen ein, die wir auch fir
die Geometrie festhalten. Namlich wir verstehen unter der Abwei-
chung eines Elementes & von einem Elemente g die Strecke [pe], unter
der Gesammt-Abweichung einer Elementenreihe von einem Ele-
mente ¢ die Summe aus den Abweichungen der einzelnen Elemente
jener Reihe von dem Elemente p. Fallen unter jenen Elementen
mehrere (m) in eins () zusammen, so wird auch die Abweichung
dieses Elementes [ox], ebenso oft (m-mal) in jener Summe vor-
kommen. Hierdurch gelangen wir zu einer Erweiterung des Be-
griffs; namlich nennen wir einen Verein von Elementen, deren je-
des mit einer bestimmten Zahlengrésse behaftet ist, einen Elemen-
tarverein, so werden wir unter der Gesammtabweichung eines Ele-
mentarvereins von einem Elemente o eine Vielfachensumme aus
den Abweichungen der jenem Vereine angehdrigen Elemente von
dem Element g verstehen miissen, deren Koefficienten die Zahlen-
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.

grossen sind, mit welchen die zugehdrigen Elemente behaftet sind.

Die Summe dieser Zahlengrossen nennen wir das Gewicht*) des

Elementarvereins, so wie die Zahlengréssen, mit welchen die ein-

zelnen Elemente behaftet sind, die ihunen zugehérigen Gewichte.

Besteht also der Elementarverein aus den Elementen @, 3,.. ..

und den zugehdrigen Gewichten a,b;...., so ist die Abweichung
jenes Elementarvereins von einem Elemente ¢ gleich

. afee] + b[ef] ...
Somit haben wir denn die Satze:

’ »Wenn zwei Elementarvereine von demselben Elemente um
Gleiches**) abweichen, und ihr Gewicht gleich ist, oder wenn
sie von denselben zwei Elementen um Gleiches abweichen; so
weichen sie auch von jedem andern Elemente um Gleiches
ab, und im letztern Falle ist ihr Gewicht gleich*

und

»Bin Elementarverein, dessen Gewicht null ist, weicht von jo

zwei Elementen um Gleiches ab, und ein Elementarverein,

welcher von zwei Elemenlen um Gleiches abweicht, hat null
zum Gewicht, und weicht von allen Elementen um Gleiches
ab#”)'“ )

§ 96. Iedes Gebilde wird dadurch als Grasse fixirt, dass der
Bereich seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir
bezeichnen daher zwei Elementarvereine als gleiche Grossen und
zwar als gleiche Elementargrossen, wenn ihre Abweichungen von
denselben Elementen jedesmal gleichen Werth haben. Ein Ele-
mentarverein wird also zur Elementargrosse, wenn man von der
besonderen Art seiner Zusammensetzung absiebt, und nur die Ab-
weichungswerthe festhilt, welche er mit anderen Elementen bildet,
so dass also eine Elementargrosse auf verschiedene Weise als Ele-
mentarverein dasein kann, und jeder Elementarverein als eine be-

*) Der Name ,,Gewicht** ist auch sonst in der Mathematik (in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung) im abstrakten Sinne gebriuchlich, und bedarf wolil hier
keiner Rechtfertigung.

**) D. h. die Abwcichungen sollen gleich sein.
**¥) Dabei versteht sich von selbst, dass auch jedes einzelne Element sowoh!
fiar sich, als wenn es mit einer Zahlengrisse behafiet ist, als Elementarverein auf-
gefasst werden kann, indem die Gewichte der iibrigen Elemente null sind.



—— - —

§ 96 Begriff der Elemenlargrisse ersier Stufe. 133

sopdere Verkdrperung einer Elementargrdsse oder, wie wir es ohen
bezeichneten, als elementare oder konkrete Darstellung einer Eile-
mentargrosse aufzufassen ist. Hiernach versteht es sich nun schon
von selbst,’ dass unter der Abweichung und dem Gewichte einer
Elementargrisse dasselbe zu verstehen ist, was wir unter der Ab-
weichung und dem Gewichte des Elementarvereins verstanden, wel-

- chem sie angehort, und dass zwei Elementargrossen nar damm gleich

sein konnen, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Abweichungs-
werthe darbieten, dass aber schon die Gleichheit der Elementar-
grossen erfolgt, wenn auch nur irgend zwei solche Werthe als
gleich dargethan sind. Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Ver-
kniipfung auszumitteln, in welche die verschiedenen Elemente und
die zugehorigen Zahlengréssen eines Elementarvereins eingehen
miissen, wenn als das Resultat der Verknipfung die Elementar-
grosse erscheinen soll. Die Verkniipfungen sind von zwiefacher
Art, einestheils namlich zwischen einem Element und der zugehd-
rigen Zahlengrosse, dem Gewichte, andererseits zwischen den mit
Gewichten behafteten Elementen und iiberhaupt zwischen den Ele-
mentarversinen, sofern sie ihren Abweichungen nach betrachtet
werden, d. h. zwischen den Elementargréssen unter sich. Betrach-
ten wir zuerst diese letzte Verkniipfungsweise, so ist klar, dass die
Gesammtabweichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt, in
welcher Ordnung man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen,
und wie man sie unter sich zu besonderen Vereinen zusammenfas-
sen mag, und dass endlich, wenn man zu Elementarvereinen, wel-
che verschiedene Abweichung darbieten, Elementarvereine, welche
gleiche Abweichungen darbieten, hinzufiigt, die so erzeugten Ge-
sammtvereine auch verschiedene Abweichungen darbieten missen;
und zwar wird dies alles der Fall sein, weil es fir die Addition
der Strecken gilt. Diese Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der
Glieder, und auf der andern Seite das Gesetz, dass, wenn das eine
Glied der Verkniipfung konstant bleibt, das Resultat nur dann kon-
stant bleibe, wenn auch das andere Glied es bleibt, bestimmt jeme
Verkniipfung nach § 6 als eine additive, und die Gesetze der Addi-
tion und Subtraktion gelten allgemein fiir diese Verkniipfung. Was
nun die Verkniipfung des Elementes mit dem zugehérigen Gewichte
betrifit, so lenchtet ein, dass, wenn in einem Elementarvereine das-
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selbe Element mehrmals und zwar mit verschiedenen Gewichten
behaftet vorkommt, man statt dessen das Element einmal und zwar
mit der Summe der Gewichte behaftet setzen kann, ohne dass die
Abweichung des Vereins geindert wird, wie dies aus den Gesetzen
der Multiplikation von Zahlengréssen mit Strecken bekannt ist.
Bezeichnet man daher vorliufig diese zweite Vepkniipfungsweise
durch das Zeichen ~, so hat man, wenn « ein Element, m und n
die Gewichte sind,
m~e<+n~e=(m+n) ~e,
eine Gleichung, welche das multiplikative Grundgesetz in Bezug auf
das erste Verkniipfungsglied darstellt, und da die Verkniipfung ei-
- ner Zahlengrosse mit einem Verein aus mehreren Elementen noch
nicht ihrem Begriffe nach gegeben ist, also auch die andere Seite
jenes Grundgesetzes noch nicht hervortreten kann, so ist jene Ver-
kniipfung, so weit sie {iberhaupt bestimmt ist, als eine multiplika-
tive bestimmt. Fassen wir dies zusammen, so ist die Elementar-
grosse eines Vereins von Elementen «, B, .... mit den zugehéri-
gen Gewichten qa, b,.... gleich
‘ : ac+b84....... , -
d. h. sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren
Koefficienten die den Elementen zugehérigen Gewichte sind, und
zugleich ist dadurch die Addition der Elementargrdssen unter sich
bestimmt. "

§ 97. Um nun die multiplikative Verknupfung allgemeiner
darzustellen, haben wir die Multiplikation einer Zahlengrésse mit
einer Elementargrdsse so zu definiren, dass auch die andere Seite
des multiplikativen Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem
wir festsetzen, dass eine Vielfachensumme von Elementen mit ei-

_ ner Zahlengrésse multiplicirt werde, wenn man die Koefficienten
derselben mit dieser Zahlengrosse multiplicirt. Namlich dann er-
giebt sich sogleich, wenn a und b beliebige Elementargrossen, d.
h. Vielfachensummen von Elementen darstellen, die Geltung der
beiden multiplikativen Grundgesetze

ma+na=(m+n)a
und
ma + mb=m(a+b).
Dass nun auch das Resultat der Division mit einer Zahlengrésse,
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sobald diese nicht null ist, ein bestimmtes sei, ergiebt sich leicht,

indem verschiedene Elementargréssen, d. h. solche, deren Abwei-

chungen von denselben Elementen Verschiedenheiten darbieten,

auch nachdem sie mit derselben Zahlengrosse, die nicht null ist,

multiplicirt sind, verschiedene Abweichungen darbieten miissen, also

verschieden bleiben. Und ebenso leicht ergiebt sich auch, dass,

wenn wir gleichartige Elementargréssen solche nennen, welche aus

derselben Elementargrasse durch Multiplikation mit Zahlengréssen

hervergegangen sind, der Quotient zweier gleichartiger Elementar-
grossen, wenn nicht der Divisor null ist, eine bestimmte Zahlen-

grosse” liefert. Somit gelten alle Gesetze arithmetischer Multipli-

kation wnd Division fir die fragliche Verkniipfung. Die Verknii-

pfung des Elementes o mit andern Elementen oder Elementargrés—
sen, wie sie bei der oben eingefiihrten Bezeichnung der Abwei-

chung eintritt, behalten wir dem folgenden Kapitel vor.

§ 98. Es erschien bisher die Elementargrésse im Aligemei-
nen als eine Vielfachensumme von Elementen, und wir miissen
uns die Aufgabe stellen, eine Elementargrésse, welche in dieser
Form gegeben ist, in méglichst einfacher Form darzustellen. Zu-
nichst machen wir den Versuch, sie in Einem Gliede, also als viel-
faches Element darzustellen. Es sei daher

aa+bﬂ+..... =X
gesetzt, wo ¢ ein Element, x sein Gewicht bezeichnet; da das Ge-
sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein muss, so erhalten wir
sogleich
X=q+bet.....

und wir haben nur noch ¢ so zu bestimmen, dass die Gesammt-
Abweichung von irgend einem Elemente ¢ auf beiden Seiten gleich
ist und_ erhalten

in a[oe]l+b[of]+..... =(a+b+....)[eo],
51— 8[e]+b[ef]+...
leol=—"75+...

wodurch ¢ bestimmt ist, sobaldva+b+ ... einen geltenden Werth
hat, d. h.
,»Eine Elementargrosse, deren Gewicht nicht null ist, lasst
sich als em mit gleichem Gewichte behaftetes Element dar-
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stellen, und zwar ist die Abweichung dieses Elementes von
einem Elemente ¢ gleich der durch das Gewicht dividirten
- Abweichung der Elementargrdsse von demselben Elemente.«
Setzt man ibrigens in jener Gleichung, welche fiir jedes Element
o gilt, dies Element mit ¢ identisch, so hat man, weil |¢o] null
ist, mit Weglassung des Divisors die Gleichung
o=a[oa]+b[of] + ..
d. h. die Gesammtabweichung einer Vlelfachensumme von Elemen-
ten von dem Summenelement (o) ist gleich null.
§ 99. Ist das Gewicht der Elementargrasse null, so haben
- wir schon gezeigt, dass dann die Abweichungen der Elementar-
grosse von je zwei Elementen gleich gross sind; ist diese Abwei-
chung daher in Bezug auf irgend ein Element null, so ist sie es
auch in Bezug auf jedes andere, und jene Elementargrosse kann
dann einem beliebigen Elemente mit dem Gewichte null gleichge-
setzt werden, wie dies auch die Formel des vorigen § schon dar-
legt, oder sie kann selbst gleich null gesetzt werden. Ist aber die
 Abweichung einer solchen Elementargrosse (deren Gewicht null
ist) von irgend einem Elemente gleich einer Strecke von geltender
Grosse, so ist auch die Abweichung derselben von jedem andern
Elemente derselben Strecke gleich, und diese Strecke, welche jene
konstante Abweichung misst, reprisentirt daher jene Elementar-
grasse vollstandig, so dass zu gleichen Elementargrissen, deren
Gewichte null sind, auch gleiche Abweichungswerthe und umge-
kehrt gehoren. Werden nun solche Elementargréssen zu einander
addirt oder mit Zahlengrossen multiplicirt, so gebt der Abwei-
chungswerth des Resultates aus denen jener Elementargrossen durch
dieselbe Addition oder Multiplikation hervor, es tritt also zwischen
solchen Elementargrossen und ihren Abweichungswerthen weder
an sich, d. h. in ihrem Begriffsumfange, noch in ihren Verkniipfun-
gen, irgend ein Unterschied hervor, und wir sind somit berechtigt,
jene Elementargrosse und ihren Abweichungswerth als gleich zu
definiren, ja wir sind dazu gezwungen, wenn wir nicht durch un-
niitze Unterscheidungen den Gegenstand verwirren wollen. Wir
setzen daher eine Elementargrosse, deren Gewicht null ist, derje-
nigen konstanten Strecke gleich, um welche jene Grisse von be-
higen Elementen abweicht, oder wir verstehen unter der Abwei-
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chung eimer Strecke von einem Element jene Strecke selbst, und
die Strecke erscheint als eine besondere Art von Elementargrossen.
Um dies noch anschaulicher zu iibersehen, kénnen wir zunachst
nachweisen, dass sich jede Elementargrosse, deren Gewicht null
ist, als Differenz zweier Elemente (§—«) darstellen lasst, deren
eins () willkibrlich ist. In der That da das Gesammtgewicht
dieser Differenz gleichfalls null ist, so kommt es nur darauf am,
dass in Bezug auf irgend ein Element (p) die Abweichungen gleich
sind. — Die Abweichung jener Différenz von o ist [o8] — [oe].
d. h. sie ist gleich [¢4], und dadurch ist nicht blos das Element
£ bestimmt, wenn e« gegeben ist, sondern auch die konstante Ab-
weichung der gegebenen Elementargrésse selbst gefunden, und es
folgt daraus ferner, dass
[ef] =f-
ist. Bende stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und
da die erstere willkihrlich, die letztere nothwendig ist, so werden
wir von jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorlaufig
dargestellte Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, und also
kinftig eine Strecke, welche, wenn ¢ als ihr Anfangselement ge-
setzt wird, £ zum Endelement hat, mit # — & bezeichnen*). Fas-
sen wir das Ergebniss beider Paragraphen zusammen, so zeigt sich,
»dass eine Elementargrosse erster Stufe, denn so bezeichmen
wir die bisher behandelte Elementargrosse im Gegensatz ge-
gen die spiter zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen
geltenden Werth hat, als vielfaches Element, wenn ihr Ge-
wicht null ist, als Strecke darstellen lasst, und zwar erhait
man jedesmal diesen Werth, indem man die Gewichte gleich
setzt, und die Abweichungen von irgend einem Elemente, wo-
bei die Abweichung einer Strecke von einem Elemente jener
Strecke selbst gleich gesetzt, und das Gewicht einer Strecke
null gesetzt wird.*

J

*) Es ist hier noch zu erwihnen, dass die Formel des vorigen § fiir diesen
Fall die Elementargrisse als unendlich entferntes Element mit-dem Gewichte
null darstellt, falls man nimlich die Division mit null gelten lassen will; aber dic
bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst durch die hier gegehene
Darstellung an’s Licht.
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-§ 100. Da nach dem vorigen § die Strecke als eine beson- °
dere Gattung von Elementargréssen erster Stufe erschien, so lasst
sich die Summe einer Strecke und einés einfachen oder vielfachen
Elementes gleichfalls als Elementargrosse auffassen, und den Be-
griff dieser Summe, der durch das Frithere schon bestimmt ist,
wollen wir nyn niher vor Augen riicken. Suchen’ wir zuerst die
-Summe (e} p) eines Elementes & und einer Strecke p, so muss,
da das Gewicht dieser Summe 1 ist, dieselbe wieder gleich einem
einfachen Elemente # gesetzt werden. Man hat dann aus der
Gleichung

a4 p= ﬂ
die neue Gleichung .

f—a=p,
d. b. & 4 p bedeutet das Element 2, in welches e ibergeht, wenn
es sich um p andert, oder dessen Abweichung von e gleich p ist.
Betrachten wir die Summe eines vielfachen Elementes me und ei-
ner Strecke p, so haben wir, da das Gewicht der Summe m ist,
die Gleichung

me 4 p=mg

und daraus .

m(8—a)=p, oder ﬂ—a=f’?,

d. h. me+p bedeutet das mfache eines Elementes 2, dessen Ab-
weichung von « der mte Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir
beides zusammen und driicken es auf allgemeinere Weise aus, in-

dem wir zuglelch bedenken, dass, wenn 8 von ¢ um — abwelcht

dann mg von « um p abweiche, so ergiebt sich,
»dass die Summe einer Elementargrésse von geltendem Ge-
wichtswerthe und einer Strecke eine Elementargrosse ist, wel-
che mit der ersteren gleiches Gewicht hat, und von dem Ele-
mente der ersteren um die hinzuaddirte Strecke abweicht.«

§ 101. Wollen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resul-
tate auf die Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der Ele-
mente uns Punkte vorzustellen; und behalten wir dann die iibrigen
Benennungen, welche in diesem Kapitel eingefithrt wurden, nament-

W die Benennungen ,,Gewicht, Abweichung, Elementargrosse
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hier in derselben Bedeutung bei, so erhalten wir auch dieselben
Satze, von demen wir jedoch die interessantesten in amschauliche-
rer Form darlegen wollen. Stellt man sich zanichst n Punkte
@, ...0y vor, so lasst sich stets ein Punkt ¢ finden, dessen Ab-
weichung von jedem beliebigen Punkte ¢ der n-te Theil ist von
der Gesammt-Abweichung jemer n Punkte von demselben Punkte g,
und dieser Punkt ist durch eine solche Gleichung

feo = o] =[]

vollkommen bestimmt. Dieser Punkt ist es, welchen man den
Punkt der mittleren Entfernung zwischen jenen n Punkten zu nen-
nen pflegt, den ich aber kiirzer als deren Mitte bezeichnet habe
(vergl. § 24). Driacken wir nun den obigen Satz geometrischer
aus, so konnen wir sagen:

»Zieht man von einem verinderlichen Punkte o die Strecken
nach n festen Punkten, so geht die von ¢ aus mit der Summe die~
ser Strecken gezogene Parallele durch einen festen Punkt o, wel-
cher die Mitte zwischen jenen nPunkten heisst, und dessen Ent-
fernung von ¢ der n-te Theil jener Summe ist.“ Oder wenn wir
auch den Begriff der Summe vermeiden wollen ,,Zieht man von
einem veranderlichen Punkte ¢ die Strecken mnach n festen Punk-
ten, und legt diese Strecken, ohne ibre Richitung und Linge zu an-
dern, stetig, d. h. so an einander, dass der Endpunkt einer jeden
Strecke jedesmal der Anfangspunkt der nachstfolgenden wird, und
macht ¢ zum Anfangspunkt der ersten, so geht die Linie, welche
die so gebildete Figur schliesst, durch einen festen Punkt o, wel-
cher die Mitte der n Punkte ist, und von der schliessenden Seite
nach dem Punkte ¢ zu den n-ten Theil abschneidet.“ Hieraus er-
giebt sich eine hdchst einfache Konstruktion der Mitte, und zu-
gleich das Gesetz, dass die Strecken, welche von der Milte nach
den n Punkten gezogen werden, stetig an einander gelegt eine ge-
schlossene Figur geben, oder dass sie den Seiten einer geschlos-
senen Figur gleich und parallel sind.

§ 102. Es ist klar, wie die im vorigen § aufgestellten Gesetze
auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereini-
gen, wenn man dann nur die Anzahl derselben festhlt, und auch
dann noch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder
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negativen Zahlengrossen, welche wir auch hier Gewichte nennen
konnen, multiplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte
einen geltenden Werth hat; nennen wir dann wieder die Gesammt-
heit der so mit Gewichten behafteten Punkte einen Punktverein,
" g0 konnen wir den Satz aussprechen: ,,Wenn man von einem ver-
anderlichen Punkte ¢ nach den Punkten eines festen Punktvereins
Strecken zieht, diese Strecken, ohne ihre Richtung zu andern, mit
den zugehorigen Gewichten multiplicirt, und die so gewonnenen
Strecken von @ aus stetig an einander legt, so geht die die Figur
schliessende Seite durch einen festen Punkt ¢, welcher die Mitte
jenes Punktvereins ist, und dessen Entfernung von ¢ so oft in der
schliessenden Seite enthalten ist, als das Gesammtgewicht betragt.*
Ist das Gesammtgewicht null, so fallt, wie sich aus der Formel
afox] +6[ef] + ...
[eo] = a+bl£|-....

ergiebt, der Punkt ¢ ins Unendliche, und die schliessende Seite
geht dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, d. h. hat
eine konstante Richtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und
zugleich bestimmter aus den Sitzen, die wir fir den Fall, dass das
"Gesammtgewicht null ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt dar-
aus zugleich, dass diese schliessende Seite zugleich eine konstante
Lange hat. Es erschéint also als Mitte des Punktvereins, wenn
das Gesammtgewicht null ist, ein unendlich entfernter Punkt, oder
was dasselbe ist eine konstante Richtung, also nicht ein (endlich
liegender) Mittelpunkt, sondern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein
besonderes Interesse darbietet, so sprechen wir ibn noch einmal
mit mégstlichster Vermeidung aller Kunstausdriicke aus: ‘

nZieht man von einem verinderlichen Punkte g die Strecken
nach einer Reihe fester Punkte, zu welchen eine Reihe von Zah-
lengrossen, deren Summe null ist, gehdrt, und man legt diese
Strecken, nachdem man sie, ohne ihre Richtung zu verandern, mit
den zugehdrigen Zahlen mnitiplicirt hat, stetig an einander, so hat
die schliessende Seite konstante Richtung und Lange, und kann die
Axe jenes Punktvereins genannt werden®).

*) Sollien die Resultate dieses § in rein geometrische Form gekleidet wer-
"~ miisste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, deren Gris-
“erhiiltniss der Gewichte darsteliten.
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§ 103. In Bezug auf die Statik stellen wir sogleich das-Haupt-
' gesetz auf, namlich .

»Wenn die Punkte eines Vereins von parallelen Kriften gezo-
gen werden, welche den Gewichten jener Punkte proportional,
aber von veranderlicher Richtung sind, so ist das Gesammt-
moment jener Krafte in Bezug auf die Mitte jenes Vereins null,
in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem Moment der an
der Mitte angebrachten Gesammtkraft.* .

Der Beweis ist hochst einfach, ist namlich ¢ die Mitte des Ver-
eins: aee, b, ...., und sind ap, bp, ... die Krafte, durch welche
die Punkte e, £ etc. gezogen werden, so hat man das Gesammt-

, moment in Bezug auf o gleich
afoe].p+b[af].p.....
= (a[oa] 4+ b[s8]+....).p=0,
da der erste Faktor nach dem vorigen § null ist. Fir jeden an-
dern Punkt ¢ hat man das Moment gleich
: (alee] +b[e8] +---) - P,
~ und da der erste Faktor gleich (a 4 b 4 ...) [oo] ist, gleich
[ee]-(a+b+...).p,
d. h. gleich dem Moment der an ¢ angebrachten Gesammtkraft.
' Es ist bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte,
wenn die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der
Schwerpunkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als po-
sitiv erscheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwen-
. dung. Denkt man sich aber einen in eine Flassigkeit getauchten
Korper, welcher von dieser Flussigkeit rings umgeben ist, und
rechnet man die Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein
physisches Gewicht nach unten, und die, mit welcher es durch den
Druck der Fliissigkeit (welcher dem physischen Gewichte der ver-
dringten Flussigkeit gleich ist) nach oben getrieben wird, zusam-
' men, und betrachtet die Gesammtkraft als mathematisches Gewicht
des betreffenden Theilchens, so hat man ebenso wohl positive als
negative Gewichte. Wenn ins Besondere der Korper in der Flissig-
keit schwebt, so ist die Surhme jener Gewichte null, und statt des
mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes tritt nun eine be-
stimmte Strecke als Summe des Punktvereines auf, welchen der in
der Flassigkeit schwebende Korper darstellt. Diese Strecke kann
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ins Besondere null werden; dann schwebt der Korper in jeder Lage
im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle bestimmt die
Richtung der Strecke die Axe, welche die senkrechte Lage annehmen
muss, wenn der in der Flissigkeit schwebende Karper im Gleich-
gewichte sein soll. Wie die Richtung und Léange dieser Strecke,
welche fiir die Statik, wie wir im nachsten § zeigen werden, eine
bestimmte und einfache Bedeutung hat, gefunden werden kdonne,
ergiebt sich .sogleich aus dem folgenden Satze, welcher eine un-
miltelbare Folgerung aus dem Begriffe der Summe mehrer Elemen-
targréssen ist, namlich aus dem Satze:

»Wenn ein Korper aus mehreren einzelnen Korpern zusam-

mengefiigt ist, so findet man aus den Schwerpunkten und den

Gewichten der einzelnen Korper den Schwerpunkt und das

Gewicht des Ganzen, oder die Strecke, welche beides vertritt,

indem man die Summe aus den mit den betreffenden Gewich-

ten behafteten Schwerpunkten nimmt.*

In unserm Falle ist der Schwerpunkt des Korpers an sich und
der des verdrangten Wassers zu nehmen und beide mit den betref-
fenden Gewichten, welche entgegengesetzt bezeichnet sind, zu mul-
tipliciren; und da fir den Fall, dass der Korper schwebt in der
Flissigkeit, die Gewichte gleich sind, so erhalt man als Summe
dies Gewicht multiplicirt mit der gegenseiligen Abweichung beider
Schwerpunkte, die Axe geht also durch beide Schwerpunkte und
ist null, wenn dieselben zusammenfallen.

§ 104. Eine ungleich wichtigere Anwendung des letzten Fal-
les, in welchem statt des Summenpunktes eine Axe erscheint, ist
die auf den Magnetismus. Gauss hat gezeigt*), dass die magne-
tischen Intensitaten innerhalb eines magnetischen Kérpers allemal
zur Summe null geben. Denkt man sich diese Intensititen den
zugehorigen Punkten (oder Theilchen) als mathematische . Gewichte
beigelegt, so wird die Summe des so gebildeten Punktvereins eine
Strecke von bestimmter Richtung und Linge sein. Um die Be-
deutung dieser Strecke fir die Theorie des Magnetismus kennen zu
lernen, denken wir uns eine magnetische Kraft, welche, wie etwa
.der Erdmagnetismus, oder die Kraft eines entfernten Magneten, die

) in seiner Abhandlung ,,Intensitas vis magneticae.**
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einzelnen Punkte in parallelen Richtungen den magnetischen Inten-
sititen proportional forttreibt, so ist das Moment dieser Kraite in
Bezug auf irgend einen Punkt g gleich

afoe].p +b[efl-p+....
wenn ap, bp, die den magnetischen Intensititen a, b, .... propor-
tionalen auf die Punkte &, £, .... wirkenden Krifte sind; es ver-
wandelt sich aber jener Ausdruck, wenn man den gemeinschaft-
lichen Faktor p ausserhalb einer Klammer setzt, und bedenkt, dass
dann die von der Klammer eingeschlossene Grésse jener konstan-
ten Strecke, welche die Summe des Punktvereins darstellt, und von
uns mit a bezeichnet werden soll, gleich ist, in

a.p,
d. h. das Moment jener Krifte ist in Bezug auf je zwei Punkte
gleich gross, namlich, wenn wir a die magnetische Axe, und p die
~ einwirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt von der
zur Einheit genommenen Intensitit wirkt) nennen, gleich dem aus- -
seren Produkt der magnetischen Axe in die einwirkende magnetische
+ Kraft. Gleichgewicht ist also vorhanden, wenn dies Produkt null
ist, d. h. die magnetische Axe in der Richtung der einwirkenden
Kraft liegt. Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier
dargestellt habe, ist von dem sonst gangbaren nur dadurch verschie-
den, dass sie hier als eine Strecke von bestimmter Richtung und
Lange dargestellt ist, wahrend man sonst nur die Richtung aufzu-
fassen pflegt. Die Grinde, warum ich diesen Begriff modificirt
habe, ohne die Benennung zu andern, ergeben sich leicht, da einer-
seits die Wissenschaft die Verkniipfung der Richtung und Linge -
jener Strecke zu einem Begriffe fordert, und andrerseits aus dem,
was man iber die magnetische Axe aussagt, jedesmal sogleich her-
vorgeht, ob die Linge in den Begriff mit aufgenommen ist, oder
nicht, so dass also keine Verwechselung méglich ist. Dass man
bisher in der Theorie des Magnetismus beides stets gesondert be-
trachtet hat, liegt nur darin, weil die Einheit von Richtung und
Lange, wie wir sie in dem Begriffe der Strecke aufgefasst haben,
bisher in der Geometrie keine Stelle fand. Uebrigens beweist schon
die ausserordentliche Einfachheit, in welcher vermdge dieses Be-
griffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Verkniipfung
10
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das magnetische Moment sich darstellt, die Unentbehrlichkeit un-
serer Analyse fir die Theorie des Magnetismus hinlinglich.

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen
Punkte gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon ander-
weitig bekanntes heranstreift. Namlich in dem barycentrischen
Kalkiil von Mobius wird gleichfalls eine Addition einfacher und
vielfacher Punkte dargelegt, zwar zunichst nur als eine kiirzere
Schreibart, aber doch mit derselben Rechnungsmethode, wie wir
sie in den ersten Paragraphen dieses Kapitels, wenn gleich in grés-
serer Allgemeinheit, dargelegt haben. Was jedoch dort ganzlich
fehlt, ist die Auffassung der Summe als Einer Grésse fiir den Fall,
dass die Gewichte zusammen null betragen. Was den scharfsinni-
gen Verfasser jenes Werkes daran hinderte, diese Summe als Strecke
von konstanter Linge und Richtung aufzufassen, ist ohne Zweifel
die Ungewohntheit, Linge und Richtung in Einem Begriffe zusam-
menzufassen. Ware jene Summe dort als-Strecke fixirt, so ware
daraus der Begriff der Addition und Subtraktion der Strecken, wie
wir ihn in § 1 dargestellt haben, fir die Geometrie harvorgegangen;
und unsere Wissenschaft hatte einen zweiten Beriihrungspunkt mit
jenem Werke gefunden; auch wiirde dann der barycentrische Kal-
kil selbst eine viel freiere und aligemeinere Behandlung gewonnen
haben. A

§ 105. Es scheint mir hier der geeignetste Ort, um die An-
wendung unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenig-
stens anzudeuten. Um zu einer solchen Anwendung zu gelangen,
miissen wir die durch unsere Wissenschaft gewonnenen Grdssen
als Funktionen darstellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn
die unabhangige Verinderliche als Zahlengrésse gesetzt wird, etwa
gleich t. Dann wird sich jede Grésse P in der Form

: P=A+4Btt +Ctz24.....,
oder noch allgemeiner in der Form
Pe=Apt® - Apn ...

darstellen lassen, wo A, B, C.... oder Ay, A,, .... nothwendig
Grossen von derselben Stufe sind wie P, und als unabhangig von t.
gedacht werden missen. Setzen wir dann diesen Ausdruck als
Funktion von t gleich f(t), also

P=A(1),
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und- setzen wir ferner :
dP = Kt+d") - Kt) ’
so erhalten wir im allgemeinen Falle
‘;—I‘f e At DA .

Als der einfachste Fall erscheint hier der, dass P, also aueh -
Am, An.... Elementargrossen erster Stufe sind. Nimmt man dann
ins Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe, so wird es
sich, wenn man die Grossen jetzt als Grdssen erster Stufe mit
kleinen Buchstaben bezeichnet, in der Form darstellen lassen

p=—=a-butm 4 byt"....,
wo by, by,... Strecken darstellen, a und p also Elementargréssen
von gleichem Gewichte. Dann erhalt man )
d

«T{) = mbytm—t 4 nbytt—14 ..

und ‘(’1—“’ stellt also eine Strecke dar. Man tbersieht leicht, dass,

wenn p den Ort eines Punktes in der Zeit t darstelli., damn '—;?p die
Geschwindigkeit desselben ihrer Grésse und Richtung nach, und
:tzp seine Beschleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die
Einfihrung dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man
mit Anwendung unserer Analyse auf's Leichteste zu der Lésung
mancher Probleme, die sonst als verwickelt erscheinen; doch wiirde
mich die weitere Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von mei-

nem erle ablfiihren.

Zweites Kapitel.

Aeussere Mulupllkatlon, Division und Abschattung der
Elementargrdssen.

§ 106. Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn der Ent-
wickelung des vorigen Kapitels zu Grunde legten, enthilt dem Keime
nach den Begriff des Produktes zweier Elementargrssen in sich.

10*
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Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Elementes e von
einem andern Elemente p die Strecke, welche von ¢ nach e« ge-
fihrt werden kann, und bezeichneten dieselbe mit [p«]; ebenso
verstanden wir unter der Abweichung eines Elementarvereines von
einem Elemente ¢ die Viellachensumme aus den Abweichungen
seiner Elemente von demselben Elemente ¢, wenn man als Koeffi-
cienten dieser Vielfachensumme die den betreffenden Elementen
zugehorigen Zahlengréssen (Gewichte) nimmt. Wir bestimmten dar-
auf die einem Elementarverein entsprechende Elementargrésse so,
dass sie statt desselben gesetzt werden konnte, sobald es sich nur
um die Abweichung handelte, und setzten eben die Gleichheit der
Abweichungen als einzige Bedingung fiir die Gleichheit der Elemen-
targrossen; daraus ergab sich dann, dass die einem Elementarver-
eine zugehdrige Elementargrésse wiederum die mit den zugehérigen
Gewichten als Koefficienten versehene Viellachensumme der Ele-
mente sei, also die entsprechende Vielfachensumme der Elemente,
wie die Gesammt-Abweichung jenes Vereins eine Vielfachensumme
aus den Abweichungen der Elemente war. Bezeichnen wir daher .
gleichfalls die Abweichung einer Elementargrisse a von einem Ele-
mente ¢ mit [pa], so haben wir '
[e(@e+88+..))=a[ea] +b[eB] +...;
und so.auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins
die Summe ist aus den Abweichungen ihrer Theile,
[e@+b+c+.. ) =[ea]l + [eb] +...,
wenn a, b, ... belichige Elementargrossen vorstellen. Spaterhin
hatten wir das Produkt einer Zahlengrdsse in eine Elementargrésse,
- d. h. in eine Vielfachensumme von Elementen als eine Vielfachen-
summe definirt, welche aus der ersteren durch Multiplikation ihrer
Koefficienten mit jener Zahlengrosse hervorgeht, und daraus folgt
nun, dass man die Abweichung einer m-fachen Elementargrssse
ﬁndet, wenn man die der einfachen mit m mulnphclrt also dass
[o (ma)] =m [oa]

+ist*). Kurz es zeigt sich, dass die multiplikative Grundbeziehung

*) Hieraus ergiebt sich iibrigens, dass man in der e1sten Glelehung dleses
Paragraphen auch statt der Eleruente a, 8, ... die Elementargrissen a, b
fibren konnte.
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fir die fragliche Verkniipfung von ¢ mit einer Elementargrisse, so-
wohl an sich als auch in Bezug auf das Hinzutreten von Zahlenfak-
toren gilt, sobald man nur den zweiten Faktor als gegliedert be-
trachtet. Ueberdies zeigt sich; da [og] null ist, wnd [pe] gleich
— [«p], dass diese Multiplikation eine &ussere sein wiirde.

§ 107. Ehe wir nun zu dem vollstindigen Begriffe des dus-
seren Produktes der Elementargréssen ibergehen, wollen wir den
Begriff der Elementarsysteme feststellen. Dieser Begriff grindet
sich wie der der Ausdehnungssysteme (§ 16) auf den Begriff der
Abhingigkeit. Wir nennen eine Elementargrésse erster St. ab-
bangig von andern Elementargréssen, wenn sie sich als Vielfachen-
summe derselben darstellen lasst, hingegen nennen wir mehrere
Elementargrossen erster St. unabhingig, wenn zwischen ibnen
keine Abhingigkeit in dem angegebenen Sinne statt findet, d. h.
keine von ihnen sich als Vielfachensumme der ibrigen darstellen
lasst. Nun verstehen wir unter einem Elementarsysteme n-ter
Stufe die Gesammtheit der Elemente, welche von n Elementen ab-
hangig sind, wibrend diese n Elemente von einander unabhingig
sind. Sind nun @, 2, y.... die n von einander unabhéngigen Ele-
mente, und ich betrachte zwei von ihnen abhéangige Elemente,
o und o, so wird auch ibre Differenz sich als Vielfachensumme
jener n Elemente darstellen lassen; diese Differenz, welche die ge-
genseitige Abweichung beider Elemente darstellt, hat zum Gewichte
null, und man erhilt daher p — ¢ in der Form dargestellt:

o—o==qe+b58+4+cy+..... ,
wo zugleich
a+b+c+....=0
ist. Drickt man vermittelst der letzten Gleichung irgend- einen
der Koefficienten z. B. a durch die iibrigen aus, so erhalt man, in-
dem man diesen Werth in die erste einfihrt,

e—o=b(f—ea)+c(r—a)+-.... )
d. h. die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Elemen-
tar-Systems n-ter Stufe ist als Vielfachensumme von (n—1) Stre-
cken darstellbar, welche von einem der n Elemente, die das System
bestimmen , nach den ibrigen gelegt sind; und umgekehrt jede
Strecke, die sich als Vielfachensumme dieser (n—1) Strecken dar-



150 Multiplikation der Elementargrdssen. § 108

stellen lisst, fahrt auch von einem Elemente jenes Systems noth-
wendig wieder zu ¢inem Elemente desselben Systems. Wir kén-
nen daher auch sagen, ein Elementarsystem n-ter Stufe sei die
Gesammtheit der Elemente, deren gegenseitige Abweichungen einem
und demselben Ausdehnungssystem (n—1)ter Stufe angehdoren,
oder, wenn man sich so ausdriicken will, es sei die elementare
Darstellung einés Ausdehnungssystemes (n—1)ter Stufe. Noch be-
merke ich, dass es im Begriffe des Elementarsystems unmittelbar
liegt, dass nElemente dann und nur dann von einander unabbingig
sind, wenn sie keinem niederen’ Elementarsystem als dem n-ter
Stufe angehéren. :

§ 108. Um nun sogleich zu dem Begriff der #usseren Mul-
tiplikation beliebig vieler Elementargréssen erster Stufe zm gelan-
gen; haben wir nur den allgemeinen (formellen) Begriff der ausse-
ren Multiplikation auf diese Grossen anzuwenden. Der Begriff der
Multiplikation ist schon dadurch bestimmt, dass man in einem Produkte
von zwei Faktoren, von denen der eine aus zwei gleichartigen Stiicken
besteht, statt dieses Faktors seine Stiicke einzeln einfihren, und
die so gebildeten Produkte, welche wieder als gleichartig zu be-
tmclit,en sind, addiren darf. Dies Produkt mehrerer Grissen erster
Stufe (die wir als solche einfache Faktoren genannt haben) wird
als ein ausseres dadurch bestimmt, dass ohne Werthinderung des-
selben in jedem einfachen Faktor solche Sticke, welche mit einem
der beiden zunichststehenden Faktoren gleichartig sind, weggelas-
sen werden konnen. Durch diese Grundgesetze bestimmen wir
also auch den Begriff der Multiplikation von Elementargréssen er-
ster Stufe, und halten zugleich alle in dem ersten Abschnitte fiir
Ausdehnungsgréssen gegebenen Begriffs-Bestimmungen auch fiir
Elementargrossen fest, und da auf jenen Grundgesetzen und den
hinzutretenden Begriffs-Bestimmungen alle im ersten Abschnitte be-
wiesenen Gesetze beruhen, so gelten sie auch alle fiir Elementar-
grossen, also namentlich alle Gesetze der Ausseren Multiplikation,
der formellen Addition und Subtraktion, der Division und der Ab-
schattung; in Bezug auf die letzte bemerken wir nur noch, dass der
Name Projektion hier nicht gebraucht werden darf, weil er in Be-

" zug auf Elementargrassen, wie sich spater zeigen wird, einen ginz-
lich andern Begriff in sich schliesst, als wir bisher mit dem Namen
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der Abschattung bezeichneten. — Unsere Aufgabe bleibt daher ins
Besondere, unserm Begriffe die méglichste Anschaulichkeit zu ge-
ben, und seine konkrete Darstellung vor Augen zu legen. o
§ 109. Die Hauptsache ist hier, auszumitteln, wann zwei Pro-
dukte einander gleichgesetzt werden kénnen, indem dadurch der
Begriffsumfang der Grosse, welche das Produkt darstellt, bestimmt
wird. Da nun durch jeme .formellen Grundgesetze der Begriff des
Produktes vollkommen bestimmt sein soll, so.haben wir zwei Pro-
dukte dann, aber auch nur dann, einander gleich zu setzen, wenn
sich vermittelst jener Grundgesetze (oder der daraus abgeleiteten)
das eine Produkt in das andere verwandeln lasst. Es sei daher eim
Produkt aus n Elementargrossen erster Stufe der Betrachtung un-
terworfen. Zunachst ist klar, dass wenn die Gewichte dieser n
Elementargréssen alle einzeln genommen null sind, also jede der-
selben als Ausdehnungsgrdsse erster Stufe erscheint, auch ibr Pro-
dukt eine Ausdehnungsgrdsse n-ter Stufe liefert. In jedem andern
Falle, und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes Ge-
wicht hat*), lasst sich jenes Produkt als Produkt eines Elementes
in eine Ausdehnungsgrdsse (n—1)ter Stufe darstellen. Denn wir
konnen zuerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass sein
Gewicht nicht null sei, auf die erste Stelle bringen; sollte sich da-
bei das Vorzeichen des Produktes indern, so kénnen wir statt des-
sen das Zeichen irgend eines Faktors andern. Ist nun ae jener
Faktor, deéssen Gewicht a nicht null sein soll, so kdnnen wir nun
den ubrigen Faktoren, wenn ihr Gewicht noch nicht null ist, ein
beliebiges Vielfaches von e als Stiick hinzufiigen, ohne den Werth
des Produktes zu andern, und dadurch das Gewicht jedes der ibri-
gen Faktoren auf null bringen. Nachdem dies geschehen ist, sind
also die iibrigen (n—1) Faktoren Strecken geworden; ihr Produkt,
welches eine Ausdehnungsgrdsse (n—1)ter Stufe ist, sei Q, so ist
die Elementargrasse gleich
i ax.Q;
und dies wiederum, da a eine Zahlengrdsse ist, gleich
) e¢.aQ=e.P,
wenn aQ gleich P gesetzt wird. Es ist also die oben aufgestellte

*Y d. h. ein solches, welches nicht null ist.
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Behauptung erwiesen; aber noch mehbr, da das zu den einzelnen
Faktoren hinzuzuaddirende Vielfache von e, wenn es das Gewicht
derselben null machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich da-
durch ein bestimmter Werth von (Q, also auch von P. Um nun zu
zeigen, dass P immer einen bestimmten Werth behilt, welche
Formverinderung man auch vorher mit jenem Produkte vorgenom-
men hat, haben wir nur festzuhalten, dass alle Formverinderungen
eines Produktes, welche den Werth desselben ungeindert lassen,
darauf beruhen, dass man jedem einfachen Faktor Stiicke hinzu-
figen kann, welche den tbrigen Faktoren gleichartig sind. Lassen
wir nun in dem urspringlichen Produkte zunichst den Faktoren ac
ungelndert, figen aber irgend einem andern Faktor ein Stiick hin-
zu, welches irgend einem der ibrigen Faktoren, etwa dem Faktor 65
gleichartig ist, z. B. das Stick m#, wo m eine Zahlengrisse be-
deutet, so hat man nachher, um das Gewicht dieses vermehrten
Faktors auf null zu bringen, noch ausser dem, was vorher zu sub-
trahiren war, die Grésse mes zu subtrahiren, somit erscheint das
jenem Faktor hinzugefiigte gleich m (§—e); aber der Faktor bS8
verwandelt sich bei derselben Umwandlung in b (§—e); also bleibt
auch nach der bezeichneten Umwandlung das dem einen Faktor
hinzugefitgte Stick dem andern gleichartig, d. h. das Produkt Q,
also auch P behilt denselben Werth. Somit haben wir gezeigt,
dass der Werth P, welcher als zweiter Faktor erscheint, ein be-
stimmter ist, wenn « unverindert bleibt; nun kann aber @ um jede
Strecke wachsen, welche dem Systeme P angehdrt; es sei dieselbe
Py» 80 hat man
(¢+p,).P==¢.P,

d. h. es kann sich das Element « in jedes dem Elementarsysteme,
was durch ¢ und P bestimmt ist, angehdrige Element verwandeln,
wahrend P immer denselben Werth behilt, und hiermit ist der Be-
griffsumfang bestimmt. Wir nennen nun ein Produkt von n Ele-
mentargrossen erster Stufe oder eine Summe von solchen Produk-
ten eine Elementargrésse n-ter Stufe, und ein solches Pro-
dukt, dessen einfache Faktoren nicht simmtlich Strecken sind, eine
starre Elementargrésse. Somit haben wir den Satz gewonnen,
,,dass eine starre Elementargrésse n-ter Stufe sich als Produkt ei-
nes Elementes in eine Ausdehnung (n—1)ter Stufe darstellen lasst
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dass diese Ausdehnung, welche wir die Ausweichung jener Ele-
mentargrdsse nemnnen, durch dieselbe vollkommen bestimmt set,
dass . aber als Element jedes beliebige angenommen werden kamm,
was dem durch die einfachen Faktoren der Elementargrésse be-
stimmten Systeme .angehért. Die starre Elementargrosse erscheint
daher dberhaupt als Einbeit des durch sie bedingten Elementar-
systems und der ihr zugehorigen Ausweichung; und durch-das In-
einanderschauen beider, d. b. durch das Zusammenfassen beider
Anschauungen in eine ist die Begriffseinheit einer Elementargrosse
von hdherer Stufe, oder, was dasselbe ist, eines Produktes von
Elementargrdssen' erster Stufe gegeben. Wir wollen nun die An- -
schauung der starren Elementargrosse dadurch vollenden, dass wir
sie als bestimmten Theil des Elementarsystems, dem sie angehort,
darzustellen suchen.

§ 110. Nach dem im vorigen § aufgestellten Begriff ist das
Produkt zweier Elemente &, 8 die an das durch @ und 4 bestimmte
Elementarsystem gebundene und dadurch gleichsam erstarrte Strecke
efl. Den Begriff der Strecke grindeten wir auf den des einfachen
Ausdehpungsgebildes erster Stufe. Darunter verstanden wir “die
Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element bei ste-
tiger Fortsetzung derselben Aenderung uberging; das erzeugende
Element in seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselement
des Gebildes, in seinem letzten das Endelement, beide Elemente
die Grinzelemente und alle tbrigen Elemente des Gebildes be-
zeichneten wir als zwischen jenen Grinzelementen liegende. So-
mit konnen wir auch sagen, das einfache Gebilde @8 sei die Ge-
sammtheit der zwischen e und 4 liegenden Elemente, wobei es.ver-
moge des Begriffs des Stetigen gleichgiiltig ist, ob wir die Grénz-
elemente selbst, weil sie an sich keine Ausdehnung darstellen, mit
hinzunehmen oder nicht. Dies Gebilde nun wird als Elementar-
grasse zweiter Stufe aufgefasst, wenn man nur einestheils das Ele-
mentarsystem zweiter Stufe, dem es angehort, und andrerseits die
Erzeugungsweise festhalt, so dass zwei solche Gebilde, welche dem-
selben Elementarsysteme zweiter Stufe angehdren und durch die-
selben Aenderungen erzeugt sind, als Elementargréssen einander
gleich. sind, aber auch nur zwei solche. Oder denkt man das ganze
Elementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben Aenderung
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erzeugt, und man nimmt zwei Elemente desselben als entsprechende
an, und ausserdem je zwei Elemente als entsprechende, welche aus
den entsprechenden durch dieselbe Aenderung erzeugt sind, so
werden zwei auf diese Weise sich entsprechende Gebilde, als glei-
che Elementargrossen zweiter Stufe. erscheinen. Wenden wir mun
dasselbe auf die Elementargréssen hoherer Stufe an, und betrach-
ten also drei oder mehrere Elemente ¢, £, 7...., so entsteht uns
hier gleichfalls die Aufgabe, die Gesammtheit der zwischen die-

- sen Elementen liegenden Elemente zu finden, und diese Gesammt-
heit zu vergleichen mit dem Produkte der Elemente. Was wir un-
ter einem zwischen 2 Elementen liegenden Elemente verstehen,
ist schon festgesetzt; jedes Element nun, was zwischen einem Ele-
mente & und einem zwischen 8 und y liegenden Elemente sich be-
findet, bezeichnen wir als ein zwischen @, # und y liegendes, und
dberhaupt ein Element, welches zwischen & und einem zwischen
einer Reihe von Elementen 8, y..... befindlichem Elemente liegt,
als ein zwischen der ganzen Elementenreihe e, 8, ... liegendes.
Die Gesammtheit dieser Elemente wollen wir vorliufig ein Eckge-
bilde nennen, @, £, 7,... seine Ecken, und diese Ecken sowohl
als die Elemente, welche zwischen einem Theile dieser Ecken liegen
(nicht zwischen allen) seine Grinzelemente, jene zwischen simmt-
lichen Ecken liegenden Elemente hingegen die inneren Elemente
des Eckgebildes. Unsere Aufgabe ist nun zunachst die, alle Zwi-
schenelemente (inneren Elemente) als Vielfachensumme jener Ele-
mente, zwischen denen sie liegen, darzustellen, und die Relation
zu bestimmen’, welche dann zwischen den Koefficienten statt finden
muss. Zuerst in Bezug auf. zwei Elemente ist klar, dass ein Ele-
ment ¢ dann und nur dann zwischen @ und £ liege, wenn wp gleich-
bezeichnet ist mit o, so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung
der- ersten erscheint. Jedes Element o nun, was in dem durch e,
8 bedingten Elementarsystem liegt, kann dargestellt werden durch

. die Gleichung

‘ o=ax+ bﬂ ’
wo a und b behelnge Zahlengrdssen vorstellen, deren Summe eins
ist. Nach dem vorigen liegt nun ¢ dann und nur dann zwischen «
und 8, wenn «p gleichbezeichnet ist mit oZ, d. h.

o (ae 4 b) gleiches Zeichen hat mit (ax -+ 65). 8
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oder, indem man die Gesetze der @usseren Multiplikation anwendet,
wenn b . «f gleich bezeichnet ist mit aed; d. h. b gleich bezeichnet
ist mit a; d. h., da ihre Summe eins, also positiv ist, wenn beide
Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer derselben null,
so ist das Element ein Grinzelement. Durch Fortsetzung dessel-
ben Verfahrens kénnen wir nun beweisen, dass ein Element p dann
und nur damn zwischen einer Reihe von Elementen e, #, 7...,
welche von einander unabhiingig sind, liege, wenn es sich in der
Form '
Q=M+bﬂ+q’+....

mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir sagten, dass
ein Element ¢ dann und nur dann zwischen einer Reihe von Ele-
menten liege, wenn es zwischen dem ersten Elemente dieser Reihe
und einem zwischen den folgenden befindlichen Elemente liege.
Soll ¢ daher zwischen e, 8, 7..... liegen, so muss es zwischen &
und einem zwischen 8, ... liegenden Elemente sich befinden, es
muss also o sich als Vielfachensumme von @ und einem zwischen
B, 7 .... liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv
sind, darstellen lassen; also muss zuerst der Koefficient von & po-
sitiv sein, demnachst aber auch der Koefficient des zwischen g,
7.... liegenden Elementes, dies Element muss sich aber aus dem-
selben Grunde als Vielfachensumme von £ und einem awischen den
“folgenden Elementen y ... befindlichen Elemente mit positiven Ko-
efficienten darstellen lassen; in dem Ausdrucke fiir ¢ war aber dies
zwischen 3, y... liegende Element mit einem positiven Koefficien-
ten multiplicirt; also werden wir, indem wir den fiir dies Element
gefundenen Ausdruck in den Ausdruck fir o einfihren, und die
Klammer auflgsen, ¢ als Vielfachensumme von den Elementen e, £
und einem zwischen den folgenden Elementen 7 ... befindlichen
Elemente mit positiven Koefficienten dargestellt haben, und da wir
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen konnen, so
folgt, dass jedes zwischien &, 8, ... liegende Element sich als
Vielfachensumme von &, £, y... mit positiven Koefficienten dar-
stellen lasse. Es ist nun noch zu zeigen, dass auch jedes Element,
was sich in dieser Form darstellen lasse, Zwischenelement sei. Ist
ein Element g in der obigen Form dargestellt

o=ac+b68+cy +....,
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wo 4, b, ¢,.... positive Koefficienten sind; so hat die Summe aller
auf aex folgenden Glieder zum Gewichte b 4 ¢--..., also eine po-
sitive Zahl, ist also, %enn man die Koefficienten b, ¢,... mit b 4 ¢
+... dividirt, und dann jene Summe mit b+ ¢~ ... multiplicirt,
als Produkt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits
wieder als Vielfachensumme von 3, 7, .... mit positiven Koefficien-
ten erscheint, darstellbar, folglich liegt o zwischen & und einem
Elemente, was als Vielfachensumme der folgenden Elemente mit
positiven Koefficienten darstellbar ist, und da wir diesen Schluss
fortsetzen kénnen bis zu den beiden letzten Elementen hin, und
" das als Vielfachensumme dieser letzten mit positiven Koefficienten
darstellbare Element ein zwischen liegendes ist, so folgt, dass ¢
selbst zwischen «, 3, y... liege; also ist der vorher ausgespro-
chene Satz erwiesen; auch ist klar, dass, wenn einer oder mehrere
Koefficienten null werden, wahrend die dbrigen positiv bleiben, o
als Granzelement erscheint.

. § 111. Betrachte ich nun auf der andern Seite das Produkt

«.f8.y.9..., dessen Ausweichung nach § 109 gleich [«8].[8r].
[79]... ist, und stelle das Ausdehnungsgebilde dar, was diesen
Werth hat, und dadurch entsteht, dass das Element & zuerst die
Strecke [«f] beschreibt, dann jedes so erzeugté Element die Strecke
[Br], dann jedes die Strecke [yJ] beschreibt u: s. w., so istklar, dass
jedes soiche Element (¢) aus @ durch eine Aenderung von der Form

plefl+alfr) 4[]+ ..
WO p, q, r... sammtlich positiv und kleiner als eins sind, hervor-
geht, also der Gleichung

[eo]=p [«8] +a[fr] +r [yl +-..
geniigt, und ausserdem jenes Ausdehnungsgebilde keine Elemente
enthalt, indem die Werthe null und eins fir jene Koefficienten (p,
q, I,...) Grinzelemente bedingen. Das Eckgebilde zwischen @, £,
75 &, ... enthielt die Gesammtheit der Elemente, welche der Glei-
chung

) o==ae +b8+cy+03+4...

mit positiven Werthen ven a, b, ¢, b,..., d. h. welche der Gleichung

[¢c] =06 [ef] + c[@y] + b[ad] +....

figen, wenn b, ¢, b,... positiv, und ihre Summe kleiner als eins
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ist. Setzen wir hier statt [«y] seinen Werth [«f] + [fy], stait
[«d] seinen Werth [e¢8] + [8r] + [79], u. s. w., so erhalt man
fir ein Element o des Eckgebildes die Gleichung
: [¢c] = .
=b4c+b+..) [@f]+ (c+ 0 +..) [Br] + (0+..) [70] +...
| —p [« + a[87] +[73] +..-

mit der Bedingung, dass jeder friihere Koefficient grdsser als der
folgende, der erste kleiner als eins, der letzte grosser als null ist,
also mit der Bedingung

1> q>r>....>0.

Es umfasst also das Eckgebilde nur einen Theil der Elemente, wel-
che jenes dem Produkte «. 8.y .d... entsprechende Ausdehnungs-
gebilde enthdlt, namlich diejenigen, in denen die zuletzt hinzuge-
figte Bedingung erfillt ist. Nnn wollen wir jenes Eckgebilde vor-
laufig mit [a, b, c....] bezeichnen, indem wir [ef] mit a, [6y]
mit b, [79] mit ¢ bezeichnen u. s. w., und verstehen also darunter
die Gesammtheit der Elemente o, welche der Gleichung

[¢o]l=pa+qgb4rc ...
mit der Bedingung

1>p>q¢>r>..... >0
geniigen. Als Granzelemente erscheinen diejenigen, bei deren
Darstellung in jener Form theilweise Gleichheit jener Grdssen
(1,p,q,r,....0) eintritt. Nun leuchtet ein, wie jede andere
Folge von a, b, ¢,... auch ein anderes Eckgebilde hervorruft, wel-
ches mit dem ersteren kein inneres Element gemeinschaftlich hat,
und wie die Gesammtheit der Elemente, welche die zu allen még-
lichen Folgen von a, b, ¢, ... gehorigen Eckgebilde enthalten, wenn
man die Granzelemente immer nur einmal setzt, das dem Produkte
a.b.c... entsprechende Ausdehnungsgebilde selbst. darstelit. In
der That jedes Element dieses Ausdehnungsgebildes wird, wean die
Koefficienten p, q, r,... verschieden sind, nur in Einem der Eck-
gebilde, aber auch gewiss in einem, vorkommen; und wenn diese
Koefficienten theilweise gleich sind, so werden es Granzelemente
sein, die also nur einmal gesetzt werden sollten. Wir kopnen da-
her, da auch die Eckgebilde kein Element enthalten, welches nicht
in jenem Ausdehnungsgebilde enthalten wire, das letztere als Summe
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simmtlicher Eckgebilde, welche bei allen mdglichen Folgen dei
Faktoren a, b, c.... eintreten, ansehen.

Nun kénnen wir endlich zeigen, dass alle diese Eckgebilde.
als Theile ihres Systems, einander gleich sind. Die Gleichheii
zweier Theile eines Elementarsystems besieht im aligemeinsten
Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne erzeugten Sy-
steme von Elementen gleiche Gebiete umfassen, nimlich so, dass
wechselseitig jedem Elemente des einen Gebietes ein, aber auch nur
Ein Element des andern entspricht.

Um dies bestimmter zu fagsen, nehmen wir an, a, b, c... seien
entsprechende Aenderungen, d. h. solche, die ans den entsprechen-
den Grundinderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien,
und durch sie werde das System von & aus erzeugt, und zwar so,
dass'je zwei Elemente, welche in einer der Richtungen a, b, c...
an einander grinzen, durch die dieser Richtung zugehdrige Grund-
inderung aus einander erzeugt seien. Dann ist klar, wie jedem
Elemente des Eckgebildes (a, b, ¢,) ein, aber auch nur Ein Ele-
ment eines Eckgebildes, in welcher die Strecken a, b, c... in
anderer Ordnung vorkommen, entspricht. Denn wenn ¢ ein Ele-
ment des ersten ist und [ac] als Vielfachensumme von a, b, c...
dargestellt ist, so hat man sogleich das entsprechende Element des
andern, wenn man in jener Vielfachensumme, ohne die Ordnung
der Koefficienten zu andern, a, b, c... auf die Ordnung des zwei-
ten Eckgebildes bringt. Folglich sind in der That, wenigstens in
Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, alle
jene Eckgebilde als Elementargrdssen einander gleich. Aber schon
aus der Art, wie wir in § 20 die Systeme von den Grundinderun-
gen unabhingig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe auch
gelten wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsweise des
Systems; also sind jene Eckgebilde an sich gleich. Da sie nun
insgesammt dem Produkte gleich waren, so werden wir sagen kdn-
nen, jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt durch eine
Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ausdriickt, welche
die n Faktoren a, b, c.... annehmen kénnen, diese Zabl nennen
wir die Gefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn
die Anzahl der Faktoren n ist, mit n!, setzen also das Eckgebilde
seiner Ausdehnung nach gleich ‘
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der - a.b.c....,

- )i

. ni .

“df- wir nennen diesen Werth die Ausdebnung des Produktes e.2.y....,
bel g, b, die Ausdehnung der Elemetargrosse. Es ist also

stes »die Ausdehnung einer starren Elementargrésse gleich ihrer

§r Ausweichung, dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Aus-
las weichung gehdrige Gefolgszahl.«
Wr - Namentlich ist, indem wir voraussetzen, dass zwei Elemente

zwei Folgen zulassen, drei Elemente aber deren 6, die Ausdehnung
i einer starren Elementargrésse dritter Stufe die Halfte ihrer Aus -
T weichung, und die Ausdehnung einer starren Elementargrasse vier-
1 ter Stufe der sechste Theil ihrer Ausweichung**); und nehmen wir
0. an, dass Ein Element nur Eine Anordnung zulasse, nimlich die,
+ dass es eben gesetzt wird, und wenn kein Element da ist, auch
 Eine Anordnung méglich ist, namlich die, dass eben kein Element
o gesetzt wird, so folgt, dass fir Elementargréssen erster und zwei-
ter Stufe Ausdehnung und Ausweichung einander gleich sind. -

§ 112. Pir die Elementargrossen erster Stufe ist die Aus-
weichung oder Ausdehnung eine Zahlengrdosse, namlich dieselbe,
die wir oben als ihr Gewicht bezeichneten. Es entsteht daher die
Aufgabe fir Elementargrossen hoherer Stufen die entsprechenden
Satze abzuleiten, die wir fir Elementargrossen erster Stufe in Be-
zug auf ibr Gewicht aufstellten. Zunachst ergiebt sich, ,,dass,
wenn die Glieder einer Gleichung dasselbe Element e als gemein--
schaftlichen Faktor enthalten, wihrend der andere Faktor eines je-
den Gliedes eine Ausdehnung ist, man jenes Element & aus allen
Gliedern weglassen konne, ohne die Richtigkeit der Gleichung auf-
zuheben. Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt, wenn man in der
vorausgesetzten Gleichung Ein Glied auf die linke Seite allein schafft,

*) Dass n! =1.2.3...u sei, lehrt die Kombinationslehre; wiirden wir

+ dies voraussetzen, so wiirden wir den Werlth des Eckgebildes erhalten :———;; e

N . -2.3.....

**) Diese Resultate entsprechen den Sitzen der Geometrie, dass das Dreieck

die Hilfte ist des Parallelogramms von gleicher Grundseite und Hihe, und die

dreiseitige Pyramidc der 6-te Theil des Spathes, dessen Kanten drei zusammen-
stossenden Kanten der Pyramide gleich sind. :
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und die ibrigen in Ein Glied mit dem Faktor ¢ zusammenfasst,
und also die Gleichung in der Form darstellt
cA=ae B+ C+...);
da namlich nun die linke Seite eine starre Elementargrosse darstellt,
die rechte also gleichfalls, so miissen die Auswgichungen auf bei-
den Seiten gleich, also
' A=B+C+.... -
sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der
urspriinglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren
Richtigkeit zu erweisen war. Wir konnen die Summe der Aus-
weichungen mehrerer Glieder, welche alle dasselbe Element o als
Faktor haben, auch dann, wenn diese Summe eine formelle Aus-
dehnungsgrosse darstellt, die Ausweichung ihrer Summe nennen,
und dann den so eben erwiesenen Satz auch so ausdriicken: ,,In
einer Gleichung, deren Glieder dasselbe Element ¢ als gemein-
schafllichen Faktor haben, kann man statt aller Glieder gleichzei-
tig ihre Ausweichungen setzen, ohne die Richtigkeit der Gleichung
aufzuheben.* Vermittelst dieses Satzes ergiebt sich nun, dass,
wenn man die Glieder irgend einer Gleichung alle mit demselben
Elemente ¢ multiplicirt, und statt jedes so gewonnenen Gliedes
seine Ausweichung setzt, die Gleichung eine richtige bleibt. “Wir
verstchen nun dem vorigen Kapitel geméss unter der Abweichung
einer Grosse B von einer andern A die Ausweichung des Produk-
tes AB, und haben somit den Satz gewonnen, dass man in einer
Gleichung statt aller Glieder gleichzeitig ihre Abweichungen von
~ demselben Elemente g setzen darf, oder einfacher ausgedriickt,
dass gleiche Elementargréssen auch von demselben Elemente um
Gleiches abweichen. Hierbei ist zu bemerken, wie aus der Defi-
nition sogleich hervorgeht, dass die Abweichung einer Ausdehnung
von einem Elemente stets dieser selbst gleich, also von dem Ele-
mente ginzlich unabhingig ist. Stellen wir uns nun eine Glei-
chung vor, deren Glieder theils starre Elementargréssen theils Aus-
dehnungen sind, und in welcher jede der ersteren als Produkt
eines Elementes in eine Ausdehnung, also in der Form e.A dar-
gestellt ist: so verwandelt sich durch Multiplikation aller Glieder
mit o jenes Glied in gp..A oder in g.(¢—g).A, weil man in
‘em Faktor eines ausseren Produktes Stiicke hinzufigen kann,



-

§ 112  Gleiche Ausweichungen gleicher Elementargrossen. 161

welche den andern Faktoren gleichartig sind, und da (@ —p) eine
Strecke, also (@—p).A eine Ausdehnung ist, so kann man nun den
gemeinschaftlichen Faktor ¢ weglassen, und erhalt auf diese Weise
die Abweichungsgleichung, welche somit aus der gegebenen da-
durch hervorgeht, dass man von den Elementen der starren Ele-

" mentargrossen iiberall ¢ subtrahirt, und die, Glieder, welche Aus-

dehnungen darstellen, unverindert lasst. Subtrahirt man nun diese
Gleichung von der gegebenen, so fallen die Ausdehnungsglieder
weg, das Glied aA verwandelt sioh in @A — (¢—pg).A, d. h. in
g.'A;' d. h. statt der verschiedenen Elemente, welche mit den Aus-
weichungen multiplicirt waren, tritt diberall das Element ¢ ein;
dies kann man nun weglassen nach dem vorigen §, und erhilt so-
mit eine Gleichung, welche aus der gegebenen dadurch hervorgeht,
dass man die Ausdehnungsglieder weglasst, statt der dbrigen aber
ihre Ausweichungen setzt. Da nun die Ausweichung einer Summe
von Elementargrossen als die Summe jhrer Ausweichungen defi-
nirt ist, worin zugleich liegt, dass die Ausweichung einer Ausdeh-
nungsgrésse null ist, so kdnnen wir einfacher sagen:
»Gleiche Elementargréssen haben gleiche Ausweichungen‘ oder
»Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man statt aller Glieder
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzt.*
Aus diesem Satze geht, wenn man die Ableitungsweise, durch
welche er sich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor:
»nZwei Elementargrossen, welche gleiche Ausweichungen ha-
ben, und von irgend einem Elemente g um gleiche Gréssen
abweichen, sind einander gleich (und weichen auch von jedem
andern’ Elemente um eine gleiche Grésse ab).«
Namlich sind
¢ Ay te, A+ ... +Pund
8.B,+8,B,+...... +Q,
wo die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Aus-
dehnungsgréssen vorstellen, die beiden Elementargrdssen, von de-
nen wir voraussetzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, d. h.
Ar+HA,+....=B, +B, +.....
ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente @
gleich sind, d. h.
(¢;—0). Ay + (@;—0). Ay +...... +P
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gleich ist

B,—0)-B, + (B3—0)-By +..... +Q.
s0 erhdlt man aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klam-
mern aufldst, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche g ent-
halten, sich vermdge der ersten Gleichung aufheben, die zu erwei-
sende Gleichung

gleich
BB, +8,.Byt+..... +0Q.

Eine specielle Folgerung dieses Satzes ist die, ,dass eine Ele-

mentargrosse, deren Ausweichung null ist, einer Ausdehnungsgrasse

gleich ist, und von allen Elementen um gleich viel, nimlich um
eben diese Ausdehnungsgrésse abweicht. Denn wenn die Abwei-
chung jener Elementargrosse von irgend einem Elemente g, welche

Abweichung immer nach der Definition eine Ausdehnungsgrosse

darstellt, gleich P ist, so muss sie selbst gleich P sein, weil sie
"mit P gleiche Ausweichung namlich null hat, und beide von dem-

selben Elemente o um eine gleiche Grosse abweichen, denn die

Abweichung jeder Ausdehnungsgrésse von einem beliebigen Ele-

mente ist eben diese Ausdehnungsgrésse selbst; also erfolgt jene

Gleichheit nach dem so eben erwiesenen Satze, und daraus fliesst

dann der andere Theil des zu erweisenden Satzes unmittelbar.

§ 113. Wir wenden den Satz des vorigen § noch auf die Ad-
dition einer starren Elementargrésse («.A) und einer Ausdebnung
(P) an. Ist A die Ausweichung der ersteren, so muss es auch, da
die Ausweichung einer Ausdehnungsgrisse null ist, die der Summe
sein; soll daber die Summe wiederum eine starre Elementargrosse
sein, so muss sie sich in der Form 8. A darstellen lassen, und es
wird dann £.A in der That der Summe gleich sein, wenn beide
gleiche Abweichungen von irgend einem Elemente z. B. von e dar-
bieten; die Abweichung der Grésse @A von ¢ ist aber null, also
hat man als die einzige Bedingungsgleichung

P=(ﬂ—u).A,

d. h. , -
»die Summe einer starren Elementargrésse und einer Ausdeh-
nungsgrésse ist nur dann wieder eine starre Elementar-
grésse, wenn die Ausweichung der ersteren der letzteren un-
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tergeordnet ist, und zwar ist die Summe dann diejenige Ele-

mentargrésse, welche mit der ersteren gleiche Ausweichting

hat, und ven einem Elemente der ersteren um die letztere

abweicht.* N .

§ 114. Nachdem wir nun die Erzeugung der Elementargros-
sen hoherer Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation und
Addition dargestellt, und ihren Begriff durch Vergleichung mit den
Elementargrdssen erster Stufe und mit den Ausdehnungsgréssen
der Anschauung ndher geriickt haben, gehen wir jetzt zu den An-
wendungen auf die Geometrie und Mechanik iiber, in welchen jene

- Begriffe sich anschaulich abbilden. Was zuerst die Geometrie be -
; trifft, so ist klar, wie die gerade Linie und die Ebene als Elemen-
tarsysteme zweiter und dritter Stufe erscheinen. Der Rawn selbst
aber erscheint als Elementarsysterm vierter Stufe, und erst hier-
I durch ist der Raum in seiner wahren Bedeutung dargestellt. Die
starre Elementargrosse liess sich am einfachsten als Produkt ei-
nes Elementes in eine Ausdehnungsgrésse darstellen, welche wir
die Ausweichung derselben nannten; und es erschien dieselbe als
die an ibr Elementarsystem gebundene “Ausweichung. Betrachten
wir zuerst das Produkt («.p) eines Punktes («) in eine Strecke
(p), so ist p die Ausweichung dieses Produlites, die gerade Linie,
. welche von e in der Richtung der Strecke p gezogen wird, das
Elementarsystem desselben, ued das Produkt erscheint also als
eine Strecke, welche einen Theil einer konstanten geraden Linie
ausmacht, und an diese Linie gebunden bleibt. Wir nennen dies
Produkt, da es einen Theil einer geraden Linie bildet, Liniengrésss,
und fahren fort, die Strecke, welehe an ihr erscheint, ibre Aus-
weichung zu nennen. Eben so stellt sich das Produkt («.P) eines
Punktes () in einen Flichenraum von konstanter Richtung als
ein Flachenraum dar, welcher in einer konstanten Ebene liegt,
'n:’unlich in der durch jemem Punkt in der Richtung des Flichen-
| Taums gelegten Ebene; wir nennen jene Grosse, da sie einen Theil
' einer konstanten Ebene bildet, Ebenengrosse (vielleicht besser
' Plangrosse), und jemen Flacherraum von konstanter Richtung ihre
Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes in einen Kor-
perraum hat fir die Geometrie, da der Raum e¢in Elementarsystem
vierter Stufe ist, also jeder Kdrperraum schen an sigh an ibn
11*
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gebunden ist, keine andere Bedeutung als dieser Kérperraum
selbst. ' ’

§ 115. Hieraus entwickelt sich nun leicht der Begriff eines
Produktes von mehreren Punkten. Betrachtet man zuerst das Pro-
dukt zweier Punkte ¢ . oder @, so ist das System, an welches
es gebunden ist, die durch beide Punkte gezogene gerade Lxme,
und da

. f=e.(B--¢) -
ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des
zweiten Punktes von dem ersten, d. h. das Produkt zweier Punkte
ist eine Liniengrdsse, deren Linie durch jene beiden Punkte geht,
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten ge-
filhrte Strecke ist. — Das Produkt dreier Puncte e. 8.y erscheint
als Plangrasse, deren Ebene durch jene 3 Punkte geht; und da
e.f.y=e.(f—e).(y—o) = o.[«f].[e7]
ist, so ist die Ausweichung derselben der Fiichenraum eines Paral-
lelogramms, was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von
dem ersten zu Seiten hat. Auch kénnen wir, da
[ar] = [«8] + [67] ist,
[B] . [er] = [«A] - [67]
setzen; also ist die Ausweichung das Produkt der stetig auf einan-
der folgenden Strecken, welche die Punkte in der Reihenfolge, in.
welcher sie in dem Produkte auftreten, verbinden. Das Produkt
von vier Punkten «.f8.y.0 erscheint als ein Korperraum, und
zwar ist die Ausweichung desselben, da
e.B.y.0=ea.(8—a).(y—e). O—ea)=c.[ef].[ezr]. [«d]
ist, gleich dem Kdrperraum eines Spathes, welches die Abweichun-
gen der 3 letzten Punkte von dem ersten (in der gehdrigen Rei-
henfolge genommen) zu Seiten hat; oder da
far]=[«8] +[#]
[«d]=[ef] + [6r] +[79] .

ist, so ist auch, wenn man die den iibrigen Faktoren gleichartigen
Stiicke weglasst, -
[8]. [a7] - [«0] =[] . [6/]. [79], . .
das Produkt von vier Punkten ist gleich dem Produkte der stetig
-uf einander folgenden Strecken, welche jene Punkte in der Rei-

olge, in welcher sie in jenem Produkte vorkommen, verbinden.
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Hierbei braucht man nicht hinzuzufigen, dass diese Grosse als an
den Raum gebunden zu betrachten ist, weil alle raumlichen Gros-
sen an ihn gebunden sind. Das Produkt von mehr als vier Punk-
ten wird, da der Raum nur ein Elementarsystem vierter Stufe ist, -
stets null sein missen. Sind die zu multiplicirenden Punkte noch
mit Gewichten behaftet, so hat man nur das Produkt der einfachen
Punkte noch mit dem Produkte der Gewichte zu multipliciven, wo-
durch sich nur die Ausweichung andert. Viel einfacher gestaltet
sich alles, wenn wir die Ausdehnung betrachten. Nach der Defi-
nition_der inneren oder zwischen liegenden Elemente, deren Ge-
sammtheit die Ausdehnung darstellt, ist die Ausdehnung des Pro-
duktes @ .f.y gleich dem Flichenraum des Dreiecks, welches
@, 8, 7 zu Ecken hat, und die des Produktes ¢z.4.y.0 gleich dem
Korperraum der Pyramide, welche «, 8, 7, 0 zu Ecken hat; und
zugleich liegt in dem Satze, dass die Ausdehnung einer reinen
Elementargrésse gleich ibrer Ausweichung dividirt durch die zu
der Stufenzahl dieser Ausweichung gehdrige Gefolgszahl ist, dass
das Dreieck die Halfte des Parallelogramms, und die dreiseitige
Pyramide der 6te Theil des Spathes ist, dessen Kanten mit dreien
der Pyramide parallel sind. — Hierdurch ist also der Begriff eines
Produktes von mehreren Elementargrossen erster Stufe fir den
Raum bestimmt; und wir sind dabei nur zu zwei neuen Grossen,
namlich der Liniengrosse und der Plangrosse gelangt. Auch er-
hellt, wie das Produkt einer Liniengrésse in einen Punkt (oder
eine Elementargrésse erster Stufe) allemal eine Plangrosse, das
Produkt zweier Liniengrossen und das eines Punktes in eine Plan-
grosse allemal einen Kérperraum liefert, dass diese Produkte aber
null werden, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenom-
men grosser sind, als die des Elementarsystemes, in welchem sie
liegen; also z. B. das Produkt zweier Liniengrdssen null wird, wenn
sie in derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch gelangen wir
2u keinen andern Gréssen, als zu den beiden oben genannten.
Hingegen gelangen wir durch die Addition der Liniengrdssen zu
einer eigenthimlichen Summengrosse, welche besonders fiir die
Statik von entschiedener Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Ka-
pitel I1. des ersten Abschnittes), dass die Summe zweier Produkte
n-ter Stufe nur dann wieder als ein Produkt n-ter Stufe erscheint,
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wenn jene beiden Produkte demselben Systeme (n--1)ter Stufe
angeharen, hingegen eine formelle Summe, die wir Summengrésse
nannten, liefert, wenn sie nur durch ein noch héheres System um-
fasst werden konnten. Der letztere Fall kann fiir den Raum, wel-
cher als Elementarsystem vierter Stufe erscheint, nur eintreten,
wenn Elementargrossen zweiter Stufe, d. h. Liniengrossen addirt
werden sollen, und diese nicht in Einer Ebene liegen. Die nihere
Erorterung dieses Falles bebalte ich der Anwendung aufialie Statik
vor, in welcher diese Summengrosse eine selbststindige Bedeutung
gewinnt. '

§ 116. Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die Me-
thode unserer Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich hier
nur diejenigen hervor, welche mir am geeignetsten erscheinen, um
das Wesen jener Methode in ein helleres Licht zu setzen. Um die
Beziechung zu der somst iiblichen Koordinatenbestimmung hervor-
treten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der Richtsysteme auf

. die Auffassung des Raumes als eines Elementarsystemes iibertra-
gen. Wir hatten im fiinften Kapitel des ersten Abschnittes den
Begriff eines Richtsystemes fir Ausdehnungsgréssen aufgestellt, und
demnachst fiir Elementargrossen festgesetzt, dass alle Definitionen,
welche wir fir Ausdehnungsgréssen aufgestellt hatten, auch auf
jene ibertragen werden sollen. Wihrend dort als Grundmasse
Ausdehnungsgréssen erster Stufe auoftraten, so werden hier Ele-
mentargrassen erster Stufe als Grundmasse auftreten, und dadurch
ist dann die Bedeutung aller dort in § 87 und 88 aufgestellten Be-,
griffe auch fir Elementargrossen bestimmt, namentlich sind die
Definitionen von Richtmassen, Richtgebieten, Richtstiicken, Zeigern
hier genau dieselben wie dort; nur die Richtgebiete erster Stufe,
welche wir dort Richtaxen nannten, werden wir hier Richtelemente
nennen miissen. Dabei will ich dann nur noch bemerken, dass, da
aueh die Strecken als Elementargrossen efster Stufe aufgefasst
werden konnen, unter den Grundmassen beliebig viele als Strecken
auftreten kénnen, und nur wenn alle Grundmasse Strecken wer-
den, erhalten wir das Richtsystem fir Ausdehnungsgrossen. Das-
jenige Richtsystem, was diesem am nichsten steht, und dennoch
zur Darstellung und Bestimmung der Elementargréssen hinreicht,
ist dasjenige, in welchem Ein Grundmass ein Element ist, alle
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ubrigen aber Strecken darstellen, ein Richtsystem, was seiner Ein-
fachheit wegen besondere Auszeichnung verdient.

§ 117. Wenden witr dies nun auf die Geometrie an, so er-
scheincn fiir den Raum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier
von einander unabhingige Elementargrdssen erster Stufe als Grund-
masse, welche zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass
sie von einander unabhingig sein sollen, sagt nur aus, dass sie
nicht ingliner Ebene liegen diirfen, und wenigstens eins von ihnen
cine starre Elementargrosse sein muss (wahrend von den dbrigen
beliebige auch Strecken sein diirfen). Nehmen wir vier starre
Elementargrossen (d. h. vielfache Elemente) als Grundmasse an,
8o haben wir die von Mobius in seinem barycentrischen Kalkil zu
Grunde gelegte Art der Koordinatenbestimmung, welche mit der
von Pliicker in seinem System der analytischen Geometrie darge-
 stellten ihrem Wesen nach zusammenfalit. Als Richtgebiete zwei-
ter Stufe erscheinen hier 6 gerade Linien, welche je zwei der
Richtelemente verbinden, und als Kanten einer Pyramide erschei-
nen, welche jene Richtelemente zu Ecken hat, als Richtgebiete drit-
ter Stufe vier Ebenen, welche durch je 3 der Richtelemente gelegt
sind und als Seitenflichen jener Pyramide erscheinen; und die
Richtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile jener Linien
und Ebenen dar; das Richtmass vierter Stufe, welches hier das
Hauptmass ist, stellt einen Korperraum dar. Jede Elementargrdsse
erster Stufe, mag sie nun eine starre Elementargrosse oder eine
Strecke sein, kann im Raume als Vielfachensumme der vier Grund-
masse dargestellt werden, jede Elementargrésse zweiter Stufe, mag
sie¢ nun eine Liniengrésse oder ein Flachenraum von konstamter
Richtung, oder eine Summengrésse sein, kann als Summe von 6
Liniengrossen dargestellt werden, welche den oben erwihnten 6
Linien angehéren, kurz jede Grosse kann als Vielfachensumme der
Richtmasse gleicher Stufe, oder als Summe von Sticken, welche
den Richtgebieten gleicher Stufe angehoren, dargestellt werden.
Diese Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargréssen,
d. h. vielfache Punkte sind, nennen wir mit Mobius barycentrische.
Die einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die, bei
welcher die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die bary-
centrischen Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine besondere
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obwohl am weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme, -
welche aus vier beliebigen Elementargrossen erster Stufe bestehen.
Denn wir zeigten, dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in
Strecken verwandeln kénnen, und erhalten so ausser dem genann-
ten noch solche Richtsysteme, in welchen die Richtgebiete erster
Stufe, theils Rxchtelemente, theils Richtaxen (konstante Richtungen)
sind.

Unter diesen heben wir hesonders diejenige Art der Richt-
systeme hervor, welche ein Element und drei Strecken zu Grand-

“massen haben. Als Richtmasse zweiter Stufe treten hier auf eines-

theils drei Liniengréssen, deren Linien durch das Richtelement ge-
hen, und deren Ausweichungen die 3 andern Grundmasse sind;
anderntheils drei Flichenrdume von konatanter Richtung, welche
durch die drei zwischen jenen 3 Strecken moglichen Spathecke
(Parallelogramme) dargestellt werden; als Richtmasse dritter Stufe
erscheinen einestheils . drei Plangréssen, deren Ebenen durch das
Richtelement gehen und deren Ausweichungen die Flichenrdume
jener 3 Spathecke sind, anderntheils ein als Ausdehnungsgrdsse
aufgefasster Korperaum, welcher durch das aus jenen 3 Strecken
konstruirbare Spath. dargestellt ist. Als Hauptmass endlich er-
scheint derselbe Korperraum aufgefasst als Elementargrosse vierter
Stufe. Die Systeme, welchen diese Richtmasse angehoren bilden
dann die zugehérigen Richtgebiete.

Die Richtstiicke eines Punktes in Bezug auf ein solches Richt-
system sind nun einestheils das Richtelement, anderntheils drei
Strecken, welche den 3 Richtaxen parallel sind, und als Summe
von solchen vier Richtstiicken wird jeder Punkt im Raume darge-
stellt werden kionnen; die Abweichung eines Punktes im Raume
vom Richtelemente wird daher nach diesem Richtsysteme durch
Richtstiicke von konstanter Richtung (durch Parallelkoordinaten)
bestimmt, also ganz auf dieselbe Weise wie eine Ausdehnung iiber-
haupt durch Richtsysteme, welche zur Bestimmung von Ausdehnun-
gen dienen, bestimmt wird.

§ 118. Indem wir nun alle diese Richtsysteme als besondere
Arten eines allgemeinen Richtsystems, dessen vier Grundmasse Ele-
mentargrossen sind, darstellen: so haben wir damit einéstheils die
=llagmeinste Koordinatenbestimmung gefunden, bei welcher die Ebene
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noch als Punktgebilde erster Ordnung erscheint, andererseits sind
wir dadurch in den Stand gesetzt, das Verfahren, durch welches wir
von einer Koordinatenbestimmung zu einer andern derselben Art
ibergehen konnten, und welches wir in § 92 fir Parallelkoordina-
ten darstellten, nicht nur auf jede Art der Richtsysteme anzuwen-
den, sondern auch es da eintreten zu lassen, wo aus einer Art der
Koordinatenbestimmung zur andern ibergegangen werden soll, so-
bald bside nur jener von uns dargesteliten allgemeineren Gattung
angehoren. Namentlich kénmen wir danach unmittelbar die bary-
centrischen Gleichungen in Gleichungen zwischen Parallelkoordina-
ten umwandeln und umgekehrt, ohne dass wir noch irgend einer
besonderen Vorschrift bediirften. — Indem wir nun ferner den Be-
griff der Richtsticke (Koordinaten) in einem allgemeineren Sinne
auffassten, sofern wir auch Richtstiicke hoherer Ordnung annahmen,
so reicht dieselbe allgemeine Art'der Richtsysteme auch aus, um
Elementargréssen hoherer Stufen, namentlich um Liniengrdssen
und Ebenengréssen zu bestimmen. Ehe wir die Bedeutung dieser
Bestimmungen durchgehen, haben wir auf einen Unterschied zwi-
schen der von ums angegebenen Bestimmungsweise und der sonst
iblichen aufmerksam zu machen und zu zeigen, wie dieser Unter-
schied ausgeglichen werden kénne. Namlich wir sind iiberall zu
der Bestimmung von Elementargréssen, d. h. von Punkten mit zu-
gehorigen Gewichten, von Liniengrdssen und Ebenengrdssen ge-
langt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es aber. nur
auf die Bestimmung der Punkte, Linien und Ebenen ihrer Lage
nach an, und dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweise
stets ein Richtstick oder einen Zeiger mehr, als es bei jener Be-
stimmung der Lage erforderlich ist. Dieser Unterschied lasst sich
auf der Stelle ausgleichen, indem man bedenkt, dass wenn alle
Richtsticke oder Zeiger einer Grésse mit derselben Zahlengrosse
multiplicirt oder dividirt werden, dadurch die Lage (das Elementar-
system) derselben nicht geindert wird. Man erhalt also sogleich
die Anzahl der Zeiger um eins vermindert, wenn man die Richt-
sticke (oder die Zeiger) mit einem der Zeiger jedesmal dividirt,
und dadurch einen der Zeiger jedesmal auf eins bringt. Die so ge-
wonnenen Zeiger geniigen dann jedesmal zur Bestimmung der Lage.
Indem wir nun auf solche Weise z. B. die Lage einer Ebene durch

’
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ihre Zeiger hestimmen, und zwischen den als verinderlich genom-
menen Zeigern eine Gleichung m-ten Grades aufstellen; so wird
dadurch eine unendliche Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger
jener Gleichung geniigen; und von allen diesen Ebenen wird eine
Oberfliche umhiillt werden, von welcher ich spaterhin zeigen werde,
dass sie dieselbe sei, welche man als Oberfliche m-ter Klasse be-
zeichnet hat. Eben so fihrt die Bestimmung der geraden Linie
durch ihre Zeiger zu eigenthiimlichen bisher nicht beachteten Ge-
bilden, welche ich zuerst gelegentlich in einer Abhandlung im
Crelleschen Journal der Betrachtung unterworfen habe.*) Da die
“weitere Erorterung dieses Gegenstandes die Schranken dieses Wer-
kes iberschreiten wirde, so will ich mich damit begniigen, hier
noch die Gleichung fiir die gerade Linie und die Ebene, wie sie
sich durch unsere Wissenschaft ergiebt, aufzustellen, und mit den
sonst bekannten Gleichungen fir dieselben in Beziehung zu setzen.

§ 119. Die aligemeinste Aufgabe, die man sich hier stellen
kann, ist die, die Gleichung einer Ebene, welche durch drei be-
liebige gegebene Punkte geht, oder die Gleichung einer Linie, wel-
che durch zwei beliebige gegebene Punkte geht, aufzustellen. Es
seien die gegebenen Punkte im ersten Falle ¢, 8, y, im zweiten
Falle , 8, der verinderliche Punkt, welcher als Punkt jener Ebene
oder dieser Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den ge-
gebenen Punkten bestimmt werden soll, sei ¢, so hat man sogleich
aus dem Begriffe eines Elementarsystems zweiter und dritter Stufe
far den ersten Fall die Gleichung

¢.f.y.0=0,
fiir den zweiten
‘@.f.0=0, .

und durch diese Formeln, welche den grossten Grad der Einfach-
heit besitzen, ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne geldst. Will
man dann aus Vorliebe fiir die gewshnliche Koordinatenbehandlung
oder aus einem andern Grunde die entsprechenden Koordinaten-
gleichungen aufstellen, so kann man, wenn man nur die Mihe
des Niederschreibens dieser langgestreckten Formeln nicht scheut,
dieselben unmittelbar aus jener einfachen Gleichung ableiten.

*) Crelle, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik B. XXIV.,
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Will man z. B. die Gleichung in Parallelkoordinaten darstel-
len, so hat man sich nur des am Schlusse des § 117 erwahnten
Richtsystems zu bedienen. Bei diesem Richtsysteme wird jeder
Punkt als Summe des Richtelementes o und einer Strecke darge-
stellt. Es sei ’

e=¢+p; f=e+p:» y=0+P; 0=0+D
so hat man durch Substitution dieser Ausdriicke in die Gleichung
der Ebene

(e+p,)-(e+Pps)-(e+ps)-(e+p)=0,
oder, indem man die Klammern auflést, und die Produkte, welohe
null werden*), weglasst, )
@-P2-Ps-P+Py-0-P5-P+DP;-P2-0-P+Py-Py-Ps-0=0,
oder, indem man mit gehériger Beobachtung des Vorzeichens g tiber-
all auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 weglasst,
(P2 -Ps+Ps-Py +Py-P2)-P==P;-P2 Py
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu verwan-
deln, hat man nach § 89 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer
Richtstiicke zu setzen, es sei
p=x+y+z
Py=xy +y,+2z,
u. s. W.,
WO X, ¥, z etc. die Richtstiicke darstellen, so hat man nun
(G2 +Ys+2,) (s +¥s +25) - x+7+2)
+ &+ ¥ +29) -+, +2) -+ 74+ 2)
+ & Fy+2) G Y+ 2,). (Y 7) ==
&y + Y1 +24) (g + Y5+ 2,) . (55 +75 + 25)-

Nun hat man nur die Klammern aufzuldsen, indem man be-
achtet, dass die mit gleichen Buchstaben. bezeichneten Richtstiicke
parallel sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Pro-
dukte zu je drei Faktoren hervorgehen, und hat dann die Faktoren
der so entstehenden 24 Produkte mit Beobachtung der Zeichen so
zu ordnen, dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe
Weise auf einander folgen, und erhilt dann eine Gleichung, in wel-
cher man statt der Richtsticke die Zeiger setzen und sie dadurch
zu einer arithmetischen Gleichung machen kann, in welcher wie-

*) Das sind niimlich alle die, welche ¢ ofter als einmal als Faktor enthalten.

~
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derum die Ordnung der Faktoren gleichgihig ist. Die Gleichung,
welche man auf diese Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z
etc. jetzt die Zeiger versleht; folgende:

(Y223 — Y32, + Y32, — V123 + Y1 % —YaZ,) X

+(25X3 — 23Xy + 25X —2,Xg + 2,X3 — 2,X,)y

+(X2¥5 — XYz + X3¥; — X, Y3 + X7, —X,¥,) 2

==X,YaZg = X; Y32y + X3¥12; —X3VaZy + X3¥3Z1 — X,¥4Z5.

Diese Gleichung, welche sich durch die gewdhnliche Analyse
nicht auf eine einfachere Form reduciren lasst,'sagt, so weitlauftig
sie auch erscheint, dennoch mchts weiter aus, als jene urspring-
liche Gleichung

e.f.y.0=0,
und enthalt die kiirzeste Losung des obigen Problems, welche auf
dem Wege der Koordinaten méglich ist. Man sieht hier in éinem
recht schlagenden Beispiel den Vortheil unserer Methode, und die
Formelverwickelungen, in die man hineingerith, sobald man diese
Methode aufgiebt.

§ 120. Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschat-
tung und Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschafts-
systeme einem spiteren Kapitel*), in welchem diese Begrilfe in ei-
nem noch grésseren Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte,
so schreite ich nun zu den Anwendungen auf die Statik. Der Be-
grifl des Momentes tritt zuerst hier in seiner ganzen Einfachheit
auf, wie auch der Begriff der Kraft erst hier seine Darstellung fin-
det, indem wir die Kraft als Liniengrosse, also als Elementargrosse
zweiter Stufe auffassen. Unter dem Moment einer Kraft e in Be-
zug auf einen Punkt ¢ verstanden wir oben das Produkt

[oe] - [¢8] oder (¢ —p).(8—);
multipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elemente o, so er-
scheint das Moment als Ausweichung der so entstehenden Elemen-
targrosse o.(@ — @) (8 — a); diese ist aber nach dem bekannten
Geselz der dusseren Multiplikation gleich
o.x.8,
somit konnen wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren
als Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der Be-

Xap. IV dieses Abschuittes.
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zichungspunkt und dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als
Abweichung der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede
Gleichung zwischen den Elementargrissen auch zwischen ihren
Ausweichungen besteht, so wird auch jede Gleichung, welche zwi-
schen jenen Produkten statt findet, zwischen ihren Momenten glelch-
falls statt finden, obwohl nicht umgekehrt,

Man kinnte daher selbst zweifelhaft sein, ob man nicht lieber
jenes Produkt des Beziehungspunktes in die Kraft als Moment de-
finiren, und was wir bisher als Moment fixirten, nur als Auswei-
chung jener Grdsse darstellen soll. — Doch behalten wir den fest-
gestellten Begriff bei. Unter dem Moment einer Kraft ef in Be-
zug auf eine Axe go verstanden wir oben (§ 41) das Produkt

[oc] . [oa] . [«f] oder (6—p).(2—0).(8—e).
Multipliciren wir dasselbe mit o, so erhalten wir das Produkt
o.0.a.f, '
dessen Ausweichung eben jenes Moment ist. Also erscheint das
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung eines,
Produktes, dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Faktor
die Kraft ist, oder, einfacher ausgedriickt, als Abweichung der Kraft
von der Axe. Da iibrigens eine Gleichung zwischen Elementar-
grossen vierter Stufe im Raume als einem Elementarsystem vierter
Stufe keine andere Bedeutung hat, als die Gleichung zwischen ih-
ren Ausweichungen, so kann man das Moment in Bezug auf eine
Axe auch direkt als Produkt dieser Axe in die Kraft auffassen.*)

§ 121. Es bietet sich auf diesem Punkte der Entwickelung
eine Methode dar, durch welche wir alle Gesetze fiir das Gleichge-
wicht fester Korper ohne Voraussetzung aller friher bewiesenen
Satze der Statik auf die einfachste Weise ableiten kénnen. Wir
bedirfen dazu nur einestheils des Grundsatzes, ,,dass 3 Krifte,

*) Da der Name (statisches) Moment jetzt iiberfliissig erscheint, indem er
durch den Namen der Abweichung vollkommen ersetzt wird, und sich dieser so-
gar noch leichter handbaben liisst, so wire es gewiss zweckmissig, wenn man
den Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte, in welchem ihn z. B. La
Grange in seiner mecanique aralytique iiberall gebraucht, wo er von dem Mo-
ment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das sogenannte statische
Moment eben als Abweichung bezeichnete. Doch habe ich dies nicht ohne weite-
res einfiihren wollen,
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welche auf einen Punkt wirken, dann und nur damm im Gleichge-
wichte sind, wenn ihre Summe null ist,“ oder, indem wir zwei
Krifte oder Kraftsysteme einander gleichwirkend nennen, wenn sie
durch dieselben Krifte aufgeboben werden kdnmen, ,dass zwei
Krafte, die auf einen Punkt wirken, der auf denselben Punkt wir-
kenden Summe beider Krifte gleichwirkend sind,* anderntheils,
ndass zwei Krifte, welche auf einen festen Korper wirken, dann
und nur dann im Gleichgewichte sind, wenn sie in derselben gera-
den Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind.* Hier-
aus folgt sogleich, wenn wir den so eben aufgestellten Begriff des
Gleichwirkens festhalten, ,,dass zwei Krifte, welche auf einen festen
Korper wirken, dann und nur dann einamnder gleiehwirkend sind,
wenn sie in derselben Linie wirken und einander gleich sind“ oder
einfacher ausgedriickt, ,,wenn sie als Liniengréssen einander gleich
sind.“ Betrachten wir daher die Krifte, welche auf-feste Korper
wirken, als Liniengréssen, so zeigt sich sogleich, wie zwei Krafte,
deren Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend
seien; denn ist e dieser Durchschnittspunkt, so werden sich beide
Krafte als Liniengrossen darstellen lassen, deren erster Faktor o
" ist, sind dann e.p und «.q, wo p und q Strecken bedeuten, diese
Krifte, so sind sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit
e.(p+q) oder mit @.p+4e.q, d. h. sie sind der Summe der
Krifte gleichwirkend, auch wenn die Krafte als Liniengrassen auf-
gefasst werden. Sind die Krifte parallel, z. B. die eine gleich e.p,
die andere gleich mg.p, wo p wiederum eine Strecke bedeutet, so
konnen wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Prin-
cip nicht unmittelbar finden; nehmen wir daher zwei sich einander
anfhebende Krifte zu Hiilfe, namlich «.mg und m@.e*), so sind
jene beiden Krafte gleichwirkend den vier Kriften
¢.p, ¢.mf, m3.e¢, mf.p,
von denen die beiden ersten, da sie auf densethen I’unkt wirken,
ihrer Summe gleichwirkend sein werden, und eben so die beiden
letzten, und wir erhelten somit die beiden Krifte
e.(p+mf), mf.(z+p)
als den gegebenen Kriften gleichwirkend. Diese beiden Produkte

*) Beide heben einander auf, weil « . mS = — mB .  ist.
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kénnen wir, indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten hinzu-
addiren, wodurch nach den Gesetzen der dusseren Multiplikation
der Werth des Produktes nicht geindert wird, auf einen gemein-
schaftlichen Faktor bringen; namlich es werden dann ]ene Krafte
gleich

«.(@+mf+p), mf. (« +mB+p).
Wenm nug m nicht gleich —1 ist, so stellt der zweite Faktor einen
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1-}-m), beide Krifte wir-
ken dann auf einen Punkt, und sind somit ihrer Summe gleichwir-
kend; diese Summe ist

- (¢+mp).(¢+mf+p),
d. h. sie ist gleich . -

' (¢+mp).p.

Und es smd also die beiden Krafte ¢z. p und m#.p, wenn nicht m
gleich —1, d. h. wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen null
ist, Einer Kraft (¢ 4- mg8) . p. d. h. ihrer Summe. gleichwirkend. Da
nun die Wirkungslinien zweier Krafte, die in Einer Ebene liegen,
sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt @berhaupt,
dass zwei Krafte, welche in Einer Ebene liegen, jedesmal, wenn
ihre Ausweichungen nicht zur Summe null geben, Einer Kraft
gleichwirkend sind, welche die Summe jener Krafte ist. Belrach-
ten wir nun noch den Fall, den wir hisher ausschlossen, dass nam-
lich die Ausweichungen beider Krafie zusammen null, d. h. beide
Krafte als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleioh sind, so leuch-
tet ein, dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht sind,
wenn sie in derselben Richtungslinie liegen, d. h. die Summe der
Krafte selbst null ist. In diesem besonderen Falle konnen wir also
auch noch sagen, dass beide Krifte ihrer Summe gleichwirkend
sind. Es bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen, wo beide °
Krafte als Strecken null sind, als Liniengrdssen aber nicht. In
diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht Gleich-
gewicht vorhanden; aber wir kénnen auch leicht zeigen, dass es
dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beider Kriften das
Gleichgewicht halte. Denn aus den beiden Voraussetzungen, die
wir zu Anfang dieses § aufstellten, geht hervor, dass die Auswei-
chung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichun-
gen der einzelnen Krafte. Also misste hier die Ausweichung der
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fraglichen Kraft null sein; d. h. diese Kraft selbst miisste null sein
und die gegebenen Krifte schon im Gleichgewichte stehen, was
wider die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass
2 Krifte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken,
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich-
wirkende einzelne Kraft zuriickgefithrt werden konnen. Dieser Fall
ist aber derselbe, in welchem die Krifte keine Liniengrosse als
Summe darbieten, sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe, in der
That ist «p — Bp gleich (¢— ) p, was eine Ausdehnung zweiter
Stufe darstellt. Um gdie Bedeutung dieses Falles fir die Statik
naher in’s Auge zu fassen, bemerken wir, dass das Gesammtmo-
ment zweier solcher Krifte in Bezug auf alle Punkte im Raume,
d. h. die Gesammtabweichung derselben von allen Punkten eine
konstante Grdsse ist. In der That, da die gesammte Abweichung
gleich der Abweichung der Summe ist, die Summe aber hier eine
Ausdehnung zweiter Stafe ist, und die Abweichung einer Ausdeh-
nung immer dieser selbst gleich ist, so folgt, dass die Gesammt-
abweichung jener beiden Krifte von jedem beliebigen Punkte, der
Summe dieser beiden Krafte selbst gleich ist, also konstant bleibt,
sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher, es seien beide
Krifte diesem Moment, welches durch ihre Summe dargestellt wird,
gleichwirkend *). Somit kénnen wir nun den Satz aufstellen:
nZwei oder mehrere Krifte, welche in Einer Ebene wirken,
sind ihrer Summe gleichwirkend.
Namlich von zwei Kraften lasst sich dies sogleich auf beliebig viele
iibertragen.

§ 122. Gehen wir zur Betrachtung der Krafte im Raume
iiber, so haben wir daran zu erinnern, dass die Addition von Kraf-
ten als Elementargrdssen zweiter Stufe nur dann eine reale Bedeu-
tung hat, wenn dieselben in Einer Ebene als einem Systeme dritter
Stufe liegen, hingegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt, wenn

*) Es ist dies also als eine Erweiterung des Begriffs des Gleichwirkens an-
" zusehen, indem das Moment selbst als eine eigenthiimliche Kraftgrisse aufge-
fagst ist, welche mit andern Kriiften zusammenwirken kann; dadurch ist die in
“*atik so wichtige Theorie der Kriftepaare in ihrem wahren Gesichtspunkte

ist.
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dies nicht der Fall ist. Vermdge dieser formellen Bedeutung wur-
den zwei solche Summen einander gleich gesetzt, wenn sie durch
Anwendung der realen Addition und der allgemeinen additiven Ver-
kniipfungsgesetze sich auf denselben Ausdruck zuriickfiihren lassen.
Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kraften im Raume,
welche sich auf diese Weise auf denselben Ausdruck zuriickfihren
lassen, und bedenken, dass bei der realen Addition, weil dabei die
Krafte in Einer Ebene liegen, die Summe der Krifte jedesmal der
Gesammtheit der einzelnen Krafte, welche ihre Stiicke bilden, gleich-
-wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen
Summe in eine ihr gleiche, jedesmal die Krifte, welche diese
Summe bilden, einander gleichwirkend bleiben, also ,,dass zwei
Vereine von Kraften, welche gleiche Summe darbieten, allemal ein-
ander gleichwirkend sind*, also auch, ,,dass eine Reihe von Kraf-
ten, deren Summe null ist, im Gleichgewicht ist“. Nun kénnen
wir ferner jede Summe von Kriften auf Eine Kraft, deren Angriifs-
punkt willkithrlich ist, und Ein Moment, oder auch auf zwei Krafte
zurickfithren; in der That setzen wir die Summe mehrerer Krafte
gleich
ap+ M,
wo ¢ ein Element, p eine Strecke, ep also eine Kraft, M aber eine
Ausdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstelit: so werden
nach den oben dargestellten Satzen beide Ausdricke dann und nur
dann. gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend
einem Elemente z. B. « gleiche Abweichung haben; es muss also
dann p gleich.der Summe aller Ausweichungen, welche die einzel-
nen Krifte darbieten, und M gleich der Summe aller Abweichun-
gen von dem Elemente « sein; da aber beide Summen stets real
sind, die erste als Summe von Strecken, die letzte als Summe von
Elementargréssen dritter Stufe in einem Systeme vierter Stufe, so
lasst sich jene Reihe von'Kriften allemal auf die angegebene Form
bringen, und zwar ist ¢ willkdhrlich, dann aber p und M bestimmt.
Kann man nun jene Kraftsumme auf den Ausdruck ep + M brin-
gen, so kann man sie auch auf die Summe zweier Krafte bringen;
ist z. B. M gleich rs, so kann man von dem Gliede ep das-Glied
os subtrabiren und dasselbe Glied zu M addiren, ohne den Werth
der Summe zu andern, und erhdlt so
12
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a.p+M=a(p—s)+(z+r).s,
wo die rechte Seite zwei Krafte darstellt. Da endlich zwei Ver-
eine von Kriften, welche gleiche Summen haben, einander gleich-
wirkend sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, ,,dass
sich jede Reihe von Kriften im Raume auf zwei Krafte oder auf
eine Kraft und ein Moment zurickfilhren lassen, welche ihnen
gleichwirkend sind und dieselbe Summe liefern, wie jene Krafte.*
Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, ,,dass mebrere Kraf-
ten auch nur dann im Gleichgewicht sind, wenn ihre Summe null
ist; denn auf zwei ihnen gleichwirkende~Krafte, welche auch die-
selbe Summe liefern, lassen sie sich zuriickfiihren, aber zwei Krafte
sind nach der zweiten Voraussetzung nur dann im Gleichgewichte,
wenn ibre Summe null ist, alsdann wird aber auch die Summe der

gegebenen Krifte, da sie dieselbe ist, null sein; also ist jener Satz

bewiesen. Wenn nun zwei Vereine von Kraften einander gleich-
wirkend sind, so miissen die des einen Vereins mit den entgegen-
gesetzt genommenen Kraften des andern (nach der Definition des
Gleichwirkens) zusammengesetzt Gleichgewicht geben, d. h. nach
dem vorigen Satze ihre Summe muss null sein, also miissen dann
die Krifte des einen -‘Vereins dieselbe Summe liefern, wie die des

- andern, somit haben wir bewiesen, ,,dass zwei Vereine gleichwir-

kender Krifte nothwendig gleiche Summen liefern. Fassen wir
diesen Satz mit dem umgekehrten, den wir vorher bewiesen haben,
zusammen, so erhalten wir den Satz:
»Dass zwei Vereine von Kréiften dann und nur dann einander
gleichwirkend sind, wenn sie gleiche Summen liefern.«

Dieser Satz berechtigt uns die Gesammtwirkung mehrerer Krafte

als die Wirkung ibrer Summe aufzufassen, auch dann, wenn diese
Summe sich nicht mehr als einzelne Kraft darstellen lasst; wir ha-
ben somit den allgemeinen Satz:
,Zwei oder mehrere Krifte sind ihrer Summe gleichwirkend,
und sind nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe null
18 [
Dieser Satz umfasst alle fritheren, und erscheint als deren End-
resultat.
§ 123. Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Krifte in Be-
'f jeden Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment ha-
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ben, dass zwei Vereine von Kriften, welche gleiche Gesammtaus-
weichung und in Bezug- auf irgend einen Punkt gleiches Moment
haben, einander gleichwirkend sind, und in Bezug auf jeden Punkt
und jede Axe gleiches Moment haben, sind jetzt, nachdem wir ei-
nen Verein von Kraften als ihrer Summe gleichwirkend dargestellt
haben, nur andere Ausdrucksweisen der von uns in der abstrakten
Wissenschaft aufgestellten Siatze. — Wir halten uns daher mit der
Ableitung, jener statischen Gesetze nicht weiter auf, und wollen
statt dessen einen allgemeinern Satlz iber die Theorie der Mo-
mente aufstellen, welcher alle Sitze, die man bisher iiber diese
Theorie aufgestellt hat, an Allgemeinheit weit dbertrifft, und den-
noch durch unsere Analyse sich auf’s einfachste ergiebt. Um die-
sen Satz soglench in einer leicht fasslichen Form zu geben, will
ich einen neuen Begriff einfihren, welcher fir die Betrachtung der

Yerwandtschaftsbeziehungen uGberhaupt von der gréssten Wichtig-
'keit ist. Namlich ich sage, dass ein Verein von Grossen in der-
selben Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein entsprechen-
der Gréssem, wenn jede Gleichheit, welche zwischen den Viel-
fachensummen aus den Grossen des letzten Vereins statt findet,
auch bestehen bleibt, wenn man statt dieser Gréssen die entspre-
chenden des ersten Vereins setzt. Der Satz, den wir hier bewei-
sen wollen, lasst sich nun in der Form darstellen:

»Die Gesammtmomente eines Kraftevereines in Bezug auf ver-

schiedene Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrela-

tion, wie diese Punkte oder Axen“.
Denn ist S die Summe des Kraftevereins, so ist das Gesammtmo-
ment desselben in Bezug auf irgend eine Grdsse A (sei dieselbe
nun ein Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produk-
tes AS; sind nun verschiedene Beziehungsgréssen A, B,.... gege-
ben, und es herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, wel-
che sich in der Form

aA+bB+.. 0,
wo @, b... Zahlengréssen sind, darstellen lasst, so wn-d auch, wermn
man mit S multxphclrt
AAS 4-bBS +-..... =0
sein; diese Gleichung bleibt nun auch nach § 112 bestehen, wenn
12%
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man statt der Produkte AS etc. ihre Ausweichungen, d. h. die Mo-
mente von S in Bezug auf jene Grdssen setzt; also stehen diese
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgréssen.

Vermittelst dieses Satzes konnen wir also aus den Momenten
in Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug auf jeden andern
Punkt derselben geraden Linie finden, und ebenso aus den Mo-
menten in Bezug auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie
liegen, das jedem andern Punkte derselben Ebene zugehdrige, aus
den Momenten in Bezug auf vier Punkte, die nicht in Einer Ebene
liegen, das jedem andern Punkte des Raumes zugehdrige, ferner
aus den Momenten in Bezug auf zwei Axen, die sich schneiden,
das Moment in Bezug auf jede andere durch denselben Punkt ge-
hende und in derselben Ebene liegende Axe, aus den Momenten
in Bezug auf drei Axen derselben Ebene, welche nicht durch Einen
Punkt gehen, das jeder andern Axe derselben Ebene, und uber-.
haupt aus den Momenten in Bezug auf eine Reihe von Axen, vsel-‘
che in keiner Zahlenrelation zu einandér stehen, das Moment in
Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in bestimmter Zahlenrelanon
steht.

§ 124. Ich schliesse diese Anwendung mit der Losung der
Aufgabe, die Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen-muss,
wenn ein System von Kriften einer einzelnen Kraft oder einem
Moment gleichwirkend sein soll.

In beiden Fillen wird die Summe der Krifte S als Produkt
zweier Elementargrossen erster Stufe dargestellt werden konnen,

" und daraus folgt fir diesen Fall sogleich die Gleichung |
8.8=0, ‘
eine Gleichung, welcher nie geniigt wird, wenn S eine formelle
Summe darstellt; denn dann lasst sich S als Summe zweier Krafte
darsteHen, welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies
A und B, also
S=A+B,
0 ist
S.8S=(A+4B).(A+B)
=2AB, :
1 namlich A.A und B.B null sind, A.B aber gleich B.A
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_ist*); da nun A und B nicht derselben Ebene angehéren, so kann
| auch A.B nicht null sein, also ist jene Gleichung
, S$.8=0
die nothwendige, aber auch ausreichende Bedingungsgleichung fiir
den Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment
darstellen soll; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die
Ausweichung von S null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft
von geltendem Werthe. 1Ist
: s * Sa=A4+B4C4..
50 wird L
| . S.S==2AB+2AC+2BC+....,
. also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die
| sich aus den Stiicken bilden lassen **). Daraus folgen sogleich die
| Sitze:
j ,Ein Verein von Kriften ist dann und nur dann einer einzel-
' nen Kraft oder einem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn
die Summe der Produkte zu zwei Faktoren, welche sich aus
den Kriften bilden lassen, null ist.*
Ferner

»Zwei Vereine von Kriften konnen nur dann einander gleich-

wirkend sein, wenn die Produkte zu zwei Faktoren, welche

sich aus den Kriften des einen Vereins bilden lassen, gleiche

Summe liefern wie die aus den Kraften des andern gebil-

deten.® -

Diese Satze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der
Produkte zweier Krifte iiberall ihre sechsten Theile, nimlich die
Pyramiden, welche -die Krifte zu gegeniberliegenden Kanten hat,
einfithrt.

| *) Nimlich weil A und B Grossen zweiter also gerader Stufe sind, welc'he '
sich nach § 55 ohne Zeichenwechsel vertauschen lassen,
**) Nimlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte AB und
BA als verschieden gebildete betrachtet.
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Drittes Kapitel
Das eingewandte Produkt.

§ 125. Der Begriff des Produktes als eines dusseren bestand
darin, dass jedes Stiick eines Faktors, welches von dem andern
Faktor abhiingig war, ohne Werthinderung des Produktes wegge-
lassen werden konnte, worin zugleich lag, dass das Produkt zweier
abhingiger Grossen null sei. Reale Grossen, d. h. solche, die
sich als' Produkte aus lauter einfachen Faktoren darstellen lassen,
wurden dann ,von einander abhingig" genannt, wenn jeder ein-
zelne Faktor derselben” ganz ausserhalb desjenigen Systems lag,
was. darch die ibrigen Faktoren bestimmt war, oder, mehr abstrakt
ausgedriickt, wenn keine Grosse, die dem Systeme von einer der
Grossen angehort, zugleich dem durch die sdmmtlichen @brigen
bestimmten Systeme angehdrt. Da nun diese Bestimmung, welche|
das Produkt als ein ausseres charakterisirt, micht in dem Begriffe
des Produktes an sich liegt, so muss es maglich sein, den allge-
meinen Begriff des Produktes festzuhalten, und doch jene Bestim-
mung aufzugeben, oder durch eine andere zu ersetzen. Um nun
diese neue Bestimmung aufzufinden, miissen wir, da nach ibr auch
das Produkt zweier abhangiger Grossen soll einen geltenden Werth
haben konnen, die verschiedenen Grade der Abhingigkeit untersu-
chen. Wenn zwei Systeme héherer Stufen iiberhaupt von einander
abhéngig sind, so wird es Gréssen geben, welche beiden zugleich
angehoren. Da pun jedes System,.welches gewisse Grdssen ent-
hélt, auch sammtliche von ihnen abhingige Gréssen, d. h. das
ganze durch sie bestimmte System, oder auch das aussere Produkt
jener Gréssen, enthalten muss, o folgt, dass Systeme, welche ge- -
wisse Grossen gemeinschaftlich enthalten, auch das ganze durch
diese Grossen bestimmte System, oder auch das aussere Produkt
derselben, gemeinschaftlich enthalten werden; nach der Stufenzahl
dieses gemeinschaftlichen Systemes wird nun auch der Grad der
Abbangigkeit bestimmt werden konnen, und wir werden sagen
konnen, zwei Systeme seien im m-ten Grade von einander abhan-
gig, wenn sie ein System m-ter Stufe gemeinschaftlich enthalten,
und eben so zwei reale Grossen seien im m-ten Grade von einan-
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der abhingig, wenn die durch sie bestimmten Systeme es sind,
oder wenn sie sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor m-ter Stufe
bringen lassen (und auf keinen héheren). Dies letztere namlich
folgt aus dem Vorhergehenden, da mach § 47 jede Grdsse, welche
dem durch eine andere Grdsse bestimmten Systeme angehdrt, auch
als Faktor der letzteren angesehen werden kann*). Jedem Grade
der Abhingigkeit nun entspricht eine Art der Multiplikation, wir
fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem Namen der
eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen ins Be-
sondere unter dem eingewandien Produkt m-ter Stufe dasjenige, in
welchem ohne Werthinderung desselben in jedem Faktor nur ein
solches Stiick weggelassen werden kann, welches von dem andern
Faktor in einem hoheren, als dem m-ten Grade abhéngig ist; und
zwar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales,
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander ab-
hingen, hingegen ein formales, wenn in einem niederen. Der
Werth des eingewandten Produktes besteht dann eben in dem-
jenigen, was bei jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt.
Nur das reale Produkt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung
unterwerfen, indem das formale eine andere Behandlungs- und
Bezeichnungsweise erfordert, und es wberdies von viel geringerer
Bedeutung ist. Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder
einen geltenden Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht
nur, wie jedes Produkt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern
auch, wenn die beiden Faktoren in einem héheren Grade von ein-
ander abhingen, als die Stufe der eingewandten Multiplikation be-
tragt. Namlich dies letztere folgt daraus, dass man dann einen
Faktor als Summe betrachten kann, deren eines Stick null, und
deren anderes er selbst ist, und dass man dann nach der vorher-
gehenden Definition dies Stick weglassen darf, wodurch das Pro-
dukt gleich null erscheint.

§ 126. Um die Bedeutung des realen eingewandten Produk-
tes darlegen zu kénnen, so haben wir das Nullwerden desselben
abhingig zu machen von dem Systeme, welchem beide Faktoren

*) Von den unabhiingigen Grissen wiirden wir also sagen kiunen, sie seien
m null-ten Grade, d. h. eben gar nicht abhingig von einander.
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angehoren, wibrend wir es bisher von dem gemeinschaftlichen Sy-
steme beider Fakloren oder von dem Grade ihrer gegenseitigen
Abhingigkeit bedingt sein liessen.

Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: ,,Wenn das zweien
Grossen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunachst
umfassende System, d. h. das niedrigste*) System, welchem beide
zugleich angehéren, zu finden.* Wir erinnern hierbei daran, dass
eine Grosse einem Systeme dann und nur dann angehért, wenn sie
einer andern Grésse, die dies System darstellt, -untergeordnet ist,
d. h. sich dieselbe als ausserer Faktor dieser letzteren Grésse dar-
stellen lasst. Wenn daher A und B die beiden Grossen sind, und
C ibr gemeinschaftliches System darstellt, so wird sich C als aus-
serer Faktor sowohl von A als von B darstellen lassen, also z. B.
B auf die Form CD gebracht werden konnen Indem wir C als das
gemeinschaftliche System fiir A und B setzen, so meinen wir damit
nach dem vorigen §, dass C alle Grossen in sich enthalte, welche
dem A und B gemeinschaftlich angehéoren, aber auch keine andern.
Daraus folgt, dass D keine Grdsse mit A gemeinschaftlich haben
kann, weil sonst auch CD, d. h. B noch Grissen mit A gemein-
schaftlich haben wiirde, welche nicht dem Systeme von C angehér-
ten, wider die Annahme. Da nun hiernach A und D von ecinander
unabhingig sind, das Produkt AD also als ausseres einen geltenden
Werth hat, so werden zuerst beide Grissen A und B diesem Pro-
dukte AD untergeordnet sein, indem A unmittelbar als &usserer Fak -
tor desselben erscheint, von den beiden Faktoren der Grosse B -
oder CD aber der eine C in A enthalten ist, der andere unmittel-
bar in jenem Produkte AD erscheint, also auch B selbst als ausse-
rer Faktor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine
Grosse von niederer Stufe giebt, welcher beide Gréssen A und B
untergeordnet sind, folgt sogleich, da eine solche Grosse sowobl A
als D zu adusseren Faktoren haben muss, also, da beide von einan-~
der unabhangig sind, auch ihr Produkt AD (§ 125) als ausseren
Faktor enthalten muss. Also stellt AD das jene Gréssen A und B
zunichst umfassende System dar, und die Aufgabe ist gelost. Hierin
liegt der Satz:

*) Darunter ist natiirlich das System, was die kleinste Stafenzahl hat, za
""""" o, . "
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n»Wenn zwei Gréssen A und B als hachsten gemeinschafichen
Faktor eine “Grésse C haben, und man setzt eine derselben
z. B. B, gleich dem ausseren Produkt CD, so stellt das Pro-
dukt der andern in die Grosse D, namlich das Produkt AD;
das nachst umfassende System dar.

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grdssen A, B, C, D
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des nachstumfas-
senden Systemes mit u, so haben wir u gleich a4-d, oder da B
=CD, also b==c 44 ist,

u==a-b —c; oder
u-c==a-+b, oder
. c==a+b—u,

d. h. N
»Die Stufenzahlen zweier Grdssen sind zusammengenommen
eben so gross, als die Stufenzahl des ihnen gemeinschaftlichen
Systemes und die des sie zunichst umfassenden zusammenge-
nommen; ¢

oder v
»aus der Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systems zweier
Grossen findet man die des nachstumfassenden, indem man
jene von der Summe der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen
Grossen zugehdren, subtrahirt;*

oder
»aus der Stufenzahl des zwei Griossen zundchst umfassenden

. Systemes findet man die des gemeinschaftlichen durch Sub-

traktion der ersteren von der Summe der Stufenzahlen beider
Grossen.¢

In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders fiir
die Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf
die Geometrie zu ibertragen versucht.*)

*) Betrachte ich z. B. die Ebene als das n¥chstumfassende System zweier Li-
nfen, so wird, da jeneals Elementarsystem von dritter, diese von zweiter Stufe
sind, das gemeinschaftliche System von (2 4 2—3)ter, d. h. von erster Stufe
sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Richtung dargesteilt
sein. Somit haben wir dann den Satz: ,,Zwei g. L., welche in derselben Ebene-
liegen, obne zusammenzufallen, schneiden sich entweder in Einem Punkte oder
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§ 127. Es hatte nach § 125 ein eingewandtes Produkt zweie
geltenden Werthe dann und nur dann wiedernm einen geltende:
realen Werth, wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Sy
stems gleich war der Stufe der eingewandten Multiplikation, ode
mit Anwendung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Gesetzes
wenn die Stufe des nachstumfassenden Systemes und die der ein
gewandten Multiplikation zusammen gleich der Stufensumme beide
Faktoren sind. Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl
welche die Stufe der eingewandten Multiplikation zur Stufensumm
beider Faktoren erginzt die Beziehungszahl des eingewandten Pro-
duktes oder der eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das einge
wandte Produkt zweier geltenden Werthe nur dann und immer dann ei-
nen geltenden, realen Werth liefert, wenn die Stufe des nichstumfas-
senden Systemes gleich der Beziehungszahl des Produktes ist. Wurd:
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systemes grosser als die Stuf
der eingewandten Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 12%
null, wurde sie kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalex
Werth. Bleiben nun die Stufen beider Faktoren dieselben, sc
wird, wenn die Stufe des gemeinschaftlichen Systemes wichst, di¢
des nachstumfassenden Systemes abnehmen uud umgekehrt, wei
beide eine konstante Summe haben, nimlich die Stufensumme bei-
der Faktoren. Daraus folgt, dass ein eingewandtes Produkt zweiei
geltender Werthe null wird, wenn die Stufe des sie zunichst um-
fassenden Systemes kleiner wird, als die Beziehungszahl; und einer
formalen Werth erhilt, wenn sie grosser wird. Wenn also ein Sy-
stem von h-ter Stufe gegeben ist, und wir wissen, dass alle in Be-
tracht gezogenen Grossen diesem Systeme als Hauptsystem (s. § 80)
angehoren, so sind wir auch sicher, dass das éingewandte Produkt,
dessen Beziehungszahl h ist, einen realen Werth haben werde. Wir
nennen dann diese eingewandte Multiplikation eine auf jenes Sy-
stem beziigliche, und nennen dies System das Beziehungs-

laufen parallel.¢¢ Wird der Raum als nichstumfassendes System gedacht, so

haben wir die Siitze: ,,Zwei Ebenen, welche nicht zusammenfallen, schneide

sich entweder in einer g. L., oder liegen einander parallel, ‘¢ ,, eine Linie, welche

nicht ganz in einer Ebene liegt, schneidet diese entweder in einem Punkte, oder

Yegt mit ibr parallel,* ,,zwei Ebenen, welche niché parallel sind, haben eine
‘htung, aber auch nur Eine gemeinschaftlich. ¢
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system des Produktes*), und wenn diesem Beziehungssysteme zu-
gleich beide Faktoren angehdren, so nennen wir dasselbe auch (der
fritheren Benennungsweise gemiss) das Hauptsystem des Produktes.
Dann konnen wir sagem, das eingewandte Produkt sei immer ein

‘reales, wenn die Faktoren dem Beziehungssysteme angehdren, es

sei zugleich von geltendem Werthe, wenn das die Faktoren zunachst
umfassende System zugleich das Beziehungssystem des Produktes
ist, und es sei null, wenn das nichstumfassende System beider
Faktoren dem Beziehungssysteme des Produktes untergeordnet und
von niederer Stufe ist.

§ 128. Das aussere Produkt zweier geltender Gréssen zeigte
sich nach § 55 dann als null, wenn sie von einander unabhingig
sind, d. h. wenn die Stufe des sie zunichst umfassenden Systemes
kleiner ist, als die Stufensumme der beiden Faktoren; oder, da wir
far das dussere Produkt jedes System, welchem die Faktoren unter-
geordnet sind, und dessen Stufenzahl grésser oder eben so gross
ist, wie jene Summe, als Beziehungssystem ansehen kdnnen, so kon-
nen wir das Gesetz des vorigen § erweiternd sagen:

»Ein Produkt zweier geltenden Werthe ist dann und nur dann
null, wenn die Faktoren von einander abhingig sind, und zu-
gleich ibr nichstumfassendes System mednger ist als das Be-
ziehungssystem.*

Hierin liegt dann zugleich, ,,dass ein solches Produkt nur dann
einen geltenden Werth hat, wenn entweder beide Faktoren von ein-
ander unabhingig sind, oder ihr nichstumfassendes System das Be-
zichungssystem ist.“ Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt
ein ausseres, im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedin-
gungen zugleich eintreten, d. h. beide Faktoren von.einander unab-
hangig sind und zugleich ibr nachstumfassendes System das Be-
ziehungssystem ist, so kann die Multiplikation nicht nur als aussere,
sondern auch als eingewandte nullten Grades aufgefasst werden.
Dadurch erweitert sich der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu
folgendem Satze:

*) Die Stufenzahl dieses Produktes ist ehen die Zahl, die wir oben Be-
ziehungszah! nannten.
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»Wenn in cinem Produkte zweier geltenden Werthe die Stufen-

summe der Faktoren kleiner ist als die Beziehungszahl, so ist.

das Produkt ein iusseres; ist jene Summe grdsser, so ist das

Produkt ein eingewandtes und zwar von so vielter Stufe, als

der Ueberschuss jener Summe iiber die Beziehungszahl be-

tragt; ist endlich jene Summe dieser Zahl gleich, so kann das

Produkt sowohl als &usseres, wie auch als eingewandtes null-

ter Stufe betrachtet werden.* ‘

Durch die Einfihrung des Beziehungssystemes oder des Haupt-
systemes haben wir somit den wichtigen Vortheil errungen, dass
es nun, wenn einmal das Beziehungssystem als Hauptsystem fest-
steht, nicht mehr néthig ist, fir das Produkt zweier Grdssen die
Multiplikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher
nun auch als @berflissig erscheint, die dussere Multiplikation von
der eingewandten oder die verschiedenen Grade der letzteren durch
die Bezeichnung zu unterscheiden.*)

§ 129. Um nun den geltenden Werth eines realen einge-
wandten Produktes in einen einfachen Begriff zu fassen, miissen
wir fir das gegebene Produkt, dessen Werth zu ermitteln ist, alle
Formen aufsuchen, in welchen es sich vermége der in der Defini-
tion festgestellten formellen Multiplikationsgesetze darstellen lasst,
ohne seinen Werth zu andern. Das, was.dann allel_l diesen For-
men gemeinschaftlich ist, wird den Werth dieses Produktes unter
einen einfachen Begriff gefasst darstellen. Die vermége der Defi-

*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortheil einer leichteren Anwendbar-
keit auf die Raumlehre gewonnen. Betrachten wir z. B. die Ebene, also ein Ele-
mentarsystem dritter Stufe, als Hauptsystem, wie dies iiberall in der Planimetrie
geschieht, so wird das Produkt zweier Elementargréssen in Bezug auf dies Sy-
stem dann und nur dann null sein, wenn sie von elnander abhlingig sind, und zu-
gleich einem System zweiter Stufe angehdren, d.h. wenn sie Punkte oder Rich-
tungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden Linie liegen. Be-
trachten wir ferner den Raum, d. h. also ein Elementarsystem vierter Stufe als
Hauptsystem, wie dies in der Stercometrie als solcher geschieht, so wird das
darauf beziigliche Produkt zweier Elementargrissen dann und nur nur dann null
sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und zugleich von einander abhlingig
sind, d. h. Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich baben; z. B. das Produkt
zweier Liniengrossen, welche sich schneiden oder einander parallel sind, das
aweier Ebenen, weon sie in einander liegen u. s. w.
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nition verstatteten Formanderungen sind erstens die allgemein mul-
tiplikative, dass man die Faktoren in umgekehrtem Yerhaltnisse an-
dern- darf, und zweitens die besondere, dass man aus dem einen
Faktor ein Stiick weglassen darf, was von dem andern Faktor in ei-
nem hoheren Grade abhangt, als die Stufe des eingewandten Pro-
duktes betragt, oder, aufs Beziehungssystem zuriickgefiihrt, dass
man aus dem einen Faktor ein Stick weglassen darf, welches mit
dem andern Faktor zusammen von einem Systeme umfasst wird,
dessen Stufe kleiner ist als die Beziehungszahl. Als einfachster
Fall erscheint der, wo der eine Faktor das Beziehungssystem dar-
stellt, der andere also ihm untergeordnet ist, oder kiirzer ausge-
driickt, wo das Produkt in Form der Unterordnung erscheint.
Da hier das nichst umfassende System immer zugleich das Bezie-
hungssystem ist, so kann keinem der Faktoren ein geltendes Stiick
hinzugefiigt werden, ohne den Werth des Produktes. zu &ndern.
Die einzige Formanderung, welche den Werth des Produktes unge-
andert lasst, ist daher die allgemein mulliplikative, dass namlich
die Faktoren sich in umgekehrtem Verhiltnisse andern dirfen, also
A.B=mA E
m
gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrisse darstellt.
Es bleiben somit bei allen verstatteten Forménderungen die Sy-
steme der beiden Faktoren konstant, und ihre Grésse andert sich
dabei nur in umgekehrtem Verhéltnisse. Die Znsammenschauung
beider Systeme nebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative
Weise zu vertheilenden Quantum bildet daher den Werth jenes
Produktes.

§ 130. Sind in dem allgemeineren Falle A und B die beiden
Faktoren des eingewandten Produktes, und stellt die Grésse C,
deren Stufenzahl ¢ sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche Sy-
stem dar; so wird, wenn B gleich CD gesetzt wird, AD nach § 126
das nichstumfassende System, also auch nach § 128, wenn das
Produkt nicht null ist, das Beziehungssystem darstellen.*) Nun
zeigten wir in § 129, dass dann ausser der allgemeinen multiplika-

*) Wir setzen hier natiirlich voraus, dass das Produkt nicht null sei:weil
fiir den Fall, dass es null ist, keine Ermittelung seines Werthes mehr nithig jst.
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tiven nur die Formanderung verstattet ist, dass der eine Faktor CD
um ein Stiick wachse, welches von dem andern Faktor A in einem
hoheren als dem c-ten Grade abhéngig ist. Es ist klar, dass dies
Stiick nicht mit CD gleichartig sein dirfe, weil ¢in solches mit A
in demselben Grade der Abhangigkeit stehen wirde, wie CD selbst;
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Fiir die
Addition der ungleichartigen Grossen hatten wir einen realen und
einen formalen Begriff aufgestellt, von denen der erstere dann ein-
trat, wenn beide zu addirenden Grdssen auf eine solche Weise in
einfache Faktoren zerlegt werden konnen, dass sie alle bis auf Ei-
nen Faktor gemeinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addi-
tion nur als abgekiirzte Schreibart auftrat, so werden wir die Be-
deutung unseres Produktes schon auffinden, wenn wir nur die reale
Addition beriicksichtigen, und also annehmen, das hinzuzuaddirende
Stick habe mit CD alle einfachen Faktoren mit Ausschluss Eines
solchen gemeinschaftlich. Dieser eine einfache Faktor nun wird,
da das hinzuzuaddirende Stiick von A in einem hoheren als dem
c~ten Grade abhiingen soll, nothwendig dem Systeme von A ange-
héren, wahrend unter den iibrigen einfachen Faktoren nothwendig
die saimmtlichen einfachen Faktoren von G vorkommen miissen.
Es wird sich also dies Stiick in der Form CE darstellen lassen
miissen, wo E von A abhangig ist. Hiernach wird nun das Pro-
“dukt in der Form
A.(CD +4CE) oder A.C(D 4+ E)
erscheinen, wo E von A abhingig ist. Vergleichen wir nun die
beiden Produkte :
A.CD=A.C(D+E),
s stellt AD das nachstumfassende System fiir die Faktoren des er-
sten, A (D 4 E) das fir die Faktoren des zweiten Produktes dar;
und da E von A abbangig, also
AD=AD+E)
ist, so ist auch das nichstumfassende System fiir beide Prodiikte
dasselbe. Ausser dieser Formanderung ist nur noch die allgemein
multiplikative verstattet, dass die Faktoren sich in umgekehrtem
Zahlenverhaltnisse indern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren
nicht gedndert werden, also das gemeinschaftliche und das nachst-
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umfassende System auch bei dieser Forminderung dieselben blei-
ben, so bleiben die genannten Systeme iiberbaupt bei jeder Form-
inderung des Produktes dieselben, und gehéren also zu demjemgen,
was den konstanten Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man
den gemeinschafilichen dusseren Faktor C als den mittleren, so dass
das Produkt, wie wir es schon oben darstellten, in der Form

A.CD

erscheint; so giebt das Produkt der &dusseren Faktoren AD das
nichstumfassende System; und es stellen dann also sowohl der
mittlere Faktor als das Produkt der beiden &usseren AD konstante
Systeme dar. — Vergleichen wir beide Gréssen C und AD auch
ihrem Werthe nach, so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestal-
tungen zu bericksichtigen, durch welche der Werth der einge-
wandten Faktoren A und CD, aber nicht der ihres Produktes
A.CD geandert wird, sondern auch diejenigen, welche den Werth
des ausseren Produktes CD und das System seines ersten Faktors
ungeandert lassen. Vermdge der ersten Art der Umgestaltung
konnte CD um ein Stick CE wachsen, in welchem E von A ab-
hingig ist, vermoge der zweiten kann D um ein von C abhangiges

- Stick wachsen, welches dann gleichfalls von A abhingig sein muss,

weil G dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch dies
Stick mit E, so verwandelt sich in beiden Fallen das Produkt A.CD
in das ihm gleiche A.CG(D + E). Da nun E von A abhingig, also
‘ A(D+E)=AD
ist, so ist in beiden Produkten sowohl der Werth des mittleren Fak-
tors, als auch der Werth des Produktes aus den ausseren Faktoren
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Um-
gestaltung nur noch die allgemeine multiplikative Formanderung,
nach welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhaltnisse an-
dern konnen, anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei bei-
den Arten der Umgestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen
Faktor eine Zahl als Faktor hinzugefiigt wird, einem andern die-
selbe Zahl als Divisor hinzugefiigt werden miissen, also auch, wenn
von den drei Faktoren des Produktes einer, z. B. C, m-mal grasser
wird, so muss das Produkt der beiden andern m-mal kleiner wer-
den; d. h. C und AD missen sich dann im umgekehrten Verhalt-
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nisse dndern.*) Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Sy-
steme konstant bleiben, so kdnnen wir als Resultat der bisherigen
Entwickelung den Satz aussprechen, ;,dass, wenn ein eingewandtes
Produkt auf den Ausdruck A.CD gebracht ist, in welchem der mitt-
lere Faktor (0 das den beiden Faktoren des eingewandten Produktes
A und CD gemeinschaftliche System darstellt, dann C und AD, d. h.
der mittlere Faktor und das Produkt der beiden aussern sich nur
im umgekehrten Verhaltnisse dndern konnen, wenn das ganze Pro-
dukt konstanten Werth behalten soll.«

§ 131. Um die Bedeutung des eingewandten Produktes voll-
standig zu gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob
diese beiden Systeme, die durch den mittleren und durch das Pro-
dukt der ausseren Faktoren dargestellt sind, nebst dem auf sie in
multiplikativer Weise zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei
ungeindertem Werthe des eingewandten Produktes konstant bleibt,
vollstindig darstellen, oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene
Grossen C und AD in umgekehrtem Verhaltnisse andern, das Pro-
dukt A . CD stets konstanten Werth behalte, vorausgesetzt, dass der
mittlere Faktor C unausgesetzt das den beiden Faktoren A und CD
gemeinschaftliche System darstelle. Dass dies in der That der
Fall sei, konnen wir leicht beweisen, wenn wir noch voraussetzen,
dass die eingewandten Faktoren gleiche Stufenzahl behalten. Zu
dem Ende seien A.CD und A’. C'D’ zwei solche Produkte, in wel-
chen der mittlere Faktor C oder C" das den beiden eingewandten
Faktoren A und CD oder A’ und C'D’ gemeinschaftliche System dar-
stellt. Wir setzen voraus, dass beim Uebergange aus dem einen
Ausdrucke in den ‘andern AD sich im umgekehrten Verhaltnisse
geandert habe wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme konstant
geblieben sind), und dass die Stufenzahl von A und die von CD
dieselben geblieben seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte
A.CD und A'.CD’ einander gleich seien. Zunachst konnen wir

*) Gehtz. B. A iiberin mA, so wird CD iibergehen in %) oder C %; geht
augleich C Gber fn nC, 80 gebt -iberin - das Prodakt der kusseren Fakioren

*=* *dann iibergegangen in %, withrend C in nC iibergegangen ist.
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das letztere auf die Form bringen, dass der mittlere Faktor der-
selbe sei, wie in dem ersten Produkte, wodurch dann auch das Pro-
dukt der beiden dusseren in beiden gleichen Werth erhalten wird.
Es sei dann das letztere Produkt ibergegangen in A, .CD,, so ha-
ben wir nun die einfachere Voraussetzung, dass
AD=A D, .

ist, und A und A, ebenso wie D und D, von gleicher Stufe sind;
und zu beweisen bleibt dann nur, dass

A.CD=A1 ’CD‘

sei. ~ Zwei gleiche dussere Produkte, deren entsprechende Faktoren
gleiche Stufenzahlen haben, (wie hier AD und A,D,) missen aber
durch eine Reihe von Forméinderungen aus einander erzeugbar sein,
welche theils darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehr-
tem Verhaltnisse indern, theils darin, dass der eine Faktor um ein
von dem andern abhingiges Stiick wachst. Bei der ersten Aende-

. rungsart ist unmittelbar einleuchtend, dass sich auch der Werth des

eingewandten Produktes A .CD nicht indere. Bei der letzten kann
entweder D um ein von A abhangiges Stick, oder A um ein von D
abhangiges wachsen. Geht also zuerst D in D 4 E iiber, wo E von
A abhangig ist, so geht A.CD in A.C (D+4-E) oder in A.(CD 4 CE)
iber. Da hier E von A abhingig, C aber dem A untergeordnet,
also im c-ten Grade von ihm abhangig ist, so ist CE in einem hg-
heren-als dem c-ten Grade von A abhangig, kann also als Stick
des andern Faktors weggelassen werden, es ist also der Werth des
Produktes noch derselbe geblieben. Zweitens konnte der Faktor A
um ein von D abhangiges Stiick wachsen. - Es sei A gleich CF, so
muss nun, wenn C noch immer, wie wir voraussetzten, das gemein-
schaftliche System darstellen soll, das Wachsen des Faktors A um
ein von D abhingiges Stick dadurch bewirkt werden, dass F um
ein von D abhingiges Stiick wachst; dies wird dann, aus demselben
Grunde, wie vorher der Zuwuchs von D, den Werth des ganzen Pro-
duktes ungeandert lassen. Somit sehen wir, dass bei allen Aende-
rungen, welche den Werth des mittleren Faktors und den des Pro-
duktes der beiden dusseren ungeindert lassen, auch der Werth des
gesammten Produktes ungeandert bleibt; oder, indem wir noch ei-
nen Schritt weiter zuriickgehen, dass, wenn sich jene Grossen C
13
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und AD in umgekehrtem Verhaltnisse dndern, der Werth des Pro-
duktes A .CD unter der Voraussetzung, dass die Stufenzahlen von A
und CD dieselben bleiben, sich nicht andere. Fassen wir hiermit
das Resultat des vorigen § zusammen, so kdnnen wir sagen, der
Werth eines eingewandten Produktes bestehe, wenn die Stufenzah-
Jen der Faktoren gegeben sind, in dem gemeinschaftlichen und
nichstumfassenden Systeme beider Faktoren nebst dem auf beide
Systeme multiplikativ zu vertheilenden Quantum.

§ 132. Es erscheint hiernach der Begriff des eingewandten
Produktes noch abhangig von den Stufenzahlen, sofern nach den
bisherigen Bestimmungen zwei Produkte noch nicht als gleich be-
trachtet werden konnten, so lange ihre Faktoren ungleiche Stufen-
_ zahl besassen. Diese Abhingigkeit des Begriffes von den Stufen-
zahlen fihrt in denselben eine Beschrinkung hinein, welche der
Einfachheit des Begriffs schadet und der analytischen Behandlung
widerstrebt. Indem wir daher diese Beschrinkung aufheben, setzen
wir fest, ,,dass 2zwei eingewandte Produkte von geltendem Werthe
A.CD und A.CD’, in welchen die beiden letzten Faktoren durch
jussere Multiplikation verkniipft sind, der mittlere aber das den
beiden eingewandten Faktoren (A ued CD, oder A" und €'D") ge-
meinschaftliche System darstelit, einander gleich seien, sobald dber- -
haupt das Produkt der aussersten Faktoren und der mittlere in bei-
den Ausdriicken gleich sind, oder in umgekehrtem Verhaltnisse
stehen, gleich viel, ob die Stufenzahlen der entsprechenden Fakto-
ren dbereinstimmen oder nicht.*) Namentlich konnen wir durch
diese Bestimmung jedes eingewandte Produkt auf die Form der Un-
terordnung (s. § 129) bringen. In der That ist hiernach

A.CD=AD.C,
wenn im ersten Produkte C und D durch aussere, A und CD durch
eingewandte Multiplikation verkniipft sind, und C das gemeinschaft-
liche System der beiden eingewandten Faktoren darstellt. Denn in
dem letaten Ausdrucke kann AD als erster, C als mittlerer und die
Einheit als letzter Faktor vorgestellt werden, welcher mit D (nach

*) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechtigt, da iiber die
Vergleichung von eingewandten Produkten mit ungleichen Stufenzahlen ihrer
Faktoren noch nichts festgesetzt ist. Wir sind dazu gedrungen, wein wir der
Wissenschaft die ibr gebiibrende Einfachheit erhalten wollen.
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Kap. IV) durch dussere Multiplikation verkniipft ist, wihrend C noch
das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form aufgefasst
bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der &ussersten Fakto-
ren und denselben mittleren Faktor dar, wie das erste, und-beide
sind somit einander gleich.

Noch habe ich hier daran zu erinnern, dass, wenn das Pro-
dukt der -dussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Be-
ziehungssystem, dann beide Produkte gleichzeitig null werden (nach
§ 127), also auch fiir diesen Fall ibhre Gleichheit bewahrt bleibt.
Nehmen wir endlich einen bestimmten Theil H des Hauptsystems
als Hauptmass (§ 87) an, so konnen wir jedes auf jenes Hauptsy-
stera beziigliche eingewandte Produkt auf die Form bringen, dass
der erste Faktor das Hauptmass wird. Namlich wir konnen nach
dem vorher gesagten jedes solche Produkt, wenn es einen gelten-
den Werth hat, auf die Form bringen, dass der erste Faktor das
Beziehungssystem oder hier das Hauptsystem darstellt, also auch,
da wir die Faktoren in umgekehrtem Verhaltnisse andern kénnen,
auf die Form, dass der erste Faktor irgend ein bestimmter Theil
des Hauptsystems, also auch dass er das Hauptmass wird. Jst das
eingewandte Produkt null, so kénnen wir den ersten Faktor belie-
big setzen, wenn nur der zweite null ist, also kann auch in diesem
Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden. Wir
nennen dann, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist, den
zweiten Faktor desselben ,,den eigenthiimlichen (specifischen) Werth
oder Faktor jener Produktgrosse in Bezug auf das Hauptmass H,*
und sein System, welches zugleich das beiden Faktoren gemein-
schaftliche System ist, ,,das eigenthiimliche System Jener Grasse;“
seine Stufenzahl, d. h. die Stufenazahl des beiden Faktoren gemem-
schaftlichen Systems™), kénnen wir als Stufenzahl der Grésse selbst

" auffassen. Erst bei dieser. Betrachtungsweise tritt der Werth des

eingewandten Produktes in seiner ganzen Einfachheit hervor.
§ 133. Aus dem im vorhergehenden Paragraphen aufgeste]l-
ten Begriffe des eingewandten Produktes kénnen wir nun das Ver-

*) Ist die Produkigrssse also von geltendem Werthe (und nur in diesem Falle
lisst sich von einer Stufenzahl derselben reden) so ist die Stufenzahl der Produkl.-
grosse gleich der Stufe der eingewandten Mukiplikation.

13*
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tauschungsgesetz ableiten. Betrachten wir nimlich zwei Produkte
von geltendem Werthe,

AB.AC und AC.AB,
in welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation, das unmittel-
bare Zusammenschreiben die dussere Multiplikation andeuten soll,
und in welcher der Faktor A das gemeinschaftliche System, ABC
oder ACB also das nachstumfassende System oder das Beziehungs-
system darstellt, so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen

AB.AC=ABC.A,

AC.AB=ACB.A.

' " . Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt, ie

nachdem ABC und ACB es sind, d. h. je nachdem die Ausseren
Faktoren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel vertauschen
lassen. Nun hat man bei der Vertauschung zweier dusseren Fak-
toren, welche auf einander folgen (nach § 53), nur dann (aber auch
stets dann) das Vorzeichen zu andern, wenn die Stufenzahlen bei-
der Faktoren ungerade sind. Man wird also auch die Faktoren je-
nes eingewandten Produktes mit oder ohne Zeichenwechsel vertau-
schen kdnnen, je nachdem die Stufenzahlen von B und C beide zu-
gleich ungerade sind oder nicht. Die Stufenzahlen von B und C
erginzen aber die der eingewandten Faktoren AC und AB zu der
Stufenzahl des Bezichungssystemes ABC. Nennen wir daher dieje-
nige Zahl, welche die Stufenzahl einer Grdsse zu der des Be-
ziehungssystemes erginzt, die Erginzzahl jener Grésse (in Bezng
auf jenes System), so haben wir das Gesetz:
»Die beiden Faktoren eines eingewandten Produkies lassen
sich mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschen, je nachdem
die Erginzzahlen der Faktoren beide zugleich ungerade sind
oder nicht ’
Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehungs-
system darstellt, sich ohne Zeichenindering vertauschen lisst, da
seine Erginzzahl null, also gerade ist. Es entspricht dies Gesetz
dem in § 55 fiar die &ussere Multiplikation aufgestellten, womit
noch der Satz in § 68 iber die willkiihrliche Stellung der Zahlen-
grasse zu vergleichen ist. Da hier die Erganzzahlen in die Stelle
der dort vorkommenden Stufenzahlen eintreten, so erscheint es
Gberhaupt als zweckmissig, auch fir die Gbrigen Sitze der &usse-
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ren Multiplikation, welche sich auf die Stufenzahlen beziehen, hier
die entsprechendern aufzusuchen, was natiirlich hier nur gescheben
kann in Bezug auf Produkte aus zwei Faktoren. Es war die Stufen-
zahl eines iusseren Produktes, von geltendem Werthe die Summe
aus den Stufenzahlen seiner Faktoren. Bei der eingewandten Mul-
tiplikation ist die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen
Systems (nach § 132) als die Stufenzahl der Produktgrosse, wenn
diese einen geltenden Werth hat, aufgefasst. Sind a und b die
Stufenzablen der Faktoren, und h die des. Beziehungssystems, was
hier zugleich das nachstnmfassende System ist, so ist die des ge-
meinschaftlichen Systems (g) nach § 126 gleich a-+b—h. Um
hier die Erginzzahlen einzufihren, kann man der Glewhnng fol-
gende Gestalt geben

—g= h—a +h—b,
oder wenn man die Erg?mzzahlen mit a', b’, g’ bezeichnet,

g=a'+b,

d. h. die Ergéanzzahl eines eingewandten Produktes von geltendem
Werthe ist die Summe aus den Erginzzahlen seiner beiden Fakto-
ren. Es bleibt uns noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu be-
ricksichtigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall
(nach § 125) dann ein, wenn das beiden Faktoren gemeinschaft-
liche System von héherer Stufe war, als die Stufe der eingewand-
ten Multiplikation d. b. a 4- b—h betrug, also wenn

g>a+b—h, d h '

h—a+h—b>h—g,

oder wenn
a+b>¢,

und ausserdem nur noch, wenn einer der Faktoren null ist, d. h.
»ein eingewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn
die Ergiinzzahlen beider Faktoren zusammengenommen grésser sind,
als-die Erganzzahl jdes beiden Faktoren gemeinschaftlichen Systems.‘
Ein dusseres Produkt zweier geltenden Werthe hingegen erschien
als null, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenommen
grosser sind als die des beide Faktoren zunachst umfassenden Sy-
stemes. Es stimmen also diese Gesetze fiir beide Multiplikations-
weisen tiberein, wenn man den Begriff der Stufenzahl gegen den
der Erganzzahl und den des nichstumfassenden Systems gegen den
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des gemeinschaftlichen austauscht; eine Beziehung, welche, wie wir
sehen werden, bei der weiteren Entwickeling ihre Giltigkeit bei-
behalt.

§ 134. Das Produkt von drei und mehr Faktoren, zu welchem
wir nun ibergehen, kann stets auf das von zwei Faktoren zuriick-
gefilhrt werden, wenn nur die Multiplikation zweier Faktoren auch
fir den Fall feststeht, dass diese Faktoren wieder Produkte sind.
Da nun, wenn die Faktoren wieder eingewandte Prodakte sind, der
Sinn ihrer Multiplikation noch nicht festgestellt ist, so bediirfen
wir hier einer neuen Definition; und zwar 1miissen wir festsetzen,
welche Bedeutung eine beliebige Produktgrsse als erster Faktor,
und welche sie als zweiter Faktor habe. Wenn eine Grosse als
zweiter Faktor auftritt, so wollen wir sagen, es werde mit ihr mul-
tiplicirt, wenn als erster, sie selbst werde multiplicirt. Ich setze
nun fest, ,,mit einer. Produktgrasse, welche auf die Form der Un-,
terordnung gebracht, d. h. so dargestellt ist, dass jeder folgende
Faktor dem vorhergehenden untergeordnet sei, multipliciren heisse
mit ihren Faktoren fortschreitend*) multipliciren, und ferner
»eine Produktgrésse, welche auf die Form der Unterordnung ge-
bracht ist, mit irgend einer Grasse multipliciren heisse den letzten
Faktor der, ersteren mit der letzteren multipliciren (ohne die frithe-
ren Faktoren zu andern)“. Hierbei muss danm natirlich, damit
der Sinn der gesammten Multiplikation klar sei, die Stufe fiir eine
jede der einzelnen Multiplikatienen, auf welche jene eine reducirt
wird, bestimmt sein. Dass diese Definitionen fiir jedes reale Pro-
dukt ausreichen, werde ich sogleich zeigen. Das Produkt wird nam-
lich als ein reales von geltendem Werthe erscheinen, wenn bei den
einzelnen Multiplikationen die Stufe der eingewandten Multiplikation

‘mit dem Grade der Abhingigkeit iibereinstimmt; hingegen wird es
“null werden, wenn der Grad der Abhingigkeit bei irgend einer die-
ser Multiplikationen die Stufe der Multiplikation iibersteigt, indem
dadurch dann einer der Faktoren null wird. Bless formale Bedeu-
tung wird es haben, wenn der Grad der Abhingigkeit irgendwo

*) Fortschreitend mit einer Reilu; von Grissen verkniipfen heisst nach dem
schon friiher eingefiihrten Sprachgebrauche so verkniipfen, dass das jedesmalige
Ergebniss der Verkniipfung mit der nichstfolgepden Grdsse der Reihe verkniipft

‘rd.
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geringer ist als die Stufe der zugehdrigen Multiplikation, ohne dass
anderswo das entgegengesetzte Verhaltniss eiotritt.

§ 135. Der Nachweis dafiir, dass die aufgesteliten Defimitio-
nen far das reale Produkt ausreichen, fallt zusammen mit dem Be-
weise des Satzes, dass jedes reale Produkt sich auf die Form der
Unterordnung bringen lasse. In der That lasst sich nach § 132
zunichst das Produkt zweier reiner Faktoren (so kéanen wir sol-
che Faktoren nennen, die nicht wieder als eingewandte Produkte
erscheinen) auf die Form der Uanterordnung bringen. Kommt nun
zu einem solchen Produkt A.B, wo B dem A untergeordmet sei,
ein dritter reiner Faktor hinzu, welcher mit B im c-ten Grade der
Abhéangigkeit steht, mit A im (c4-d)-ten, wahrend seine eigne Stu-
fenzahl ¢ 4- d 4 e betragt, so wird er sich darstellen lassen in der
Form CDE, wo C dem B (also auch dem A) untergeordmet ist, und
CD dem A, wihrend sonst keine Abhingigkeit stait findet, voraus-
gesetzt mamlich, dass ¢, d, e die Stufenzahlen von C, D, E siod.
Ist dann das Produkt ein reales von geltendem Werthe, d.h. stimmt
die Stufe der Multiplikation mit dem Grade der Abhangigkeit dber-
ein, so lasst sich zeigen, dass

- A.B.CDE==AE.BD.C
sei. In der That, da hier die Produktgrosse A .B in der Form der
Untemrdnung erscheint, so wird sie mit einer andern Grosse CDE
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multipli-
cirt; also ist )
A.B.CDE=A.(B.CDE).

Es ist aber B.CDE, da C dem B untergeordmet, und ¢ der
Grad der Multiplikation ist, gleich BDE .C (nach § 13R2), also jenes
Produkt

: ==A.(BDE.C).

Da hier C dem B, also auch dem BDE untergeordnet ist, so -
multiplicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit
BDE. C, indem man zuerst mit BDE und das Ergebniss dieser Mal-
tiplikation mit C multiplicirt. Nun ist aber A.BDE, da B und D,
also auch BD, dem A untergeordnet sind, und (b -+ d) den Grad -
der Multiplikation darstellt, gleich AE .BD; also ist der obige Aus-
druck

=AE.BD.C.
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Dieser Ausdruck hat die Form der Untetordnung, da C dem
B, also auch dem BD, BD aber dem A, also auch dem AE unterge-
ordnet ist. Somit ldsst sich das fortschreitende Produkt von drei
reinen Faktoren stets auf die Form der Unterordnumg bringen.
Kommt nun noch ein vierter Faktor hinzu, so kann man zuerst die
3 ersten auf die Form der Unterordnung bringen.

Es sei A.B.C diese Form. Tritt nun ein vierter Faktor hin-
zu, so muss, damit der Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei,
festgesetzt sein, in welchem Grade der Abhingigkeit er mit jeder
der drei Grossen A, B, C stehen muss, wenn das Produkt einen
realen geltenden Werth haben soll; es mége dann der vierte Faktor
von C im d-ten Grade abhiangig sein, von B im (d 4- e)ten, von A
im (d4-e+-f)ten Grade, wihrénd er selbst zur Stufenzahl d e
+-f+4-g habe, so wird er sich in der Form DEFG darstellen lassen,
wo D dem C, E dem B, F dem A untergeordnet ist, und d, e, f, g
die Stufenzahlen von D, E, F, G darstellen. Dann kann man zei-
gen, dass

A.B.C.DEFG—AG.BF.CE.D
sei. Denn es ist )
A.B.C.DEFG==A.B.(C.DEFG)
==A.B.(CEFG.D),
da namlich D dem C untergeordnet ist. Da nun CEFG.D in der
Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzel-
nen Faktoren CEFG und D fortschreitend multipliciren; B giebt
aber mit CEFG multiplicirt, da C und E, also auch CE dem B_un-
tergeordnet sind, den Ausdruck BFG.CE. Man erhilt alse den
obigen Ausdruck '
. =A.(BFG.CE).D
=A. BFG.CE .D
=AG.BF.CE.D,
da namlich B und F, also auch BF, dem A untergeordnet sind. Also
erscheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen Faktoren
in der Form der Untererdnung, und es lasst sich schon jibersehen,
wie ganz auf dieselbe Weise folgt, dass iiberhaupt ein fortschrei-
tendes Produkt aus beliebig vielen reinen Faktoren sich auf die
Form der Unterordnung bringen lasst. " Ist nun aber dies der Fall,
~ wird, da nach den Definitionen sich die Multiplikation iiberhaupt
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auf die fortschreitende Multiplikation reiner Gréssem zuriickfilhren
lasst, dasselbe auch von beliebigen realen Produkten gelten, nam-
lich dass
»jedes reale Produkt sich in Form der Unterordnung darstel-
len lasst.*

Es reichen daher in der That die obigen Deﬁnmonen fﬁr das
reale Produkt aus, und die Form der Unterordnung, als die ein-
fachste, auf die sich das reale Produkt bringen lasst, besummt die
Bedeutung desselben.

§ 136. Es entsteht uns nun dne Aufgahe, die versclnedemn
Umgestaltungen, welche nach der bis hierher gefibrten Darstellung
das eingewandte Produkt zulasst, in ein einfaches Hauptgesetz zu-

- sammenzufassen, auf welches wir dann in der Folge stets zuriick-

gehen konnen, wenn es sich um solche Umgestaltungen handelt.
Wir brauchen, um dazu zu gelangen, nur die im vorigen Paragra-
phen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzufiihren und in Worte
zu kleiden. Es ergab sich dort, dass

A.B.CDE==AE.BD.C
sei, wenn B dem A untergeordnet ist, C das System darstellt, was
CDE mit B, also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das Sy-
stem darstellt, was CDE mit A gemeinschaftlich hat, und iberdies
die Axt der Multiplikation so angenommen ist, dass sie unter die-
sen Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter
denselben Voraussetzungen -ergiebt sich namlich auch

EDC.B.A=EA.DB.C.
Denn

EDC.B.A=(EDC.B).A

=(EDB.C).A;
und da EDB.C in der Form der Unterordnung erscheint, so multi-
plicirt man es (nach § 134) mit A, indem man C mit A multipli-
cirt; da C dem A untergeordnet ist, so ist hier nach § 133 die
Ordnung gleichgiltig; man erhalt also den zuletzt gefundenen Ans-
druck
=EDB.(A.C);

da wieder A.C auf die Form der Unterordnung gebracht nst, 80
kann man hier mit A und C fortschreitend multipliciren, und er-
halt den letzten Ausdruck -
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== EA.DB.C.
Auf dieselbe Form nun fihrt der Ausdruck
EDC.A.B oder EDC.(A.B)
zuriick; namlich da EDG.A gleich EA.DC ist, so hat man jenen
Ausdruck .
EDC.A.B==EA.DC.B
==EA.DB.C.

Daraus folgt also, dass mam in einem Produkte von realem
geltenden Werthe mit zwei einander eingeordneten*) Faktoren
fortschreitend in beliebiger Ordnung multipliciren, oder auch mit
ihrem Produkte auf einmal muitipliciren darf. Wenn ¢, d, e die
Stufenzablen von C, D, E sind, so ist hier angenommen (s. den vo-
rigen §), dass EDC von A im (c4-d)ten Grade von B im c-ten
Grade abhinge, und da in beiden Produkten
‘ - EDC.A.Bund EDC.B.A
die Multiplikationsweise als eine reale von geltendem Werthe ange-
nommen ist, wenn der so eben bezeichnete Grad der Abhéngigkeit
statt findet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber auch
nur dann null werden, wenn der Grad der Abhingigkeit wichst,
also wird, wenn eins dieser Produkte null wird, auch das andere
null werden miissen. Somit bleibt das angefiihrte Gesetz auch be-
stehen, wenn das Produkt nur als ein reales aufgefasst ist, und da
es sich von 2 einander eingeordneten Faktoren ummittelbar auf
mehrere dbertragen lasst, so haben wir den Satz:

»otatt mit einem Produkte von einander eingeordneten Fakto-

ren zu multipliciren kann man mit den einzelnen Faktoren

fortschreitend multipliciren und zwar in beliebiger Ordnung.
Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen,
dass das Produkt bei demselben Abhangigkeitsverhiltniss in allen
diesen Formen gleichzeitig als real erscheint. Dies Gesetz driickt
somit eine Erweiterung des zweiten Theils der Definition (§ 134)
aus, dass.man, statt mit einem Produkt, welches in Form der Un-
terordnung erscheint, mit den Faktoren desselben fortschreitend
multipliciren. darf. Das Gesetz, was den ersten Theil der Definition

*) Einander eingeordnete Grbssen nennen wir solche, von denen die eine
~ndern untergeordnet ist.
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(§ 134) verallgemeinert, nimlich dass man ein Produkt aus einan-
der eingeordneten Faktoren mit einer Grésse multiplicirt, indem
man den letzten Faktor mit derselben mmltiplicirt, ergiebt sjich
leicht anf dhnliche Weise, wie das ebige Gesetz, ist aber von ge-
ringerer Bedeutung. Uebrigens ist klar, dass in dem obigen Gesetz
zugleich das Gesetz uber den mittleren Faktor in § 132 liegts
namlich .
BA.AC=BAC.A,

indem man, statt B fortschreltend mit A und dem lhm ubergeord-
neten AC zu multipliciren, auch 1 3n umgekehrter Folge multipliciren
darf.

§137. Wir verlassen den alligemeinen Begriff des eingewand-
ten Produktes und beschrinken die Betrachtung auf den Fall, dass
die Multiplikation- sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. Da
nun ein jedes solches Produkt nach § 132, wenn es auf die Form
der Unterordnung gebracht ist, als ersten Faktor entweder noth- -
wendig eine das Hauptsystem darstellende Grésse hat, oder doch in
dieser Form dargestellt werden kann, so folgt, dass, wenn man auf
ein Produkt aus mehreren Faktoren, welches sich auf dasselbe
Hauptsystem bezieht, das in § 135 mitgetheilte Verfahren anwendet,
das Produkt sich auf die Form bringen lasst, dass alle Faktoren mit

. Ausnshme des letsten das Hauptsystem darstellen.*) Bringen wir
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alle jene vorangehenden Faktoren, welche das Hauptsystem darstel-
len, durch Anwendung der allgemeinen multiplikativen Formande-
rung auf denselben Gréssenwerth, und fassen diesen Werth als
Hauptmass auf, so kdnnen wir dann den letzten Faktor, wie es-in
§ 132 schon in Bezug auf zwei Faktoren festgestellt ist, ,,den ei-
genthimlichen (specitischen) Werth oder Faktor jener Produktgrésse
in Bezug auf dies Hauptmass“ und das System desselben ,,das ei-
genthiimliche System‘ der Produktgrésse nennen, und die Stufen-

*) Esseiz. B. H.A.B dies Produkt, in welchem H das Hauptsystem dar-
stelle, indem niimlich das Produkt der beiden ersten Faktoren schon auf die ver-
langte Form gebracht ist; nun sei B—CD, wo im Falle, dass das ganze Produkt
geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dann ist jenes ganze
Produkt gleich H.AD.C, was die verlangte Form hat. Ist das ganze Produkt
nall, so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen, wenn nur der letzte null
ist; also kann auch daon das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden.
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zahl dieses Systems als Stufenzahl jener Produktgrésse selbst auf-
fassen.. Wir konnen ferner die Grossen, welche durch eingéwandte
Multiplikation reiner Gréssen (s. § 185) hervorgehen, Beziehungs-
grossen nennen, weil sie nur in ihrer Beziehung auf ein System
oder ein Mass eine einfache Bedeutung gewinnen. Als eigenthiim-
licher Werth einer reinen Grosse erscheint natirlich diese Grasse
selbst. Es gilt hier auch noch das, was wir in § 128 iber die Be-
zeichnung der Multiplikation bei zwei Faktoren sagten, dass es
namlich, wenn einmil das Hauptsystem als Beziehungssystem fest-
stehe, als uberflissig erscheine, die aussere Multiplikation von der
eingewandten oder die verschiedenen Grade der letzteren durch die
Bezeichnung zu unterscheiden.*) Dagegen tritt hier ein neuer Un-
terschied hervor, namlich der zwischen reinen und gemischten
Produkten. Namlich reine Produlfte_nenne ich solche, deren Fak-
toren fortschreitend stets durch dieselbe Art der Multiplikation ver-
kniipft sind, d. h. entweder nur durch dussere Multiplikation (aus-
sere Produkte), oder nur durch eingewandte auf ein und dasselbe
System beziigliche (reine eingewandte Produkte); gemischte hingegen
nenne ich solche, deren Faktoren fortschreitend entweder durch
beiderlei Arten der Multiplikation (3ussere und eingewandte) ver-
knipft sind, oder zwar bloss durch eingewandte 'aber auf verschie-
dene Systeme beziigliche. Da die reinen und die gemischten Pro-
- dukte verschiedenen Gesetzen unterliegen, so ist ihre Unterschei-
dung sehr wichtig; und obgleich eine Unterscheidung durch die Be-
zeichnung nicht nothwendig ist, indem durch die Stufenzahlen der
Faktoren, wenn das Hauptsystem als Beziehungssystem feststeht,
auch schon immer bestimmt ist, ob das Produkt ein reines oder
gemischtes sei, so erscheint eine solche Unterscheidung doch in
vielen Fallen als sehr bequem. Ich will mich daher in solchen

*) Ganz anders wiirde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation sein,
indem-bei ihr die verschiedenen Grade der Abhingigkeit zwischen den einzelnen
Faktoren festgestellt werden miissten, bei deneun das Produkt noch einen gelten-
den Werth hiitte. Das Produkt aus mehreren Faktoren wiirde dann seiner Art
nach durch eine Reihe von Zahlen bestimmt sein, welche jene Abhingigkeits-
grade darsteliten ; diese Bestimmung wiirde also eine zusammengesetzte sein,
und nicht mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und dies ist der Grund, wes-
halb wir diesen aligemeinen Fall hier ébergangen haben.
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Fillen der Punkte bedienen, um durch sie die Faktoren des reinen
Produktes von einander abzusondern, und will daher festsetzen,
dass, wo Punkte zur Bezeichnung der Multiplikation angewandt
werden, dann auch stets, wenn sie gar keiner oder derselben Klam-
mer eingeordnet sind, durch sie Faktoren eines reinen Produktes .
von einander abgesondert werden, wobei dann ein Produkt von
unmittelbar zusammengeschriebenen Gréssen in Bezug auf diese
Punkte jedesmal als Ein Faktor erscheint; z. B. bedeutet AB.CD.EF
ein reines Produkt, dessen Faktoren AB, CD, EF sind.

§ 138. Wir konnen nun die in § 133 fir zwei Faktoren er-
wiesenen Silze auch auf mehrere Faktoren ibertragen. Zuerst
was die Vertauschung betrifft, so zeigt sich, dass auch bei mehre-
ren Faktoren die Stellung eines Faktors, der das Beziehungssystem
darstellt, ganz gleichgiiltig ist; und daraus folgt dann dberhaupt,
dass man, um zwei Produktgrossen zu multipliciren, nur ihre eigen-
thimlichen Werthe in Bezug auf irgend ein Hauptmass zu multi~
pliciren, und diesem Produkte das Hauptmass so oft als Faktor
hinzuzufiigen hat, als es in beiden Gréssen zusammengenommen
als Faktor vorkommt; z. B. ist HPA .H"B, wo H das Hauptmass
darstellt, gleich HWH"A.B oder gleich Hm+"A . B. Hierin liegt
dann, dass zwei Produktgréssen, welche als Faktoren zusammen-
treten, gleichfalls mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind,
je nachdem ihre Erganzzahlen beide zugleich ungerade sind oder
nicht. Die folgenden Sitze jenes Paragraphen kénnen wir nur auf
reine eingewandte Produkte @bertragen. Da namlich bei zwei
Faktoren eines eingewandten Produktes von geltendem Werthe, die
Erginzzahl des Produktes die Summe ist aus den Erginzzahlen der
Faktoren, so bleibt dies Gesetz bestehen, wenn zu diesem einge-
wandten Produkte wieder ein eingewandter Faktor hinzutritt und
das Produkt wieder geltenden Werth behalt; es ist dann die Er-
ginzzahl des Gesammtproduktes, wie sogleich durch zweimalige
Anwendung des fir 2 Faktoren bewiesenen Gesetzes einleuchtet,
die Summe aus den Ergnzzahlen der Faktoren und so fort fiir be~
liebig viele Faktoren. Da iiberdies das Produkt zweier Faktoren
dann und nur dann als ein eingewandtes erscheint, wenn die Summe
der beiden Stufenzahlen grosser, d. h. die Summe der Erganzzah~
len kleiner ist als die Stufenzahl des Hauptsystems, so wird auch
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das geltende Produkt -aus drei und mehr Fakioren dann und nur
dann als ein reines eingewandtes erscheinen, wean die Summe der
Erganzzahlen stets kleiner. bleibt als die Stufenzahl des Hauptsy-
stems, d. h. wenn die Summe aller Ergimnzazahlen der Faktoren
. noch kleiner bleibt als die Stufenzahl des Hauptsystems. Um end-
lich auch den Satz aus § 133 idber das Nullwerden hier zu dber-
tragen, erinnern wir daran, dass die Summe der Ergamzzahlen
zweier Gréssen, welche das Beziehungssystem als nichstumfassen-
des System haben, und also als Produkt einen geltenden Werth
darbieten, gleich der Erginzzahl ihres gemeinschaftlichen Systemes
ist; dass aber, wenn das nachstumfassende System niedriger ist als
das Beziehungssystem, und das Produkt also null ist, die Stufen-
zahl des gemeinschaftlichen Systems grésser, seine Erganazahl also
kleiner wird, als die Summe der zu den Faktoren gehérigen Erganz-
zahlen. Tritt nun ein Faktor hinzu; so ist das gemeinschaftliche
System aller Faktoren dasjenige, was der hinzutretende Faktor mit
dem allen vorhergehenden Faktoren gemeinschaftlichen Systeme
selbst wieder gemeinschaftlich hat. Es wird also, sobald das ge-
sammte Produkt geltenden Werth behilt, die Summe aller Erginz-
zahlen gleich der Erginzzahl des den sammtlichen Faktoren ge-
meinschaftlichen Systemes sein; wenn aber durch irgend einen
Faktor, welcher hinzutritt, das Produkt null wird, ohne dass der
hinzutretende. Faktor selbst null ist, so wird dort die Erganzzahl
des gemeinschaftlichen Systemes kleiner werden, und somit auch,
wenn noch neue Faktoren hinzutreten, kleimer bleiben als die je-
desmalige Summe aus den Erginzzahlen der Faktoren. Es wird
" also ein reines eingewandtes Produkt, dessen Faktoren geltende
Werthe haben, dann und nur dann null werden, wenn die Erganz-
zahl des allen Faktoren gemeinschaftlichen Systems kleiner ist als
die Summe der Erginzzahlen der Faktoren. Auch liegt in der Art
der Beweisfiilhrung, dass der eigenthiimliche Werth eines solchen
Produktes, wenn es nicht null ist, das den simmtlichen Faktoren
gemeinschaftliche System darstellt. Fassen wir nun die iber die
Erginzzahlen aufgestellten Gesetze zusammen und schliessen die
entsprechenden Gesetze iber die Stufenzahlen ausserer Produkte
mit hinein, so erhalten wir den Satz:
,»Ein Produkt aus beliebig vielen Faktoren von geltenden Wer-

|
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then ist ein reines, wenn entweder die Stufenzahlen oder die
Erginzzahlen der Faktoren zusammengenommen kleiner sind
als die Stufenzahl des Hauptsystems, und zwar im ersteren
Falle ein ausseres, im letzteren ein eingewandtes, hingegen
ein gemischtes, wenn keins von beiden der Fall ist. Das
reine Produkt ist null im ersten Falle, wenn die Stufenzahlen
der Faktoren zusammengenommen grésser sind als die Stufen-
zahl des die Faktoren zunachst umfassenden Systemes, im
Jetzteren, wenn die Erginzzahlen der Faktoren zusammenge-
nommen grésser sind als die Erganzzahl des den Faktoren -
gemeinschaftlichen Systemes. Wenn das reine Produkt einen
geltenden Werth hat, so stellt der eigenthiimliche Werth des-
selben im ersten Falle das nachstumfassende, im letzteren das
gemeinschaftliche System dar; und im ersteren Falle ist die
Stufenzahl desselben die Summe aus den Stufenzahlen der
Faktoren, im letzteren ist seine Erginzzahl die Summe aus
. den Erganzzahlen der Faktoren. -

§ 139. Wir schreiten nun zu dem multiplikativen Zusammen-
fassungsgesetz, d. h. wir untersuchen, ob und in welchem Um-
fange X

PQR=P(QR) ’
gesetzt werden konnen. Schon aus dem Satze in § 136 geht her-
vor, dass fir das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz
im Allgemeinen nicht gelte*); hingegen wollen wir zeigen, dass
dasselbe fir das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass
also nach der in § 137 eingefihrten Bezeichnung allemal

P.Q.R=P.(Q.R)
sei. Zundchst leuchtet ein, dass, wenn die Giiltigkeit dieses Ge-
setzes nachgewiesen ist fir den Fall, dass P, Q, R reine Grossen
sind, sie damit auch zugleich fir den Fall, dass dieselben simmt-
lich oder zum Theil Beziehungsgrossen sind, nachgewiesen sei.

*) Allerdings konnen Fille aufgefiihrt werden, in welchen vermittelst des
Satzes in § 136 unser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet; allein
diese Fille sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie eintreten, so
zusammengesetzt, dass aus fbrer Aufziblung der Wissenschaft kein Vorthell

erwichst.
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Denn pach dem vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgréssen
so mit. einander zu multipliciren, dass man ihre eigenthiimlichen
Werthe in Bezug auf ein und dasselbe Hauptmass mit einander
multiplicirt und dem Produkte, gleichviel auf welcher Stelle, so oft
das Hauptmass als Faktor hinzufiigt, als es in beiden Grdssen zu-
sammen als Faktor enthalten war. Da man hiernach also in einem
Produkte tberhaupt jeden Faktor, der das Hauptmass darstellt, auf
eine beliebige Stelle setzen und beliebig aus einer Klammer her-
aus oder in eine solche hineinriicken kann, so folgt, dass jenes
Gesetz, wenn es fiir reine Grossen gilt, es auch fir Beziehungs-
-gréssen, also allgemein gelte. Nun gilt es zunichst nach den Ge-
setzen der ausseren Multiplikation fir aussere Produkte reiner Grés-
sen, also auch fir dussere Produkte iberhaupt. Es bleibt also nur
zu beweisen ibrig, dass es auch fir das reine eingewandte Produkt
reiner Grossen gelte. In diesem Falle kommt es darauf an zu zei-
gen, dass P, Q, R, wenn das eingewandte Produkt einen geltenden
Werth hat, sich in den Formen ABC, ABD, ADC darstellen lassen,
so dass- zugleich ABCD das Hauptsystem darstellt, Es seien die
Erganzzahlen der Gréssen P, Q, R beziehlich d, c, b, so ist die
Erganzzahl des Produktes oder des den drei Faktoren gemein-
schaftlichen Systemes A nach § 138 (am Schlusse) gleich der
Summe jener Zahlen, also gleich b+4-¢ 4-d; und ist also a die
Stufenzahl jenes gemeinschaftlichen Systemes, so ist die des Haupt-
systemes gleich a4b <4 ¢4 d. Zwei der Faktoren, z. B. P und
Q, werden nach demselben Satze ein System gemeinschaftlich ha-
ben, dessen Erganzzahl die Summe ist aus den Erginzzablen jener
Faktoren, also hier gleich ¢ 4- d ist; also ist die Stufenzahl dieses
gemeinschaftlichen Systemes gleich a 4-b; es wird somit dies Sy-
stem durch ein Produkt AB dargestellt werden kénnen, in welchem
B von b-ter Stufe und von A unabhangig ist. Ebenso wird das
dem P und R gemeinschaftliche System von a -}- c-ter Stufe sein,
und also eine von A unabhingige Grosse c-ter Stufe C in sich fas-
- sen. Und zwar muss dann C von AB unabhingig sein; denn ware
es davon abhingig, d. h. hitte C mit AB irgend eine Grésse ge-
meinschaftlich, so wirden die drei Faktoren P, Q, R diese Grésse,
also reine von A unabhingige Grosse, gemeinschaftlich enthalten,

mit der Annahme streitet. Somit sind nun der Grésse P drei
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von einander unabhingige Grdssen A, B, C untergeordnet, also
auch ihr Produkt ABC. Es muss sich daher P als Produkt dar-
stellen lassen, dessen einer Faktor ABC ist; da P aber selbst von
(a4 b+ c)-ter Stufe ist, so wird der andere Faktor, den P ausser
ABC enthalt, von nullter Stufe, d. h. eine blosse Zahlengrésse sein,
also P sich als Vielfaches von ABC darstellen lassen. Q und R
endlich werden aus demselben Grunde einen von A unabhingigen
Faktor D gemeinschaftlich haben, und so werden sich die Gréssen
P, Q, R beziehlich als Vielfache von ABC, ABD und ADC-darstel-
len lassen; ja da fir die Grossen A, B, C, D nur die Systeme,
welche durch sie dargestellt werden, bestimmt sind, sie selbst also
beliebig gross angenommen werden kdénnen, so wird man diesel-
ben, wie leicht zu sehen ist, auch so annehmen kénnen, dass die
Gréssen P, Q, R jenen Werthen, selbst gleich sind, also
P.Q.R=ABC.ABD. ADC

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden
Werth haben soll, also auch z. B. das Produkt ABC.ABD, so muss
hier das nachstumfassende System, also ABCD, zugleich das Bezie-
hungssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich ABCD.AB;
also der ganze Ausdruck

= ABCD.AB.ADC

== ABCD.ABDC. A.
Auf dieselbe Form nun lasst sich das andere Produkt P.(Q.R)
bringen; denn Q.R oder ABD.ADC ist gleich ABDC. AD, also

P.(Q.R)=ABC. (ABDC. AD).

Da nun ABDC das Hauptsystem darstellt, so kdnnen wir nach § 138
die eigenthiimlichen Werthe unter sich multipliciren und ABDC als
Faktor hinzufiigen. Wir erhalten aber ABC.AD gleich ABCD.A,
also ist der obige Ausdruck

== ABCD .ABDC.A. -
Da also die beiden Produkte P.Q.R und P.(Q.R) demselben
Ausdrucke gleich sind, so sind sie aach unter sich gleich. Wir
nahmen bei dieser Beweisfihrung an, dass die Produkte einen gel-
tenden Werth hatten. Nun konnen sie aber auch nur gleichzei-
tig null werden, weil nach § 138 das Nullwerden dann und nur
" dann eintritt, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System von
hoherer Stufe ist, als die Summe der Erginzzahlen betragt, und

: 14
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dies bei beiden Produkten pur gleichzeitig eivtreten kann. Also
bleibt auch fiir diesen Fall die Gleichheit beider Produkte beste-
h'en Das Gesetz gilt daber allgemein fiir reine Grossen, also muss
es nun auch, wie wir oben sahen, fir Beziehungsgréssen gelten,
so dass allgemein fiir die reine Multiplikation iberhaupt
P.Q.R=P.(Q.R)

ist. Da nun endlich das Zusammenfassungsgesetz, wenn es far drei
Faktoren gilt, auch fiir beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt
sich der allgemeine Satz:

»Die Faktoren eines remen Produktes lagsen sich beliebig zu-

sammenfassen.*

§ 140. Fir die Addition der Beziehungsgréssen bietet sich
das allgemeine multiplikative Beziehungsgesetz als begriffsbestim-
mend dar. Man hat dann nur beide auf die Form der Unterord-
nung zu bringen. Auf diese Form gebracht, erscheinen dann beide
als summirbar, wenn einestheils das Hauptmass in beiden gleich-
vielmal als Faktor erscheint, und anderntheils die Grossen selbst
eine gleiche Stufenzahl haben; und zwar werden sie dann addirt,
indem man die eigenthiimlichen Werthe addirt, und der Summe
das Hauptmass so oft als Faktor hinzufiigt, als es in jedem der
Produkte als Faktor enthalten war*). Das-aligemeine Beziehungs-
gesetz ist, dass

P.(Q+R)=P.Q+4P.R,
und

(Q+R).P=Q.P+R.P
sei. Die Giltigkeit desselben haben wir zuniichst nur fiir den Fall
nachzuweisen, dass die Gréssen P, Q, R reine sind; indem das
Hinzutreten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, auf
welches sich die Grossen beziehen, nichts andern kann. Wir neh-
men daher zuerst an, P, Q, R seien reine Gréssen. Es sei, um
die Stiacke der Summe .

P.Q+P.R

auf die Form der Unterordoung zu bringen, () ==AB, wo A dem

*) Diese Bestimmung dient eben als Definition, indem wir unter der Summe
2wefer Bezichungsgrissen die auf die angegebene Weise gebildete Summe ver-
steben.

1
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P untergeordnét ist, PB aber das Hayptsystem darstellt, auf wel-
ches sich die Multiplikation bezieht, und gleich H gesetzt werden
mag, und eben 80 sei R==CD, wo C dem P untergeordnet ist und
PD das Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenom-
men werden kanp (indem C dann nur im umgekehrten Verhélt-
nisse wie D geandert werden muss), so kann man es so apneh-
men, dass
PD~=PB-==H
wird. Dann ist
P.Q+P.Re=HA4+HC=H (A + (),

letzteres nach der Definition. Auf dieselbe Form nun kdnnen wir
auch P.(Q 4+ R) bringen. Namlich da PD gleich PB ist, so folgt,
dass D auch gleich B plus einer von P abhingigen Grosse, die wir
K nennen wollen, gesetzt werden konne; somit ist R, was gleich
CD gesetzt war, gleich C(B + K), oder gleich CB+CK.: Also ist
) P.(Q 4+ R)==P.(AB+ CB + CK).
Da hier K von P abhingig ist, CK also von P in einem hdheren
Grade abhangt als CB, so kann es mit P kein geltendes Produkt
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden, Es ist also
der obige Ausdruck

= P.(AB 4 CB)

=P.(A+C)B.
Da hier A und C, also auch (A+C) dem P untergeordnet sind, PB
aher oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck
wieder » )

== H (A +4 C).
Also sind die beiden zu vergleichenden Ausdriicke P.(Q 4 R)
und P.Q+4P.R demselben dritten Ausdrucke gleich, alse auch
beide unter sich gleich. Kommt nun ferner zu P das Hauptmass
mehrmals, etwa m mal, als Faktor hinzu, und eben so auch zu Q
und R, zu den letzteren aber gleichvielmal, damit sie summirbar
bleiben, etwa nmal; so ist das so gut, als kime H zu jedem von
den beiden Ausdriicken (m--n)mal als Faktor hinzu, also bleiben
sie gleich, wenn sie es vorher waren. Da nun endlich dasselbe
sich auch von den beiden Ausdriicken (Q+4 R).P und Q.P4R.P
sagen lasst, so folgt, dass das multiplikative Beziehungsgesetz auch
fir diese neuen Arten der Addition und Multiplikation ganz allge-

C14*
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mein gilt. Somit gelten nun auch alle Gesetze, die darauf gegriin-
det sind, d. h. )
»Alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation und
Division zur Addition und Subtraktion ausdriicken, gelten noch
immer allgemein fiir jede Art der Addition und Multiplikation,

“die bisher festgestellt ist.«

§ 141. Fir die Division ergiebt sich sogleich, dass sie nar
dann real ist, wenn Divisor und Dividend einander eingeordnet
sind, d. h. wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet
ist, oder dieser jenem. Im ersteren Falle ist die Division eine
Bussere, im letzteren eine eingewandte; wenn daher beide Fille
zugleich eintreten, d. h. wenn.Divisor und Dividend einander gleich-
artig sind, so kann die Division sowohl als aussere, wie auch als
eingewandte aufgefasst werden. Und zwar gelten diese Bestim-
mungen nicht nur, wenn die zua verkniipfenden Gréssen reine Grés~
sen, sondern auch wenn sie Beziehungsgrdossen sind. In dem lelz-
teren Falle kommt es dann darauf an, dass die eigenthiimlichen
Werthe in der angegebenen Beziehung stehen, wihrend das Haupt-
‘system, auf welches sich beide Gréssen beziehen, dasselbe ist.
Hierbei kann dann der Fall eintreten, dass das Hauptmass im Di-
visor 6fler als im Dividend als Faktor vorkommt; der Quotient er-
scheint dann als eine reine Grosse, welche mehrmals durch das
Hauptmass dividirt ist, oder welche mit einer Potenz des Haupt-
masses multiplicirt ist, deren Exponent negativ ist. Wir fassen
daher auch diese neue Grosse als Beziehungsgrésse auf, und nen-
nen den Exponenten derjenigen Potenz des Hauptmasses, mit wel-
cher der eigenthiimliche Werth einer Beziehungsgrésse durch Mul-
tiplikation verbunden ist, den Grad der Beziehungsgrésse. Es ist
somit die nene Grosse eine Beziehungsgrésse, deren Grad negativ
ist, wihrend der Grad der vorher betrachteten positiv war, und
auch die reine Grésse kann nun als Beziehungsgrésse nullten Gra-
des aufgefasst werden. Hierbei muss ich noch bemerken, dass
die Gréssen nullter Stufe, und die das Hauptsystem darstellenden
Grossen, d. h. die Grossen o-ter und h-ter Stufe (wenn h die
Stufenzahl des Hauptsystems ist) auf eine zwiefache Weise aufge-
fasst werden koénnen. Namlich ,.eine Grésse nullter Stofe und

‘~ades kann als Grdsse h-ter Stufe und (n—1)ten Grades
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aufgefasst werden‘, indem man den eigenthiimlichen Werth jener
Grdsse, welcher eine blosse Zahlengrasse ist, mit einem der Fak-
toren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt denkt, und
dies Produkt als eigenthimlichen Werth jener Grdsse auffasst, wo-
durch natirlich der Grad derselben um 1 abnimmt. Eben so kann
umgekehrt ,jede Grosse h-ter Stufe und n-ten Grades als Grasse
nullter Stufe und (n+-1)ten Grades aufgefasst werden. Im All-
gemeinen wollen wir es vorziehen, eine solche Grisse als Grosse
null-ter Stufe zu betrachten. — Es kommt uns nun darauf an, die
Eindeutigkeit des Quotienten zu untersuchen. Es sei zu dem Ende
A der Dividend, B der Divisaor als erster Faktor, C ein Werth des
Quotienten, so dass ‘
' B.C=A

ist, und der Quotient in der Form %‘— erscheint. Jeder Werth nun,
welcher statt C gesetzt jener Gleichung genigt, wird auch als ein
besonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden konnen.
Jeder solche Werth wird aus dem Werthe C durch Addition erzeugt
werden kénnen, und zwar muss dann das zu G hinzuaddirte Stick
mit B multiplicirt null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben
soll, und jedes solche hinzuaddirte Stick wird auch das Produkt
gleich A lassen; nun kénnen wir ein solches Stick, was mit B
multiplicirt 0 giebt, allgemein mit g—bezeichnen, und daher sagen,
wenn C ein besonderer Werth des Quotienten ist, und B der Divi-
sor, so sei der vollstindige Werth des Quotienten gleich

0
C+i§—~

wie wir dies schon fiir die dussere Division in § 62 dargethan ha-
ben. Doch miissen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter

%—zugleich eine mit C addirbare Grosse verstanden sein muss,

d. h. eine Grésse, welche mit C von gleicher Stufe und gleichem
Grade ist. Es wird also der Quotient eindeutig sein, wenn unter

dieser Voraussetzung g— jedesmal 0 ist, d. h. es keine andere Grosse
dieser Art X giebt, die mit B multiplicirt null giebt, als null selbst.
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D das Produkt einer Grosse nullter Stufe, welche selbst _nicht
null ist, oder einer Grisse, die das Hauptsystem darstellt, ]edes-
mal einen geltenden Werth liefert, wenn der andere Faktor einen
geltenden Werth hat, so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth
hat und zugleich entweder B selbst eder auch X eine Grésse null-
ter oder h-ter Stufe ist, allemal X null sein misse, wenn B.X
null sein soll. Es wird also auch in diesem Falle der Quotient
eindeutig sein. Aber auch in keinem andern. Denn wenn beide
* Gréssen B und X von mittlerer Stufe sind, d. h. wenn ihre Stufen-
zahlen zwischen 0 und h liegen, so wird X, ohne dass es null wird,
stets 80 angenommen werden kénnen, dass B und X von einander
abhéngig sind, und ibr nachstumfassendes System doch nicht das
Hauptsystem selbst ist; es wird also alsdann nach § 128 einen
geltenden Werth fiir X geben, dessen Produkt mit B null giebt,
d. h. es wird dann der Quotient nicht eindeutig sein. Ist der Di-
visor null, so wird, da null mit jeder Grésse, die wir bisher ken-
nen gelernt haben, zum Produkte verkndépft null giebt, auch der
Dividend null sein mitssen, wenn der Quotient eine der bisher ent-
wickelten Grossen sein soll, und zwar wird dann jede dieser Gros-
sen als ein besonderer Werth des Quotienten aufgefasst werden
konnen. Ist der Dividend aber eine Grosse von geltendem Wer-
the, whhrend der Divisor null ist, so erscheint der Quotient als
eine Grésse von ganz neuer Gattung, die wir als unendliche Grosse
bezeichnen konnen, wihrend die bisher betrachteten als endliche
erschienen. Fassen wir nun die so eben gewonnenen Ergebnisse
zusammen, indem wir zugleich bedenken, dass, wenn C von O-ter
oder n-ter Stufe ist, Dividend und Divisor gleichartig sind; so ge-
langen wir zu dem Satze:
»Der Quotient stellt dann und nur dann einen einzigen, end-
lichen Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe
ist, und zugleich entweder selbst als Grésse null-ter Stufe
dargestellt werden kann*), oder dem Dividend gleichartig ist.
Sind Dividend und Divisor null, so ist der Quotient jede be-
liebige emdliche Grosse. Ist der Divisor nuil, der Dividend

') Denn auch die Grosse n-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als Grisse
"o Stufe dargestellt werden.
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nicht, so ist der Quotient unendlich. In jedem andern Falle,
d. h. wenn der Divisor nicht null ist und zugleich Divisor und
Quotient beide von mittlerer Stufe sind, ist der Quotient nur
partiell bestimmt, und zwar erhilt man dann aus einem be-
sondern Werthe des Quotienten den allgemeinen, indem man
den allgemeinen Ausdruck einer Grosse, die mit dem Divisor
multiplicirt null giebt, hinzuaddirt.«

Ein besonderes Interesse gewdhren hier noch solche Ausdrilcke,

deren Dividend die Einheit ist, wahrend der Divisor eine Grésse

von geltender Stufe darstellt, z. B. der Quotient &. Ist higr abed

oder H das Hauptmass, so ist
1 1 0
=1 (4+s):
wo % jede von ab abhingige Grésse zweiter Stufe darstellt.

§ 142. Um die Analogie zwischen der dusseren Multiplika-
tion und der reinen eingewandten Multiplikation zu vollenden, bleibt
uns noch eine Betrachtung @brig. Namlich es liessen sich bei der
ausseren Multiplikation alle Gréssen héherer Stufen als Produkte
der Grossen erster Stufe darstellen, und die Gesetze ihrer Ver-
kniipfung liessen sich aus den Verkniipfungsgesetzen fiir Grdssen
erster Stufe auf rein formelle Weise ableiten. Den Grdssen erster
Stufe entsprechen nach § 138 bei der eingewandten Multiplikation
Grossen, deren Erganzzahl eins ist, d. h. Grossen (h—1)-ter Stufe,
wenn das Beziehungssystem fiir alle Gréssen und Produkte das-
selbe, und zwar ein System von h-ter Stufe ist. Durch ihre Mul-
tiplikation entstehen nach § 138 Grdssen, deren Erginzzahlen die
Einheit ibertreffen, d. h. also deren Stufenzahlen kleiner sind als
(h—1). Es kommt daher, um die vollstindige Analogie nachzuwei-
sen, nur darauf an, die Analogie der Gesetze fiir diese Grossen er-
ster und (h—1)-ter Stufe darzuthun. Die Identitat dieser Gesetze,
sofern sie nur die allgemeinen Verkniipfungsgesetze der vier Grund-
rechnungen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) dar-
stellen, haben wir nachgewiesen. Auch haben wir gezeigt, dass
die Gesetze der ausseren Multiplikation als solcher, sobald sie nur
auf den Begriff der Stufenzahl und des gemeinschaftlichen Systemes
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zuriickgehen, auch fir die eingewandte auf ein festes Hauptsystem
beziigliche Multiplikation gelten, wenn man statt des Begriffs der
Stufenzahl den der Erganzzahl, und statt des Begriffs des gemein-
schaftlichen Systems den des nichstumfassenden einfiihrt und um-
gekebrt. Sofern daher der Begriff der Abhangigkeit, auf denm alle
besonderen Gesetze der ausseren Multiplikation, als anf ihre Wur-
zel, gegrindet sind, durch den des gemeinschaftlichen oder nachst-
umfassenden Systemes bestimmt ist, werden die Gesetse der aus-
seren Multiplikation sich auch auf die reine eingewandte nach je-
nem Princip ibertragen lassen. Aber der Begriff der Abhingig-
keit, welcher zuerst bei Grossen erster Stufe hervortrat, wurde
urspriinglich ganz anders bestimmt, und viele spater entwickelten
Gesetze grinden sich auf diese urspriingliche Bestimmung. Nam-
lich es wurde urspriinglich eine Grésse erster Stufe dann als ab-
hingig von einer Reihe solcher Grossen dargestellt, wenn sich jene
als Summe von Stiicken ausdriicken lassen, welche diesen gleich-
artig sind, oder, wie wir es spaterhin ausdriickten, wenn sich jene
als Vielfachensumme von-diesen darstellen lasst; und so nannten
wir iiberhaupt mebrere Grossen erster Stufe von einander abhan-
gig, wenn sich eine derselben als Vielfachensumme der ibrigen
darstellen lasst, und erst daraus folgte dann vermittelst des ur-
spriinglichen Begriffs des Systemes, dass n Gréssen erster Stufe
dann und nur dann von einander abhingig sind, wenn sie von ei-
nem Systeme von niederer als der n-ten Stufe umfasst werden, und
vermittelst des Begriffs der ausseren Multiplikation, dass das Pro-
dukt abhangiger Gréssen, aber auch nur ein solches, null sei.
Wir missen daher zu jener urspringlichen Bestimmung auf un-
serm Gebiete das analoge suchen. Wenn zuerst in einem Systeme
n-ter Stufe n Grossen erster Stufe gegeben waren, deren ausseres
Produkt nicht null ist, so zeigte sich, dass jede andere -Grasse er-
ster Stufe, die diesem Systeme angehort, sich als Vielfachensumme
jener ersteren darstellen lasst. Der analoge Satz wiirde hier lau-
ten: ,Wenn in einem Systeme n-ter Stufe n Grossen (n—1)-ter
Stufe gegeben sind, deren eingewandtes auf jenes System besgiig-
liche Produkt nicht null ist, so lasst sich jede andere .Grésse
ar Stufe, welche diesem Systeme angehort, als Vielfachen-

r ersteren darstellen. Der Beweis dieses Satzes ergiebt
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sich aus § 138. Namlich nach dem angefiihrten Paragraphen wer-
den je (n—1) von den n Faktoren, welche die im Satze ausge-
sprochene Beschaffenheit haben, als gemeinschaftliches System ein
System erster Stufe haben, wahrend alle n Faktoren kein System
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben dirfen, wenn das Pro-
dukt einen geltenden Werth haben soll. Es wird also im Ganzen
n solcher Systeme erster Stufe geben,.wovon immer.je (n—1) ei-
nem der n Faktoren untergeordnet sind. Diese n Systeme erster
Stufe miissen aber von einander unabhangig sein; denn wiare eins
derselben von den ibrigen (n—1) abhingig, so miisste es in dem
durch sie bedingten Systeme liegen (nach dem urspriinglichen. Be-
griffe des Systems); es sind aber diese dbrigen einem der n Fak-
toren t.mtergeordnet, folglich miisste auch jenes erste System die-
sem Faktor untergeordnet sein; es ist aber jenes erste System das
den dbrigen (n—1) Faktoren gemeinschaftliche System, folglich
wiirde dies System allen n Faktoren gemeinschaftlich sein, also das
Produkt nach § 138 null sein gegen die Voraussetzung. Es sind
also in der That jene n Systeme erster Stufe von einander unab-
hingig. Nehmen wir nun n beliebige Grossen erster St. an, wel-
che diesen Systemen angehdren, und also gleichfalls von einander
unabhéngig sind, so wird zuerst jeder der gegebenen n Faktoren,
da ihm (n—1) jener Gréssen erster Stufe untergeordnet sind, und
er selbst von (n—1)-ter Stufe ist, sich als Vielfaches von dem
ausseren Produkte jener Gréssen darstellen lassen, fermer wird
jede Grésse erster Stufe, welche dem Hauptsysteme (n-ter Stufe)
angehért, sich als Vielfachensumme jener n Gréssen erster Stufe,
also auch jede Grosse (n—1)-ter Stufe, die jenem Hauptsysteme
angehort, sich als ausseres Produkt aus (n—1) solchen Vielfachen-
summen darstellen lassen. Das Produkt dieser (n—1) Vielfachen-
summen verwandelt sich aber beim Durchmultipliciren in eine Viel-
fachensumme von ausseren Produkten zu (n—1) Faktoren aus je-
nen n Gréssen erster Stufe, folglich auch, da diese Produkte den
n gegebenen Faktoren gleichartig sind, in eine Vielfachensumme
dieser Faktoren. Wir haben also den oben ausgesprochenen Satz
bewiesen. Doch ist damit noch nicht unsere Aufgabe geldst. Viel-
mehr beruhte das Wesen der ausseren Multiplikation als ausserer
auf dem Satze, dass ein Produkt von Grossen erster Stufe dann
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und nur dann null sei, wenn sich eine derseiben als Vielfachen-
summe der dibrigen darstellen liess; und ehe wir diesen Satz nicht
auf unser Gebiet ibertragen haben, ist die Analogie noch micht
volistindig. Dass ein Produkt von Grdssen (n—1)-ter Stufe dann
allemal null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der
andern darstellbar ist, erhellt sogleich aus dem Gesetze des Durch-
multlphcxrens, wenn man zugleich festhalt, dass das Produkt zweier
gleichartiger Grdssen (n—1)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen,
dass das Produkt auch nur dann null sei, wenn sich einer der
Faktoren als Vielfachensumme der andern darstellen lasst, miissen
wir zeigen, dass, wenn zu einem geltenden Produkt von m Faktoren
(n—1)-ter Stufe in einem Hauptsysteme n-ter Stufe ein Faktor
_derselben (n—1)-ten Stufe hinzutritt, welcher das Produkt null
macht, sich dieser als Vielfachensumme der ersteren, darstellen
lasst. Dass ein Produkt aus mebr als n Faktoren dieser Art null
wird, liegt schon’ in dem allgemeinen Satze § 138, ergiebt sich aber
auch schon sogleich aus dem vorher bewiesenen Satze. Wenn fer-
ner zu n solchen Faktoren, deren Produkt einen geltenden Werth
hat, ein Faktor derselben Stufe hinzukommt, so wird dieser.eines-
theils das Produkt immer null machen, anderntheils sich als Viel-
fachensumme jener n Faktoren darstellen lassen, wie wir oben
zeigten. Es bleibt uns also, um den Beweis unseres Satzes zu
filhren, nur der Fall za bericksichtigen ibrig, dass die Anzahl der
Faktoren (m) kleiner ist, als die Stufe des Hauptsystemes (n). In
diesem Falle konnen wir zur Fihrung des Beweises (n—m) Fak-
toren (n—1)-ter Stufe zu Hilfe nehmen, welche mit den gegebe-
nen m Faktoren ein Produkt von geltendem Werthe liefern. Dann
wird sich der Faktor (n—1)-ter Stufe, welcher zu dem Produkt
der m gegebenen Faktoren (P) hinzutreten und dasselbe null machen
soll, nach dem vorher bewiesenen Satze als Vielfachensumme der
sammtlichen n Grossen, deren Produkt geltenden Werth hat, dar-
stellen lassen, d. h. als Summe, deren eines Stiick A eine Viel-
fachensumme der gegebenen m Faktoren, und deren anderes Stick
(B) eine Vielfachensumme der zu Hiilfe genommenen Faktoren ist,
und zu beweisen bleibt, dass dies zweite Stiick null .sei. Multi-
7 ~ wir nun das Produkt der m gegebenen Faktoren P mit
wmme (A+4B), so kénnen wir das erste Stiick (A) weg-
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lassen, da es als Vielfachensumme von den ersten m Faktoren er-
scheint, also mit ihnen multiplicirt null giebt. Da nun das Pro-
dukt jener Summe und der m gegebenen Faktoren null betragen
sollte, also P.(A+B)==0 sein sollte, so folgt jetzt, dass das Preé-
dukt ihres zweiten Stickes in die m gegebenen Faktoren auch null
sein misse; aleo
P.B=(. :

Dies zweite Stiick B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hiilfe
genommenen (n—m) Faktoren; und wir kdnnen zeigen, dass die
Koefficienten dieser Vielfachensumme simmtlich null betragen mis-

" sen, sie selbst also null sei. Zu dem Ende multiplicire man statt

mit der Vielfachensumme B mit ihren Stécken, so erhialt man eine
Vielfachensumme mit denselben Koefficienten, und zwar enthalt je-
des Glied ausser den m gegebenen Faktoren einen von den zu
Hiilfe genommenen. Um nun zu beweisen, dass der Koefficient zu
irgend einem solchen Gliede null sei, hat man nur noch mit den-

" jenigen (n—m—41) von den zu Hiilfe genommenen Faktoren, wel-
" che diesem Gliede fehlen, beide Seiten der obigen Gleichung, oder

vielmebr deren Glieder zu multipliciren, so ist klar, dass dann alle
jene Glieder ausser dem einen wegfallen, und die Gleichung dann
aussagt, dass dies Glied, also auch sein Koefficient nall sei. Es
sind somit saimmtliche Koefficienten der Vielfachensumme B null,
also sie selbst null; also der hinzutretende Faktor, welcher gleich
A+ B gesetzt war, gleich A, d. h. eine Vielfachensumme der m
gegebenen Faktoren, was wir beweisen wollten. Fassen wir daher
die gewonnenen Resultate zusammen, so gelangen wir zu dem Satze:
»Ein Produkt von Grdssen (n—1)ter Stufe in Bezug auf ein
Hauptsystem n-ter Stufe ist dann und nur dann null, wenn
sich eine derselben als Vielfachensumme der iibrigen darstel-
len lasst.«

Durch dies Gesetz ist nun die Analogie zwischen eingewandter
und dusserer Multiplikation, sobald das Beziehungssystem ein und
dasselbe ist und zugleich das Hauptsystem darstelit, dem alle in
Betracht gezogenen Grdssen angehéren, vollendet. Und alle Ge-
setze der dusseren Multiplikation, se weit die nachgewiesene Ana-
logie reicht, d. h. welche auf die allgemeinen Verknapfungsbegriffe,
oder auf die Begriffe von Ueberordnung und Unterordnung der
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Grossen und auf die Stufenzahlen zurickgeht, werden in analoger
Form, indem man namlich die Begriffe der Ueberordnung und Un-
terordnung vertauscht, den Begriff der Stufenzahl aber durch den
der Erganzzahl ersetzt, auch fiir die eingewandte auf das Haupt-

- system beziigliche Multiplikation gelten. Und da auch das Hinzu-
fiagen von Faktoren, die das Hauptsystem darstellen, wenn es nur
in allen Gliedern einer Gleichung gleich vielmal geschieht, die
Gleichung nicht indert, so bestehen jene Gesetze auch noch, wenn
man statt der reinen Grossen die Beziehungsgrossen.setzt, deren
Beziehuungssystem gleichfalls das Hauptsystem ist.

§ 143. Nachdem ich nun die vollkommene-Analogie zwischen
dusserer und eingewandter Multiplikation dargethan habe, will ich
nach auf eine Erweiterung der bisherigen Befrachtungsweise auf-
merksam machen. Hat man nimlich mehrere Gréssen, welche dem-
selben Systeme a-ter Stufe dbergeordnet und demselben Systeme
(a+4Db)ter Stufe untergeordnet sind, so kann man dieselben als
Produkte darstellen, deren einer Faktor (A) von a-ter Stufe und in
allen derselbe ist, wihrend die andern Faktoren demselben Systeme
b-ter Stufe, B, welches von A unabhangig ist, angehoren. Dann
leuchtet sogleich ein, dass jede Zahlenrelation, welche zwischen
diesen Faktoren, die dem Systeme B angehéren, statt findet, auch
zwischen den urspriinglichen Gréssen (da sie durch Multiplikation
der letzteren mit A hervorgehen) herrschen miisse, und umgekehrt,
dass jede Zahlenrelation, welche zwischen diesen letzteren herrseht,
auch zwischen den ersteren herrschen miisse (da man nach § 81
in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelation darstellen, den Fak-
tor A weglassen darf). Nehmen wir namentlich Gréssen (a-1)ter
Stufe an z. B. Ac, Ad,...., wo ¢, d,.... dem Systeme B angehé-
ren, so werden zwischen Ac, Ad,... dieselben Zahlenrelationen
herrschen, wie zwischen ¢, d, ... und umgekehrt. Setzt man da-
her den Begriff des Produktes solcher Grossen Ac, Ad,.... so fest,
dass es null wird, wenn das Produkt der entsprechenden Gréssen
¢, d,.... es wird; so wird man nun alle Begriffe und Gesetze von
Gréssen erster Stufe in einem Systeme b-ter Stufe, also auch alle
Begriffe und Gesetze von Gréssen hoherer Stufen in einem solchen
Systeme, auf jene Grossen (a4-1)ter Stufe, und die daraus auf glei-

> Weise erzeugten Grissen tibertragen konnen. Hierdurch ent-
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wickelt sich eine Reihe nener Begriffe, von denen ich die wichtig -
sten hier kurz zusammenstellen will. Wir kénnen die Vereinigung
zweier solcher Systeme, von denen das eine dem andern unterge-
ordnet ist, ein Doppelsystem nennen, und sagen, eine Grosse sei
diesem Doppelsystem eingeordnet, wenn sie dem einen der beiden
Systeme, aus denen das Doppelsystem besteht, iibergeordnet, dem
andern untergeordnet ist. Wir kénnen das héhere von den beiden
Systemen, aus denen das Doppelsystem besteht, das Obersystem,
das niedere das Untersystem nennen. Dann zeigt sich,” wie ein auf
ein Doppelsystem beziigliches Produkt zweier geltenden Werthe,
die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal dann, aber auch
nur dann null ist, wenn das den beiden Faktoren gemeinschaftliche
System von hoherer Stufe als das Untersystem, und zugleich das
sie zunachst umfassende von niederer Stufe als das Obersystem ist,
| dass ferner ein Produkt von geltendem Werthe in Bezug auf jenes
l Doppelsystem als ausseres erscheint, wenn das den Faktoren ge-
meinschaftliche System das Untersystem ist, und als ein eingewand-
tes, wenn das sie zunichst umfassende System das Obersystem ist,
und dass endlich ein solches Produkt zugleich als &usseres und
eingewandles aufgefasst werden kann, wenn beide Bedingungen zu-
gleich erfallt sind. Zugleich erweitert sich hierdurch der Begriff
der Beziehungsgrosse, indem diese nun in der Form der Unterord-
nung als Produkt von Grossen erscheinen kann, welche 3 verschie-
dene einander eingeordnete Systeme darstellen, von denen die erste
das Obersystemn, die letzte das Untersystem, und die mittlere das
eigenthiimliche System der Grésse ist. Um daher den eigenthiim-
lichen Werth einer solchen Beziehungsgrosse aufzufassen, werden
zwei Masse erforderlich sein, von denen das eine dem Obersystem,
das andere dem Untersysteme zugehért; und nur in Bezug auf ein
, solches Doppelmass wird diese neue Beziehungsgrisse einen be-
stimmten eigenthiimlichen Werth darbieten. Da auch die Be-
ziehungsgrossen, welche sich auf ein einfaches System beziehen,
als auf ein Doppelsystem beziigliche angesehen werden konnen,
dessen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sich, dass die
neu gewonnene Grossengattung von allgemeinerer Natur ist und
jene erstere als besondere Gattung unter sich begreift. Da ferner
die Beziehungsgréssen als allgemeinere Grossengattung zu den rei-
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nen Elementargrossen, und diese wieder als als allgemeinere Grés
sengattung zu den reinen Ausdehnungsgrossen aufraten, so bilde:
die Beziechungsgrossen tiberhaupt die allgemeinste Grossengattuny
zu welcher wir auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch dig
reine Multiplikation als die allgemeinste Multiplikationsweise sic!
darstellt, bei welcher noch die allgemeinen multiplikativen Gesetz
und namentlich auch das Zusammenfassungsgesetz forthesteht, s¢
erscheint hier die theoretische Darstellung dieses Theils der Aus-
dehnungslehre als vollendet, insofern man nicht auch die Multipli-
kationsweisen in Betracht ziehen will, far welche das Zusammen,
fassungsgesetz nicht mebr gilt.*) Wir schreiten daher zu den An-
wendungen, und behalten dem folgenden Kapitel nur noch die spe-
cielle Behandlung der Verwandtschaftsverhaltnisse vor, welche am
geeignetsten erscheint, um die in diesem Theile gewonnenen Er,
gebnisse in einander zu verflechten, und ihre gegen:emgen Be-
ziehungen ans Licht treten zn lassen.

§ 144. Zunichst ergeben sich aus dem allgemeinen Begriffe
fir die Geometrie folgende Resultate: Das Produkt zweier Linien-
grossen in der Ebene ist der Durchschnittspunkt beider Linien, ver-
bunden mit einem Theil jener Ebene als Faktor; sind z. B. ab unc
ac, wo a, b, ¢ Punkte vorstellen, die beiden Liniengrdssen, so is:
ihr Produkt abe.a; ferner das Produkt dreler Liniengréssen in der
Ebene ist gleich dem zweimal als Faktor gesetzten doppelten Fla-
cheninhalt des von den Linien eingeschlossenen Dreiecks, multipli-
cirt mit dem Produkt der drei Quotienten, welche ausdriicken, wie
oft jede Seite in der zugehorigen Liniengrosse enthalten ist; denn
sind a, b, ¢ jene 3 Punkte, und mab, nac, pbc, wo m, n, p Zahl-
grossen sind, die drei Liniengrossen, so ist das Produkt derselben
gleich

mnp . abc. abe.
Das Produkt zweier Plangrossen im Raume ist ein Theil der Durch-
schnittskante multiplicirt mit einem Theil des Raumes, z.B. abc.abd
==ahcd . ab, ferner das Produkt dreier Plangrdssen ist der Durch-

* W_ie solche Prodtikte, welche allerdings auch efne mannigfache Anwen-
tung gestatten, zu behandeln seien, habe fich am Schlusse des Werkes anzudeu-
“gesucht.
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schnittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des
“ Raumes z. B.<abc.abd.acd = abcd . abcd.a. Das Produkt von
x vier Plangrossen stellt 3 als Faktoren verbundene Theile des Raums
¥ dar, z. B. mabc.nadb . pacd . gbcd ==mnpq. abed . abed . abed.  Dies
4 Jetzte Produkt wird null, wenn eine der Gréssen m...q es wird,
oder wenn der eingeschlossene Kdrperraum null wird, d. h. die 4
Ebenen sich in einem Punkte schneiden, wie diés auch schon im Begriff
liegt. Das Produkt einer Liniengrésse und einer Plangrésse ist
ein Theil des Raumes multiplicirt mit dem Durchschnittspunkt,
z. B. ab. acd==abcd.a.

Ich habe oben (§ 118) die Methode, die Kurven und Ober-
flaichen durch Gleichungen darzustellen, mit unserer Wissenschaft
in Beziehung gesetzt, und gezeigt, wie z. B. eine Oberfliche als
geometlrischer Ort eines Punktes dargestellt werden kann, zwischen
; dessen Zeigern (in Bezug auf irgend ein Richtsystem) eine Glei-

chung statt findet; ich habe dort gezeigt, wie die Oberfliche auch

als Umbhiille einer veranderlichen Ebene oder vielmehr Plangrésse
* dargestellt werden kann, zwischen deren Zeigern eine Gleichung -
n-ten Grades statt findet, und ich habe dort angedeutet, dass die
umbhiillte Oberfliche dann eine Oberfliche n-ter Klasse sei; dies
hangt davon ab, dass die Gleichung zwischen den Zeigern einer
veranderlichen Ebene, welche einen festen Punkt umbiillt, dann von
erstem Grade ist. In der That ist a dieser Punkt und P die
Ebene, so hat man sogleich fiir den Fall, dass P durch a geht, die
Gleichung

P.a=0.
Sind A, B, G, D die vier Richtmasse dritter Stufe, als deren Viel-
fachensumme P erscheint, und wird einer der Zeiger z. B. der von
D=1 gesetzt (was immer, da es auf den Masswerth*) von P nicht
ankommt, verstattet ist), und ist
P=xA4-yB4-zC 4D,
so erhalt man
0 ==Pa —xAa 4 yBa 4 zCa 4- Da,

was eine Gleichung ersten Grades ist; somit erscheint, wie es sein

*) 8o nenne ich das Quantum der Grisse, wenn ihr System schon fest-
steht, !
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muss, der Punkt als Oberfliche erster Klasse. Will man die Glei-
chung eines Punktes aufstellen, der durch 3 feste Ebenen bestimmt
ist, oder, was dasselbe ist, will man die Bedingung aufstellen, un-
ter welcher eine Ebene P mit drei andern A, B, C durch denselben
Punkt geht, so hat man sogleich
P.A.B.C=0,

eine Gleichung, welche die hochst verwickelten Gleichungen, zu
denen die gewohnliche Koordinatenmethode fihrt, vollkommen er-
setzt.

- § 145. Die Gleichungen fir die Kurven und krummen Ober-
flachen, wie wir sie bisher darstellten, waren, da sie zwischen den
Zeigern der veranderlichen Grdsse statt fanden, rein arithmetischer
Natur, und bezogen sich jedesmal auf bestimmte mit der Natur des
durch die Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammen-
hang stehende Richtsysteme; und nur die Gleichungen ersten Gra-
des stellten wir in rein geometrischer Form dar. In der That
konnten auch nur diese, wenn wir bei dem reinen Produkte stehen
blieben, in geometrischer Form dargestellt werden, indem die ver-
anderliche Grosse dann nur einmal als Faktor vorkommeén konnte.
Dagegen bietet uns ‘das gemischte Produkt -ein ausgezeichnetes Mit-
tel dar, um die Kurven und OLerflichen héherer Grade in ¥ein geo-
metrischer Form darzustellen. Es ist namlich sogleich lclar, dass,
wenn wir eine beliebige Gleichung zwischen Ausdehnungsgréssen
haben, deren Glieder gemischte Produkte sind, der Grad der Glei-
chung in Bezug auf eine derselben (P) stets so hoch ist, als die
Anzahl (m) betragt, wie oft diese Ausdehnungsgrasse (P) in einem
und demselben Gliede von geltéendem Werthe hichstens als Faktor
7 vorkommt, d. h. dass sie durch Zahlengleichungen ersetzt wird, von
denen wenigstens Eine in Bezug auf die Zeiger der veranderlichen
Ausdehnungsgrosse einen Grad erreicht, welcher jener Anzahl gleich
ist. Dies folgt unmittelbar, da man, um zu den ersetzenden Zah-
lengleichungen zu gelangen, nur statt jeder Grésse die Summe aus
den Produkten ihrer Zeiger in die zugehérigen Richtmasse zu
setzen, dann die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der
gegebenen Gleichung anzuwenden hat, indem man statt mit der

me zu multipliciren mit den einzelnen Sticken multiplicirt,

wn die Glieder, welche demselben -Richtgebiete gleichartig
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sind, jedesmal zu Einer Gleichung véreinigt. Es ist klar, dass da-
bei die Zeiger der verinderlichen Grésse P in einem Gliede so oft
als Faktoren erscheinen, als P in dem Gliede, aus welchem das
erstere hervorging, als Faktor vorkam. Somit kann also der Grad
dieser Zeigergleichungen nie hoher sein, als die oben bezeichnete
Anzahl (m) betragt. Aber es muss auch wenigstens eine derselben
diesen Grad (m) wirklich erreichen; denn wire dies nicht der Fall,
so miissten die sammtlichen Glieder, welche aus demjenigen Gliede
hervorgehen, was jene Grésse in hochster Anzahl als Faktor ent-
halt, null werden; also auch jenes Glied selbst null sein, wider die
Voraussetzung. Es ist also die Geltung des oben aufgesteliten
Satzes bewiesen. Hierbei haben wir noch zu bemerken, dass die
Gleichung im Allgemeinen nicht nur das System der veranderlichen
Grosse bestimmt, sondern auch ihren Masswerth. Bei der gewohn-
lichen Betrachtung der Kurven und Oberflaichen kommt es aber nur
auf die Bestimmung des Systems-an*), obgleich auch der Masswerth
fir die Theorie nicht ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der
gewohnlichen Betrachtungsweise annahern, so haben wir die allge-
meine Gleichung so zu specialisiren, dass dadurch der Masswerth
nicht mit bestimmt ist, d. h. dass, wenn irgend eine Ausdehnungs-
grosse der (urspringlichen) Gleichung geniigt, auch jede ihr gleich-
artige, d. h., deren Zeiger denen der ersteren proportional sind,
derselben geniigen wird. Es ist sogleich einleuchtend, dass dann
in allen Gliedern der Gleichung die Grosse P in gleicher Anzahl
(m) als Faktor vorkommen muss, und dass dann auch die Zeiger-
gleichung eine symmetrische desselben Grades wird, d. h. in allen
Gliedern eben 'so viele (m) Zeiger von P als Fakloren vorkommen
werden. Dividirt man dann die Gleichung durch die m-te Potenz
von einem der Zeiger, so erhalt man (unter der Voraussetzung, dass
jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der gewshnlichen Form,
in welcher sie ein Gebilde m-ten Grades bestimmt.

*) Z. B. wenn eine Kurve als geometrischer Ort eines Punktes bestimmt
werden soll, so kommt es nur auf die Lage dieses Punktes, nicht auf dasibm
anhaftende Gewicht an; oder soll die Kurve als Umbhiille einer verinderlichen
geraden Linie aufgefasst werden, so kommt es eben nur auf die Lage jener Linie
an, micht auf deren Linge, also iiberall auf das System, nicht auf den Mass-
werth, . r '

15
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§ 146. Wir beschrinken uns, um die Bedeutung dieses bis-
her noch unbekannten Satzes, welcher iiber den Zusammenhang
der Kurven und Oberflichen ein bisher wohl kaum geahntes Licht
verbreitet, zur Anschauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene,
indem die analoge Betrachtung der Kurven im Raume und der
krummen Oberflichen dann kaum noch einer Erlauterung bedarf.
Es rzeigt sich sogleich, dass die geometrische Gleichung nur dann
eine Kurve darstellen wird, wenn sie durch Eine arithmetische er-
getzt wird, d. h. wenn sie, da die Ebene ein Elementarsystem drit-
ter Stufe ist, gleichfalls von dritter Stufe ist. Hierdurch ergeben sich
dann aus dem allgemeinen Satze des vorigen § folgende Specialsitze :

. »Wenn die Lage eines Punktes (p) in der Ebene dadurch be-

. schrankt ist, dass 3 Punkte, welche durch Kpnstruktionen ver-

mittelst des Lineals aus jenem Punkte (p) und aus einer ge-

gebenen Reihe fester gerader Linien oder Punkte hervorgehen,

. in Einer geraden Linie liegen (oder drei solche Grade durch

Einen Punkt gehen), so ist der Ort jenes Punktes (p) eine al-

gebraische Kurve, deren Ordnung man durch blosses Nachzah-

- len findet. Namlich man hat nur nachzuzihlen, wie oft bei

den angenommenen Konstruktionen auf den beweglichen Punkt

p zuriickgegangen wird, ohne dass man auf einen andern be-

weglichen Punkt zuriickgeht; die -so erhaltene Zahl (m) ist

dann die Ordnungszahl der Kurve.

Es ist hierbei klar, dass, wenn man auf einen andern beweg-
lichen Punkt zurtickgeht, bei dessen Erzeugung p selbst n-mal an-
gewandt ist, es dasselbe ist, als wire man auf p selbst n-mal zu-
rickgegangen, Der Beweis besteht nur darin, dass ich zeige, wie
daraus eine geometrische Gleichung hervorgeht, in der p so oft als
Faktor eines Gliedes erscheint. Jede Konstruktion vermittelst des
Lineals in der Ebene besteht namlich darin, dass entweder 2 Punkte
durch eine gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt
zweier gerader Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen
den beiden Punkten ist aber das Produkt derseiben, und der Durch-
“chnittspunkt zweier gerader Linien, wenn es nicht auf das Gewicht

%ommt, gleichfalls ihr Produkt; folglich kann ich jeder linealen
wtruktion, bei welcher ein Punkt oder eine Linie angewandt

1, eine Multiplikation mit diesem Punkte oder dieser Linie sub-
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stituiren; die 3 Punkte oder Geraden, welche somit durch lineale
Konstruktionen aus den gegebenen und der verinderlichen Grosse
. erfolgen, werden als Produkte derselben erscheinen; und da jene 3
Punkte in einer g. L. liegen, oder jene 3 Linien durch einen Punkt
gehen sollen, so heisst das, ihr Produkt ist null, also hat man eine
geometrische Gleichung aus einem Gliede, in welchem p so oft
als Faktor erscheint, als es bei jenen Konstruktionen angewandt ist, -
also ist die entstehende Kurve von eben so vielter Ordnung. Den
entsprechenden Satz fiir die durch eine veranderliche Gerade um-
hillte Kurve erhilt man aus dem obigen, wenn man die Ausdriicke
Punkt und Gerade verwechselt, und statt des Ausdrucks ,,Ordnung
den Ausdruck ,[Klasse einfihrt. Ich will hier noch bemerken,
dass diese Satze ohne alle Einschrankung gelten, wenn man nur
- festhalt, dass der Ort eines Punktes, dessen Koordinaten durch eine
Gleichung m-ten Grades von einander abhiangen, ohne Ausnahme
als Kurve m-ter Ordnung aufzufassen ist, mag diese Kurve nun eine
Gestalt annehmen, welche sie will, mag sie z. B. in ein System von
m geraden Linien @bergehen, und méogen selbst beliehig viele die-
ser Geraden zusammenfallen. '
§ 147. Um diesen Satz auf einen noch specielleren Fall zu
ibertragen, will ich die geometrische Gleichung fir die Kurven
zweiter Ordoung aufstellen. Ist p der verinderliche Punk¢, so hat
man als Gleichung des zweiten Grades, wemn die kleinen Buch-
staben Punkte, die grossen Linien vorstelien,
paBcDep =0,
oder, in Worten ausgedriickt, ,,wean die Seiten eines Dreiecks sich
um 3 feste Punkte a, ¢, e schwenken, wihrend zwei Ecken sich in
1wei festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt die dritte
Ecke einen Kegelschnitt. Die Gleichung eines Kegelschnittes, wel-
cher durch 5 Punkte a, b, ¢, d, e geht, ist
(pa.bc) (pd.ce) (db.ae)==0;
dass sie namlich ein Kegelschnitt sei, folgt aus dem aligemeinen
Satze; dass die 5 Punkte a, b, c, d, e in ihm liegen, ergiebt sich
leicht, indem jeder derselben statt p gesetzt der Gleichung geniigt.
Namlich zuerst ist klar, dass, wenn msm p gleich a oder d setzt,
auch ein Faktor, nimlich pa oder pd null wird, also das ganze Pro-
dukt null wird, also sind a und d Punkte des Kegelschnittes; fer-
15*
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ner wenn p gleich c ist, so stellen die beiden ersten Faktoren des
ganzen Produktes beide den Punkt ¢ dar, also ist ihr Produkt null;
ist p gleich b, so stellt der erste Faktor des ganzen Produktes die
Grosse b dar, das Produkt der beiden letzten die Grésse bd, und
bbd ist null; ist p gleich e, so stellt der mittlere Faktor die Grésse
e dar, das Produkt der beiden andern stellt die Grosse ae dar, und
eae ist wieder null. Also liegen alle 5 Punkte in jenem Kegel-
schnitt, und es ist also die Aufgabe, die Gleichung eines durch 3
Punkte bestimmten Kegelschnittes aufzyfinden, dadurch geldst.
Uebrigens stellt jene Gleichung nichts anders als die bekannte El-
genschaft des mystischen Sechsecks dar.

§ 148. Ich kann mich hier mnicht auf die Entwicklung der
neuen Kurventheorie einlassen, welche durch den von mir aufge-
stellten allgemeinen Satz bedingt ist; ich muss mich hier damit be-
gniigen, den Satz selbst in seiner Allgemeinheit hingestellt, und
durch seine Anwendung auf die einfachsten Fille seine Bedeutung
anschaulich gemacht zu haben. ~ Ich bin iberzeugt, dass schon
hierdurch sowohl die Einfachheit als auch die ausgezeichnete All-
gemeinheit jenes Satzes klar geworden sein wird; indem ja in der
That alle Satze, welche auf die Abhangigkeit der Kurven von linea-
len Konstruktionen sich beziehen, hieraus mit der grossten Leich-
- tigkeit hervorstrémen, wahrend ihre Ableitung bisher, wenn jene
Sitze iiberhaupt bekannt waren, vermittelst weitlanftiger Theorien
erfolgte, und jeder dieser Satze einé eigne Ableitung erforderte.
Es ist auch klar genug, wie man jetzt diesen allgemeinen Satz auch
ohne Hilfe der von mir angewandten Analyse ohne Schwierigkeit
beweisen kann; aber erst durch sie tritt der Satz in seiner unmit-
telbaren Klarheit hervor, wie er auch durch sie aufgefunden ist;
und zugleich bietet diese Analyse den hochst wichtigen Vortheil
dar, die durch lineale Konstruktionen bestimmten Kurven auf gleich
einfache Weise durch Gleichungen darzustellen. Wie der Satz
eben so auf Kurven im Raume und auf krumme Oberflachen iber-
tragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung, da der all-
gemeine Satz in § 145 dies schon in viel grésserer Allgememheu
fiir die abstrakte Wissenschaft leistet.
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Viertes Kapitel.

Verwandtschaftsbeziehungen.

§ 149. Wir knapfen die Darstellung der Verwandschaftsbe-
riehungen an den Begriff der Abschattung. Unter der Abschattung
einer Grosse A auf ein Grundsystem G nach einem Leitsysteme L
verstanden wir (§ 82) diejenige Grosse A’, welche dem Grund-
systeme G zugehért, und mit einem Theile des Leitsystemes (L)
gleiches Produkt liefert, wie die abgeschattete Grésse (A), wobei
vorausgeselzt wurde, dass G von L unabhingig ist, und das System
LG das Hauptsystem darstellt, auf welches sich jenes Produkt be-
zieht. Diese Erklarung stellten wir dort (in § 82) nur fir den
Fall fest, dass unter den Grossen A, L, G reine Ausdehnungsgrés-
sen verstanden seien, und die Multiplikation eine aussere, also A
dem Grundsysteme G untergeordnet sei. Diese Erklarung erweiter-
ten wir in § 108, indem wir statt der Ausdebnungsgrossen eine all-
gemeinere Gréssengattung, die Elementargrossen einfithrten, und in
§ 142 deuteten wir eine noch weiter reichende Verallgemeinerung
an, indem statt der dusseren Multiplikation mit den néthigen Ver-
anderungen und Beschrankungen die eingewandte eingefiihrt wer-
den konnte. Halten wir die Bestimmung fest, dass zwei Gréssen
einander eingeordnet genannt werden, wenn eine von ihnen der an-
dern untergeordnet ist, so kénnen wir sagen: ,,Unter der Abschat-
tung einer reinen Grosse A auf ein Grundsystem G nach einem
Leitsysteme L verstehen wir diejenige Grosse A, welche dem
Grundsysteme G eingeordnet ist, und mit einem Theile von L in
Bezug auf das aus Grundsystem und Leitsystem kombinirte System
LG multiplicirt dasselbe Produkt liefert, wie die abgeschattete Grisse
A« Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG ein dusseres Produkt
darstellt, und das Hauptsystem ist, dem auch die Grosse A ange-
hért, und auf welches sich die Multiplikation -bezieht. Es ergiebt
sich hieraus sogleich im allgemeinsten Sinne die hochst einfache
Gleichung : 4
LA.G

N="T"
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In der That, da LA nach der Detinition gleich LA’ ist, so ist auch
LA.G=LA".G;
und da hier gleichfalls nach der Definition A" und G einander ein-
geordnet sind, so kann man A’ und G nach § 138 vertauschen und
erhalt somit den Ausdruck der rechten Seite

=LG.A’.
Somlt ist nun, indem man durch LG die gewonnene Gleichung
LA.G=LG.A
dividirt, die Richtigkeit der oben aufgestellten Gleichung
A — LA.G
T LG

erwiesen, d. h.
,,man erhalt die Abschattung einer Grésse, wenn man-das Leit-
sytem mit ihr und dem Grundsysteme fortschreitend multipli-
cirt, und das Resultat durch das Produkt des Leitsystems in

. das Grundsystem dividirt.* .

Hierdurch ist die in § 85 gestellte Aufgabe, die Abschattung
analytisch auszudriicken, wenn die abzuschattende Grésse und der
Sinn ihrer Abschattung d. h. Grundsystem und Leitsystem gegeben
sind, fiir reine_Gréssen allgemein geldst. 4

§ 150. Fir Beziehungsgrossen haben wir nur festzusetzen,
dass ibre Abschattung gefunden wird, wenn man sowohl ihren ei-
genthiimlichen Werth in Bezug auf irgend ein Mass, als auch dies
Mass abschattet, und in den Ausdruck der Beziehungsgrosse diese
Abschattungen statt jener Grossen einfihrt. Ist z. B. H3 . A die
Beziehungsgrosse, H ihr Hauptmass und sind H', A" die Abschattun-
gen von H und A nach irgend einem Richtsysteme genommen, so
ist H'3, A" die Abschattung der Beziehungsgrosse H3.A nach dem-

" selben Richtsysteme. Es liegt iibrigens in der urspriinglichen De-
finition, dass die Abschattung einer Zahlengrésse sowohl, als einer
Grosse, die das Hauptsystem LG darstellt, der abgeschatteten Grésse
selbst gleich ist. Daraus folgt, dass, wenn das Beziehungssystem
einer Beziehungsgrosse mit dem Hauptsysteme LG zusammenfalit,
man dann, um die Beziehungsgrésse abzuschatten, nur ihren eigen-
- thimlichen Werth abzuschatten braucht, und dass dann fiir die
Abschattung der Beziehungsgrosse noch die fiir reine Grossen auf-
gestellte Definition der Abschattung gilt. Wir wollen die Abschat-
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tung eine aussere oder eingewandte nennen, je nachdem das Pro-
dukt LA ein &usseres oder eingewandtes, d. h. je nachdem die
abzuschattende Grésse von niederer oder hoherer Stufe ist, als das
Grundsystem. Ist sie von gleicher Stufe, so kann LA als dusseres
und auch als eingewandtes Produkt aufgefasst, die Abschattung
dann also gleichfalls auf beiderlei Arten benannt werden.

§ 151. Nennt man das System des Produktes zweier Grdssen
die Kombination*) dieser Grossen oder ihrer Systeme, und nennt
man das System der Abschattung die Projektion des Systems der
abgeschatteten Grosse, so kann man sagen, die- Projektion eines
Systemes werde gefunden, wenn man das System fortschreitend mit
dem Leitsysteme und dem Grundsysteme kombinirt. Indem wir
dann die Projektion irgend einer Gesammtheit von Elementen, de-
ren umfassendes System von gleicher oder niederer Stufe ist, als
das Grundsystem, als Gesammtheit der Projektionen dieser Ele-
mente definiren, so haben wir den gewohnlichen Begriff der Pro-
jektion nur in etwas erweiterter Form; und es zeigt sich, wie sich
die Projektion von der Abschattung nur durch den Masswerth un-
terscheidet, wihrend das System dasselbe ist. Um dies auf die
Geometrie anzuwenden, wollen wir zuerst als' Grundsystem eine
Linie G, als Leitsystem eine davon unabhangige Elementargrasse
erster Stufe 1, d. h. da es nur auf das System ankommt, entweder
einen Punkt oder ecine Richtung setzen. Die Projektion eines
Punktes a ist dann der Durchschnitt der Linie al mit G (Fig. 13),
a.
16
(oder eine mit dieser Richtung begabte Strecke), so ist die Pro-
jektion der Durchschnitt einer von a aus nach dieser Richtung ge-
zogenen Linie mit der Grundlinie G. Ist das Grundsystem ein
Punkt g, das Leitsystem eine Littie L, so wird eine Linie A pro-
jicirt, indem man den Durchschnitt zwischen A und L mit g ver-
bindet (s. Fig. 14)**). Die Abschattung eines Theiles jener Linie,

wahrend die Abschattung a" gleich ist. Ist 1 eine Richtung

*) Nach diesem Begriffe ist die Kombination, wenn das entsprechende Pro-
dukt null ist, unbestimmt.
**) Man ist zwar nicht gewohnt, die so entstehende Linie als Projektion sa
betrachten ; allein die Analogie fordert diese Betrachtungsweise. Die Projektion
ist hier nimlich eine eingewandte, s. o.
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den wir gleichfalls mit A bezeichnen, wird dann dargestellt durch
die Gleichung

Nach dieser Analogie wird man sich lelcht eine Anschauung bilden
konnen von der Projektion eines Punktes oder einer Linie, wenn
das Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt oder eine
Richtung ist, ferner von der eines Punktes oder einer Ebene, wenn
Leitsystem und Grundsystem Linien sind, endlich von der einer
Linie oder Ebene, wenn das Grundsystem ein Punkt, das Leit-
system eine Ebene ist. Ist die abzuschattende Grésse von gleicher
Stufe mit dem Grundsystem, so zeigt sich leicht, dass die Projek-
tion ihres Systemes das Grundsystem selbst ist, dass also das
Wesen der Abschattung dann nur in dem Masswerthe derselben
beruht.

§ 152. Wir haben nun die Geltung der im zweiten Kapitel
dieses Abschnittes (von § 81 an) fir die dort behandelte Art der
Abschaltung erwiesenen Gesetze auch fir den so eben dargestell-
ten allgemeineren Begriff derselben zu untersuchen. Dass diese
Sitze noch gelten, wenn man statt der Ausdehnungsgréssen Ele-
mentargrassen setzt, folgte schon aus der vollkommenen Ueberein-
stimmung zwischen den Gesetzen, die fiir beiderlei Gréssen gelten
(s. § 108). Es ist also die Geltung derselben nur noch fir die
eingewandte Abschattung darzulegen, und zugleich sind jene Satze
noch so zu erweitern, dass man auch statt der adusseren Multipli-
kation die eingewandte einfiihrt. Vergleichen wir den von § 81
an gewahlten Gang der Entwickelung, so konnen wir zunichst den -
am Schlusse jenes Paragraphen aufgestelltén Satz fiir das einge-
wandte Produkt in folgender Form darstellen: v :

»Wenn die Glieder einer Gleichung sammtlich .eingewandte

Produkte zu zwei Faktoren sind, und entweder der erste oder

der letzte Faktor (L) in allen diesen Gliedern derselbe ist,

die ungleichen Faktoren aber demselben Systeme (G) tber-
geordnet sind, und dies System (G) mit dem gleichen Faktor

L multiplicirt das Hauptsystem liefert, so kann man den Fak-

tor L in allen Gliedern weg lassen.*

In der That werden sich dann die ungleichen Faktoren in den
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Formen AG, BG,.... darstellen lassen, wo A, B,.... dem L un-
tergeordnet und die Produkte aussere sind, dann wu'd die Glen-
chung in der Form
L.AG4+L.BG+.... =0
erscheinen, oder da
L.AG=LG.A
ist, weil A dem L untergeordnet, G aber und L kombinirt das
Hauptsystem darstellen, und ebenso
L.BG=LG.B u. s. w,,
so erhalt man
LG.A+LG.B4.... =0,
d. h.
LGA+B+4....) =0,
welcher Gleichung, da LG das Hauptsystem darstellt, nur genigt
wird, wenn
A4B+.... =0,
also auch
(A+4+B+4....)G,d:h. AG4BG+.... =0

ist, und somit ist jener Satz bewiesen. Aus diesem Satze folgen .
nun ganz auf dieselbe Weise, wie in § 82, die Satze:

»Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle

ibre Glieder in demselben Sinne abschattet :
und .
»Die Abschattung einer Summe ist gleich der Summe aus den
Abschattungen der Sticke.* o
In der That erbalt man, wenn man die gegebene Gleichung glied-
weise mit dem Leitsystem (L) multiplicirt, und statt der Glieder
der urspriinglichen Gleichung nun in diese neue Gleichung ihre
Abschattungen auf dasselbe Grundsystem G setzt (was nach der
Definition der Abschattung verstattet ist), die Gleichung in der
Form, dass man nach dem zuletzt bewiesenen Satze den Faktor L
‘weglassen darf; wodurch dann der erste jener beiden Satze erwie-
sen ist, und somit auch der zweite, welcher nur eine andere Aus-
drucksweise desselben Satzes darstellt*).

*) Was dem in § 83 dargestellten Satze entspricht, ist seinem wesentlichen
Gehalte nach schon frither da gewesen, und kann daher hier éibergangen werden.
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§ 153. Die Satze in § 84 setzen die Abschatlung eines aus-
seren Produktes in Beziehung mit den Abschattungen seiner Fak-
toren, und wir haben die entsprechenden Satze aufzustellen, sowohl
wenn das Produkt ein eingewandtes, als auch wenn die Abschattung
eine eingewandte wird. Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Be-
ziehungssystem zugleich das Hauptsystem der Abschatlung’ist, und
ist die Abschattung durchweg eine eingewandte, d. h. nicht nur die der
Faktoren jenes Produktes, sondern auch ins Besondere des Pro-
duktes selbst, so gilt der in § 84 dargesellte Satz, dass die Ab-
schattung eines Produktes das Produkt ist aus den Abschattungen
seiner Faktoren, auch fir den so eben bezeichneten Fall, indem
die Beweisfilhrung genau dieselbe ist, wie in jenem Paragraphen.
Namlich sind A, B die Faktoren des Produktes, L das Leitsystem,
G das Grundsystem, so ist das Produkt L. (A .B) ein eingewandtes
aus 3 Faktoren in Bezug auf dasselbe Hauptsystem; da man hier
beliebig zusammenfassen und mit Beobachtung der Vorzeichen ver-
tauschen kann, so wird der Werth jenes Produktes nicht geandert,
wenn man statt A und B Grossen setzt, die mit L dieselben Pro-
dukte liefern, also z. B. ihre Abschattungen A" und B’ auf das
Grundsystem G; es ist also dann

L.(A.B)=L.(A.B),
und da A’ sowohl als B’ als eingewandte Abschattungen dem Grund-
systeme ibergeordnet sind, so ist es auch ibr gemeinschaftliches
System, d. h. ihr Produkt, also ist A".B’ die Abschattung von A.B
auf G nach dem Leitsysteme L. Es ist also die Geltung des Satzes
fiir den bezeichneten Fall bewiesen; allein es zeigt sich bald, dass
derselbe allgemein gilt, sobald nur die Abschattungen des Produk-
tes und der beiden Faktoren, entweder alle drei eingewandte oder alle
drei aussere sind, mag nun das Produkt ein dusseres oder einge-
wandtes sein. Wir setzen zuerst voraus, dass das Produkt einen
geltenden Werth habe und seine beiden Faktoren reine Gréssen
seien; und zwar wollen wir die Geltung des Satzes zuerst fiir den
-Fall beweisen, dass die Abschattung durchweg eine aussere, das
Produkt ein eingewandtes ist. Es seien die beiden Faktoren die-
ses Produktes M und N, B stelle ibr gemeinschaftliches System
dar; dann werden sich M und N als dussere Produkte in den For-
men AB und BC davstellen lassen; und zwar muss dann ABC als
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ausseres Produkt einen geltenden Werth haben, weil C mt AB
keinen Faktor von geltender Stufe gemeinschaftlich haben kann;
denn hitten sie einen solchen gemeinschaftlich, so wiirden auch
M und N, wie leicht zu sehen ist, ein System hoherer Stufe ge-
meinschaftlich haben, als B ist, gegen die Voraussetzung. Nun ist
M.N=AB.BC=ABC.B,
indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertau- °
schen kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung
durchweg eine aussere sei, sowohl fir die Faktoren M und N, als
auch fiir deren Produkt, d. h. fir ihr gemeinschaftliches System B
und ibr nachstumfassendes ABC. Sind nun A’, B, C', M, N’ be-
ziehlich die ausseren Abschattungen von A, B, C, M, N, so sind
(nach § 84) A'B’, B'C’, A'B'C’ die Abschattungen von AB, BC, ABC.
Ferner da M.N gleich ABC.B ist, so ist nach der in § 150 auf-
gestellten Definition die Abschattung von M.N gleich dem Pro-
dukt der Abschattungen von ABC und B, also gleich A'B'C'.B".
Ferner ist
, M .N'=AB'.BC=ABC.B, .

also das Produkt der Abschattungen M". N’ gleich der Abschattung
des Produktes M.N. Somit ist fiir den in Betracht gezogenen Fall
die Giltigkeit des obigen Gesetzes nachgewiesen. Es bleibt also
das Fortbestehen dieses Gesetzes nur noch fir den Fall zu bewei-
sen, dass die Abschattung durchweg eine eingewandte ist. Der
Beweis fir diesen Fall ist genau derselbe, wie fir den so ebhen
betrachteten Fall, wenn man nur nach dem in § 142 aufgesteliten _
Princip statt der dusseren Multiplikation die auf das Hauptsystem
der Abschattung beziigliche eingewandte Multiplikation einfihrt,
und die dort entwickelten Umanderungen, welche durch diese Ein-
fibrung bedingt sind, eintreten lasst. Namentlich ist festzuhalten,
dass, wie jede, Grosse, welche einer andern untergeordnet ist, als
ausserer Faktor derselben dargestellt werden kann, so auch jede
Grdsse, welche einer andern idbergeordnet ist, als eingewandter
Faktor derselben in Bezug auf das Hauptsystem dargestellt werden
kénne. Um jedoch die Art dieser Uméanderung an einem ziemlich
zusammengesetzten Beispiele klar an’s Licht treten zu lassen, will
ich die Uebertragung des obigen Beweises hier ausfiihrlich folgen
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lassen. Es seien die beiden Faktoren des eingewandten Produktes
M und N, B stelle ihr nachstuamfassendes System dar; dann wer-
den sich M und N als eingewandte auf das Hauptsystem der Ab-
schattung beziigliche Produkte in den Formen AB und BC darstel-
len lassen*); und zwar muss-dann ABC als eingewandtes auf das
Hauptsystem der Abschattung beziigliches Produkt einen geltenden
Werth haben, weil AB und C von keinem niederen Systeme als
dem Hauptsysteme umfasst werden kénnen **); denn wirden sie
von einem solchen Systeme umfasst, so wiirden auch M und N,
wie leicht zu sehen ist***), von einem Systeme niederer Stufe um-

fasst werden, als B ist, gegen die Voraussetzung. Nun ist ’

M.N=AB.BC==ABC.B,

indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertau-
schen kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung
durchweg eine eingewandte sei, sowohl fiir die Faktoren M und N,
als auch fir deren Produkt, d. h. far ihr nichstumfassendes Sy-
stem B und ibr gemeinschaftliches ABC. Sind nun A', B’, C', M,

*) In der That, wenn D ein System darstelit, welches das System von B sum
Hauptsysteme der Abschattung erginzt, so wird man nur A o= :)—)% und C = li:’g
zu setzen haben.

*¥) Hier tritt die Analogie in dem Wortausdrucke nicht so klar hervor.
Sellte sie klar hervortreten, so miisste man im ersten Falle sagen: ,,weil das Sy-
stem, welches AB und C gemeinschaftlich haben, von keiner htheren Stufe als
der nullten sein kann* und im letzteren Falle ,,weil das System, welches AB
und C umfasst, von keiner niederen Stufe als der h-ten sein kann*, indem nim-
lich h die Stufc des Hauptsystems bezeichnet. ’

***) Nimlich wenn D jenes System darstellte, was AB oder M und C umfas-
'sen sollte, und doch niedriger wiire als das Hauptsystem, so wiirde sich C als
eingewandtes, auf das Hauptsystem beziigliches Produkt in der Form D .E dar-
stellen lassen, und es wiirde N—B.C—B.(D.E), oder da dies Produkt ein
reines ist, =(B.D).E sein; wo das nichstumfassende System zu B und D das
Hauptsystem sein muss; es wird also das den Grissen B und D gemeinschaft-
liche System die Grosse N umfassen, und auch die Grosse M, da diese sowohl
von B als von D umfasst wird. Das gemeinschaftliche System von B und D um-
fisst also M und N, ist aber von niederer Stufe als B, da D nicht das Hauptsy-
stem ist, und B und D als néchstumfassendes System das Hauptsystem haben.
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N’ beziehlich die eingewandten Abschattungen von A, B, C, M, N,
so sind (nach § 153) A'B’, B'C’, A'B'C’ die Abschattungen von AB,
BC, ABC. Ferner da M.N gleich ABC.B ist, so ist nach der in
§ 150 aufgestellten Definition die Abschattung von M.N gleich dem
Produkt der Abschattungen von ABC und B, also gleich A'B'C'.B’.
Ferner ist )
M .N =AB .BC=ABC.B,
also das Produkt der Abschattungen M'. N’ gleich der Abschattung
des Produktes M.N. Somit ist auch fir diesen Fall die Giltig-
keit des obigen Gesetzes nachgewiesen. Wir setzten in beiden
Fallen noch voraus, dass das abzuschatiende Produkt ein¢n gelten-
den Werth habe, und die Faktoren reine Gréssen seien. Ist das
abzuschattende Produkt null, so ist, um die Geltung jenes Gesetzes
auch fir diesen Fall zu erweisen, nur zu zeigen, dass das Produkt
aus den Abschattungen der beiden Faktoren auch null sei. Wenn
einer der urspringlichen Faktoren null ist, so ist auch seine Ab-
schattung null, also auch das Produkt der Abschattungen null.
Wenn aber die beiden Faktoren geltende Werthe haben, und das
Produkt dennoch null ist, so muss, da
M.N=ABC.B ‘

ist, und B nicht null ist, ABC.B als Produkt in der Form der
Einordnung aber nicht anders null werden kann, als wenn einer
der Faktoren null wird, nothwendig ABC null sein, also auch seine
Abschattung, d. h.

ABC =0;
also muss auch A'B'C’.B’, d. h. M'. N’ oder das Produkt der Ab-
schattungen null sein. Es bleibt also auch noch in diesem Falle
die Abschattung des Produktes gleich dem Produkt aus den Ab-
schattungen der Faktoren. Es ist nun, um das Gesetz in seiner
ganzen Allgemeinheit darzustellen, nur noch die Beschrankung auf-
zuheben, dass die Faktoren des abzuschatenden Produktes reine
Grossen sind. Sind dieselben Beziehungsgrossen, deren Bezie-
hungssystem (K) identisch ist mit dem Beziehungssysteme des ein-
gewandten Produktes und sind g und v die Gradzahlen jemer Be-
ziehungsgréssen, M und N ibre eigenthiimlichen Werthe in Bezug
auf das Mass K, so wird sich das Produkt in der Form

KM .K*N
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darstellen lassen. Dies Produkt ist nun nach § 138 gleich K*+*M.N
oder, wenn M. N gleich K.I ist, gleich K*+*K.L Bezeichnen wir
die Abschattungen mit Accenten und nehmen dieselben entweder
durchweg als dussere oder durchweg als eingewandte an, so ist die
Abschattung- des obigen Produktes ‘
= KrtIKLT,
w4y M.N ,

— K'*“M .K'’N,
d. h. gleich dem Produkte der Abschattungen. Also gilt nun das
Gesetz auch noch, wenn die Faktoren Beziehungsgréssen sind, de-
ren Beziehungssystem mit dem Beziehungssysteme des eingewand-
ten Produktes znsammenfallt. Daraus folgt nun auch, dass es fir
reine eingewandte Produkte aus beliebig vielen Faktoren gilt. Nach-
dem wir nun alle iberflissigen Beschrankungen aufgehoben haben,
kdnnen wir das Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit hinstellen:

,,Die Abschatiung des Produktes ist gleich dem Produkte aus

den Abschattungen seiner Faktoren, wenn fir alle abzuschat-

tenden Grossen sowohl der Sinn der Abschattung als auch das

Beziehungssystem dasselbe ist.«

Wir sagen namlich, dass der Sinn der Abschattung mehrerer Grés-
sen derselbe sei, wenn nicht nur Grundsystem und Leitsystem die-
. selben sind, sondern auch die Abschattungen entweder sammtlich
aussere, oder sammtlich eingewandte sind.

§ 154. Daraus, dass jede Gleichheit, welche zwischen den
Vielfachensummen einer Reihe von Gréssen stattfindet, auch be-
stehen bleibt, wenn man statt der Gréssen ihre Abschattungen
setzt, oder mit andern Worten', dass die Abschattungen in dersel-
ben Zahlenrelation stehen wie die abgeschatteten Grossen, folgt,
dass die Verwandtschaft zwischen den Abschattungen und den ab-
geschatteten Gréssen eine besondere Art ciuer aligemeinerea Ver-
wandtschaft ist, welche darin besteht, dass die zwischen einer
Reihe von Gréssen herrschenden Eahlenrelationen auch fir die
entsprechenden Gréssen der zweiten Reihe gelten; und wir wollen
daher diese allgemeinere Verwandtschaft der Betrachtung unter-
werfen. Eg tritt jedoch diese. Verwandtschaft erst in ihrer ganzen
Einfachheit hervor, wenn die Beziebung eine gegenseitige ist, d. h.
wenn jede Zahlenrelation, welche zwischen Gréssen der einen
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Reihe, welche von beiden es auch sei, statt findet, anch rwischen
den Grossen der andern Reihe herrscht; und zwei solche Vereine
von entsprechenden Grossen, welche in dieser gegenseitigen Be-
ziehung zu einander stehen, nennen wir affin*). Diese Gegensei-
tigkeit der Beziehung fiihrt das Gesetz herbei, welches iiberall jede
einfache Beziehung auszeichnet, dass namlich, wenn zwei Vereine
von Gréssen A und B mit einem dritten C affin sind, sie es auch
unter sich sind. In der That, da dann jede Relation in A auch in
C statt findet, und jede Relation, die in C statt findet, auch in B
herrscht, so muss auch jede Relation in A zugleich in B statt fin-
den, und aus demselben Grunde jede Relation, die in B herrscht,
zugleich in A statt finden, d. h. A und B sind einander affin. —
Es fragt sich nun, wie man zu einem beliebigen Vereine von Grés-
sen iberhaupt einen andern Verein bilden kann, welcher mit jenem
in derselben Zahlenrelation stehe, und ins Besondere einen sol-
chen, bei welchem diese Beziehung eine gegenseitige ist, d. h:
welcher dem ersteren affin sei. Hat man in dem gegebenen Ver-
eine m Grossen (derselben Stufe), zwischen denen keine Zahlens
relation statt findet, als deren Vielfachensummen sich aber die #bri-
gen Griossen jemes Vereins darstellen lassen, so lasst sich Zzeigen,
dass man, um zu einem zweiten Vereine zu gelangen, welcher die-
selben Zahlenrelationen darbietet, die in dem ersten Vereine herr-
schen, in dem zweiten Vereine n beliebige Grdssen, welche unter
sich von gleicher Stufe sind, als jenen n Gréssen entsprechende
annehmen kann, dann aber zu jeder andern Griosse des ersten
Vereins die entsprechende im zweiten findet, indem man die erste
als Vielfachensumme jener n GrosSen der ersten Reihe darstellt
und dann in dieser Vielfachensumme statt jener n Gréssen die ent-
sprechenden der zweiten setzt, dass aber diese Beziehuhg nur
dann und immer dann eine gegenseitige ist, die Vereine also
einander affin sind, wenn zugleich die n Grbssen des zweiten
Vereins keine Zahlenrelation untet ‘sich zulassen.  Die Richtigkeit

*) Der Begriff der Affinitiit, wie wir ibn hier aufstellten, stimmtmit dem
gewohnlichen Begriff derselben in sofern iiberein, als er auf dieselben Grossen
angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier nur in sofern
aligemeiner gefasst, als er sich auth auf andere Gtossen iibertragen ldsst.
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dieser Behauptung beruht darauf, dass, wenn n Gréssen in keiner
Zahlenrelation stehen, d. h. keine derselben sich als Vielfachen-
summe der tbrigen darstellen lasst, und dennoch eine Vielfachen-
summe dieser Grossen gleich null sein soll, nothwendig alle Koef-
ficienten dieser Vielfachensumme einzeln genommen gleich null
sein missen; denn hitte einer von ihnen einen geltenden Werth,
so wiirde die Grosse, der er zugehort, sich als Vielfachensumme
der ibrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist.
Aus diesem Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Be-
hauptung sogleich. Denn sind a, b, c... irgend welche Grdssen
des ersten Vereins, zwischen denen eine Zahlenrelation

catpPb+4....=0
statt findet, und man driickt a, b, .... als Vielfachensumme jener
n Grossen des ersten Vereins r,..... rp aus, so wird sich jene
Gleichung in der Form

0, F0srst.enn.. =0

darstellen lassen, in welcher nach dem so eben erwiesenen Satze
alle Koefficienten null sein miissen; also :

01=0,0,=0, ...
Diese Gréssen g,, @,,..... sind nur von den Koefficienten ¢, §,....
und von den Koefficienten der Vielfachensumme, in welcher a, b,....
dargestellt sind, abhangig. Sind nun a’, b'..... undr’,, r'y,.....
die entsprechenden Grossen des zweiten Vereins, so miissen a’,
b,..... aus a, b,... dadurch hervorgehen, dass man in den Viel
fachensummen, welche a, b... darstellen, statt r , r,,... die. ent-
sprechenden Gréssen r'y, r',,.... setzt. Folglich wird der Ausdruck

e + '+ .....8=0,1, F 0,5y F.....

sein, und also da g,, @,, .... einzeln genommen null sind, selbst
gleich null sein miissen, also

ea’ 4 6b +...=0, 3
d. h. zwischen den Grossen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen-
relation bestehen, welche zwischen denen des ersten besteht. Sind
nun die Grossen r’, ... r'y gleichfalls von der Beschaffenheit, dass
zwischen ihnen keine Zahlenrelation statt findet, so lasst sich ebenso
der Rickschluss machen, die Beziehung ist also dann eine gegen-
seitige, und die beiden Vereine von Gréssen sind einander affin.
Hingegen herrscht zwischen diesen Grossen r'y....r’, eine Zah-
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lenrelation, so ist klar, ddss man, da diese Relation zwischen den
entsprechenden Grossen des ersten Vereins micht statt findet, auch
nicht von dem Herrschen einer Relation innerhalb des zweiten
Vereins einen Schluss auf das Fortbestehen derselben im erstea
machen darf, dass vielmebr die Beziebung dann nur eine einsei-
tige ist. : ,

§ 155. Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grdssen ein-
ander affin sind, so werden auch die Produkte aus den Grdssenm
des einen Vereins den entsprechend gebildeten Produkten des an-
dern Vereins affin sein, wenn nur die Multiplikationsweise, durch
welche diese entsprechenden Produkte gebildet sind, in beiden Ver-
einen in dem Sinne' genommen ist, dass ‘das Produkt dann, aber

.auch nur dann als null erscheint, wenn die Faktoren in einer Zah-

lenrelation zu einander stehen. Ist namlich die Multiplikation in
dieser Weise angenonumen, so kann zuerst zwischen - den verschie-
denen Produkten, welche sich aus den n Gréssen A, ..... A, des
einen Verdins, die in keiner Zahlenrelation zu einander standen,
bilden lassen, gleichfalls keine Zahlenrelation statt finden; d. h. es
kann keins di¢ser Produkte sich als Vielfachensumine: der iibrigen
darstellen lassen.. Denn gesétzt es wire dies der Fall, so kdnnte
man in der- Gleichung, welche jenes Produkt z. B. A, A, A, als
Vielfachensumme der iibrigen darstellt, jedes Glied mit den simmt-
Faktoren A, ... A, multipliciren, die jenes Produkt nicht emthalt;
durch diese Multiplikation werden dann alle dbrigen Produkte mit
Ausnahme desgen, was als Vielfachensumme der iibrigen erscheinen
soll, null, weil in ihnen wenigstens einer von den hinzutretenden
Faktoren schon unter den vorhandenen Faktoren vorkommt, also
nun zwischen den Faktoren Gleichheit, also auch eme Zahlemrela-
tion statt findet; man erhalt daher die Gleichung
A A, Ap=0,
d. h. zwischen A, .... Ay wirde eine Zahlenrelation statt finden
miissen, was wider die Voraussetzung iss.  Betrachtet man nun fer-
ner ein Produkt P.Q.R, dessen Faktoren Grissen jeres Vereins,
also- als Vielfachensummen von A, ..., A, darstellbar sind, so wird
auch dies Prpdukt, wenn man die’ einzelnen -Faktoren als.Viel-
fachensummen darsteljt, gliedwdise duschmultiplicirt wad. die Fak-
toren der einzelnem Glieder. gehorig ordnet, als' Vielfachensumine
16
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der aus den Faktorem A, .... A, gebildéten Produkte erscheinen.
Sind nun in dem andern Vereine A’, .... A’y als die den Gréssen
A, .... A, entsprechenden angenommen, und werden als die ihren
Produkten A, A, A,, etc. entsprechenden Grossen die Produkte
der entsprechenden Faktoren A’, A’, A’; angenommen (was [ver-
stattet ist, da zwischen jenen Produkten des ersten Vereins keine
Zshlenrelation statt findet), so wird dem Predukte P.(Q.R das
Produkt P’.Q’.R' der entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen.
Denn man-erhiitaus P. Q . R das Produkt P’. Q'. R’, wenn man, nach~
dem P, Q, R als Vielfachensummen von A, .... A, dargestelit sind,
statt A, ... A, die entsprechenden Grdssen A’)...A’; setzt. Das
Gesetz des Durchmultiplicirens ist nun fir beide Produkte dasselbe,
jedes Produkt ferner zwischen A,....A,, was gleiche Faktoren
enthalt und somit null wird, hat auch zum entsprechenden Produkte
ein solches, was null wird; und darin liegt, dass auch dasselbe
Vertauschungsgesetz herrscht, indem (A +B) (A4-B) oder AB4-BA
in beiden Fillen null ist, also die Faktoren nur mit Zsichenwechsel
vertauschbar sind. Daraus nun folgt, dass, wenn PQR als Viel-
fachensumme der aus den Faktoren A, ... A, gebildeten Produkte
erscheint, man darsus P'Q'R’' erhilt, indem man statt A, ... A, die
entsprechenden Grossen A', ... A’;, oder statt der aus den ersteren
gebildeten Produkte die aus den letateren gebildeten setzt. Hierin
liegt mun vermittelst des obigen Gesetzes, dass die Produkte des
rweiten Vereins in derselben Zahlenrelation stehen, wie die ent-
sprechenden des ersten, und dass also, wenn die beiden Vereine
einander affin sind, auch die Produkte des einen Vereins den ent-
sprechenden des andern affin sind.

§ 156. Es giebt unter den bisher bétrachteten Multiplika-
tionsweisen nur zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausge-
sprochenen Bedingung geniigen, dass namlich das Produkt dann
“und nur denn als null erscheinen soll, wenn zwischen den Fakto-
rem eine Zahlenrelation herrscht, das sind namiich erstens die &us-
sere Multiplikation von Grossen erster Stufe und zweitens die ein-
" gewandte Multiplikation von Grossen (n—{1)ter Stufe in einem
Hauptsysteme n-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe. Dass die
dbrigen Maltiplikationsweisen, welche wir -bisher kennen gelernt
haben, nicht den Bedingungen des vorigen § gemtigen, leuchtet sehr
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bald ein. Zwar wiirde das in jenem Paragraphen dargestelite Ver-
wandtschaftsgesetz ein vortremnches Mittel darbieten, um in die Be-
deutung des formalen Produktes, welches wir bisher nicht der Be-
trachtung unterworfen hatten, hineinzudringen; doch wollen wir uns
durch solche Betrachtungen, welche uns jedenfalls in schwierige
und weitlanftige Untersuchungen verwickela wiirden, nicht den Raum
fur andere wichtigere Gegenstinde verkiirzen; und wir bleiben da-
her bei den beiden Fallen stehen, auf welche unser Gesetz direkte
Anwendung erleidet.

§ 157. Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 darge-~
stellten Gesetzes auf die beiden in § 156 aufgefihrten Multiplika-
tionsweisen zu zwei Hauptgattungen der Affinitit, namlich der di-
rekten und der reciproken, indem eines Theils den Gréssen
erster Stufe des einen Vereins Grdssen erster Stufe des andern
entsprechen; und andern Theils den Grdssen erster Stufe des einen
Vereins Grossen (n—1)ter St. des andern entsprechen, wenn jeder
Verein ‘ein System n-ter Stufe als Hauptsystem darbietet. Wir kén-
nei-daher folgenden Hauptsatz der Affinitat aussprechen:

»Wenn man zu n von einander unabhénglgen Grossen erster

Stufe n gleichfalls von einander unabhingige Gréssen erster Stufe

oder n Grdssen (n—1)ter Stufe, welche einem System n-ter Stufe

angehéren, deren eingewandtes Produkt aber einen geltenden

Werth hat, als entsprechende nimmt, so bilden die aus den ent-

sprechenden Grdssen durch dieselben Grundverkniipfungen ge-

bildeten Gréssen zwei einander affine Vereine von Gréssen, und
jede Grundgleichung, welche zwischen den Grossen des einen

Vereins besteht, bleibt auch bestehen, wenn man statt dieser

Gréssen die entsprechenden des andern setzt. Im ersten Falle

heissen beide Vereine direkt affin, im zweiten reciprok affin.*

Dieser Satz ist von so allgemeiner Geltung, dass er, wie wir
spaterhin zeigen werden, die allgemeinsten linedren Verwandtschaf-
ten, wie die Kollineation und Reciprocitit unter sich begreift, und
den vollstindigen Begriff dieser Verwandtschaften, welche bei der
gewohnlichen Auffassungsweise nur in unvollkommener-Gestalt her-
vortreten, darstellt. Namentlich liegt in diesem Satze, dass, wenn
m Grossen des einen Vereine irgend einem System angehdren, dann
auch die entsprechenden Grossen des andem Vereins bei der direkten

16*
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Affinitit einem System derselben Stufe angehdren, bei der recipro-
ken einem System von erganzender Stufe, weil nimlich das Produkt
derselben gleichzeitig null wird.

§ 158. Wir haben nun die Abschattung als besondere Art der
konstanten Zahlenrelation und der Affinitat darzustellen, und anzu-
geben, in welchem Falle die allgemeine Verwandtschaflt in diese
besondere iibergeht.

Wenn zuerst zwischen den Gréssen erster Stufe eines Vereins
A dieselben Zahlenrelationen statt finden, welche zwischen den ent-
sprechenden Grassen erster Stufe eines andern Vereines B herr-
schen, so fragt sich, welcher Bedingung beide Vereine unterworfen
sein missen, wenn der erste Verein A zugleich die Abschattung
des zweiten B sein soll. Nenpen wir das System, welches einen
Verein von Gréssen erster Stufe zunichst umfasst, das System die-
ses Vereins, so leuchtet ein, dass A nur dann die Abschattung von
B sein konne, wenn in demjenigen Systeme C, welches den Syste-
men beider Vereine gemeinschaftlich ist, die entsprechenden Gros-
sen beider Vereine zusammenfallen, d. h. einander gleich sind,
wie dies unmittelbar aus der Idee der .Abschattung hervorgeht.
Wir kénnen aber auch zeigen, dass, wenn diese Bedingung eintritt,
auch jedesmal der Verein A als Abschattung des Vereines B aufge-

" fasst werden konne, und der Sinn der Abschattung dann bestimmt
sei. Um dies zu beweisen, konnen wir zuerst das System von B
als Kombination des gémeinschaftlichen Systemes C mit einem da-
von unabhéngigen Systeme darstellen. Dies System, welches dann
zugleich von dem Systeme des Vereines A unabhingig sein wird,
sei von m-ter Stufe, d. h. es sei durch das aussere Produkt von m
Grossen erster Stufe b, ....by dargestellt, welche alle von einan-
der unabhangig sind. Wird nun vorlaufig L als das Leitsystem an-
genommen, und sind a,....ay die den Gréssen b,...byn ent-
sprechenden Grissen des ersten Vereins A, so erhalt man, wenn zu-
gleich a, ....ay die Abschattungen von b, ...bn nach dem Leit-
systeme L sein sollen, die Gleichungen:

L.a, =L.b,,...... L.ag=L.bg,
oder .
L.(a,~b,)=0,........ L. (am—bp)=0;
d. h. die Gréssen (a, —b,),.... (am—Dbm) sind dem Leitsysteme
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untergeordnet. Es sind aber diese Grdssen sowohl von einander
als von dem Systeme des Vereins A unabhangig. Denn finde eine
solche Abhangigkeit statt, so wiirde auch eine Vielfachensumme von
a; ...apund den andern Gréssen erster Stufe, die dem Vereine A an-
gehoren, als gleich erscheinen einer Vielfachensumme der Gréssen
b, ...bny, d.h. es wiirde in dem Systeme b, .b, ....by, eine Grosse
geben, welche den Systemen beider Vereine gemeinschaftlich ware,
d. h. dem Systeme C angehérte, was wider die Voraussetzung ist,
indem jenes Produkt von C unabhingig angenommen ist. Da nun
die Grossen (a, —b,)...(an—bny) von einander unabhéngig und
dem Systeme L untergeordnet sind, so ist auch ihr ausseres Pro-
dukt diesem Systeme untergeordnet; und wenn wir annehmen, dass
das Leitsystem nicht von hoherer als m-ter Stufe ist, so folgt, dass
es durch jenes Produkt dargestellt, also vollkommen bestimmt ist,
oder mit andern Worten, es ist dann der Sinn der Abschattung be-
stimmt. Setzen wir daher L jenem Produkte gleich, so folgt auch
umgekehrt die Giltigkeit der Gleichungen
L.a,=L.b, u.s. w, )
und da L von dem Systeme von A unabhéngig ist, so folgt, dass
a,...ay in der That die Abschattung von b, ... by, auf das System
von A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man nun in dem Systeme
von B irgend eine andere Grosse erster Stufe b an, so wird sich die-
selbe als Vielfachensumme von den Grossen b, ...by und von Gros-
sen, die dem Systeme C angehéren, darstellen lassen. Dann wird
die entsprechende Grosse a des ersten Vereins sich als enmtspre-
chende Vielfachensumme von den entsprechenden Gréssen ihres Ver-
eins darstellen lassen, d. h. als entsprechende Vielfachensumme von
den Abschattungen jener Grossen erscheinen, oder sie selbst ist die Ab-
schattung jener ersteren. Wir haben somit den Satz gewonnen:
,,Wenn zwischen den Grossen erster Stufe eines Vereins (A)
dieselben Zahlenrelationen stattfinden, welche zwischen den
entsprechenden Grdssen erster Stufe eines andern Vereins (B)
herrschen: so ist der erste Verein (A) dann und nur dann als
Abschattung des zweiten (B) aufzufassen, wenn in dem ge-
meinschaftlichen Systeme beider Vereine die entsprechenden
Grossen zusammenfallen; und zwar ist dann der Sinn der Ab-
schattung vollkommen bestimmt.«
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Als unmittelbare Folgerung aus diesem Satze geht hervor, ,.dass
von zwei affinen Vereinen dann und nur dann der eine als Abschat-
tung des andern erscheint, wenn in dem gemeinschaftlichen Systeme -
beider Vereine je zwei entsprechende Grdssen zusammenfallen, und
dass dann jeder von beiden Vereinen als Abschattung des andem
-aufgefasst werden kann.*

] § 159. Um die gewonnenen Resultate durch geometnsche
Anschauungen zu verdeutlichen, wird es geniigen, affine Vereine
beiderlei Art in der Ebene zu betrachten. Es ist klar, wie man
dann zu drei nicht in gerader Linie liegenden Punktgréssem (die
aber auch in Strecken @bergehen konnen) drei beliebige ebenfalls
nicht in gerader Linie liegende Punktgrossen als entsprechende an-
nehmen, und daraus zwei einander direkt affine Vereine ableiten
kann, indem man die aus jenen entsprechenden Gréssen auf glei-
che Weise gebildeten Vielfachensummen, oder deren auf gleiche
Weise gebildeten Produkte als entsprechende Gréssen setzt. Eben so
erhilt man zwei reciprok affine Vereine, wenn man zu drei Ele-
mentargréssen erster Stufé, die nicht in gerader Linie liegen, drei
Liniengrossen, deren Linien ein Dreieck begrinzen, als entspre-
chende ammimmt, und ausserdem je zwei durch dieselben Grund-
verkniipfungen aus ihnen erzeugten Grossen als entsprechende setzt.
Es ist aus dem Friiheren klar, wie im ersten Falle dreien Punktgros-
sen des einen Vereins, die in gerader Linie liegen, auch drei des
andern entsprechen, die gleichfalls in gerader Linie liegen, und
eben so dreien Liniengrassen des einen, die durch Einen Punkt gehen,
drei des andern entsprechen, welche gleichfalls durch Einen Punkt
gehen; wie ferner im zweiten Falle dreien Punktgréssen des einen
Vereins, die in Einer geraden Linie liegen, drei Liniengrdssen des
andern entsprechen, die durch Einén Punkt gehen und umgekehrt.
Dabei ist jedoeh festzuhalten, dass die Punktgrissen auch in Stre-
cken, die Liniengrdssen in Flachenraume umschlagen kénnen.

§ 160. Unsere bisherige Betrachtungsweise unterseheidet sich
von der gewdhnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch,
dass wir die Punkte nicht far sich, sondern behaftet mit gewissen
Zahlenkoefficienten, die wir Gewichte nannten, auffassten; und dies
war nothwendig, damit sie eben als Grissen erscheinen konnten.
Der Punkt selbst erschien entweder als solche Grdsse mit dem
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Gewichte 1, oder als System, dem die Grosse angehdrte. Eben so
mussten die Linie, die Ebene, der Rawm, wenn sie als Gréssen
erscheinen sollten, einen bestimmten Masswerth darbieten, und so
als Liniengrosse, Plangrosse und begranzter Korperraum aufgefasst
werden. Es ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte
als Grossen), welche von der gewohnlichen ganzlich abweicht. Es
bleibt uns daher jetzt noch besonders iibrig, fir die in diesem
Kapitel dargestellten Gesetze jene Differenz auszugleichen. Wir
kniipfen diese Betrachtung an die allgemeine Verwandtschaft der
Affinitat, und nennen zunichst die entsprechenden Systeme zweier
affiner Vereine, linedr verwandt, und zwar wenn jene Vereine di-
rekt affin sind, so nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear
verwandt, und wenn sie reciprok affin sind, reciprok verwandt;
oder um diese Begriffe sogleich auf die Geometrie zu ibertragen,
wenn zwei Vereine von Grossen (Elementargréssen, Liniengrossen,
Plangréssen) in direkter oder reciproker Affinitit stehen, so nen-
nen wir die Vereine der ihnen zugehdrigen Systeme (Punkte, Li-
nien, Ebenen) kollinear oder reciprok verwandt. Wir haben nun
nachzuweisen, dass diese Begriffe mil den sonst unter den aufge-
fihrten Namen verstandenen Begriffen zusammen fallen. Mgobius,
der Begriinder dieser allgemeinen Verwandtschaftstheorie, stellt als
den Begriff der Kollineation auf*), dass bei zwei ebenen oder kor-
perlichen Raumen, welche in dieser Verwandtschaft stehen, jedem
Punkte des einen Raumes ein Punkt in dem andern Raume derge-
stalt entspricht, dass wenn man in dem einen Raume eine belie-
bige Gerade zieht, von allen Punkten, welche von dieser Geraden
getroffen werden, die entsprechenden Punkte des andern Raumes
gleichfalls durch eine Gerade verbunden werden konnen. Hieraus
folgt vermoge der in den vorigen Paragraphen dargelegten Gesetze,
dass in der That die Systeme, welche den entsprechenden Gréssen
zweier direkt affiner Vereine zugehoren, zwei kollineare Vereine
in dem von Mébius dargesteliten Sinne bilden; aber auch umge-
kehrt lasst sich zeigen, dass, wenn zwei Riume in diesem Sinne
als kollinear verwandt erscheinen, die entsprechenden Punkte auch
mit solchen Gewichten behaftet werden kénnen, dass die Vereine

*) in seinem barycentrischen Katkiil § 217.
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der so gebildeten Gréssen einander affin sind; oder mit andern
Worten, dass zwei Raume, welehe .nach dem Princip der gleichen
Konstruktionen einander kollinear sind, s auch nach dem Pnnclp
der gleichen Zeiger sind. . .

§ 161. Um dies zuerst fiie die Ebene zu beweisen, nehme
man irgend vier Punkte in der einen Ebene an, von denen keine
drei in gerader Linie liegen, und eben so in der andern auch vier
solche Punkte, und setze sie einander entsprechend, was nach dem
Princip der gleichen Konstruktionen verstattet ist, weil der vierte
Punkt von den drei ersten durch keine linedre Konstruktion ab-
hangt: Nun kann man in jeder Ebene dreien von den Punkten sol-
che Gewichte hinzufiigen, dass der vierte Punkt als Summe der so
gebildeten 3 Elementargrossen erscheint; denn wenn man nur jene
3 Punkte als Richtelemente annimmt, so sind die 3 Richtsticke
des vierten Punktes die verlangten Elementargrossen; nimmt man
nun diese 3 Paare von Elementargrossen als einander entsprechende
Grossen zweier affiner Vereine an, so sind auch die beiden vierten
Punkte entsprechende Grassen derselben Vereine. Nun erhalt man
nach dem Princip der gleichen lineiaren Konstruktion aus 4 entspre-
chenden Punktenpaaren ABCD und A’B'C'D’ zweier kollinearer ebenen
Raume (Fig. 15.u. 16.) ein neues Paar durch das Kreuzen der entspre-
chenden Linien AB und CD einerseits, und A'B" und C'D’ andererseits,
indem der eine Kreuzpunkt, da er zweien Geraden des einen Ver-
eines angehort, auch als entsprechenden Punkt denjenigen Punkt
haben muss, welcher den entsprechenden Geraden des andern Ver-
eines angehort, also den Kreuzpunkt beider Geraden. Sind nun
die zu jenen Elementen gehorigen Elementargrassen a, b, ¢, d und
a, b, ¢, d einander affin, so sind es auch die Produkte ab.cd
und a'b’.c’d’ (nach § 157), und die Elemente dieser Produkte, d. h.
die oben bezeichneten Kreuzpunkte, sind also dann auch nach dem
Princip der gleichen Zeiger einander kollinear. Also je zwei Ele-
mente, welche in der Ebene sich als entsprechende nach dem Prin-
cip der gleichen Konstruktion nachweisen lassen, sind es auch nach
dem Prmclp der gleichen Zeiger.

§ 162. Entsprechend lasst sich der Satz fir Korperrﬁume-
nachweisen, indem man dann nur statt jener vier- Punktenpaare
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fanf solche nimmt, von denen keine vier in Einer Ebene liegen.

Dann zeigt sich, wie nach dem Princip der gleichen Konstruktion
jeden vier Punkten des einen Vereins, welche in Einer Ebene lie-
gen, auch vier Punkte des andern entsprechen missen, welche
gleichfalls in Einer Ebene liegen. Denn vier Punkte, welche in
derselben Ebene liegen, miissen sich so verbinden lassen, dass ibre
Verbindungslinien sich kreuzen; diesem Kreuzpunkte muss dann
auch ein Kreuzpunkt der entsprechenden Verbinduhgslinien des
andern Raumes entsprechen, also miissen auch diese Verbindungs-
linien, also auch die Punkte, welche durch sie verbunden werden,
in Einer Ebene liegen. Sind nun A, B, C, D, Eund A, B, C,
D', E’ die finf entsprechenden Punktenpaare, so wird nach dem
Princip der gleichen Konstruktion dem Durchschnitte der Ebene
ABC mit der geraden Linie DE der Durchschnitt yon A’B'C’ mit D'E’
entsprechen. Nun kénnen wir ganz auf dieselbe Weise, wie vor-
her, den fiinf Punktenpaaren solche Gewichte geben, dass die so
entstehenden Elementargrossen a, b, ¢, d, e und a, b, ¢, d, €
einander alfin werden, indem man nur in jedem Vereine einen je-
ner Punkte als Vielfachensumme der iibrigen desselben Vereins
darzustellen, und diese Vielfachen als die entsprechenden Elementar-
grossen zu setzen braucht. Dann sind nach § 157 auch die Pro-
dukte abc.de und a'’b'c’.d’e’ einander entsprechende Grossen jener
affinen Vereine; die Elemente dieser Produkte, d. h. die oben be-
zeichneten Durchschnittspunkte sind also dann auch nach dem Prin-
cip der gleichen Zeiger einander kollinear entsprechend. Somit
wieder, wenn irgend 5 Elemente des einen Vereines nach beiden
Principien 5 Elementen des andern entsprechen, so wird auch je-
des sechste Eleméntenpaar, was nach dem Princip der gleichen
Konstruktion -sich als entsprechendes nachweisen lasst, sich auch
nach dem Princip der gleichen Zeiger als solches nachweisen
lassen.

Es ist also in der That die Identitit beider Principien fir
ebene sowohl als korperliche Raume nachgewiesen. Bei Punkten
einer geraden Linie reicht das Princip der gleichen Konstruktio-
nen nur dann aus, wenn man mit den Konstruktionen aus der ge-
raden Linie herausgeht, und also ein entsprechendes Punktenpaar
ausserhalb derselben annimmt; das Princip der gleichen Zeiger
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hat hingegen auch dann noch, wié itberhaupt immer, seine direkte
Anwendung.

§ 163. Nach dem Princip der gleichen Konstruktion nennen
wir zwei Vereine einander reciprok, wenn jedem Punkte des ersten
Vereins eine Gerade des andern dergestalt entspricht, dass, wenn
man in der Ebene des ersten Vereines eine Gerade zieht, von allen
Punkten, welche in dieser Geraden liegen, die entsprechenden
Geraden des andern Vereines durch einen Punkt gehen, und um-
gekehrt zu allen Geraden des zweiten Vereines, welche durch den-
selben Punkt gezogen werden konnen, die entsprechenden Punkte
des ersten in einer geraden Linie liegen. Eben so werden zwei
raumliche Vereine einander nach dem Princip der gleichen Kon-
struktion reciprok sein, wenn die Ebenen des zweiten Vereins,
welche den simmtlichen Punkten einer Geraden im ersten entspre-
chen, sich in einer und derselben Geraden schneiden, und umge-
_ kehrt die Punkte des ersten Vereins, welche den sammtlichen Ebe-
nen, die durch dieselbe gerade Linie gehen, und dem zweiten
Vereine angehorig gedacht werden, sich durch eine gerade Linie
verbinden lassen. Es bedarf kaum noch einer Auseinandersetzung,
dass die auf diese Weise reciproken Gebilde es auch nach dem
Princip der gleichen Zeiger sind, indem sich dies genau auf die-
selbe Weise ergiebt, wie es sich oben fir die Kollineation ergab.

- § 164. Setzen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden
Linie liegen, entsprechend mit drei Punkten, die auch nicht in ge-
rader Linie liegen, und bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei
Vereine entsprechender Grossen: so wird das Gewicht einer jeden
Grosse die Summe ‘ihrer 3 Zeiger, also das Gewicht zweier ent-
sprechender Gréssen dasselbe sein; es erscheinen also auch die
Punkte selbst dberall als entsprechende Gréssen, und es herrscht
also zwischen den Vereinen der entsprechenden Punkte selbst Af-
finitat. Daraus folgt, dass, wenn a, b, ¢ drei in gerader Linie
liegende Punkte, a, b, ¢’ drei ibnen entsprechende Punkie eines
affinen Punktgebildes sind, dann nicht nur auch a', b’, ¢’ in gera-
der Linie liegen, sondern auch die zwischen ihnen befindlichen
Abschnitte proportional sein miissen, denn.wenn

ab=mhc,
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ist, wo m’eine Zahl verstellt, so wird auch nach dem allgemeinen
Gesetz der Affinitat ‘
ab'e=mb'c

sein, und nach der Annahme sollten auch a’, b’, ¢’ Punkte sein,
wenn a, b, ¢ es waren. Es falit somit unser Begriff der Affinitat
mit dem sonst iiblichen Begriff derselben zusammen, sobald er auf
dieselben Grossen, namlich auf blosse Punkte (mit gleichen Ge-
wichten) angewandt wird. Die Erzeugung affiner Punktvereine tritt
noch klarer hervor, wenn wir Parallelkoordinaten zu Grunde legen,
oder nach unserer Benennungsweise, wenn wir zu einem Punkt und
zwei Strecken des einmen Vereins in dem andern Vereine einen
Punkt und zwei Strecken als entsprechende setzen; und dann die
entsprechenden Gréssen durch gleiche Zeiger erzeugen; dann wird
das Gewicht dieser Grossen gleich dem zu jenem Punkte gehdrigen
Zeiger sein, und also gleich 1 erscheinen, wenn jener Zeiger der
Einheit gleich wird. Zieht man somit in dem einen Gebilde von
einem Punkte aus zwei Strecken, und in dem andern von dem ent-
sprechenden Punkte aus-:zwei entsprechende Strecken, und setzt
diese Strecken als Richtmasse fir die Richtstiicke der demselben
Gebilde zugehorigen Punkte, so haben die entsprechenden Punkte
beider Vereine stets gleiche Gewichte; und zugleich sind dadurch
aus 3 Paaren entsprechender Punkte alle ibrigen entsprechenden
Punktenpaare zweier affiner Punktgebilde bestimmt.

§ 165. Was die metrischen Relationen zweier kollinearen
Punktgebilde betrifft, so sind diese auf eine hochst einfache Weise
dadurch ausgedriickt, dass

»jede Grundgleichung, welche unabhéingig ist von den Mass-

werthen der darin vorkommenden Gréssen, bestehen bleibt,

wenn man statt der Grossen die entsprechenden eines kolli-

nearen Vereines setat.*
Namlich da man dann diese Masswerthe auch so setzen kann, dass
beide Vereine von Grossen affin werden, und fiir affine Grossen-
vereine die Geltung dieses Satzes erwiesen ist, so gill er nun unter
jener Voraussetzung aach fiir kollineare Vereine. Eine specielle
Folgerung dieses allgemeinen Satzes, welcher die metrischen Rela-
tionen, welche zwischen kollinearen Gebilden herrschen, in ihrer
ganzen Vollstindigkeit umfasst, ist z. B. die, dass jeder Doppelquo--
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tient zwischen vier Grossen A, B, C, D, welcher e¢inen Zahlenwerth
darstellt, auch denselben Zahlenwerth behalt, wenn man statt ABCD
die entsprechenden Grossen A’B'C'D’ eines kollinear verwandten Ge-
bildes setzt; namlich ein solcher Doppelquouent, da er s1eh in der
Form
AB CD
BC DA™
darstellen lasst, ist unabhingig von dem Masswerthe der 4 Gréssen
A, B, C, D, weil jede im Zabler und Nenner einmal vorkommt, folg-
lich wird, wenn man diesen gleich einer Zahl m setzt, diese Glei-
chung auch fortbestehen, wenn man statt der Grésssen A, B, C, D
die ihnen kollinear entsprechenden Grossen A, B, C, D setzt, und
man hat somit -
AB €D AB' CD
BC'DA ™ BT DA”
Namentlich hat man, wenn a, b, ¢, d Punkte einer geraden Linie
sind, und 2, V', ¢, d' die entsprechenden,
: abed ab cd
beda™ bc da”
Eben so ist, wenn A eine Linie, b, ¢, d aber Punkte sind, welche
mit A in derselben Ebene liegen und selbst unter einander in der-
selben geraden Linie liegen
bAed DA d
Acdb ~ AT db”
Ferner wenn A und C gerade Linien, b und d Punkte sind, und A,
G b, d in derselben Ebene liegen, so ist
Ab Cd AV Cd
bC'dA ~ b0 dA”
Ferner wenn A und C Ebenen, b und d Punkte sind, ‘se ist
Ab Cd __AY Cd
bC'dA = bCdX "
Endhch wenn A, B, G, D Linien im Raume sind, so ist
AB CD _ AB CD
BCDA ™ BC DA™ :
Die hinzugefiigten Bedingungen entsprechen namlich der in dem
allgemeineren Satze hinzugefiigten Bedmgung, dass der Doppelquo-
tient eine Zahl darstellen soll.
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§ 166. Wie sich nun die Kollineation zur Affinitat verhalt,
so verhalt sich die Projektion zur Abschattung, indem, wie wir oben
zeigten, bei Elementargrossen das System der Abschatteng die
Projektion darstellte. Es werden also auch alle Grundgleichungen,
welche von dem Masswerthe ihrer Grossen unabhangig sind, be-
stehen bleiben, wenn man statt der Grossen ihre Projektionen setzt;
namentlich werden auch jene Doppelquotienten bei der Projektion
denselben Werth beibehalten. Wie ferner die durch Abschattung
aus einander erzeugbaren Vereine eine besondere Art der Affinitat
darstellten, so werden nun auch die durch Projektion aus einander
erzeugbaren Vereine eine besondere Art der Kollineation darstellen,
und zwar konnen wir, weni wir die durch Projektion aus einander
erzeugharen Vereine perspektivische nennen, den Satz aufstellen:

»Zwei kollineare Vereine sind dann und nur dann perspekti-

visch, wenn in dem Durchschnitte der beiden Systeme, dem

jene Vereine angehéren, je zwei entsprechende Punkte zusam-

menfallen, und der Sinn der Projektion ist dann bestimmt.« :
Dieser Satz ist eben nur eine Uebertragung des in § 158 fir die
Abschattung aufgestellten Satzes. Namentlich folgt daraus auch,
dass zwei kollineare Linien, welche nicht in Einer Ebene liegen,
stets perspektivisch sind, weil sie sich nicht schneiden. Endlich
wird in demselben Falle, in welchem die kollinearen Vereine zu-
gleich aftin werden, die Projektion mit der Abschattung identisch
werden; nimlich wenn die Abschattung und die abgeschattete Grésse
Punkte oder iiberhaupt Elementargréssen erster Stufe. mit gleichen
Gewichten darstellen. Dies wird der Fall sein, wenn das Leit~
system .ein Ausdehnungssystem ist (oder anders ausgedriickt, als
Elementarsystem ins Unendliche fallt). Dieser Fall trat im ersten
Abschnitte (§ 82) ein, weshalb dort Projektion und Absehattung za-
sammenfielen. :

§ 167. Fragen wir uberbaupt danach, welche Gleichungen
unabhangig sind von dem Masswerthe der Gréssen geltender Stufe,
die darin vorkommen, ind welche also in der Projektion und iber-
haupt in der Kollineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen,
bei welchen jede Grésse von geltender Stufe in demselben Gliede
eben so oft als Faktor des Nenners vorkommt, wie als Faktor des
Zahlers, und nur diejenigen Faktoren, welche sammtlichen Zahiera
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oder Nennern gemeinschaftlich sind, konnen in den Gliedern belie-
big oft vorkommen, wenn nur in allen gleich oft. Die einfachste
Form einer solchen Gleichung ist daler
«QA ﬂQB
PA + 55 +--
wo @, 3,... Zahlengréssen vorstellen, und wobei wir, damit die
Gleichung einen bestimmten Sinn gewinne, annehmen miissen, dass
die Nenner PA, PB,.... einander gleichartig sind, ohne null zu
werden. Setzen wir dies veraus, und nehmen wir Q gleich der
Einheit, wodurch die Gleichung iibergeht in
£B
7 it pg T =0
so nennen wir dieselbe eine harmonische Glelchung, e, f,...
die harmonischen Koefficienten (harm. Gewichte), die Systeme von
A, B, ... die harmonischen Systeme, P das Polsystem. Verstehen
wir unter A, B,... blosse Systeme, 8o schreiben wir die Gleu;hung
auch so:
P
A’ B+ ....==0,
nnd sagen, der Ausdruck A 4 FB + . sei in Bezug auf P gleich
null. Die Bedingung, dass die Gréssen PA, PB.... alle einander
gleichartig sein miissen, ohne null zu werden, kénnen wir auch so
ausdriicken, dass fiir alle diese Produkte das nichstumfassende Sy-
stem und das gemeinschaftliche System der Faktoren dieselben
sein miissen. Wenn das nachstumfassende System in allen das-
selbe sein soll, so heisst das, es muss dasselbe zusammenfallen mit
demjenigen Systeme, was die simmtlichen Grossen P, A, B,.... zu-
nichst umfasst, d. h. mit dem Hauptsysteme der Gleichung. Wenn
das gemeinschaftliche System in einem jener Produkte, also auch
in allen von nullter Stufe ist, so sind die Produkte aussere, und
dann, aber auch nur dann sind die Werthe der Quotienten ;—:
u. 8. w. bestimmte Gréssen (§ 141). In diesem Falle nennen wir
die harmonische Gleichung eine harmonische von reiner Form.
Pﬁ nur partiell
bestimmte Werthe darstellen, so behalt die harmonische Gleichung

Aber obgleich in dem andern Falle die Quotienten
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1 dennoch auch dann ihre bestimmte Bedeutang, welche wir nun auf-
| suchen wollen. Da PA, PB,.... einander gleichartig sind, ohne
‘null zu werden, so miissen d’eh solche Masswerthe von A, B..
! annehmen lassen, dass .
1 PA=PB=....
‘ist; dann wird die Gleichung in der Form
| eh+fB+.... o
i PA
| erscheinen, woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute
+ Gleichung

eA+FB+..... -0
erhalt. Multiplicirt man diese Gleichung mit P, so erbalt man
. c+p8+4+. ..)AP==0,d.h.
’ : - et ft..

oder :
»in einer harmonischen Gleichung ist die Summe der harmo-
nischen Koeflicienten auf beiden Seiten gleich.
Zugleich erhalt man hierdurch ein Miltel, um den Werth ¢S, wel-
| cher der Gleichung
P
aA 4 B4-..... =08
geniigt, zu konstruiren, d. h.den harmonischen Koefficienten und das
| harmonische System dieses Gliedes zu finden; namlich erstens ist
- _ c—a+pf+..
" zweitens ist, wenn A, B,....'s0 gross gemacht sind, dass die Pro-
dukte mit P einander glexch sind, und auch S in solcher Grosse
angenommen wird, nach dem vorigen

@A+ 6B ... =08
ey E

oder

wodurch S selbst, ‘wenn nicht etwa o null ist*), bestimmt, also

*) Ist ¢ null, und auch aA 4B+ ...==0, soist8 ginzlich unbestimmt,
wie dies auch in der Idee der harmonischea Gleichung liegt. Ist o null und «A
4+ BB 4 ... stelit einen geltenden Werth dar, so giebt es keinen (endlichen)
Werth von 8, welcher der Gleichung geniigt; da damn auch (A4 5B+ ....)P
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auch das System von S bestimmt, die Bedeutang der harmonischen
Gleichung somit nachgewiesen ist. Wir nenmen das System von S
die harmonische Milte zwischen den"Systemen A, B,.... in Bezug
auf die zugehoérigen Koefficienten «, £, .... und das Polsystem P,
und dies System verbunden mit dem harmonischen Koefficienten
(¢+f+....) nennen wir die auf P bezigliche harmonische Summe
von ¢A, §B,.....

§ 168. Im vorigen Paragrapben haben wir gezeigt, dass eine
barmonische Gleichung auch als absolute besteht, wenn man den
Systemen solche Masswerthe beilegt, dass ihre Produkte mit dem
Polsysteme einander gleich werden. Wir kénnen nun auch umge-
kehrt schliessen und sagen, ,.eine Gleichung zwischen Vielfachen-
summen von Grossen, deren Produkte mit einer und derselben
Grosse P gleichen Werth liefern, sei eine harmonische, wenn man
die Koefficienten jener Gréssen als harmonische Koefficienten der
durch sie dargestellten Systeme, das System von P aber als Pol-
system setzt.* In der That ist

cA4+B4..... =08
dle gegebene Gleichung, und ist
PA=PB=.... =P8,
so erhalt man, indem man -mit PS dividirt, und links statt die
Summe zu dividiren die Stiicke dividirt, indem man dann statt PS
die ihm gleichen Ausdriicke setzt, die harmonische Glelclmng

g8 ¢S
PA+ - =pg
oder -
P
‘eA+fBA-..... =0,

wo A, B,... nur noch blosse Systeme vorstellen. Durch diese
Satze ergeben sich nun leicht die Umwandlungen, welcher eine
harmonische Gleichung, welche in reiner Form erscheint, fahig ist.
Zuerst leuchtet unmittelbar ein, dass man einestheils die sAimmt-
lichen harmonischen Systeme, anderntheils das Polsystem mit ei-
nem Systeme L &usserlich kombiniren darf, welches von dem Haupt-

gleich null ist, soistklar, dass dasSystew, was jener Summe entspricht, auch
picht der Bedingung mit P ein Produkt von geltendem. Werthe zu Jiefern geniigt.
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systeme der ursprﬁnglichén Gleichung unabhingig ist, ohne dass
“die Gleichung aufhort eine harmonische zu sem Denn wenn

ok + B +..

PA=PB=....
ist, so ist klar, dass, wenn L von PA unabhingig ist und PA, wie
wir voraussetzten, ein ausseres Produkt ist, auch
LPA=LPB—....
sei, also auch LP als Polsystem angenommen werden kdnne, dass

ferner
@AL+4fBLA4-.... =0

PAL=PBL=....

sei, also diese mit L kombinirte Gleichung noch in Bezug auf das-
selbe Polsystem P eine harmonische sei. Ohne Vergleich wichti-
ger als diese Umwandlungen sind diejenigen, bei welchen man
nicht aus dem Hauptsysteme der urspriinglichen Gleichung heraus-
geht. Setzt man namlich P gleich Q.R, sei es nun, das Q.R ein
ausseres, oder dass es ein auf das Hauptsystem der Gleichung be-
zigliches eingewandtes Produkt darstelle, so wird, da P.A als dus-
" seres oder auch als eingewandtes Produkt nullter Stufe betrachtet
werden kann, das Produkt Q.R.A (nach § 139) ein reines, also
gleich Q.(R.A) sein. Multiplicirt man daher die urspriingliche
Gleichung

und

und

A -+ ﬂB Foo=
zu welcher die Bedingungsgleichungen

PA=P.B=...,
oder .
.. Q.(R.A)=0Q.(R. B)—-.....
gehéren, mit R, so erhalt man
"eRA+SRBA.... =0,
welehe vermége der Bedingungsgleichungen in Bezug auf Q har-
monisch ist. Also '
»Stellt man das Polsystem einer reinen harmonischen Glei-
chung als Kombination dar, sel es als dussere, oder als ein-
gewandte auf das Hauptsystem der Gleichung bezigliche: so
bleibt die Gleichung eine reine harmenische, wenn man das
17
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eine Glied jener Kombination mit dén harmonischen Systemen
kombinirt, das andere als Polsystem setzt, alles dbrige aber
unverandert lasst.«
Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Reichthum der Bezie-
hungen zu ibersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch
diejenigen harmonischen Gleichungen in Betracht zu ziehen, welche
nicht in reiner Form erscheinen.
§ 169. Ist die Gleichung

oA+ fBA-.... =0
mit den Bedingungsgleichungen
PA=PB=—.... A
gegeben, und sind die Produkte PA u..s. w. eingewandte: so lasst

sich die harmonische Gleichung, welche daraus hervorgeht, in rei-

ner Form darstellen. In der That, wenn E das System darstellt,
welches den Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich
ist, so wird P sich als usseres Produkt in der Form QE darstel-
len lassen, und man hat

PA—QE.A=QA.E;
also gehen die Bedingungsgleichungen iiber in

QA.E=QB.E—...
oder, da E dem QA etc. untergeordnet ist, in

QA=0QB=...,

wo QA u. s. w. #ussere Produkte sind; und die Gleichung ist also
auch harmonisch in Bezug auf Q, d. h.

Q
A 4-fB4.... =0,

und sie ist nun in reiner Form dargestellt. Also ,,eine unreine
harmenische Gleichung bietet stets ein System (E) dar, welches
den saimmtlichen harmonischen Systemen und dem Polsysteme der-
selben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die Gleichung in
reiner Form darstellen, indem man als Polsystem irgend ein Sy-
stem (Q) setzt, dessen #ussere Kombination mit jenem gemein-
schaftlichen Systeme (E) das urspriingliche Polsystem (P) liefert.t
Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedingungsglei-
chungen

' ' QA=0QB=...
*an Fall, dass A, B, ... das gemeitschaftliche System E haben,



§ 169 Umwandlung des Polsystems einer harm. Gleichung. 239

und wenn E, dem E untergeordnet ist, die neuen Bedingungsglei-
chungen
QA.E,=QB.E, =...
oder, da E, auch dem A, B, ... untergeordnet ist, die Bedingungs-
gleichungen
QE, A=QE,B=...

ableiten kann, so folgt, dass dieselbe Gleichung auch noch harmo-
nisch ist in Bezug auf QE,. Daraus folgt, dass man in einer rei-
nen harmonischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme,
welches allen harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombi-
niren, und diese Kombination als Polsystem setzen kann, oder all-
gemeiner

»Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System

von geltender Stufe gemeinschaftlich haben, so kann man das

Polsystem beliebig indern, wenn nur dasjenige System, wel-

ches jenes gemeinschaftliche System und dieses Polsystem zu-

nichst umfasst, dasselbe bleibt.«
Nehnen wir ferner an, dass in einer reinen harmonischen Glei-
chung das Polsystem demjenigen Systeme R, was die simmtlichen
harmonischen Systeme zunichst umfasst, nicht untergeordnet sei,
sondern mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe, und sich
also in der Form QE darstellen lasse, wo Q von jenem néachstum-
fassenden Systeme unabhingig ist, so kann man statt der Bedin-
gungsgleichungen

_ QEA=QEB=...
auch, da Q von dem Systéme, welches die Faktoren EA, EB,...
zunachst umfasst, unabhingig ist, nach § 81 mit Weglassung des
Faktors Q die Gleichungen
EA=EB—....

setzen, d. h. die Gleichung ist auch barmonisch in Bezug auf E, -
da man nun pach § 138 auch E wieder mit jedem von R unab-
hingigen Systeme dusserlich kombiniren darf, so haben wir den
Satz: ' :

,Man kann in einer reinen harmonischen Gleichung das Pol-

system beliebig in der Art andern, dass dasjenige System,

welches es mit dem alle harmonischen Systeme zunachst um-

fassenden Systeme gemeinschaftlich hat, dasselbe bleibt.*

17*
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Dieser Satz entspricht dem vorhergehenden, und lasst sich, wenn
man will, in die ganz entsprechende Form kleiden. Auch iibersieht
man leicht, wie man durch Kombination dieser beiden Gesetze ein
aligemeineres Gesetz ableiten konnte, welches jedoch wegen seiner
verwickelten Form von geringerer Bedeutung ist *).

§ 170. Vermittelst dieser Satze nun konnen wir den Satz
aus'§ 168 noch in einer etwas einfacheren und fir die Anwen-
dung bequemeren Form darstellen. Namlich wenn wir die dort
gewahlte Bezeichnung wieder aufnehmen, so kdnnen wir in der har-
monischen Gleichung

oRA 4 GRB +.... -2-0

nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen statt Q auch QR
d. h. P setzen, und haben somit den Satz:

»In einer reinen harmonischen Gleichung kann man ohne

Aenderung des Polsystems die harmonischen Glieder mit je-

dem dem Polsystem eingeordneten Systeme kombiniren.*
In diesem Satze liegen die sammtlichen Satze iber die harmoni-
schen Mitten (centres de moyennes harmoniques), welche Pon-
celet aufgestellt hat**). In der That hat man z. B. in einer Ebene
die harmonische Mitte mehrerer Linien in Bezug auf gewisse har-
monische Koefficienten und einen Punkt der Ebene als Pol; und
man zieht durch diesen Punkt eine gerade Linie, so wird zwischen
den Durchschnittspunkten dieser Linie mit den ersteren nach dem
zuletzt angefiihrten Satze in Bezug auf denselben Pol auch dieselbe
harmonische Gleichung herrschen; oder, anders ausgedriickt, wenn

*) Es wiirde dies Gesetz etwa so ausgedriickt werden kénnen: Wenn man
ein verinderliches Polsystem mit dem die harmonischen Systeme zuniichst um-
fassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjenige System, welches diese Kom-
bination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche System zu-
nichst umfasst, konstant bleibt, so bleibt die harmonische Gleichung als sofche
in Bezug auf jenes verinderliche Polsystem bestehen.

*¥) In seinem Memaire sur les cenires de moyennes harmoniques, welches
im dritten Bande des Crelle’schen Journals abgedruckt ist. — Eine Erweiterung
dieser Poncelet-schen Theorie habe ich in einer Abhandlung ,,Theorie der
Centralen*t, welche im 24-ten Bande desselben Journals abgedrackt ist, ver-
sucht. .
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man durch einen festen Punkt eine verinderliche Gerade zieht,
welche eine Reihe von n festen Geraden derselben Ebene schnei-
det und man bestimmt in Bezug auf jenen Punkt als Pol die har-
monische Mitte zwischen den mit konstanten harmonischen Koef-
ficienten behafteten Durchschnittspunkten, so liegt dieselbe in einer
festen Geraden, und zwar ist diese Gerade die harmonische Mitte
jener n Geraden in Bezug auf denselben Pol und dieselben harmo-
nischen Koefficienten. Hat man auf der andern Seite in Bezug auf
eine Axe die harmonische Mitte zwischen einer Reihe von n Punk-
ten derselben Ebene, und man legt durch jrgend einen Punkt der
Axe und jene n Punkte gerade Linien, so findet zwischen ihnen
nach dem angefithrten Satze in Bezug auf die Axe dieselbe harmo- -
nische Gleichung statt, wie zwischen jenen n Punkten. Oder ver-
bindet man einen in einer festen Geraden liegenden veranderlichen
Punkt mit n festen Punkten derselben Ebene, so geht die harmo-

- nisché Mitte dieser Verbindungslinien in Bezug auf jene Gerade

als Axe und in Bezug auf eine Reihe konstanter Koefficienten,
welche jenen Punkten zugehéren, durch einen festen -Punkt, und
gwar ist dieser Punkt die harmonische Mitte der gegebenen n Punkte
in Bezug auf dieselbe Axe. — Wollen wir die zweite Ausdrucks-
form in ibrer ganzen Allgemeinheit darstellen, so gelangen wir zu
folgender neuen Form des oben aufgestellten Satzes:
.,Kombinirt man ein verinderliches System R, welches einem
festen Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist, mit n festen
Systemen A, B,..., deren jedes mit dem Polsysteme kom-
binirt das Hauptsystem liefert: so ist die harmonische Mitte
jener n Kombinationen in Bezug auf n zugehérige feste Koef-
ficienten &, £, ...., deren Summe nicht null ist, und auf
jenes Polsystem P einem festen Systeme Q eingeordnet, und
zwar ist dies feste System Q die harmonische Mitte der n fe-
sten Systeme A, B, ... in Bezug auf dieselben Koefficienten
e, 3, ... und auf dasselbe Polsystem P.«
Diese Ausdrucksform ergiebt sich aus der ersteren (im vorigen Pa-
ragraphen aufgestellten) mit vollkommener Scharfe, wenn man von
dem Satze Gebrauch macht, dass wenn das Polsystem, die harmo-
nischen Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das
Hauptsystem liefert, und die zugehérigen harmonischen Koefficien-
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ten, deren Summe aber nicht null sein darf, gegeben sind, die
harmonische Mitte jedesmal bestimmt ist. — Die letzte Bestimmung
in diesen Satzen, dass namlich das feste System Q, dem jene har-
monischen Mitten eingeordnet sind, selbst als harmonische Mitte
erscheint, fehlt in der Poncelet-schen Darstellung, und es bieten
daher die hier gefundenen Ausdrucksformen, da die harmonische
Mitte nach § 167 leicht konstruirt werden kann, zugleich neue und
einfache geometrische Beziehungen dar.

§ 171. [ch will diese Darstellung mit einer der schénsten
Anwendungen schliessen, die sich von der behandelten Wissen-
schaft machen lasst, namlich mit der Anwendung auf die Krystall-
gestalten. Doch will ich mich hier auf die Mittheilung der Resul-
tate beschranken, indem ich die Ableitung derselben dem Leser
iberlasse. Bekanntlich stellen die Krystallgestalten jede ein Sy-
stem von Ebenen dar, welche ihrer Lage nach verianderlich, ibren
Richtungen nach aber konstant sind, d. h. statt jeder Ebene, die
an einer Krystallgestalt hervortritt, kann auch die ihr parallele her-
vortreten, ohne dass dadurch die Krystallgestalt als solche geindert
wird. Die Abhangigkeit, in welcher.die Richtungen dieser Ebenen
unter einander stehen, kénnen wér vermittelst der durch unsere
Wissenschaft festgestellten Begriffe so ausdriicken :

»Wenn man vier Flichen eines Krystalles ohne Aenderung

ihrer Richtungen so legt, dass sie einen Raum einschliessen*),

und die Sticke, welche dadurch von dreien derselben abge-
schnitten werden, zu Richtmassen macht, so lasst sich jede
andere Flache des Krystalles als Vielfachensumme dieser Richt-
masse rational ausdriicken.*
Darin, dass der Ausdruck ein rationaler ist, liegt, dass die Zeiger
sich als rationale Briiche, und also, da es nur auf ihr Verhaltniss
ankommt, sich als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei be-
merken wir noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am hau-
figsten am Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch
die kleinsten ganzen Zahlen ausdriicken lassen, und dass es schon
ausserst selten ist, wenn die Zeiger einer Krystallflache sich nur

*) Hierin liegt schon, dass die Flichen keine pirallelen Kanten haben
Qiisfen.
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durch ganze Zahlen ausdriicken lassen, unter denen grossere als
7 vorkommen. Namentlich lasst sich die abschneidende Ebene,
da ihre 3 Projektionen im Sinne des Richtsystemes die 3 Richt-
masse gehen, als Summe derselben darstellen, d. h. ibre Zeiger
sind 1, 1, 1.

Aufgabe. Es sind in Bezug auf 4 Ebenen A, B, C, D, von
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier an-
deren Ebenen Q,, Q,, Q;, Q und die Zeiger einer Ebene P gege-
ben, man soll die Zeiger x, y, z von P suchen, wemn Q,, Q,, Q,
und Q als die urspriinglichen Ebenen, und zwar Q als die ab-
schneidende betrachtet werden sollen.,

Auflésung. Es ist, wenn x, y, z sich auf Q, Q, Q; be-
ziechen ‘
x_P‘Qz’Q3 y_'Q‘.P.Q3 zzgl.Q,.P.
0.0,-0,’ 77 0,-0.9, Q,.0,.0
Diese Auflosung, welche sich durch die Gesetze unserer Ana-
lyse auf’s leichteste ergiebt*), erscheint in hachst einfacher Gestalt,

%) Sind némlich P, P, P, die durch Q von Q, Q, Q; abgeschnittenen Stii-

cke, so bat man die Zeiger x, y, z zu suchen, welche der Gleichung e -~
P=1xP, + yP, + 2P,
genigen. IstnunP, =uQ,,Py=rQ,,P; =wQ,,
also
1) Q=uQ, + rQ, + wQ,,

und ist ferner

' ?) P=xQ, +YQ: +2Q;,
so ist auch
WP

X .
- P=';;P| + ‘{.‘Pz +

5
also =1 elc.

Nun ist aus 1)

0e2:9:-0,
Q,-Q0..Q;
und aus 2)
o _P:0:.0, -
A Q,9Q,:9;’
also x == ——P'Q"Q’, etc



2064 Verwandtschaftsbeziechungen. § 171

wahrend bei der gewshnlichen analytischen Methode, sowohl die

Endformel als auch die Mittelglieder in sehr verwickelten Formen

erscheinen. Aus dieser Auflosung fliesst sogleich der Satz:
,»,Wenn sich eine Reihe von Ebenen aus 4 Ebenen, die einen
Raum einschliessen, auf die angegebene Weise rational ablei-
ten lasst, so lasst sich auch dieselbe Reihe von Ebenen aus
jeden vier andern Ebenen dieser Reihe, welche einen Raum
einschliessen, gleichfalls rational ableiten.«

Jede Kante der Krystallgestalt erscheint als Produkt der Flachen,

welche sie bilden, und dadurch ergiebt sich die Losung der Auf- "

gabe: ,,Wenn die Zeiger zweier Flachen P, P, in Bezug auf vier Ebe-
nen A, B, C, D, von denen die letzte die ahschneidende ist, gege-
ben sind, dann ibre Kante als Vielfachensumme der von den Ebe-
nen A, B, G gebildeten und durch D begrinzten Kanten zu finden.*

Man erhilt, wenn A, B, C die durch D begranzten Flichenriume -

darstellen, als die Zeiger dieser Kante die Ausdricke
P.P,.C A.P.P, P,.B.P
A. B C ’A.B. C 'AB.C°
welche sich auf die durch die Produkte AB, BC, CA dargestellten
Kanten beziehen*). Hieraus fliesst, da man beliebige 4 raumbe~
grinzende Krystaliflichen als Fundamentalflichen annehmen kann,
der Satz: -
»Wenn man 3 Kanten eines Krystalles, welche. mcht in der-
selben Ebene liegen, ohne Aenderung ihrer Rnclitung an einen
gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre Endpunkte

*) Nimlich es ist )
P.P,.C
A.B.C A.B
die Projektion von P. P, auf A B nach C u.'s. w. und daraus folgt

P.P APP P,.B.P
P.P =L cAB-]-ABc'BC.-]- -2 CA;

A.B.C

nun stellen AB, BC, CA jene 3 Kanten dar, welche zwischen A, B, C liegen und
durch die Ebene D bekrln'zt werden, denn es seien ¢, a, b diese 3 Kanten, so
werden die Flichenriume be, ca, ab den 3 Flichenriumen A, B, C proportional
sein (da diese die Hilften von jenen sind), und also AB, BC, CA den Produkten
be.ca, ca.ab, ab.bc,'d. h. den Produkten abc . ¢, abc.a, abc.b oderden Gréssen
¢, a, b proportional sein, und diese Grissen kinnen also statt jener Produkte
gesetat werden. - '

-
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ihre Durchschnitte mit irgend einer Krystallfliche setzt, so
lasst sich jede andere Kante des Krystalles als Vielfachen-
summe dieser Strecken rational ausdriicken. .
Da die hindurchgelegte Ebene D mit den drei Kanten a, b, ¢ glei-
che Produkte liefert, so wird man auch jede Grésse p, welche als
Vielfachensumme von a, b, ¢ dargestellt ist, als harmonische Viel-
fachensumme von a, b, ¢ in Bezug auf D darstellen konnen. So-
mit hat man den Satz:
»Nimmt man 3 Kanten einer Krystallgestalt und eine Flache
desselben, (ohne dass die Kombination der 3 Kanten, oder
_der Flache mit einer derselben null giebt), so lasst sich jede
andere Kante des Krystalles als harmonische Vielfachensumme
jener Kanten in Bezug auf jene Ebene ‘rational ausdricken.*
Dnes Gesetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der
- Richtungen (ohne Riicksicht auf hypothetische Masswerthe) rein
ausdriickt. Eben so ergiebt sich leicht, da die Flachen ab, bc, ca
mit der Kante a 4 b 4 ¢ gleiches Produkt liefern, der Satz:
,,Nimmt man drei Flichen einer Krystallgestalt und eine Kante
- desselben (ohne dass die Kombination der 3 Flachen oder der
Kante mit einer derselben null giebt), so lasst sich jede an-
dere Flache des Krystalles als harmonische Vielfachensumme
jener Flachen in Bezug auf jene Kante rational darstellen.*
Da die sammtlichen Ausdehnungsgréssen im Raume als Elementar-
grossen, die der unendlich entfernten Ebene angehdren, aufgefasst
werden kéonnen, so werden die Abschattungen auf irgend eine
Grundebene nach irgend einem Leitpunkte, ein dem ersteren affi-
nes System darstellen, und also zwischen ihnen genau dieselben
Gleichungen stattfinden, wie zwischen den abgeschatteten Grossen,
und umgekehrt jede Gleichung, welche zwischen den Abschattun-
gen stattfindet, wird auch zwischen den abgeschatteten Gréssen
stattfinden; und der Verein dieser Abschattungen wird daher alle
in der Krystallgestalt herrschenden Begiehungen vollkommen treu
darstellen; die Krystallflichen werden durch Liniengréssen, die
Krystallkanten durch Punktgréssen, oder sofern beide bloss ihren
Richtungen nach gegeben waren, durch Linien und Punkte darge-
stellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, da sie alles, was bei
den Krystallgestalten als wesentliches vorkommt, rein und treu

L
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abbildet, ohne das zufillige mit aufzunehmen, eignet sich beson-
ders schon, um die Krystaligestalten in der Ebene zu entwerfen.

Diese Andeutungen mégen geniigen, um die Fruchtbarkeit der
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen.

Anmerkung fiber offne Produkte.

Ich habe mich in der obigen Darstellung hauptsachlich auf
solche Produkte beschrankt, in denen sich die Faktoren ohne Werth-
anderung des ganzen Produktes beliebig zu besonderen Produkten
zusammenfassen lassen (§ 143); und es schien mir diese Beschran-
kung nothwendig, damit der schon iberdies so mannigfaltige Stoff

. mebr zusammengehalten werde, und der Leser nicht durch die im-
mer wieder neu hervortretenden Begriffe ermiide. Ueberdies er-
fordern die Produkte, fir welche jene Bedingung nicht mehr gilt,
eine ganz differente Behandlung, neue und verwickeltere Grossen
treten in ihnen hervor, und wenn gleich dieselben eine reiche An-
wendung namentlich auf die Mechanik und Optik gestatten, so kann
doch diese Anwendbarkeit hier nicht ganz zur Anschauung gebracht
werden, indem dazu erst die in dem folgenden Theile zu entwickeln-
den Gesetze erforderlich sein wiirden. Doch will ich die Art ihrer
Behandlung hier wenigstens an einem Beispiele erlautern, und zu-
gleich auf die interessanten Gréssenbeziehungen hindeuten, welche
sich dadurch aufschliessen. Es war bisher nur das gemischte Pro-
dukt (§ 139), welches jenem Zusammenfassungsgesetze nicht unter-
lag, obgleich die allgemeine multiplikative Beziehung zur Addition,
vermdgé welcher man statt eines zerstiickten Faktors die einzelnen
Stiicke setzen, und die so entstehenden einzelnen Produkte addiren
kann, fir dasselbe ibhre Geltung behielt. Aber auch diese Bezie-
hung erscheint hier noch als eine einseitige, insofern zwar gemischte
Produkte, in welchen Ein Faktor verschieden ist, wahrend die bri-
gen gleichartig sind, danach zu Einem Produkte vereinigt werden
konnen, aber nicht solche, in welchen mehr als Ein Faktor ver-
schiedenartig ist, es misate denn sein, dass diese verschiedenarti-
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gen Faktoren schon zu einem Produkte zusammengefasst seien. In
der Aufhebung dieser Einseitigkeit nun liegt das Princip der Be-
handlung jener Produkte. Es sei A,P.B, 4 A,P.B, eine solche
Summe zweier gemischten Produkte, in welchen P der gemein-
schaftliche Faktor ist, und die beiden letzten Faktoren nicht zu Ei-
nem Produkt vereinigt werden dirfen; so kann man statt dessen
auch nicht ¥ (A, B, 4 A,B,).P setzen; sondern wenn wir einen
solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multiplikation fordert,
einfilhren wollen, so miissen wir die Stelle des Produktes, in wel-
che P einriicken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle durch eine
leer gelassene Klammer bezeichnet, so dass
[A(Q.B]P==AP.B
und
[A,O0.B,+4,0).By+....]P==AP.B, +A,P.B, +....

sei, und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle
ein offnes genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen
nur Einer in die Liicke eintreten soll, so kann dieser durch die-
selbe Klammer ausgezeichnet werden, durch welche die Liicke be-
zeichnet ist. Sind zwei oder mehr Liicken in dem Produkte, so
missen die Klammerbezeichnungen verschieden sein, wenn ver-
schiedene Faktoren in dieselben eintreten sollen. Wir betrachten
hier indessen nur die Produkte mit Einer Liicke, deren Summe
formell dadurch bestimmt ist, dass die multiplikative Beziehung be-
stehen- bleibt. Wir werden daher zwei Summen von offnen Pro-
dukten, da sie nur durch ihre Multiplikation mit andern Grdssen
ihrem Begriffe nach bestimmt sind, dann und nur dann als gleich
zu setzen haben, wenn sie mit jeder beliebigen, aber beide mit der-
selben Grosse multiplicirt, gleiches Produkt liefern.*) Es kommt
also darauf an, die konstanten Beziehungen zwischen den in jenem
Summenausdrucke vorkommenden Grossen, die wir als veranderlich
setzen konnen, auszumitteln, wenn eben der Summenwerth konstant
bleiben soll. Je einfacher und anschaulicher diese konstanten Be-
ziechungen aufgefasst sein werden, desto einfacher und anschau-
licher wird der Begriff jener Summe sein, welcher eben als die Ge-

*) Wenn auch nur mit jeder Grosse von gegebener Stufe, wobei dann jener
Summenwerth zugleich von der Stufenzahl abhingig bleibt.
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sammtheit jener konstantén Beziehungen selbst aufgefasst werden
kann. Es lassen sich sehr leicht diese konstanten Beziehungen
als Zahlenbeziehungen in Bezug auf irgend ein zu Grunde gelegtes
Richtsystem darstellen. Namlich man hat dann nur die simmt-
lichen Gréssen in jenem Summenausdruck S, so wie auch die Grésse
P, mit welcher multiplicirt werden soll, als Vielfachensummen der
Richtmasse von gleicher Stufe darzustellen, dann das Produkt SP
gleichfalls als Vielfachensumme von Richtmassen zu gestalten, so
wird in diesem Produkte der Koefficient eines jeden Richtmasses
(nach § 89) konstant sein, wie sich auch die Gréssen in S andern
mégen, wenn eben jenes Produkt oder jene Vielfachensumme, auf
welche dasselbe zuriickgefiihrt ist, konstant bleiben soll. Ein jeder
solcher Koefficient kann wiederum als Vielfachensumme von den
Zeigern der Grosse P dargestellt werden; und da fir jeden be-
stimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachensumme konstant blei-
ben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines jeden Zeigers
von P konstant sein. Es ist nun sogleich einleuchtend, dass hier-
durch die konstanten Beziehungen zwischen den Grossen in S voll-
stindig dargestellt sind, indem aus ihnen die Bestindigkeit des
Summenausdruckes mit Nothwendigkeit hervorgeht. Wir erlautern
dies an einem Beispiele. Es sei die Summe
S=e,Q.e;,+e,().ep4....=Z[e().e]
zu behandeln, in welchen e, e,, e, .... Strecken im Raume vor-
stellen und wo bei der letzteren Bezeichnung das Summenzeichen
sich auf die verschiedenen Anzeiger 1, 2... bezieht. Es ist klar,
dass wenn die Strecken e nicht etwa Einer Ebene angehoren, die
- Grésse P, welche mit jener Summe multiplicirt werden soll, von
zweiter Stufe, d. h. ein Flichenraum sein muss, sobald die-Pro-
dukte der einzelven Glieder summirbar bleiben sollen, ohne null
zu werden. Es seien nun a, b, ¢ die Richtmasse erster Stufe des
zu Grunde gelegten Richtsystems, bc, ca, ab also die Richtinasse
zweiter Stufe, und e =aa 4 gb + yc,
P =xbc -} yea-}- zab,
so hat man
PS=2'(eP.e)==2'(eP . (aa + fb + yc)).
Hier miissen die zu den Richtmassen a, b, ¢ gehorigen Zeiger des
ganzen Ausdrucks konstant sein; d. h. es miissen
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2(eP.e), 2 (eP.L), Z(eP.y)
konstant sein fir jeden Werth von x, y, z, wobel
eP = abc (ax + Sy + 72)
ist. Daraus ergeben sich.folgende 6 konstante Grdssen:
2(a?), 2(6%), 2(r*) 1
SBy), S(ra), S
Bezeichnen wir diese 6 Gsdssen beziehlich mit
A, B, C
A,B,C:
so ist
PS=abc (Ax+ C'y 4 Bz)a
+abec(Cx+By+AZ)b}. ... ..., .. 2
+ abe (B'x +A'y 4 Cz) c.

Es hat demnach jene Summe S dann und nur dann einen kon-
stanten Werth, wenn' in Bezug auf irgend ein festes Richtsystem
diese 6 Zahlengrdssen konstant sind. So haben wir nun zwar die
konstanten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe
vorkommenden Gréssen herrschen miissen, wenn die Summe kon-
stant bleiben soll, bestimmt; allein der einfache Begriff jener Summe
ist dadurch noch nicht gefunden, weil in diese Bestimmungen ein
ganz fremdartiges, mit dem Begriffe jener Summe in keinerlei Be-
ziehung stehendes Element, namlich das zu Grunde gelegte Richt-
system eingefiibrt ist. Es dienen daher jene 6 Grissen nur zur
Uebertragung auf gegebene Richtsysteme, wihrend der einfache Be-
griff der Summe noch zu realisiren ist. Wir kénnen, um uns der
Losung dieser Aufgabe za nihern, zuerst versuchen, jene Summe
auf eine moglichst geringe Anzahl von Gliedern zurickzufihren.
Da je‘de Strecke 3 Zeiger darbietet, so scheint fiir den ersten An-
blick jene Summe auf zwei Glieder reducirbar, in sofern zur Be-
stimmung der 6 Zeiger jener Strecken 6 Gleichungen erscheinen;
allein es erhellt leicht, dass, wenn nicht etwa simmtliche Grdssen
in S derselben Ebene angehdren, jene 6 Zeiger nicht so gewihlt
werden konnen, dass diesen 6 Gleichungen geniigt wird. Denn da
das Richtsystem willkihrlich ist, so kann es auch so genommen
werden, dass jene zwei Strecken mit zweien der Richtmasse etwa
mit a und b zusammenfallen; dann ist klar, wie :

SP=aP.a+4bP.b
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wodurch dann alles bestimmt ist. Jene willkiihrliche Annahme der
Richtung der Ebene Q und der Richtung der einen Strecke in ihr
vertritt die Stelle der 3 willkiihrlich anzunehmenden Zahlenbestim-
mungen, von denen oben die Rede war. Um nun den Begriff zu
vollenden, haben wir die Beziehung zwischen je drei solchen Stre-
cken aufzustellen; dies wird geschehen, indem wir die Gleichung
der Oberfliche, deren Punkttrager jene Strecken sind, wenn sie an
denselben Anfangspunkt gelegt sind, aufstellen, und zwar in Bezug
auf je 3 beliebige Strecken, auf die S zuriickgefiihrt werden kann.
_ Man hat, wenn p dieser Trager ist, und in die Gleichung 6 p statt
¢ gesetzt wird,

2 QS==Qp P
Ist nun
p=xa<yb 4 zc
S=a()a+b(Ob+c()c
Q==xbc 4 y'ca 4 zab,
so ist

QS =abc.(x'a + yb + 2c).
Aus (7) folgt also, dass x'a+yb 4 z'c parallel p ist, d. h dass
x:y:Z=x:y:zist. Da nun in der Gleichung (7) statt Q jede
mit Q parallele Grésse gesetzt werden kann, so kénuen wir nun

Q =xbc - yca - zab
setzen, dann erhalten wir aus (7)
' abc == Qp = (x2 4 y? +- 22) abc,
d. h.
@®...... e X242 4221

Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides, in welchem die
Grundmasse a, b, ¢ konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir ei-
nen Ausdruck wie a()a ein offenes Quadrat von a, so kénnen wir
die gewonnenen Resultate in folgendem Satze darstellen:

'j Wenn man uaterx’, Y, z' die Koordinaten selbst versteht, welche zu den
Zeigern 1, y, z gehoren, so hat man x'==xau. s. w., oderx = ;— u. 8. w. und
die Gleichung (8) wird dann

y 'S
+ b2 + == i ]
was die gewthnliche Form der Gleicbung eines Ellipsoids ist.
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Eine Summe von offnen Quadraten im Raume ist
gleich der Summe aus den offnen Qualiraten von je
drei beliebigen Halbmessern, welche einem konstan-
ten Ellipsoid angehdren.

Da dies Ellipsoid demnach der vollkommen treue Ausdruck je-
ner Summe ist, so kdnnen wir auch sagen, diese Summe sei eine
solche Grdsse, die ein Ellipsoid darstellt, und selbst als Ellipsoid
gedacht werden konne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener
Summe, welcher Anfangs bloss formell auftrat, auf seine reale Be-
deutung zurickgefiihrt. Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung
des Ellipsoids, welche zu einem gegebenen Summenausdmck

S=2/(e()e)
gehort, zu finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (8)

SQ=pQ.p
nur entweder p oder Q zu eliminiren, indem p der Trager eines
Punktes der Oberflache ist, Q aber, da es die Ebene der zu p ge-
horigen konjugirten Halbmesser darstellt, der Tangentialebene pa-
rallel ist; um im ersteren Falle (wenn p eliminirt ist) das Ellipsoid
als Umhillte darzustellen, konnen wir uns der in § 144 erwahnten
Methode bedienen, wonach der Masswerth von Q so angernommen
wurde, dass, wenn Q in die Lage der Tangentialebene versetzt wird,
seine Abweichung vom Ursprung der Trager eine konstante Grosse
ist, die wir der Einheit gleich setzen konnen. Es ist aber jene
Abweichung gleich p.Q, also pQ gleich der Einheit. Multiplicirt
man daher obige Gleichung mit Q, so hat man

$.Q0.Q=pQ.pQ0=1,

* was die geometrische Gleichung ]enes Elllpsmds als umhiillter

Flache ist. Es ist aber
$.0.0=2=(eQ.e).Q=2'(eQ)?,
und die Gleichung des Ellipsoids ist also '
ZEQ)2=1....... e ()]
Wlll man diese Gleichung auf ein gegebenes Richtsystem a, b, ¢
zuruckfuhren, 80 nehme man
Q ==xbc - yca + zab
an und
e==0a 4 b 4 yc,
also
18
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eQ = (ex+fy+ 72),
wenn abc (das Hauptmass) der Einheit gleich gesetzt ist und man
hat also .
2 (ex+fy + 732 =1,
oder mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung
Ax2 4 By? 4 Cz2 4 2A'yz 4 2B'zx 4 2Cxy=1.

Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be-
trachtet. Nehmen wir auch die Differenzen in die Betrachtung.auf,
so komnen die Ellipsoide auch tbergehen in Hyperbeloide, und
wir gelangen ‘dann zu dem aligemeinen Begriffe einer Grosse, die
im Raume durch eine Oberfliche, in der Ebene durch eine Kurve
zweiter Ordnung dargestellt wird, und die wir, da sie urspriinglich
als Ellipsoid oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grésse nennen
konnten. Doch scheint es kaum noéthig, dies noch weiter auszu-
fihren, indem der Gang der weitern Entwickelung keine Schwierig-
keiten mehr darbietet. Auch ubersieht man leicht, wie die ganze
Entwickelung so hatte gefahrt werden konnen, dass gar nicht auf
willkithrliche Koordinatensysteme zuriickgegangen ware, und ich
habe den eingeschlagenen Weg nur darum gewahlt, um zugleich die
Behandlungsweise fir die offenen Produkte tberhaupt hindurch-

. blicken zu lassen.
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Unterordnung, — §.130—132. Reale Bedeutung deseingewand-
tenProduktes; der auf ein Hauptmass beziigliche eigenthiimliche
Werth desselben.— §.133.Einfiibrung derErglinzzahlen.—§.134.
Maultiplikation von Produkten, die in Form der Unterordnung er-
scheinen. — §. 135. Jedes reale Produkt lisst sich auf die Form
der Unterordnung briogen. — §. 136. Mauitiplikation mit einan-
der eingeordneter Grissen. — §. 137. Eigenthiimlicher Werth
eines eingewandten Produkies aus mehreren Faktoren ; veines und
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gemischtes Produkt. — §. 138. Gesetz fiir die Erglinzzahlen rei-
ner Produkte. — §. 139. Die Faktoren eines reinen Produktes

lassen sich beliebig zusammenfassen. — §. 140. Beziehung zur.

Addition und Subtraktion.. — §. 141. In Bezug auf ein System;
Grad der Beziehungsgrisse. — §. 142. Vollkommene Analogie
zwischen dusserer und eingewandter Multiplikation. — §. 143.
Doppelsystem und darauf beziigliches Produkt.
- B. Anwendungen . . . . . e e e e e e

§. 144. Eingewandtes Produkt in der Geometrie. — §. 145 All-
gemeiner Satz iiber algebraische Kurven und Oberflichen. —
§. 146—148. Allgemeiner Satz iiber Kurven in der Ebene und
Aanwendung desselben auf die Kegelschnitte.

Viertes Kapitel.

Verwandtschaftsbeziehungen . . . .

§.149—151. AligemeinerBegriff der (dusseren nnd emgewandten)
Abschattung und Projektion. — §. 152. Abschattung der Sum-
me. — §. 153. Abschattung des Produktes. — §. 154. Affinitit,
Bildung affiner Vereine. — §. 155. 156. Entsprechen der Produkte
entsprechender Grossen aus zwei affinen Vereinen. — §. 157.
Direkte undreciproke Aflinitit, allgemeinerSatz. — §. 158. Zusam-
menhang zwischen Abschattung und Affinitit. — §. 159. Affinni-
tit in der Geometrie. — §. 160. Linetire Verwandschaft, Kollinea-
tion und Reciprocitit nach dem Prinzip der gleichen Zeiger. —
§. 161. 162. Kollineation nach dem Princip der gleichen Zeiger und
nach dem Princip der gleichen Konstruktion. Identitit beider
Begriffe. — §. 163. Identitit der Reciprocitit nach beiden Princi-
pien. — §. 164. Identitit des Affinititshegriffes nach beiden
Principien fiir Punktvereine. — §. 165. Die metrischen Relatio-
nen zweier kollinearer Punktgebilde. — §. 166. Zusammenhang
zwischen Kollineation und Projektion. (Perspektivitit). — §. 167.
Harmonische Gleichungen, Konstruktion der harmonischen
Mitte. Harmonische Summe, harmonische Koefficienten, Pol-
system. — §. 168. Umgestaltung reiner harmonischer Gleichun-
gen. — §. 169. Umwandlung des Polsystems einer harmonischen
Gleichung. — §. 170. Umwandlung harmonischer Gleichungen
bei unverindertem Polsysteme. Allgemeiner Satz iiber harmoni-
sche Mitten. — §. 171. Anwendung auf die Krystallgestalten. —
Anmerkung iiber offene Produkte.
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