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INTRODUCTION

Ce travail est consacré au développement de la notion de fibration dans le
cadre de la théorie des espaces difféologiques. Nous rappelons au premier
chapitre quelques définitions générales relatives a cette théorie (pour plus de
précision voir [21]]22])[23){6){13]).

Le deuxiéme chapitre est consacré & la structure de groupolde
difréologique, structure sur laguelle se fonde la théorie des fibrés
difféologiques (troisiéme chapitre). Un point de vue analogue utilisant la
catégorie des "groupoides différentiables” avait été indiqué par Ehresmann (voir
[Blet [17]).

Dans le troisiéme chapitre nous proposons une définition difféologique des
fibrés. Ceux-ci sont introduits & partir de ce que nous avons appelé le
“groupoide associé & une application différentiable” (25). Une définition
équivalente, mals moins Intrinséque, des fibrés difféologiques utilise une
propriété des applications différentiables que nous avons appelée “micro-
trivialité". C'est ce deuxiéme point de vue qui permet de s'assurer que 1a
définition proposée est bien une extension de celle de variétés fibrées, elle
englobe en outre certains types de feuilletages, en particulier les quotient de
variétés par I'action libre et différentiable de groupes de Lie. Un autre exemple
de fibrés difféologiques est celui des quotients de groupes difféologiques par
1'un quelconque de ses Sous~groupes (ceci pouvant mettre en jeu des espaces de
dimension infinie). Nous donnons dans 1a suite de ce troisiéme chapitre quelques
définitions et propriétés é1émentaires relatives a ces fibrés difféologiques. En
particulier, nous définissons les fibrés (difféologiques) principaux et montrons

que tout fibré difféologique est associé a un fibré difféologique principal. C'est
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une généralisation, en quelque sorte, de Ja situation en dimension finie lorsque
ie groupe structural du fibré se réduit aun groupe de Lie.

Au quatriéme chapitre, nous décrivons I'homotopte difféologique. C2 n'est
gqu'une généralisation immédiate, moduto quelgques précautions d'ordre technique,
des définitions classiques. Précisons simplement que le my est introduit a
partir du groupoide fondamental des espaces difféologiques connexes, autre
exemple de groupoide difféologique.

L’étude de 1a suite d'homotopie d'un fibré difféologique est abordée dans le
cinquiéme chapitre. Nous y prouvons son exactitude. La demonstration que nous
proposons fait appe! a 1a construction d'un nouveau fibré, defini a I'alde des
lacets de ta base homotopes & zéro, ceci permet d'utiliser avec profit la
récursivité de la structure d'espace difféologique. Les résultats de ce chapitre
généralisent certaines propriétés des variétés fibrées.

Le dernfer chapitre est consacré a 1a théorie des revétements des espaces
difféologiques; nous y montrons en particulier que tout espace difféologique
connexe posséde un revétement universel simplement connexe, a3 partir duquel
tous les autres revétements se déduisent, comme c'est le cas en géométrie
différentielle ordinaire. Nous généralisons ensuite un théoréme relatif au
relévement d'actions de groupe aux revétements. Cela donne une construction
particuliere des revétements universels pour Jes bases des fibrés
diftéologiques principaux qui utilise le revétement de leur espace total. Cette
dernitre construction généralise un théoréme sur les espaces homogenes
d'espaces difféologiques.

Enfin, en annexes, nous donnons quelques exempies simples qui tlustrent
ies paragraphes précédents. En particulier nous y avons inséré un travail sur la
difféologie du tore irrationnel réalisé en colaboration avec Paul Donato. Nous
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montrons aussi comment peuvent apparaitre, en difféologie, les questions liées
aux petits diviseurs. Ces résultats montrent comment 1a difféologie permet
T'étude de ce quon a coutume d'appeler les quotients singullers. Enfin, dans
Tannexe 5, nous donnons une premiére analyse difféclogique de l'espace des
connexions dun fibré principal. Nous montrons comment se généralise
naturellement 1a notion de connexion aux fibrés difféologiques principaux, a
condition de renoncer a Vinterprétation infinitésimale. Nous y avons ajouté
quelques résultats concernant la situation en dimmension finie; nous donnons
certaines conditions suffisantes pour que la projection de l'espace des
connexions, d'une variété fibrée principale, sur son quotient par le sous-groupe
des transformations de jauge, conservant un point, soit une fibration principale
et pour que cette fibration soit non triviale. 11 semble que ceS derniers
résultats puissent étre rapprochés de résultats analogues, faisant intervenir
des structures topologiques sur ces espaces (espaces de connexions et groupes
de jauge) (voir [20]). Ces définitions et constructions devraient pouvoir étre
utilisées pour donner un cadre rigoureux a des constructions du type Hyper-
Espace / principe de covariance générale, intervenant en theorie de Ia relativité
[7)24)

En conclusion, 11 semble que qu'un grand nombre de résultats essentiels
concernant la théorie des variétés fibrées se généralise aux fibrés
difféologiques tels qu'ils sont définis dans ce travail. Sans pour cela perdre de
la pertinence au profit de la génératité. La théorie des espaces difféslogiques
semble étre un outil commode et naturel pour le géomeétre qui désire sortir du
cadre de la dimension finie (aussi bien vers 1a dimension infinie que vers les
quotients singuliers) tout en conservant, et en mettant a profit, le savoir-faire
et I'intuition géométrique qu'il possede.

Certaines des techniques et définitions proposées dans ce travalil, etendues
de fagon adéquates aux situations de feuilletage, devraient permettre d'intégrer

& la théorie des espaces difféologiques nombre de constructions proposées pour
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T'étude géométrique des feuilletages comme les Q-variétés, les schémas de
variété, les QF -variétés etc... [2) [3]1 (4} [17]
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11 faudrait avoir tout a fait
I'esprit faux pour mal
ralsonner sur des princi-
pes st gros qu'it est pres-
qu'impossible qu'ils échap-

pent.
B. Pascal

§1 - PRINCIPES DE LA DIFFEOLOGIE
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La structure d'espace difféologique! 2 été introduite récemment par JM.
Sourfau dans [21] [22][23], notion congue & l'origine pour aborder Uétude des
groupes de dimension infinie (groupes de difféomorphismes, de
guantomorphismes et .. ), possédant, outre leur structure de groupe, une
"structure différentielle” suplémentaire compatible ( groupe difféclogique ).
Ce travail a été étendu par P. Donato {6] aux espaces homogénes et a leurs
revétements (existence d'un revétement universel, définition du groupe
fondamental ...)

Nous rappel!lons dans ce premier paragraphe I'axiomatique des espaces
difféologiques ainsi que certaines définitions qui seront amplement utilisées par
la suite. Nous y avons introduit aussi quelques constructions et définitions
personnelles ( plongement difféologique, catégorie des applications
différentiables) et nous avons illustré ce paragraphe a Y'aide d'exemples
élémentaires .

Tinitialement “espace différentiel”
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1.1 Définitions ot conventions
f &tant une application quelconque def(f) et im(f) désigneront respectivement
son espace de définition et son espace de valeurs. Etant donné un sous
ensemble A de def(f) nous désignerons par fl, sa restriction” 4 A
La composition des applications sera comprise au sens large : étant données
deux apptications f et g nous conviendrons que :
def(geT)=1""(def(g)) (1.1.1)
Si def(gef)=@ nous noterons gef=1, (application vide). Une famille {f;]; ,
d'applications sera dite compatible si elle vérifie:
X € def(f;) N def(f,) - fi(x)=fj(x) (1.1.2)
1 existe pour une telle famille un plus petit prolongement commun qui sera
noté :
Sup(f.) (1.1.3)
Nous noterons
DL™(R",R") (1.1.4)
I'ensemble des applications C* définies sur les ouverts de R" a valeurs dans R’,
nous conviendrons que T,€DL™(R"R). Le symbole DL signifie différentiable
local. Nous conviendrons encore que toute application définie sur le singleton
R%={0} est différentiable .

1.1.5 Définition :
Une difféologie sur un ensemble E est 1a donnée pour tout entler n d'un
ensemble d'applications
DL(R"E)
définies sur des ouverts de R" a valeurs dans E tel que :
a) Pour tout xe€E , x°=[0~>x] € DL(RC,E)
b) Pour tout n et p entiers, pour tout ¢ € DL(R"E) pour tout

2| a restriction fla désigne 1a composée foin, ol in, est I'tnclusion de A dans
def(f) .
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F € DL™(R® R™ ,s1 im(F) c def(¢) alors goF € DL(R E).
¢) Pour toute famille compatible {f,), ., d'éléments de DL(R"E).
Sup(f,) est encore un élément de DL(R"E).

Une difféoiogie de E sera désignée par la lettre D munie eéventuellement
d'indices ou d'accents ( par exemplé D,, Dy, D', D" ... ). Un ensemble muni d'une
difféologle (E, D) sera appeié¢ espace difféoiogique. Nous noterons le plus
souvent, lorsqu'aucune confusion ne sera possible, un espace difféologique par la
lettre désignant son ensemble sous- jacent . |

Les éléments de 1'ensemble DL(R"E) seront appellés plagues de E, ou plus
précisément n-plaques de E. Nous conviendrons que Y'application vide est une
plaque de E: 1,,€DL(R"E). Nous utiliserons parfots 1a notation [DL(R"E)), 4 pour
désigner I'ensemble de toutes les plaques de E.

Nous utiliserons le plus souvent 1'axiome c) formulé de la fagon suivante:

c’) Toute application ¢ définie sur un puvert U de R" dans E vérifiant®
vreU, 3V voisinage der tel que ¢}, € DL(R"E)
est un élément de DL(R",E).

En posant DL(R"R")=DL™(R",R"), R® est muni de sa difféologie standard, dont
les plaques sont les applications différentiables.
A titre d'exemple toute variété vV posséde une difféologie standard definie par

les applications différentiables.

1.2 La catégorie des espaces difféologiques

3Nous dirons alors, par abus, que T est localement différentiable, nous verrons

en quoi cela se justifie plus tard.
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1.2.1 Béfinition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E', une partie Ade E et une
application f définie sur A a valeurs dans E', T sera dite différentiable
tocele si et seulement st
V ¢ € DL(IR"E) fop € DL(R"E)

Si A=E nous dirons que f est différentiable. Nous noterons D(E,E")
I'ensemble des applications différentiables définies dans E a valeurs dans
£ et DL(EE) Vensemble des applications différentiables locales
définies sur £ a valeurs dans E'.

Le domaine de définition de fe (1.2.1) peut étre vide, auquel cas fop = 1, est un
élément de DL(R"E)(cf.S1.1).

Notons que les plaques de E sont alors les applications différentiables locales
de DL(R"E) & valeurs dans E, ce qui justifie, & postériori, 1a notation DL(R"E).
Nous dirons donc indifféremment plaques ou applications différentiables
{définies sur un ouvert de R").

1.2.2 Propaosition :
Etant donnés deux espaces diféologiques E et £' et une application f
définte sur E avaleurs dans E'. St pour tout x€E 11 existe ACE contenant x
tel que f|, soit différentiable locale ( nous dirons que f est localement
différentiable) alors f est différentiable. En d'autres termes toute
application localement différentiable est différentiable.

OSoit ¢ une n-plaque de E et r, € def(y) , soit x, = ¢(ry) , il existe ACE tel que
fl, soit différentiable jocale et donc que fl,«p € DL(R"E) (1.2.1),ceciimplique
que def(fl,op) =g~ '(A) est un ouvert de R". Donc en vertu de I'axiome C) de 1.1.5,
fog €St une n~plaque de E'. O
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Ceci fait apparaitre en fait une topologie natureile associée a toute
difféologie:

1.2.3 Définition :

La topologie la plus fine qui rende toutes les plagues dun espace
difféologique continues est appelée D-topologie.

Les ouverts de la D-topologie, appelés D-ouverts, sont les parties A dont
I'image réciproque par toute plague est ouverte. Une application continue pour 1a
D-topologie est dite D-continue. Une application différentiable locale est alors
nécessairement définie sur un D-ouvert.

1.2.4 Proposition :
Toute application différentiable est D-continue .
D Soient E et E' deux espaces difféologiques et FED(E,E'). Soit Q un D-ouvert de
£, F-'(Q) est un D-ouvert si et seulement si pour toute plaque ¢ de E, tp"(F"(Q)
est ouvert, or :p"(F“(Q) est égal 2 (F°¢)-1(Q), qui est ouvert parce que Fop est
une piaque de £.0

La categorie des espaces difféologiques est alors définie par ses objets qul
sont natureliement les espaces difféologiques et ses morphismes qui sont les
applications différentiables. Cette catégorie4 sera notee:

Desp (1.295)

Les axiomes des catégories se vérifient immédiatement {1a composée de deux
appplications différentiable est encore différentiable etc..)

Les isomorphismes de la catégorie Desp sont naturellement appelés
diffeomerphismes ct :

DITA(E,E") (1.26)
désignera V'espace des difféomorphismes de £ 3£, E et E' espaces diféotogiques.

4 métacatégorie au sens de [15).
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Toute application injective, différentiable locale ainsi que son inverse, est
appelée difféomorphisme local.

Les variétés différentiables peuvent 8tre définies alors en termes de
difféologie:

1.2.7 Définition :
Une varlété est un espace difféologique, en tout point localement
difféomorphe a R".

Etant donné un ouvert U dans R" et une variété v, DWU,V) =C™(U,V). La D-
topologte d'une variété coincide avec 1a topologie naturelle indutte par ses
cartes .

Un ensemble peut &tre muni a priori de plusieurs difféologies, celles-ci
peuvent étre comparées :

1.2.8 Définition :
Etant donnés deux difféologies D et D' définies sur un ensemble E. D est
plus fine que D', (D < D), si elle contient moins d'spplications:
p<D = DUR"E)CDOURE) VneN
11 est équivalent de dire que i : (E,D) — (E,D") est diff érentiable’.

La finesse est une relation d'ordre sur les difféologies dun ensemble. Tout
ensemble non vide posséde une plus fine difféologie appeiée difféologie
discréte, ses plaques sont les applications localements constantes, et une
moins fine difféologie appelée difféologie grossidre ou bien difféologie vague,
ses plaques sont toutes les applications définies sur des ouverts.

Les notions d'images directes et réciprogues de difféologies sont données par
1a proposition suivante:

3 51 A est un ensemble non vide 1, désigners toujours I'identité sur A.
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1.2.9 Proposition :
Etant données un espace difféologique E, un ensemble E' et une application
F définte sur € d valeurs dans E' .
F:E>E

I existe sur £ une plus fine difféologie qui rende F différentiable, elle
est appelée difféologie image par F.

Etant données un espace difféologique E', un ensemble E et une application
F définie sur £ 4 valeurs dans E, i1 existe sur E une moins fine difféologie
qui rende F différentiable, elle est appelée difféologie réciproque par F

L.a difreologie réciproque (1,2.9) est explicitement donnée par :
@ €DLR"E) & Fope DLR"E)  (1.2.10)

Dans le cas ou F est surjective 1a difféologie image est expticitement donnée

par-
9 € DL(R"E) @ V 1 € def(g) , 3V voisinage der, 3y € DL(R"E) : gl = Foy
(£.211)

Nous dirons dans ce cas (1.2.11) que y est un relevé local de ¢. En d'autres
termes ¢ est une plague de E' s1 elle admet en tout point un relevé local dans € .

Grace aux notlons d'images directe et réciprogue sont défintes les subductions
et les inductions difféologiques :

1.2.12 Beéfinition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E' et une application
différentiable F € D(E,E’) :
a) F est une subduction de E sur E' si F est surjective et si la difféologie
de E' coinCide avec 1a difféologie image de £ par F.
b) F est une Induction de £ dans E' st F est injective et si1a difféologie de
E coincide avec la difféologie réciproque de £ par F .
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En particulier:

1.2.13 Défnition :
Etant donnés un espace difféologioue E, une partie A de E et Ing I'injection
canonique de A dans E. ing est une induction lorsque A est muni de la
difféologie réciproque de E par ing. Muni de cette difféologie , A est
appelé sous-espace difféologique de E et sa difféologle: difféologie
indulte par E ou difféologie de partie de E.
Soit E un espace difféologique, R une partition de E et E'=E/R Vensemble
quotient. }a projection canonique 1 de E sur E’ est une subduction lorsque
E' est muni de 1a difféologte image de E par 1 . Munt de cette difféologie £’
est appellé espace difféolaglque quotient et sa difféologie difféologie
de quotient .

Un quotient de variété par une relation d'équivalence ne posséde pas, a priort,
de structure de variété. 11 posséde, par contre, toujours une structure canonique
d’espace difféologique quotient.

11 est possible en utilisant 1a D-topologie de définir ia notion de plongement

difféologique:

1.2.14 Définition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E' et une induction i de E
dans E', | sera appelé plongement (difféologique) si I'image réciproque de
1a D-topologie de E' par i coincide avec 1a D-topologie de E.

Donnons quelques propriétés des subductions et des inductions:

1.2.15 Proposition :
Toute induction surjective, ainsi que toute subduction injective , est un
difféomorphisme. La composée de deux subductions (resp. inductions) est
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une subduction (resp. induction). La Festriction d'une induction 3 un sous
espace difféologique est encore une induction.
0O La démonstration est immediate .O

1.2.16 Proposition :
Etant donnés trofs espaces difféologiques E, E', E” et trois applications
différentiables f, g et h telles que le dlagramme 1.1 commute. 51 g est une
subduction i1 en est de méme pourh.
0 Si g est surfective, grace & 1a commutativité du diagramme 1.1, il en est de
méme pour h . D'autre part pour toute plaque ¢ de £ et tout point r de def(g) il
existe un voisinage V de r et un relevé local y de ¢ dans E au dessus de V{L.2.11)
goy=9¢l,. L'appiication y'=foy est donc une plaque de E' qui reléve localement ¢
dans £’ .0

E
f g
E sE”
h
(diag.t.1}

1.2.17 Proposition :

Etant donnés deux espaces difféologiques E et E', A un sous-espace
difféologique de E et feD(EE), la restriction fl, de f a A est
différentiable. De plus si f est un difféomorphisme de £ dans E' sa
restriction fl, est un difféomorphisme de A sur son image.

D fl, est différentiable si et seulement si pour toute plaque ¢ de A, munie de la

difféologie de partie, fop est une plaque de E'; or par définition de la difféologie

de partie, ¢ est une plague de E & valeurs dans A, donc puisque T est




§1- 11

différentiable, f-¢ est différentiable. Si { est un difféomorphisme fi, est
bijective et différentiable de A sur f(A), son inverse fIA"‘ = f"l,w est
différentiable pour les méme raisons que fi,.0

1.2.18 Proposition :
Soient E et E' deux espaces difféologiques et 1 une subduction de E sur E'.
Soit A un sous-espace difféologique de E' et B=n"'(A) muni de la
difféologie de partie. La restriction de i 4 B est une subduction sur A.

O La démonstration est immédiate .O

Nous achéverons ce paragraphe sur les notions de difféoiogie somme et
difféologie produit :

1.2.19 Définition :
Etant donnée une famille (Ei} d'espaces difféologiques, on définit sur le
produit TIEi la difféologie preduit comme la plus fine qui rende
différentiable les projections canoniques prg, ce sont alors des
subductions®. On définit sur I'union dis jointe7 UEi 1a difféologie somme
comme 1a moins fine qui rende différentiable les injections canoniques
in E; ce sont alors des inductions.

1.3 Queiques itlustrations

Considérons le quotient de ia droite réelle R par I'action naturelle de Z, = O(1)
et celui de R? par 0(2).

6 La projection canonigue d'un produit [] X. sur un de ses facteurs X; sera
toujours notée Prx,

7Le symbole Ll désignera toujours I'union disjointe d'ensembles ou 1a somme
difféologique d'espaces.
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Topologiquement ces deux espaces s'identifient a la demie droite R*=[0,+o0 |.
Difféologiquement i1s s'identifient 3 1a demie droite R* munie respectivement
des difféologies images de R et R? par ies applications 1, et 1,

T[,:R—sz
XHX2
(1.3.1)
2
HZ'R - R+
£ hEIP

1.3.2 Progposition :
Les espaces difféologiques quotients R/0(1) et R%/0(2) sont non
difféomorphes . :
O Supposons qu'il existe un difféomorphisme f de R/0(1) sur R?/0(2) . Puisque
les D-topologies quotients coincident avec la topologie canonique de la demie
droite R" , f est aussi un homéomorphisme de R et applique donc zéro sur zéro :

-1
¥

(d1ag. 1.2)

Puisque f est différentiable il existe un voisinage V de zéro dans R et une
applicationdifférentiabie f, définie sur V telle que :
fi:b‘]'[i = ﬂ2°f sur V
de méme il existe un voisinage U de zéro dans R? et une application
différentiable f,, définie sur U telle que
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r-lom, = W,of, SUMU

Pour tout x € VN fl"(U), qui est non vide car 0 € VN f,"(U), on a:

1,00 = ol 0 () = ol of  (x), dont on déduit :
vxevnrow f,of, () = ¢ X

Or f.of, est différentiable et donc une seule de ces éventualités est réalisée.
Nous supposerons fef (x) = x, V x € VN ,"'(U). On déduit alors que f, est
injective(voirfigure 1.1).

D'autre part f,, comme f,, envole les orbites dans les orbites. Considérons
alors S, le cercie dans R%de rayon a=0, avec5, cUN f,{V), son image par f,
est alors contenue dans (-x,, X,} avec X, =|[f "(az)]'”. Mais f,(-x,)eS, et
f,(x)€S, et 1 (xy) = f,(-x,). Les deux points x, et -x, sont donc atteints par 1,
puisque f,of =1, -1 4, Cecl est impossible du fait de la différentiabllité de 1,
et de a=0 = x,20. La démonstration est analogue lorsque T ef (x)=-x.0

Cet exemple illustre 1a notion de difféologie quotient. 11 met en évidence le
caractére plus fin de la difféologie quotient par rapport a 1a topologie quotient,
puisque R/0(1)et R%/0(2) sont topologiquement équivalents.

(fig.1.1)
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Considérons maintenant e groupe Diff(R") muni de sa difféologie standard de
groupe de difféomorphismes (cf.82, [21), [6] ). Soit in 4, V'injection canonique de
GL(n) dans DIff(R") :

i g g : OL(N) — DIff(R") (133)

GL(n) est muni de la diffeologie de partie qui en fait un Sous espace
difféologique de Diff(R"), cette difféologie coincide avec sa difféologie
canonique de groupe de Lie .

1.3.4 Propaosition :
L'injectioncanoniquein o ., de GL(n) dans Diff (R") est un plongement.
0 in 4 ) ©St une induction. Puisque cette application est différentiable elle est
D-continue (1.2.5) et donc 'image réciproque de tout D-ouvert est un D-ouvert. 11
suffit alors de montrer que 1'image d'un ouvert pour 13 topoiogie standart de
GL(n) (qui coincide avec la D-topologie de GL(n) muni de la difféologie de partie)
est la trace d'un D-ouvert de Diff(R"). Il suffit en fait de le vérfier pour une

boule de rayon r centrée au point llnr.e GL(n). Soit B, cette boule. Notons Q

I'ensemble :

Q.= [ f eDIff(R") 1 D(FXO) € B, }
ou D(f)(0) désigne 1'application linéaire tangente de f au point 0.
Montrons que Q_est un D-ouvert :
Soit ¢ € DL(U,Diff(R™), U ouvert de RY, ceci implique par définition :

[ (x,£) — p(X)E) ] € D(UxR", R™)
et donc :

97'(@Q,) = (x €U | D(g(x)X0) € B_ )
En considérant ¢ comme une application différentiable définie sur UxR",
D{p{x)(0) est la deuxiéme dérivée de ¢ en 0, 1'application [ x ~» D(p(x))0) ] est
continue et donc np“(Qr) est l'image réciprogue de B_ par une appiication
continue, c’'est donc un ouvert. Par définition de 1a D-topologie (1.2.5) Q_ est un
D-ouvert. Puisque in m;‘(o,_) = B_ I'image par in g ¢,y de tout ouvert de GL(n) est

la trace d'un D-ouvert de Diff(R") et donc in g ¢y €St un plongement .0
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Nous allons achever ce paragraphe en définissant des difféologies
particuliéres qui interviendrons dans les chapitres suivants.

1.3.5 Définition :
Soit € un espace difféologique muni d'une partition P. Chaque partie étant
munie de la difféologie induite, nous appellerons difféclogie feuilletée
par P )a somme difféologique des parties(1.2.19).

En d'autres termes toute plaque de la difféologie feuilletée est une plaque
pour 1a difféologie initiale localement 3 valeurs dans un élément de la partition
P La difféologie feuilietée est donc plus fine que 1a difféologie initiale.

1.3.6 Proposition :
Etant donnés deux espaces difféologiques E et E', on appelle valuation
I'application définie par:
val :DIEE)xE > E
() = f(x)
Il existe sur D(E,E') une difféologle 1a moins fine qui rende val
différentiable, nous Vappellerons difféologie fonctionnelle . Muni de
cette difféologie D(E,E’) sera appelé espace fonctionne .
Etant donné un autre espace difféologique A et une application f définie
sur A a valeurs dans D(EE'), f est différentiable si et seulement si
I'applicationf définie sur AxE a valeurs dans &' par:
Y (a,x) € AxE f(a,x) = f(a)x)
est différentiable. En particulier les plaques de D(E,E’) sont définies par:
pEDLR"DEEE) <« ¢ =[(rx)rs (r)x) ] € D(def(p)xE,E)
[ Montrons d'abord que 1a famille (DL(R",D(EE))}, . é7init bien une difféologie.
Pour toute application ¢ définie sur un ouvert Q) de R" a valeurs dans D(E,E)
notons ¢ V'application définie sur OxE par @(r,x)=@(r)Xx) pour tout (r,x) € OxE .
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a) soit feDEE) lapplication f*0wf vérifie évidemment
f° = [(0,%) = (x) ] € DIR xE E.
D) Soit ¢ € D(Q,D(E,ED), Q ouvert dans R" et soit F € DL(RY,Q), I'application gef
se décompose en produit " applications différentiables:

peF:(r x) — (F(r),x) — @{F(r),x)
elle est donc elle méme différentiable, donc poF € DL(R® ,D(E,E)) .
¢') Soit p une application définie sur un ouvert (2 de R" a valeurs dans D(E,E) qui
soit localement dans DL(R", D(E,E")), C'est & dire :

VreQ , 3V voisinage der dans  tei que ol est différentiable
¢ est alors localement différentiable, elle est donc différentiable (1.2.2), ¢ est
ainsi un élément de DL(R",D(E,E')).
La famille {DL(R",D(E,E'))), ,  é7init donc sur D(E,E') une difféologie .
Considérons alors une difféologie D' sur D(E,E’) qui rende val différentiable et
soit ¢ € D'(Q,D(E,E')), 0 ouvert de R", I'application ¢ se décompose comme suit :
(r,x) — (@(r),x) r» 9(r)x)

La premiére application est évidemment différentiable 3 valeurs dans D(E,E')xE,
la seconde est 1'application val, différentiable par hypothése. Ceci montre que 13
difféologie D' est plus fine que D .
Soit maintenant f : A~ D(E,E'), supposons f différentiable :

V ¢ € DLIR",A) = [ (r,x) r> 1(p(r)Xx) } € D(def(p)xE,E)
Considérons alors une plaque £ de AxE : £ = [rw~ (p(r),y(r) ], I'application
fo€ . r > f(p(r))Xy(r)) se décompose alors en un produit d'applications diffé-
rentiables:

fo . e (1, ¢(r) > f{p(r))(e(r)) (E)
Donc f est différentiable.
Réciproquement supposons que f soit différentiable (E) et soit ¢ € DL(R " A), soit
1: s~ (p(s),y(s)) une plague de def(p)xE, I'application [s — f(p(p(s)),yis))] est
différentiable car gep est différentiable. Donc
[{r, %) = fl@(r)Xx) ] € D(def(pIxE E)
c'est adire: f est différentiable .0
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Le caractére récursif de la difféologie est illustrée par le corollaire suivant:

1.3.7 Corollsire
Soit une famille dénombrable (E), , d' espaces difféologiques et soient
(E},, 12 famille d'espaces difféologiques définis par récurrence :
£, =6
£, = DE,E, )

T'applicationf »» f définie sur £ _a valeurs dans D(E xE_ x..xE,E,) par:
f: (xn.xn_l'...,xg - f("h)("n_i)"-("1)
est un difféomorphisme .

En particulier 'espace Arc(t) des arcs différentiables de 'espace difféologique
E sera défini comme t'espace fonctionnel D(R,E). Grdce au corollaire 1.3.7 les
espaces Arc(Arc(..(Arc(E)..)) seront identifiés & D(R"E).

Arc(E)=D(RE)  Arc(Arc( (Arc(E) )~DME"E)

n rvnis
(1.3.8)
I'espace des lacets de £ au point X,€E, noté L(Ex,), est le sous-espace
difféologique de V'espace fonctionnel Arc(E) défini par:
L(E,xy)={ FEArC(E) | F(0)=1(1)=x,]  (1.3.9)
la difféologie induite par Arc(E) sur L(E,,) sera appelée encore difféologie
d'espace fonctionnel.

1.4 La catégorie des applications différentiables
Etant donnée une application gifférentiable m:X—»M, oU X et M sont des

espaces difféologiques quelconques, nous noterons Tl e triplet :
M=(X,M,n1) (141)
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Tl sera encore appelé application différentiable. Nous noterons X I'image
réciproque par 1 d'un point m de M:
X =mT(m meM  (1.42)

1.43 Définition :
Etant données deux applications différentiables TI=(X,M,1) et TU'=(X'M', 1)
et ¢ € DIX,X') telle que :
YV (y) € XxX o Ax) =7ly) = Wep(x) =T eip(y)
Nous dirons que ¢ se projette dans M. |l existe alors une application
unique pr{g) : im(n) — im(m’) telle que le diagramme 1.3 commute, nous
1'appelierons projection de ¢

¢
¥ X
T w'
M=im{n) 5 i) CH’
prig}
(diag.1.3)

1.44 Définition :
Etant données deux applications différentiables TI=(XM1) et
T = (X',M', 1), nous appellerons morphisme d'application différentiable
de TT a TU toute application ¢ € D(X, X'} se projetant dans M telle que
pr(@)eD{im{m), im(1")), im(7) et im(n’) étant munis de leur difféologie de
partie .

Grace a 1.44 est définie 1a catégorie des applications différentiables que
nous noterons ;
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Dapp (1.45)

Etant données deux applications différentiables de méme espace de valeurs M
M= (XM et T = (X,M,1), nous appellerons M-équivalence de TT 3 TT' tout
isomorphisme ¢ de T & TT" se projettant sur Videntité de M: prig) = . Ceci
implique en particulier que Tt et m soient surjectives, que ¢ est un
diftéomorphisme de X sur X' tel et fly €DIff(X X ) pour tout m EM
(diagramme 1.4). 1) est clair que prip) (1.43) est entiérement définie par g, seule
sa différentiabilité n'est pas a priori assurée.

(diag.1.4)
Mals st 1 est une subduction .

1.46 Proposition :
Etant données deux applications différentiables TI = (X,M,10),
T = (¢ M,1) et ¢ € DIX,X) se projetant dans M. Si 1 est une subduction

alors pr{g) € DIM,M) et ¢ est un morphisme de T a TT.

O 1) suffit de relever localement dans X une plague de M et de la transporter par
¢ dans X'.00

Sofent TT = (X,M,1) une apptication différentiable, N un espace difféologique et
feD(N,M), nous noterons X, le sous-espace difféogique du produit NxX défini par:
Xp = [ (n,x) € NxX | F(x) = (x) ) (1.47)
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Nous noterons 7 et f, les restrictions a X des projections canoniques pry et

pry:

f

(diag. 1.5)

1.4.8 Proposition :
les applications T, et f_ sont differentiables. Le triplet (X.N,1,) sera
appel¢ image réciproque de T par { et sera note TI. S5t m est un
subduction 11 en est de méme de Tl,, si 1 et f sont des subductions il en
est de méme de .
O n. et f_ sont différentiables car la restriction d'applications différentiables a
un sous-espace difféologique est différentiable (1.2.17), d'autre part si 1t est une
subduction et ¢ une plaque de N, fo¢ est une plaque de M qui se reléve localement
dans X en tout point, soit y un tel relevé au voisinage d'un point r, 'application
[ e (p(r),¥(r)) ] est alors un relevé local de ¢ dans X, Enfin si 1 et f sont deux
subductions et si F est une plaque de X, ToF est une plague de M qui se reléve
localement dans N, puisque . est une subduction ces relevés locaux de TeF se
relévent a teur tour dans X ce qui permet de relever localement F dans X.0O

1.49 Proposition .
Etant donnés une application différentiable TI = (X,M,1), deux espaces
difféologiques V et W, feD(V,M) et geD(W,V); I'application g” définie sur
(Xp)g dans x, . par:
g% (w,x) > (w,g(x),x)
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est une W-équivalence de (I‘!r)g all
0O La démonstration est immédiate .0

1.4.10 Définitions :
Etant donnée une application différentiable TT = (X,M,n):
a) Solent A un sous-espace difféologique de X nous appellerons
restriction de TT 3 A V'image réciproque de TT par Vinduction canonique
in, : A~ M, on notera TT* = (X", A1),
b) Soit Y un sous-espace difféologique de X, nous dirons que TT, = (Y,M,n,)
est 1a réduction de TT 2 Y. Nous dirons que Y est une section au dessus de
im(n,) si &, est bijective, nous appelierons auss! section V'application
S= IIY"I'
¢) Etant donné une autre application différentiable T = (X',M', ') nous
appellerons produit de TT par T et nous noterons TIxTT" le triplet
(XxX' MxM’, 7tx 1) Ol
MU, x) = (O, (XD
d) Nous dirons que TT = (X,M,1) est triviale si elle est M-équivalente a 2
projection canonique:
Pry, = (MxF,M,pry,)
ou F est un espace difréologique quelcongue. F sera alors appele fibre
type de T1. Nous dirons que TT est localement triviale si il existe un
recouvrement D-ouvert [Uj]j .y de M tel que les restrictions ﬂUj de T1 3
Uj soient triviales pour une méme fibre type F.
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Ceux qui s‘occupent de
géométrie et d'arithméti-
que supposent le pair et
impair, trols espéces
d'angles; ils les traitent
comme choses conhues:
une fois cela supposé, ils
estiment qu'ils n‘ont plus 3
en rendre compte ni a eux
méme ni aux autres, le
regardant comme clair a
chacun; et partant de 13,
ils procédent par ordre,
pour en arriver dun
commun accord au but que
leur recherche s'était
proposée .

Platon

§2- GROUPOIDES DIFFEOLOGIQUES
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La notion de groupe difféologique a été introduite par JMSouriau, c'est une
généraiisation des groupes de Lie [21][23) A partir de cette définition et de
celle d'espace homogéne de groupe difféclogique qul en decoule, P.Donato a
introdutt Ja notion de fibrés homegeénes qu! sont les fibrations standards
G — G/H, 00 G est un groupe difféologique et H un sous- groupe difféologique de
G.

Afin de généraliser, aux espaces difféologiques, 1a notion de fibration telle
quelle est définie ordinairement en géométrie différentielle, nous avons été
amenés définir les groupoides difféolagiques (qui sont des groupoides struc-
turés [8] [17]). C'est Tobjet du présent chapitre. Cette définition est ausst 3
rapprocher de celle de groupoide mesurable qui @ €té deéveloppee par A.Connes
pour 1'étude des quotients singuliers [4]. De facon étrange 1'approche fibré dif-
féologique (et donc groupoide difféologique) et I'approche C*-atgebre (et donc
groupoide mesurable) donnent des informations comparables en ce qut concerne
I'étude particuliere de Yenroulement irrationnel sur le tore T (1"espace
singulier"'ll'2/[0(], ol [xx] est 1a droite de pente o € R-Q, est en fait un espace
homogeéne difféologique et la projection standard T s ff[cx] une fibration
difféotogique) [Annexe 3] {Annexe 4].
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2.1 Définitions et notations

Un groupoide est une catégorie' dont toutes les fleéches sont inversibles.
Etant donné un groupolde K nous noterons ObK et MorK, respectivement,
I'ensemble des objets de K et celui des morphismes (fléches) de K. Pour tout
couple de points (x,x)€ObKxObK nous noterons Mork(x,x') V'ensemble des

morphismes de x @ X', i aucune confusion n'est possibie sur le groupoide, nous
noterons simplement Mor (x,x);
MorK ={f€Mor, (xx)1(x,x)€O0bKx0bK } (22.1)

Les applications source et but définies sur MorK a valeurs dans ObK seront
notées respectivement s et b, nous appellerons application caractéristique et
nous noterons x 1'application définie sur MorK et  valeurs dans ObKxObK par-

¥ feMorK x(f)=(s(f),b{(f)) (2.1.2)
L'ensemble de définition de 1a loi de groupoide (composition des morphismes)
sera noté Mork'?
Mork @ = [ (f,g)eMorKxMorK Ib(f) = s(g)} (2.1.3)
nous noterons f.g le produit de f et g dans le groupoide, défini par:
V (f,g)eMorKxMorK si b(f)=s(g) alors fg=gef (21.4)
nous avons évidemment:
V (x,x')€0b KxObK Morx(x,x')=x"(x,x') (2.15)
Nous noterons:
K, =x~" (xx) x€0bK (2.1.6)
K, est un groupe qui sera appelé groupe d'isotropie de K au point x. L'élement
neutre de K, sera noté 1. Nous noterons UniK le groupoide des unités de K
défini par:
Ob UniK = obK
(2.1.7)
Mor UniK = { 1 eMorK | x€0bK )
En d'autre termes Mor, . (x,x) = (I Jjet x = x" = Mor, . (x,x) =@

tauy sens de 5. Mac Lane[15]
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Nous noterons ingy 1injection canonique des objets vers les fléches:
iNgyx : ObK -+ MorK  (2.1.8)
m > Iy,

Un socus-groupaide XK' de K est une sous-catégorie, nous dirons que c'est un
sous-groupoide respectueun si ObK' = ObK .

Un morphisme d'un groupoide K a un groupoide K' est un foncteur covariant. 11
peut &tre considéré comme un couple d'applications® = (&, Py ) o &y, . va de
MorK dans MorK' et ¢, de ObK dans ObK' tel que le diagramme 2.1 commute:

Mor K B > Mor K
X ¥
Ob Kx0b K > 0b K x Ob K
Poxdyg
(diag.2.1)
c'est a dire:
Sody i (V)=B08(¥)
(21.9)
botby, (¥)= By DY)
et tel que:
v (f,9) € Mork? $.,.(10) =, (NG, (@ (21.10)

Etant donné un morphisme & de K dans K, nous noterons ker($) le sous-
groupoide difféologique de K défini par:
Obker{$) = ObK
(2.1.11)
I PR
Morker(®) = ¢, .~ (UniK')
it sera appelé noyau du D-Morphisme ¢, il contient évidemment UniK
(¢m,<(nm)=n¢°b(m)ymeom< ). Remarquons que st veker{d) alors s(v)=b(v).

Nous dirons que ¢ est bien fidele, si ker(®) se réduit a Unik
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Le groupoide quotient {15], K/ker{$) est défini par:
Ob [K/ker(®)] = ObK
(2.1.12)

Mor {K/ker(®}] = (MorK)/(Mor ker($))

ou Mor K/Mor ker($) est le quotient de K par la relation d'équivaience:

¥V yeMorK, ¥y €MorK, y'~y <> Iveker(d) : y'=vy (2.1.13)
La composition des classes: [y}{v]=[v.y'] est bien définie, en effet ker(®) est un
sous groupoide invariant de K:
VyeMorK, Yveker(d) vy luyekend)  (21.14)

2.2 Groupoides difféologiques

2.2.1 Définition :
Soit K un groupoide, nous appellerons difféologie de groupoide sur K
toute difféologie sur Mor K et Ob K telle que les applications:
(f,g) = f.g fosf-!

définies respectivement sur Mor kK2 (muni de 1a difféologie de partie du
produit difféologique morKxmorK) et sur MorK soient différentiables
ainsi que l'application caractéristique (2.1.2) x et que Vinjection
canonique (2.1.8) ing,x  des objets vers les fléches K Muni d'une telle
difféologie un groupoide sera appelé groupoide difféologique.

Puisque V'application caractéristique x d'un groupoide difféologique K est
différentiable ainsi que I'injection canonique ing, 1'espace difféologique Ob K
s'identifie naturellement, grace a ingy Qui est alors une induction, au sous-
espace difféologique Uni K de Mor K. La difféologie de groupoide de K est donc
entiérement caractérisée par la difféologie de Mor K

La catégorie des groupoides difféologiques sera définie par ses objets qui
sont naturellement les groupoides difféologiques et ses morphismes que nous
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appellerons D-Fomcteurs et qui sont des morphismes de  groupoides,

différentiables au sens suivant:

222 Définition :
Etant donnés deux groupoides difféologiques K et K', un morphisme
¢ = (%, ..%,) de KK, seradit différentiable si &, eD(MorKMork’)
et &, eD(0bK,0bK').

Nous retrouvons bien lorsque te groupoide est un groupe (ObK est un
singleton) les définitions des groupes difféologiques [21] En particulier:

223 Proposition :
Etant donné un groupoide difféologique K, les groupes d'isotropie K
x€ObK, de K munis de leur difféologie de partie sont des groupes
difféologiques.
O La démonstration est immédiate .0

Un sous-groupoide K' d'un groupoide difféologique K posséde une difféologie
canonique, définie par les difféologies induites de ObK et MorK sur ObK' et
MorK' qui en fait un groupoide difféologigque, muni de cette difféologie nous
dirons que K’ est un sous- groupoide difféologique de K.

Etant donnés deux groupoides K et K' et un morphisme différentiable ¢ de K 2
K, le groupoide quotient K/ker(d) (2.1.11) est natureliement un groupoide
difféologique lorsque MorK/Morker(®) est muni de sa difféologie quotient. Il
existe alors une application différentiable, unique, fact(d) telle que le
diagramme 2.2 commute.

Cette application est injective par construction nous dirons que e morphisme
$ est strict si c'est upe induction.
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cl>
MorkK ——— Mork’

fact(d)

W

MorK/ker(d)
(diag. 2.2)

2.3 Groupoides difféologiques parfaits

2.3.1 Définition :
Nous dirons quun groupoide K est parfait si son application
caractéristique x, de MorK a Ob Kz, est une subduction.

Cela implique en particulier que x (2.3.1) est une surjection et donC que tous
les groupes d'isotropie K., x € ObK, sont isomorphes:

2.3.2 Proposition :
Etant donné un groupolde difféologique parfait K, les groupes d'isotropte
K., X€ObK, munis de leur difféologie de partie sont D-isomorphes.
O Puisque x est surjective il suffit de transmuter par une fiéche
¥ €MorK(x,x), ¥ (x,x') € ObkxObK, les éléments de K, avec ceux de K. On
vérifie, ensuite, immeédiatement que l'isomorphisme ainsi construit est
différentiable (utiliser(1.2.17)).0

2.4 Enemples @lementaires.
. Définissons sur le produit XxGxX, G groupe difféclogique et X espace diffeolo-

gigue, 12 loi suivante:
V (X,g,y) € XxGxX, ¥ (2K,1) € XxGxX  y=2Z = (x,gy)Mzk )=(x,gk,t) (2.41)
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XxGxX étant muni de 1a difféologie produit le groupoide " défini par:
Oblr =X
(242)
Morf™ = XxGxX
groupoide difféologique parfait, nous I'appellerons groupeide triviat de base X
et de groupe G. Tout groupoide isomorphe a un groupoide trivial sera dit trivial.

Considérons maintenant un espace difféologique Y muni d'une relation
d'équivalence R (pouvant &tre définie par une partition, I'action d'un groupe
etc...). Nous définirons le graphe de 1a relation R comme le groupoide MR donné
par:

ObfR =Y
(243)
MorTR = [(y,y) eYxY |y R Y]
La loi de groupoide étant définie naturellement par:
VL) €YxY, VI(Z) eYxY y=z2= (y)z,D)=(xt) (244)

Munis de leurs difféologies naturetles ces espaces définissent sur MR une
difféologie de groupoide. Mor fR encore noté Gr(R) est aussi appelé graphe de 13
relation R 'R est parfait seulement si Y/R est rédult a un point. Nous noterons
parfois simplement Gr{R) a 1a piace de M.

2.3 Groupoide associe a une application différentiable

25.1 Définition
Etant donnée une application différentiable surjective Ti=(X,M,m), on
appellera groupeide associé a I'zpplication T1 le groupoide K, défini
par:
ObKy; =M

Morgn(m,m’) = Diff (X X ) (m,m")eMxiM
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ol X (1.4.2) est muni de ia difféoigle induite par X. La loi de groupoide
étant 1a composition des applications.

L'application caractéristique x de K, (2.5.1) est définie par:
VIeMorK, x(f}=(mm) = feDiff(X X)) (252)
c'est adire:
VféeMork o s(f) = n(def(f)) , b(f) = n(im(f) (25.3)

M
i
> m=s(f)
3 m=p(f)
I

(fig.1.2)

Définissons alors I'ensemble X, (image réciproque de X par s} par:
X, = { (f,x) € MorK (xX [ s(f) =m(x)] (25.3)

Sy

Xs

n. n

MDFK]-[ s s M

(diag. 2.3)
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et v I'application valuation de X, dans X par:
viX =X
(1, %)= 1(x)

254 Proposition :

(25.4)

Etant donnée une application différentiable surjective T = (XM, 1) ti
existe sur Mor K, une difféologie la moins fine qui rende v différentiable
et qui fasse du groupoide Kp;, associé a 11, un groupoide diffeologique.

Elle sera appelée difféologie standard.

D Soit ¢ une application définie sur un ouvert 0 ge R" a valeurs dans Mor K,

POSONS:

lpsixm—rx

(r, %) = 9lrXx)

' Xq = [(r) € 0xX|x € def(glr)) )
Xbag = L (F,X) € (X | x € im(g(r)) }

.pb:x,m-»x

(30> @) (x)

ou X, 4 et X, , sont munis de 1a difféologie de partie du produit QxX .

Nous écrirons:

¢ € DL(R"Mor Kpp)
X coq s 5% “x 3
M st Mg
Q . y Mor Ky p

(diag. 2.4)

Si
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i) xopeDLR"MM) i1 9 eDIX, X) et iii) pyeDiX, 0. X)
Montrons que 1a famille DL(R" Mor K™ ainsi définie est une difféologie:
13 condition {) définit une gifféologie: I'image réciprogue de la difféologie de M
par x. It nous suffira de démontrer alors que les conditions t1) et iit) définissent
une difféologie:
a) Soit 1°= [O—f], f € DIff(X_X .), on a2

xs»f‘ ~xm xbof' Nxm'

o ~f fo,~f!
et donc par hypotheése f°_et 1° sont différentiables.
b) Soit ¢eDL(R",Mor K,,) et FED(U,def(p)), U ouvert de R®. L'application (goF), se
décompose comme suit:

)(MwF - X, e X

(r,x)  — (F(r),x,) — ¢F(r),x)
les deux facteurs étant différentiables il en est de méme pour (goF) . De méme
pour(geF),.
c) Soit ¢ une application localement différentiable définie sur un ouvert O de R"
a valeurs dans mor K, i.e. tout point reQ) posséde un voisinage A tel que f Sel

définie sur Xsog|, =(%,,,)" (restriction de X, 4 A), soit différentiable.

st est localement différentiable, elle est donc différentiable (1.2.2). De méme

pour Fy .
Donc ta familie [DL(R"',E)]Ml ainsi définie est une difféologie de Mor Ky rendant
X différentiable.
Montrons que 1a valuation est différentiable:
Soit ¢ une plaque de X
®(r) = (p(r),F(r)

2L e signe ~ signifie difféomorphe.
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ol ¢ est une plaque de MorK, et F une plaque de X tel que F(r)edef(g(r).
L'application ved se décompose en le produit de deux applications
différentiables:
r e (r,F(r) = (p(F(r))

le deuxiéme facteur étant Fapplication ¢ . Donc v est differentiable.
Montrons que cette difféologie est une difféologie de groupoide :
@,

$(r) = (p(r),9'(")

¢ € DL(R"MorK ) , ¢ € DL(R"MorK )

blgp(r) =s(@'(r)) Vr

o) Soit & une plaque de Mork,

NOUS POSerons
| 0"(F) = P(Poglr)
montrons que c'est une ptague de Mork.:
x{(9"(r)) (s(9"(r)),blg"(r)) = (s(elr)),ble'(r)))
or Seq@ et beg’ sont différentiables, donc x-¢" est différentiable,

On a d'autre papt: Read : X_{b \circ \phi''} = X_{b
\circ \phi')}
X, . =X X X

308" 509\ "soe” ~"'s00’
L'applicationg”, se décompose en produit d'applications différentiables:

xs-uo . K....-,;‘ =X

(r,X) = ((r),x) = p(r0p(ri(xd)
Donc ¢°, est différentiable. 11 en est de meme pour ¢",. Donc l'application
[(f,F') — f'of} est différentiable.
B) Soit ¢ une plaque MorKy, montrons que ¥ = {r — cp(r)"] est une plaque de
MorK

1(p(r) = (ste(r) =), bp(r)=")) = (blp(r)),s(ptr))

X est donc différentiabie.

D'autre part :

So¢ ~ "bog "boy ~ "'sop

Vo=@, ¥p=9


Patrick I-Z


Patrick I-Z
Read : X_{b \circ \phi''} = X_{b \circ \phi')}

Patrick I-Z


Patrick I-Z


Patrick I-Z


Patrick I-Z
(r,x) -> (r,\phi(r)(x)) 
            -> \phi'(r)(\phi(r)(x))
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Donc ¢, et y, sont différentiables.
Posons Maintenant iny 1'injection canonigue des objets vers les fléches de Ky
Ny : M — Mor Ky
m ﬂxm
et soit £ une plaque de M, notons g=inyek, on &
v redef(E) up(r):ﬁx“” > Xyop=Xbop=Xg ={(,X)EQET(EIXX | m(Ox)=£(r))
les applications g, et ¢, définies toutes deux sur Xg sont données par:
Ps = Pp = [(r,0 > %]
elles sont différentiables puisque restrictions d'appiications différentiables a
des sous-espaces difféologiques.
La difféologie en question est donc une difféologie de groupotde, il est alors
immediat de veérifier que cest la difféclogie la moins fine qui rende v

différentiableD

En particulier lorsque le groupoide associé est réduit 2 un groupe, ¢'est a dire
lorsque 1a base du fibré difféologique est réduite aun singleton, on retrouve 12
détinition de 1a difféologie de groupe de difféomorphismes Introduite dans la
théorte des groupes difféologiques [211{23], les definitions données plus haut
{morphisme différentiable...) sont compatibies.

Rappe!lons a ce propos qu'une action différentiable d'un groupe dif féologique
G sur un espace difféologique X est un D-morphisme de G dans DIff(X) ou Diff{X)
est justement muni de sa difféologie standard. Ce qui peut s'exprimer aussi en
disant que V'application suivante de GxX dans X.

(2,0 = 3, (x) (a,x} € GxX

est différentiabie.

2.5 Le groupoide associé & 'application ¥ — #3

Nous allons ilustrer la notion précédente de groupoide associe a un
application différentiable sur I'exemple de I'application . x — x3 définie sur

X=R et avateurs dans M=R.
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Cette application étant bijective les images réciprogues des points de ia base
sont réduites a des singletons:
v teMm  X={t13) (25.1)
On dédutt donc que Mor Ko, est en bijection avec RxR grace a
¥ (Y)ERxR  {x,y) = fg={x syl (23.2)
I'application caractéristique étant donnée par:
Y fug€Mor Ky xlf))=03y3)  (25.3)

Un caicul relativement élémentaire permet de montrer que la difféologie
standard de MorKy,, transportée sur RxR grace a (25.2), est entiérement
caractérisée par:

[r>(x.3,y,3) DL R", R2)
P=[n>(x..¥p NJEDLCR"Mor Ky @ 1 [(r,x.) > y,JeD(Graphe(p 4),R) (25.4)
[(r,y ) > X.JeD(Graphe(ip 7),R)
ou 0N @ poseé:
¢=(pg,p7)  Graphely;) = [(rgi(r)edefl(p)xR] (2.55)
Remarquons que ¥'injection canonique iny, qui s'écrit ici:
iny : R Morky = RxR (256}
t > (11/3,41/3)
est différentiable (i.e. vérifie 2.5.4); car si [t—t1/3] n'est pas différentiable de
R dans R, 'application {(t,t1/3x>11/3] est différentiable de graphe(q;) dans R,
iny est en fait un difféomorphisme de R muni de sa difféologie C* sur diag(RxR)
muni de 1a difféclogie de partie de MorK,,.

On peut remarquer encore que la difféologie C™ de R2 est strictement plus

fine que la difféologie définie par 2.5.4.
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Pour rendre tolérable cet-
te accumulation de défini-
tions et de trivialités, je
n‘af trouvé g'autre palliatif
que datlonger encore ce
chapitre ...

J. Dieudonné

§3- FIBRATIONS DIFFEOLOGIQUES
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Le terme ge fibration, ou fibré, est habitueliement utilisé pour désigner une
classe particuliere d'applications ou de relations d'équivavences a Vinterieur
d'une méme catégorie d'espaces (espaces topologiques, varietés..)

Par exemple, sont définis dans la catégorie des espaces topologiques
plusieurs types de fibrés: les fibrés de Steennrod, de Serre, d'Ehresmann-
Feldbau... [25]{19]. Dans la catégorie des variétés différentielles sont définis les
fibrés localement triviaux [S)[[14].

Dans chacun de ces cas les fibres de ces applications (fibrations) sont
isomorphes entre elles au sens de la catégorie en question, cette condition
apparait comme minimale qui permette & une application d'étre une fibration.
Les autres conditions sont imposées par certaines propriétés qu'on aimerait que
possédent ces objets, comme par exemple la propriété de relevement des
homotopies (fibrés de Steenrod,de Serre..) [25] ou bien d'autres encore (F-
structures sur les fibres [19)).

En ce qui concerne la catégorie Desp des espaces difféologiques, 1a definition
de ces fibrés devra répondre aux conditions sutvantes:

a) Les fibrés difféologigues sont une extension des varietes dirrérentielies
fibrées.

b) La projection G — G/H, ou G est un groupe difféologique et H un sous-groupe
quelcongue de G, est une fibration difféologique.

c) Les fibrés difféclogiques possédent la proprieté de relevemment des

homotopies (suite exacte exacte dhomotopie [10]).

Rien, a priort, n'indique qu'il existe une telle définition. Les premiére el
troisiéme conditions seraient immédiates si nous définissions les fibres
difféotogiques grace a ia propriété de trivialité locate puisque tout espace

difféologique peut étre muni de sa D-topotogie (1.2.3); mais dans ces conditions
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la propriété b) n'est pas assurée. En effet, dans la classe des quotients du type
G ~» G/H, entre par exemple le quotient irrationnel du tore e ‘I2/[tx], 12 D-
topologie de l'espace Tgl[a] est évidemment triviale mais T2 nest pas
difféomorphe au produit (T2/la]ixR. D'autre part il peut exister sur les espaces
difféologiques plusieurs topologies toutes aussi naturelles gue ta D-topoigie et
non équivalentes ce qui donne au choix de celle-ci un caractére arbitraire.

Nous proposerons dans ce chapitre une définition des fibrés difféologiques qui
répond au programme énoncé pius haut. Elle utilise le groupoide associé aux
applications différentiables (§2.5), son interprétation correspond a une
extension de 1a condition de trivialité localel que nous avons appelée micro-
trivialité. On verra dans un prochain chapitre qu'elle est aussi compatible avec
I'existence d'un revétement universel au dessus de tout espace difféologique.

ine faisant pas appel 3 une topologie des espaces difféologiques.
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3.1 Fibrotion difféologique et micro-trivialité

Avec les notations et définitions du paragraphe 2.5:

3.1.1Définition :
Nous dirons qu'une application différentiable T =(XMm) est une
fibration difféologique si son groupoide associé K, est parfait.

Fig. 3.1

En d'autres termes, Tl est une fibration si l'application caractéristique x de
MorK  sur MxM (2.1.2) est une subduction. Nous dirons encore que TT est un fibré
difféologique, ou simplement un fibré si aucune confusion n'est possible, nous
dirons aussi que X est 1ibré sur M par 1.

X sera appelé espace total du ribré, ™M sa base, n sa projection. Nous
noterons parfois X = t171, M = bsTl, 1 = prTl

Les sous-espaces difféologiques X = '), meM (1.42), seront appelés
fibres du fibré TT, X sera appelé fibre de Tl au dessus de m.

I} est Clair, puisque Ky est parfait, c'est a dire: x est une subduction, que x
est en particulier surjective et donc que toutes les fibres de TI sont
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difféomorphes (du fait méme de sa définition (2.5.1)). Leur type difféologique F
sera appelé fibre type du fibré TI. La fibre type F sera souvent identifiée a 1a
fibre x% au dessus d un point de base m,, de V'espace diffeologique M.

L'énoncé 3.1.1 met en évidence le caractére essentiellement dirféologique de 13
dérinition des fibrés difféologiques. ENle est toutefols peu maniable telle quelle.
Une caractérisation des fibrés difféologiques est donnée par ta proposition

suivante:

3.1.2 Proposition :
Une application diftérentiable TT = (X,M,1) est une fibration difféologique
si et seulement si il existe un espace difféologique F tel que limage
réciprogue (1.4.8) de T{ par toute plaque de M soit localement triviale de
fibre type F. Cette propriété des applications différentiables sera
appelée micro-trivialité (M.7).
0 Supposonsque T1 = (X,M,1) soit un fibré difféologique et soit ¢ une plaque de M,
Q = def(p). Soit meMetF =X,
L'application & : 1~ (m,g(r)) définie sur Q & valeurs dans MxM est évidemment
une plaque de MxM. Soit x I'application caractéristique du groupoide associé Ky
de TT sur MxM. Puisque x est une subduction ¢ se reiéve localement sur dans
Mor Ky :
¢ = Sup(xe®,) P,eD(0 MorKy)

Q. = def($) U.Q=0Q
Pour tout reQ, def(d(r)) = F et im(@(r) = Xv(rl’ c'est a dire:
VreQ,  HreDiff(F X 'm)
Posons alors:
¥, OxF — X'
(r,u) = (r, @ (r)u)
¥, est a priorf a valeurs dans OxX, on vérifie immédiatement qu'eile est en fait a
valeurs dans X o €space total de I'image réciproque T1 o 0€ Tl par ¢:
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{(diag.3.1)

y; est naturellement injective, elle est différentiable par définition de la
difféologie standard du groupoide associé Ky, dell.en.affet elle se factorise en:
(r,u) = (r,(r},u) = (r,®,(r)u)), T'applicalion r e~ &(r}u) siest autre que la
valuation (2.5.4) qui est différentiable par définition.
Son inverse est donné par:
v{" X XQIO;_' QixF
(rx) > (r,@i(r)"(x))
h“ se factorise a son tour en {r,x) = (r,®,(r),x) - (r,tbi(r)"(x)), qui grace a la
différentiabilité des applications y ~»y~' de MorK dans MorK, et 3 la
vaiuation, est encore un produit d'applications différentiables. Donc ¥, est un
difféomorphisme de QOxF sur X ’Im et vérifie TI ¢Ioio1|i=pr01, c'est donc une
équivaience entre TT |, et T'application triviale Pr0‘=(0ixF,,pr0i), T, est alors
localement triviale de fibre typeF.
Réciproquement supposons gque TT = (X,M, 1) vérifie 1a propriété MT avec comme
fibre type F:
Soit & :r+ (p(r),p'(r)) une plaque de MxM, Q = def(®), puisque les images
réciproques Tl, etTl, de Tl par p ety sont localement triviales choisissons deux
voisinages Uet U de r, € Q qui trivialisent respectivement T o8t T ¢ €t notons
Q, = UNUY,Q, est encore un ouvert de trivialisation de 1'[’ et 1'[’.. Soient:
‘I’:QoxF——»X’ 1I":f)oxF—~>)<’.
(r,u) = (rp(r}u) (r,u) — (ry'(r)w)


Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour
(\phi_i(r),u) -> \phi_i(r)(u) is the (e)valuation function

Patrick Iglesias-Zemmour
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des trivialisations de X, et X au dessus Qg pour tout reQ; on a:
¥ EDIFFEX () #ine DITF(F.X ey
parce que la restriction d'un difféomorphisme a un sous espace difféologique est
un difféomorphisme de ce sous espace 2 son image (1.2.17). Posons aiors
N:r = ¢(rdey(r) -1

7 est une application définje sur Q, a valeurs dans MorKy, que l'on munit de sa
difféologie standard. Les espaces X__ et X, , (2.5.4) sont définis par:

Xy = ((MX)EQ XX E def(7(r))}

Xpog = ((MX)EQ pxXIx € im{n(r))]
Ces applications se décomposent en:
W, : (500 - (0~ 00) o (P = 00N - )y - 0)

By (£ - (00" 00) - (0 p(rX ) =000 - $(ErY = ()
C'est adire:
1'5 = w“o*'o*-'

T = (p.noqlo*'“i
7, et T, sont donc des produits d'applications différentiables, elle sont donc
difrérentiables. Pulsque d'autre part xo7 est différentiable on déduit de la
définition méme de tadifféologie standard de Ky, (2.5.4) que 1 est une plaque de
Mor Ky, donc & se reléve localement dans MorKy, x est alors une subduction. Ky
estdonc un groupoide parfait c'est a dire TI est une fibrationdifféologique.0

De cette proposition se déduisent les suivantes:

3.1.3 Proposition :
Toute ribration difféologique est une subduction.


Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour
The maps $\eta_s$ and $\eta_b$

Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour
\Psi & \Psi'
not 
\psi & \psi'

Patrick Iglesias-Zemmour
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O Soit ¢ une plaque M (3.1.2) et Q un ouvert de trivialisation de TI.. 11 existe,
puisque TI‘IO est trivial, une section s de TT, au dessus de Q; 1'application pyes
est différentiable et reléve ¢ au dessus de Q (volr diagramme 3.2)

'pli
X X
s T n
0 M
P
(diag. 3.2)

Donc 1 est une subduction.O
Compte tenudes définitions 1.4.12et 3.1.2:

3.1.4 Proposition :
Toute application différentiable triviale est D-localement triviale toute
application D-localement triviale est micro-triviale, ce que nous
pouvons écrire:
T=LT=>MT
O La premiére affirmation est une trivialité ! Soit T1 = (X,M,1) une application
D-locatement triviale,  une plague de M et r € def(@). Soit U un D-ouvert de
trivialisation de T1 au voisinage de ¢(r), ¢ étant D-continue (1.2.4), 11 est trivial
au dessus de ¢~'(U) voisinage de r dans def(¢).0

Nous voyons, & travers 3.1.4, en quoi ia micro-trivialité peut apparaitre

comme une extension de 1a notion de trivialité locale sans pour cela faire appel
a une topologie des espaces difféologiques.




§3-9

3.1.5 Proposition :
Si 1a base dun fibré difféologique est une variété, il est localement
trivial. 5i de pius la fibre type est une variété c'est un fibré différentiel
au sens de 1a catégorie des variétés.
O 11 suffit d'apptiquer 3.1.2 aux cartes de 1abase.O0

Cette derniére proposition montre que 1a notion d'espace difféologique fibré
est bien une extension de celle de variété fibrée. Ces dernieres peuvent donc
&tre définies uniquement en termes de difféologie en faisant appel 2 1a notion de
groupoide parfait, 1a propriété de trivialité locale, utilisée habituellement pour
leur définition, apparait ici comme l1a traduction de I'existence d'une subduction
(3.1.1) dérinie surun espace qui n'est pas une variéte.

3.2 Catagorie des fibrés difféologiques

Nous noterons :
Bfib (3.2.1)

la catégorie des fibrés difféologiques,c'est une sous catégorie de Dapp (1.4.5),
ses objets sont bien entendu les fibrés difféologiques et ses fléches les
morphismes d'applications différentiables. Notons qu'en vertu de (1.46) tout
morphisme de fibré difféologique est entiérement défini par la formule (1.4.3).

Nous noterons M-Dfib 1a sous catégorie de Dfib dont les objets sont les fibrés
de base M et les fléches, ou M-morphismes, 1es morphismes de fibrés qui se
projettent sur I'identité de 1a base.

3.2.2 Proposition
L'image réciproque dun fibré difféologique par une application
différentiable est un ribré difféologique.
D Pour toute ptaque ¢ d'un espace difféclogique A, pour tout fibré difféologique
T = (X,M,1) et tout f € D(A,M), I'application (Tlr)‘ est équivalente a TIMIA.I 1).
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Or fop est une plaque de M Donc si TT vérifie la propriéte MT il en sera de
méme pour TI.D

On déduit de cette proposition le corollaire

3.23 Corollaire
La restriction " = (XA,A,HA)( 1.412) d'un fibré difféologique 1 = (X,M,7)
a un sous espace difféologique A de sa base est encore un fibré
difféologique.

324 Dbeéfinltion
Etant donné un fibré dirféologique 11 = (X,M,1), nous appellerons sous-
fibré difféologique de TT toute réduction T, = (QM,1,) (1.4.12)de TTaQ
qui est encore un fibré difféologique. Une section d'un fibré diffeclogique
est un sous fibré dont )a fibre est réduite a un point.

3.25 Proposition :
Le produit TIxTT = (XxX'MxM,7x1) de deux fibrés TI= (X,M,1) et
T = (X' M, 10) est un fibré difféclogique.
O Toute plaque & de MxM est le produit de deux plaques ¢ et ¢ de M et T,
'image réciproque (TIxTU'), est alors le produit des images réciproques TTW et
ﬂ'. dellpar get 9. S TI¢ et 1'[.’. sont localement triviaux de fibre type F et F',
leur produit est localement trivial de fibre type FxF'.0

326 Deéfinition:
Etant donnés deux fibrés difféologiques de méme base TI=(XM,7) et
T = (X',M,1), on appellera produit fibré de T1 par T et on notera TlxTT
le sous fibré de TIxTT" au dessus de 12 diagonale A de MxM On notera
Tix, T = (Xx X', M, T0x, TC).
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3.3 Catégorie des fibrés difféologiques principaun

Comme nous 'avons dit, 1a sous catégorie 1a plus importante de 1a catégorie
des ribrés dirréologiques est celle des ribrés difféotogiques principaux. En effet
nous montrerons plus loin que tous les fibrés difféologiques s‘obtiennent par un
processus d'association a partir d'un fibré principal. ils seront définis a partir
de la propriété suivante:

3.3.1Proposition-Définition
Etant donnés un espace difféologique X muni d'une action différentiable
d'un groupe difféologique G, M l'espace difféologique quotient de X par G
et p 1a projection canonique de X sur M.
Nous appellerons groupoide caractéristique de la G-action de X, le
sous groupoide difféologique K, du groupoide K, associé a P=(X,M,p)
défini par;
Kg={feMorK |V ae G foa, =ayof }
0Ua - 3, désigne I'action de G sur X.
Nous noterons ¥ J'application différentiable:
F: XxG = XxX
(x,a) = (x2,(x))
Si F est une induction alors Ks €St un sous groupoide parfait du
groupoide K, associé a P. Par conséquent P est un fibré difféologique.
Nous dirons dans ce cas que P est un fibré difféologique principal de
groupe structural G, ou plus simplement de groupe G.
0 Nous démontrerons cette proposition en plusieurs étapes:
a) Remarquons que si F est une induction cela implique que G agit librement sur
X et que pour tout x€X I'application :
R, :6—>X

arradx)
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est une induction, c’est a dire un difféomorphisme de G sur Vorbite de X munie de
ladifféologie de partie.

b) Considérons Vaction diagonale A de G sur XxX, notons Xx.X le quotient
gdifféologique XxX/G et m 1a projection de XxX sur XxgX. L'application
différentiable pxp définie sur XxX & valeurs sur MxM se factorise sur Xx.X en
une application différentiable

— }ixc X

Axd

T
\ /
pep /e
N

MM
(diag. 3.3)

Nous noterons:
£=(0,p) = ¥V 1T =1lxy)€XxX o(D=p(x} B(V=ply)
Soient {x,y) € XxX et (y',z’) € XxX tels que ply)=p(y’). !} existe alors a€G tel que
y'=g,(y) en posant z:gx"(z') on a ply’,Z')=ply,2). En utilisant cette remarque on
définit sur Xx X 1a toi:
VpeXx X ¥veXx X P(w=o(v) ={juv=nly,z) < p=lxy) v=1ly,2)]
Cette lof permet de définir un groupoide quenousTioterons Px P par:
Ob Px P=M

MorPxP=XxX
avec E pour application caractéristique:
MO 4y PxgP=E"" (M, ")
En effet, pour tout meM: §_=1(x,x) ¥x€X et l'inverse de tout élément p=m(x,y)
est n(y,x).
¢) Si ¥ est une induction alors PxP est un groupoide difféotogique parfait.
En effet:
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Notons L I'application pp > p" définte sur Xx X et L le difféomorphisme de XxX:
Ux,y)=(y,x). Grace a la commutativité du diagramme 3.4 et au caractére
submersif de 1 on déduit que L est différentiable.

Kx X 3> XX

1 1

KXGX L }KxGX
(diag. 3.9)

Considérons maintenant 1a 1ol de groupoide [(i,v) — v}
Soit & une plaque de XxEXE, elle s'écrit & : r > (p(r),¢(r)), ou ¢ et ¢ sont des
plaques de Xx X avec Bp(r))=0(¢'(r)). Puisque T : XxX +» XxX €St une subduction
9 et ¢ se relévent localement dans XxX. Solent W=[r +>(y,(r).y ANl et
P'=[r (o ()¢ 5(r)] des relevés locaux de ¢ et ¢. La condition
B(e(rN=0olg'(r)) impligue alors pey,(r) =psy’,(r), pour tout r dans le domaine de
définition des relevés. Puisque I'action de G est libre il existe une application «
a valeurs dans G telle que: ¢ (r)=ga{r),(y,(r)). L'application {r (p A,y o(F))]
est différentiable et a valeurs dans ¥image de I'induction ¥ donc I'application o
est différentiahle. Posons  alors #s(r):wx‘1(¢'3(r)), I'application
W=fr - (y 00,47 5] est encore un relevé local de ¢, donc $ se reiéve
localement  dang™ (XxX)? par Wx¥", [lapplication [rw p(r)}g'(r)] est
différentiable puisquelle s'écrit localement [rr» T(y,(r)y5(r)] La loi de
composition des fléches est donc différentiable. Px.P est un groupoide
difféologique. Puisque T est une subduction et que £ est sa factorisation par une
application différentiable, c'est une subduction. Donc Px.P est un groupoide
parfait.
d) Considérons 1'application ¢ définie sur XxX a valeurs dans Mor K par:

VXY EXX  dxy)=T & fix)=y
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Une telle application existe, i} suffit pour le vérifier d'identifier les orbites de x
et y avec G par R, et Rg. i1 est immédiat de vérifier que les images réciproques
de Mor K, par ¢ sont les orbites de I'action dfagonale de G sur XxX et donc que ¢
se factorise sur XxgX par une application que nous hoterons fact(d). Montrons
que ¢ est différentiable et par conséquent fact($).
Soit H=[r — (7(r),n'(r)] une plaque de XxX, 7 et 7' sont des plaques de X. Posons
H=®-H a valeurs dans Mor K, les espaces X_, et X, , et les applications H et
H, (2.5.4) sont égaux &

X =1 (rx)edef (@)X | poy(r) = p(x) }

X q=[ (r,x)eder(@HX | paq(r) = plx) }

H_(r, )= HINOO (A, 0= H(R ™ (x)
La propriété peq(r) = p(x) imptique:

Iv: X, y— 6 Vrxex , xrx)(nr))=x

de méme pour 7' 1) existe y": 0. — O Montrons que y est différentiable:
Soit y:tw (F(L),p()) une plaque de X, Yep(U)=y(F(L)p(t)) verifie
Y{EQQUON ((F(EM=9(t), or les applications 7oF et ¢ sont différentiables et &
valeurs dans im(F) mais F est une induction, donc 1'applicationt — y(F(t),p(t))
est différentiable: c'est une plaque de G, ainsi y est différentiable. 11 est clair
quil en est de méme pour y'.
L'applicationH, s'écrit alors H(rx)=H(r) x(r.x),(M(r)) C'est a dire, grace a Ia
commutativité de H et de Taction de G, H(rx)=y(rx}(H(r)(n(r). Or par
définition ®(x,y)=f = f(x)=y donc H(P}(r)=7(r) et puisque 7 est
différentiable et que I'action de G sur X est différentiable, H_ se décompose en
un produit dapplications différentiables, elle est donc différentiable. La
démonstration est analogue pour H,, 11 faut en plus utiliser la différentiabilité
de l'inversion dans G. Donc, en vertu de 12 définition de 1a difféologie standard de
Mor Ky (2.3.4), on déduit que ¢ est différentiable, et par conséquent fact($)
(1.2.16).
e) Le diagramme 3.5 ol toutes les fléches sont des applications différentiables
est commutatif,
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Mo K
/ r‘:\‘\‘
P / s fact(d)
N
- Y
/ N\
% R — M X

pp N (%
\_'I

’.f
\3r’lx‘./

M
(diag. 3.5)

I est immédiat d'en déduire que Mor K, est parfait. Rajoutons que fact(®) est en
fait un D- morphisme de groupoide difféologique.0

Remarqguons que le fibré principal associé a un groupoide parfait (3.4.1) est un
fibré difféologique principal. Nous dirons dorénavant fibré principal pour fibré

difféologique principal, torsqu'aucune confusion ne sera possible.

3.3.2 Definition:
Etant donnés P=(XM,p) et P'=(X}M,p) deux fibrés difféologiques
principaux de groupes structuraux, respectivement, G et G, nous
appellerons morphisme de fibré principal de P 3 P’ tout couple (2 ) tel
que;
a) #f est un D-morphisme de G a 6’
B) & est un morphisme de fibrés de P a P’ vérifiant:

Yach @o_a_x :Mx.o‘f’

Notons toutefois que 1a condition d'équivariance de $ (3.3.2) implique déja que

& est un morphisme de fibré. Le couple (® 3) est un isomorphisme si 3 est un
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D-isomorphisme de G 3 G' et ¢ un isomorphisme de fibré difféologique. La
catégorie ainsi définie sera notée PrincDfib.

S M=M et 6=6 un isomorphisme (3} de fibré principal sera appelé M-
éguivelence de fibré principal si & est une M-équivalence de fibre et si
H(a)=a Vac6.

Les fibrés principaux associés, en des points différents & un groupoide
difféologique parfait (3.4.10), sont isomorphes,

Le fibré principal Pr, =(MxG,M,pr,) ou G agit trivialement sur M et a gauche
sur G sera appelié fibré principal trivial de groupe G et de base M. Nous dirons
alors qu'un fibré principal de groupe G est trivial s'il lui est isomorphe.

3.3.3 Proposition
Etant donné un fibré difféologique principal P=(X,M,p) I'induction F(3.3.1)
est surjective sur I'image réciproque de P par p, C'est une trivialisation.
OLavérification est immédiate .0

La condition de micro-trivialité s'ecrit de fagon particuliére pour les fibrés

difféologiques principaux:

3.3.4 Propesition
Etant donnée une subduction P=(X,M,p) définie par I'action différentiable
dun groupe difféologique 6. P est un fibré difféologique principal de
groupe G si et seulement si: pour toute plaque & de M, pour tout releve
local ¢ de $ dans X, V'application y définie par:
v (r,a) € def(p)xG = def(y) §(r,a) = (r,2,0¢(r))
est une trivialisation de Pyly.q o
0 Supposons d'abord que P soit un fibré principal:
Doit Q=def(y), on a x,,lnzxm, c'est a dire:
Xopp=( (rX)€AxX132€G o) = 2,(x) ]
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L'application ¢ définie plus haut est évidemment différentiable et bijective,
montrons que c'est une subduction: soit Z=[(t —» (p(t),E(t))] une plaque de xp o0
¥ eZM=(p),x(t) <> X(t) (Pop(t)=E(L)

or (ipep,£) est une plague de im(F) donc « est différeéntiable, ce qui entraine que
r'oE est une plaque de def(g)xG et donc que v est une subduction donc un
difféomorphisme. |1 est évident ensuite de vérifier que c’est une triviatisation.

Réciproguement soit Z=[r — (£(r),c(r)] une application définie sur un ouvert Q
de R" a valeurs dans XxG telle que FoZ=[r — (E(r), a(r),(E(r))] soit une plaque
de XxX. Par hypothése 1'application y : (r,a) — (r,2,(E(r)) est une trivialisation
de X g Or re»(r.x(r), (E(r)) est une plaque de X, on déduit alors, en prenant

I'image de cette plaque par *“ que & est une plaque de G.0O

335 Proposition:
Un fibré difféologique principal P=(X,M,p) est trivial si et seulement si il
admet une section globale .
D Parce que F est une induction (3.3.1), )application différentiable
(m,a) = (0(m),a) > 3,(a(m), (m,a) e MxG, o section de P, est une induction
bijective donc un difféomorphisme, c'est une trivialisation.O

3.4 Fibré principal assoclé a ur groupoide parfait

Etant donné un groupoide difféolegique parfait K; s, b et x ses applications
sources, but et son application caractéristique. Etant donné un point m, de
I'ensemble de ses objets M = ObK. Nous noterons:

-
T=s (mo)
D& SlT (3.4.1)
-
G= K'“o = X~ (mg,m,)
Nous noterons :
aws g, (3.42)
l'action de G sur T definie par:
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Vaeb Vel (=21 (343)

L'application P = (T,M,p) étant différentiable nous noterons K, son groupoide
associé muni de sa difféologie standard et K¢ le Sous groupolde respectueux de
Kp défini par:

ObK; =ObK, = ObK =M
(3.44)
MorKg = {f €Kl Va €6  fogy = ayef |

Soient (m,m') et fe¢ MorK(m,m‘), on défintra I'application R\r de

T,, = Mor (my,m) dans T . = Mor, (m,,m’) par:
VfeMor (mm) VTe T R(T)=tf (3.45)

m = ' = M
‘\\ ,‘,
™, S
X, A
i SO
T N . !/ Pfl:'t} = tf
N S
-
I‘ﬁ':I
(diag. 3.6)

Compte tenu de ces définitions et notations:

3.46 Proposition:
Pour tout feMor (mm7), Fapplication Rp:T o+ T. est un
difféomorphisme équivariant. C'est a dire:
v £ € Mor  (mm) Ry € MorK ¢tm,m")

O R, est évidemment bijective et équivariante par rapport a 1'action de G sur T.
Parce que 1a loi de composition des fléches de K est differentiable, parce que,
de plus, l'application f s ' est différentiable, l'inverse (R,)":Rf-l est
différentiable. Et donc R, est bien un difféomorphisme équivariant de T _ sur

1,0
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Grace a cette proposition on peut définir une application i de Mor K dans
Mor KgcMor K, par:

I MorK — Mor K, (3.47)

 » R
qui vérifie évidemment:
i
Mark > I*'Ii:urK‘3
"™, -

\\ e

"'\\ //xe
N

Mxi1

(diag. 3.7)

ol xg est 1'application caractéristique de K. Avec ces nouvelles définitions nous
avons la proposition suivante:

3.48 Proposition :
L'application i est un D-foncteur bien fidéle strict (82.2) de Mor K dans
Mor Kp, surjectif sur K, en particutier i est une induction. K, est un sous
groupoide parfait de K,
00 Montrons que i est différentiable. Soit & une plaque de MorK, on a évidemment:
X golod=xod=[r i (p(r),¢'(r)]eDL(R "MxM)

i !
Q e M K 3 Maor KI__-: Mar }:’.P
\\. "1‘ d

. ra
g

“ .-
¢ o, . A
1p,0 } \,__\\ 'y % G
Y i
' y

(diag. 3.8)
Posons ®=iod:

Vredef(®) () T =T
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T - T.O(r)
On a
Too=Ty = ((r,T) € OxT { @(r) =p(T))
(A)
Thoo = Tg = R TY €T 1g'(r) =p(T))]
Les applications®_ et @, définiessur T_ et T_ . dans T (2.5.4) sont données
par:
Virt) e T’ (0= T.8(r)
(A)
VIRTI €T, B (rT) = To(r)
Par définition méme des difféoiogies de groupoide ces applications sont
differentiables et donc & est une plaque de 1a difféologie standard de Mork,
prenant ses valeurs dans MorK c’est donc une plaque de Mork,,.
bl est immeédiat de vérifier alors que i est injective. Montrons que i est
surjective sur MorKg : soit EeMory (m,m)
E€DIfI(T m,Tm?) E(at)=ak(l) VaeG V 1€Tm
soit T,€T ., on 2 E(t):&(t.to".to), or t.to"eMor {My,my)=6  donc
E.(t):t.to" E,(to) mais E(ty)eT . et donc to"E(to)EMor (m,m’), en posant alors
f=1,'E(Ty) on A E(V=Tf=H1)

m Mg
"\\ ,.-"‘\
/ \\ ' y S AN
T - . o Fir Y
Y \r " 1, e
= o, A 4,

/ N\ e .,

] . - .,
2", ) ,__E ..-j . \‘h
m -1 m m P P m'

a T X f—t0,~1ktﬂ.ﬁ

{diag. 3.9)

f est donc surjective sur Morkg, i est évidemment un foncteur:
Y (1,eMork? 1,000 =TEF =i N0 =[N
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Ondéduit immédiatement, enappliquant 1.2.16,que K, et par conséquent K;, sont
des groupoides parfaits et donc que le triplet P=(T,M,p) est un fibré
difféologique.
Montrons maintenant que ! est une induction:
soit & une application définie sur un ouvert Q de R” & valeurs dans Mork,
xod=(p,9"), telle que ®=io® s0it une plaque de MorK, ((A) et(A’) sont verifiés).
Puisque p est différentiable elle se reiéve localement, au voisinage de tout
point, dans MorK (et plus précisemment dans T). Soit r+~ T(r) un de ces
relevés, Vapplication [r > wry') est aussi différentiable. Or Yapplication &
peut s'écrire:

P (TP, TN.B(F) e T TUR.SEN)=3(r)
gut est un produit d'applications différentiables. ¢ est alors locaiement
différentiable, elle est différentiable, i est donc une induction.O

Grace a I'induction i le groupoide initial K s'identifie avec le sous groupoide K,
Ainsi tout groupoide parfait peut étre considéré comme un sous groupoide
parfait du groupoide associé a une certaine fibration P. C'est ce qui nous
conduira a définir plus loin 1a notion de fibrés a structure dont la plus
importante est sans doute celle de fibré principal. Nous avons, en utilisant
toujours 1es notations précédentes:

3.49 Corollaire
Le triplet P=(T,M,p) défini par (3.4.1) est un fibré difféologtque principal
(3.3.1).11 sera appelé fibré principal associé au groupoide K au point m,,
G sera appelé groupe structural de P.

L.a relation entre le fibré principal associé a K au point m, et celui au point m,
est donné par:
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3.410 Proposition :
Soient Py=(T,,M,p,y) et P.=(T Mp,} les fibrés principaux associés a K
aux points m, et m, de groupe structuraux G, et G,. 11 existe un D-
isomorphisme ¥ de 6, a6, et uneM-équivalence ¥ de P, sur P, tel que:
VaeG, V1teT, V(g (V) =3a)y ¥ (D)
En d'autres termes P, et P, sont équivalents.
D | 1 existe fe Mor, (m,,m,) puisque x est surjectif sur MxM, posons alors:
Y a€G, H(a)='af

VieT, WO=1"1
¥ et M ainsi définis répondent a 1a question.0

Pour cette raison nous omettrons parfols de préciser le point de base m,, et
parlerons du fibré principal associé a un groeupoide parfait.

3.5 Fibrés & structure

Les fibres des fibrés difféologiques sont parfois munies de structures
particuliéres: celle d'espaces vectoriels par exemple, d'espaces homogenes de
groupe difféologique ou bien d'autres encore...

Nous introduirons ces structures dans la théorie des fibrés difféologiques
grace a la définition suivante:

3.5.1 Définition:
Nous appellerons fibré & structure tout couple (P,1") ol P=(X,M,p) est un
fibré difféologique et I' un sous groupoide parfait du groupoide Kj
associé a P.[" sera appelé groupoide caractéristique de la structure,ou
parfols structure. Nous dirons auss! de P que c'est un M-fibré.
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Etant donné un point moeM=bsP, le fibré principal K, associé aT au point mq
(3.4.1) sera appelé fibré principal structural de (P,iI") au point mg, ou bien plus
simplement fibré principal structural de P (tous ces fibrés sont équivalents
(3.4.10)). Le groupe Cine=% r"(mo) sera appelé groupe structurel de la fibre X,
Le type G de ", quand mo parcourt M (puisque I" est parfait tous les groupes I |
sont D-isomorphes) qui est e groupe structural du fibré principal structural de
(P,I") sera aussi appelé groupe structural du I"-fibré. Tout fibré P posséde au
moins une structure, celle définie par son groupoide associé K .

Compte tenu des modifications de langage évidentes, 1a définition des fibrés a
structure que nous proposons ici est une adaptation des F-fibrés définis en
topologie [F-R). La définition 3.5.1, en termes de sous-groupoide parfait, évite
I'introduction d'objets tels que les homeomorphismes distingués.

En particulier si P est un fibré principal de groupe structural 6, K (3.3.1) est
le groupoide caractéristique de sa structure de fibré principal.

Nous noterons $tfib la catégorie dont les objets sont les fibrés a structure et
dont les morphismes ¢ (nous dirons des St-morphismes) de (P,f°) a (P'I") sont
des morphismes de fibré difféologique vérifiant:

VIiex r"‘(m,,m2) If' ¢ xr.'1(m',,m‘2) q)lwofﬂ'etplxm
(352}
(m,,m,) €MxM M, = prigm,)i=1,2 X =tIP M=DbsP

X
™
(P
,)/ |4/ |
Py p
M — M
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(Fig. 3.2)

3.5.3 Proposition :

Le fibré principal structural d'un fibré principal lul est équivalent. Les

morphismes de fibrés principaux sont des St-morphismes,
D Soit P=(X,M,p) le fibré principal en question, de groupe structurat G et Px,P le
groupoide parfait défini dans (3.42) ' application fact(d) de Px;P sur Mor Kq
est une équivalence de groupoide difféologique. L'espace total du fibré principal
associé & Px4P au point m,€eM est égal au quotient de XmgxX par I'action diagonale
A de G, c'est a dire, en identifiant G et X,,,ogréce a l'induction R,o, xoexmo, au
quotient de GxX par V'action diagonale de G, G agissant a gauche sur lui méme. Or
ce quotient est identifié aX grace ala subduction (2,X) - ax"(x).
Sotent P=(X,M,p) et P=(X}M,p) deux fibrés principaux de groupes G et G'. Soit ¢
un St-morphisme de P a P". |1 existe une application différentiable (parce que ¥
est une induction (3.3.1))h : XxG G’ telle que:

VxeX VaeG  goay{x)=h(a,Xlelp(x)

En remplagant x par f(x) ou feMor K et en utilisant 3.5.4 o déduit h(a,x)=h(a)
de Ja propriété daction de groupe, on vérifie alors que h est un

homomorphisme.0

35.4 Proposition
L'image réciprogue dun T-fibré P=(X,M,p) par une application
différentiable f : N M posséde naturellement une 7 structure definie

per:
Obfy =N Morg (nn) = MorT™{(f(n),f(n")

0 La démonstration est immédiate .0

Cette proposition permet de définir les fibrés St-triviaux, St-locaiement

triviaux..Ceci n'offre pas de difficultés particuliéres.
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355 Proposition .
Un fibré a structure (P,I") est St-trivial si et seulement si son fibré
principal structurat est trivial,
1 Notons P=(X,M,p) un [-Tibré trivial. Soit ¥ une trivialisation:
Yim,w=y(mXu) Vi(m,u)eMxF F:)(mo my€M
Par définition de la difféologie standard yeD(M,T) o T est I'espace total du
fibré principal structurat de P au point m,,, On pose aiors:
W -M<G—T
“(m,a) - y(m)ea~’
¥ est une M-équivalence de fibré principal. La réciproque est tout aussi
immediaten

La traduction de 1a propriété M.T. aux fibrés a structure est donnee par:

356 Proposition :
Etant donnés une application différentiable P=(X,M,p), un point myeM et
F= X, S0t T un sous groupoide de son groupoide associé. I" définit une
structure sur P si pour toute plaque ¢ de M, il existe un systéme de
trivialisationlocale {\V.} de P, tel que:
v (r,u)eQ) xF=def(¥) W, r,u)=(r,y {(rXu)) ¥,€0(04,1)
OCeci est une simple conséquence des définitions(3.1.2X3.5.1)0

A part la structure de fibré principat qui a fait T'objet du paragraphe
précédent cttons a titre d'exemple les structures de fibrés vectoriels dont le
groupoide caractéristique est constitué des isomorphismes linéaires. Bien
d'autres structures que 1'on rencontre fréquemment peuvent se décrire grace 2

ces propositions.

3.6 Fibrés associés a un fibré principael.
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Nous allons montrer, dans Ce paragraphe que tout fibré peut étre obtenu par
un processus appelé assoclation de fibré 2 partir d'un fibré principal.

Soit P=(T,M,p) un fibré principal de groupe structural G et soit F un espace
difréologique munt d'une action différentiable de G. Considérons l'action
diagonale de G sur TxF:

V (3, T,u)e6xTxF  a; (tu)=(g,(T),a(w) (36.1)

Notons X le quotient difféologique X=Tx F=(TxF)/G, p, 1a projection de TxF sur

X et n I'application différentiable définie par le diagramme commutatif 3.10.

pG
TxF 3T F=X -
pr, n
: .
p
(diag.3.10)

Compte tenu de ces notations et définitions:

3.6.2 Proposition:

Le triplet TI=(X,M,7) est un ribré difféologique de fibre type F. 11 sera

appelié fibré associé 2 P par I'action de G sur f.
0 Soit ¢ une plaque de M. Soit: —

(a,r,T,u) = (r,2(0),alu))  (ar,T,ulebxdef(phTxF
I'action de G sur T,xF, Elle permet d'identifier (TxGF))’ avec T xsF. puisque T,
est localement trivial, ToxF est aussi localement trivial et Vaction de G sur
T ﬁxF se transporte sur UxGxF par:
(a,r kW) (r,ak,a.(u) (a,rk,u)ebxlxGxF
ol U est un ouvert de trivialisation de Tw' Donc waGF est localement
trivialisable grace &
(F W) > (k™ (W) (K U)EUXGxF
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de UxGxF dans UxF, d'oU (Tx4F)) o est localement triviald

Le fibré associé T = (X,M,10 ainsi défini sera ausst noté PxF. On peut montrer
que st Y'action de G est effective et stricte, C'est a dire si [a+» &) est une
induction de G dans Diff(F) , T est un Px,P-fibré (pour la définition de Px P voir
33.1)

La réciprogue de 1a proposition 3.6.2 est donnée par:

3.6.3 Proposition :
Etant donné un I"-fibré TT = (X,M,11), P=(T M,p) son fibré principal struc-
tural(83.5) et G le groupe structural de M au point mgy, Me€M, posons
F =xm° (G est un sous groupe de Diff{F) agissant naturellement sur F).
Tl est équivalent au fibré associé PxgF.
0 Soit v I'application définte sur TxF & vateurs dans X par:
v (f,WeTxF  v(fu)=f{u)
on vérifie immédiatement que y se factorise en une application bijective et dif -
férentiable sur Tx F. La démonstration que fact(v) est une subduction est du
méme type que (3.3.1).0

Tout fibré peut donc &tre considéré comme le fibre associé a un certain fibre
principal, c'est ce qui fait jouer en difféologie, comme dans la theorie des
variétés, un rdle particulier aux fibrés principaux, bien que les variétés fibrées
ne soient pas toujours associées a des variétés fibrées principales, a moins que
leur groupe structural soit réduit a un groupe de Lie. Compte tenu des notations

Cci-dessus;

3.6.4 Proposition :
L'espace des sections d'un Tibré associé PxF, P=(TM,p), est en bijection
avec I'espace des applications différentiables equivariantes de T dans F.

ce quon notera:
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%(PxF)~EQ(T,F)
D Soit ¢eEq(T,F), c'est a dire:
¥ 3€C Pody=groP
L'applicatione définie sur T dans TxF par:
v 1eT  o(U)=(1,p(T)
se factorise sur M par $€D(M,TxgF):

T > T«F
P p
K]
Ll ¥
M 3 » T F
(diag.3.11)

Il est facile de vérifier que TMo®=0 ,, ol on posé PxgF=TI=(TxgF M ).
Considérons alors pour tout T€T I'induction T : F - TxF définie par restriction
de 1a projection canonique P, de TxF sur Tx.F au sous espace {T)xF~F, et posons
pour toute section ¢ de Pxf

q)(t)zt"(cbop(t))
p est équivariante et vérifie le diagramme ci-dessus. On démontre que ¢, ainsi,
définie est différentiable en utilisant explicitement 1a micro-trivialite de P.0

L'espace EQ(T,F) (3.6.4) ansi que x(Px:F) posséde une difféologie canonique,
celle d'espace fonctionnel (1.3.6), pour cette difféologie I'application déftnie
dans 3.6.4 est un difféomorphisme.

Considérons maintenant le groupe Aut(P) des automorphismes de P=(T,M,p),
c'est e sous groupe de Diff(T) défini par:

AUt(P)={ EDITH(T) | V 366 godr=2rep ) (3.6.5)

Le groupe Aut(P) se projetie naturellement dans Diff(M), nous noterons pr ia

projection et l=ker(pr), T est un sous-groupe invariant de Aut(P) appelé
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groupe de jauge du fibré P ou grbupa des isogénies de P [16]. On a la suite
exacte:
in pr
0 —1— Aut(P) > Diff(M)  (366)
Le groupe ‘L est caractérisé par:
1={ ADIfI(T) | Aoz =aroA poA=p} (367)

ainsi:

VALV TeT, 3 a(1)e6  AlD=o(T(t)  (368)

Compte tenu de ces derniéres notations on a:

3.6.9 Proposition
L'application {T— x(T)] définfe par 3.6.8 est differentiable et verifie 1a
propriété d'équivariance
V a6 ()((_@T(t)):ald(a)(u:x(t)):a.cx(t)..:arI
Le groupe ‘L est isomorphe au groupe Eq,,(T,6) pour I'action adjointe de &
dans G, lui méme isomorphe & Y'espace des sections du fibré associe
Px, 0.
O La propriété d'équivariance est une conséquence immédiate de la definition.
Montrons que & est différentiable Soit ¢ une ptague de T, T"application:
¢ (r,a) e (radpir))  (ra¥den($lxb
est une trivialisation de Pm. La transformation de jauge /A induit sur Dm 12
transformation de jauge:
(r,a) — (racdelri
Dot on déduit que e est différentiable O

3.7 Espace des structures d'un espace difféologique

L'existence de structures particuliéres sur un fibré difféclogique est 11ée aux

réductions éventuelles du fibre principal de son groupoide assocte (3.4.1)




§3- 30

3.7.1 Définition:
Soit P=(T,M,p) un fibré principal de groupe G et soit H un sous groupe de
G. Nous dirons que P est réductible 2 H s'il existe un sous fibre
P,=(Q.M,py) de P, principal pour I'action inguite de H.

3.7.2 Proposition :
Soit P=(T,M,p) un fibré principal de groupe G et soit H un sous groupe de
G. Soit p/H Ja projection de T sur e quotient difféologique T/H de T par
Faction induite de H et 1 la factorisation de p sur T/H.

p/H

" T3

(diag.3.12)

a T=(T/HMm est un fibré difféologique de fibre type G/H et
P/H=(T,T/H,p/H) un fibré principal de groupe H. De plus P est réductible
aHsi et seulement si TT admet une section différentiable globale.
b) Etant données V'action a gauche de H sur G: (h,a) — h.a, (h,a)eHxG, et
I'action (k,[a},) ~» [ak"]Hde G sur 6/H (ou {a}, designe la classe de a€6
par rapport a H). Le fibré TT est équivalent au fibré associé Px,(G/H) ou G
agit diagonalement sur Tx(G/H). L'espace des réductions de P a H est en
bijection avec 'espace Eq(T,G/H)
O Considérons une plaque ¢ de M, les images réciproques de P et Tt par ¢ sont
définies par:
T¢=[ (r,0exT | plt)=g(r)]
Q=def(y)
(T/H)'p:{ (rVEQxT/H | mv)=g(r)]
getinissonsp” de T, sur (T/H) par:
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prir, U={r p/H(TY)
et soit (y,) un systéme de trivialisation de T o U type:

e o !
-] . 1 . } 3 . l.( ; J"
LF[:_"__’T-J-".‘.',- >t H*J’lni
™ s
‘I\-“\I ‘ _"{‘;
- 1 ., .
ft 2 P, T
\';\N . L"p"
Q‘i
(diag.3.13)

y,(ra)=(r,gre9,(r)  Suplpeg))=¢ O,=def(y,)
I'application p"on|uI se factorise sur Qi x(G/H) par une bijection différentiable que
nous noterons y.° , C'est une subduction car p” est une subduction, c'est une
trivialisation locate de (T/H)q, donc TT est un fibré difféojogique de fibre type
G/H.
Considérons maintenant ta restriction ¥, de I'apptication¥ (3.3.1), définfe sur
TxG & valeurs dans TxT, au sous espace difféologique TxH, c'est encore une
induction(2.1.15), on vérifie facilement quelle est a valeurs dans Iimage
réciproque de p/H: T — T/H par p/H:

Tom=L (LTETT [ I heH T'=hy(T))

on en déduit gue P/H est un fibré principal de groupe H.
Supposons maintenant que P soit réductible & H, c'est a dire qu'il existe un sous
fibré P,=(QM,p,) de P, principal pour T'action induite de H. Notons in, l'induction
canonique:
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(diag. 3.14)

L'application (p/H)elng véritie:
V qeQ ¥V heH  (p/H)eing(hy(gN=(p/HXixp(@)=(p/HXq)
Dong (p/H)ein, se factorise sur M en une application différentiable o vérifiant
ne0=1,,, 0 est donc une section différentiable.
Réciproquement soit o une section différentiable de P/H, posons:
Q=(p/Hr-'(im{o))
Munie de 1a difféologie de partie 1a restriction p, de p & Q est surjective grace
aux relations p=mis(p/H) et weg=1L, Montrons donc que Py est un fibre
difféologique principal de groupe H.
501t ¢ une plaque de M, Go¢ est une plaque de T/H elle se reléve donc 1ocalement
dans T:
Sup{(p/H)oF))=0e9 F€D(Q,T) Q,=def(F)
Les F, permettent de construire les trivialisations locales:
¥;(r,a)=(r, areF (r)), (ra)X0xG
Mais les F, sont a valeurs dans Q: (p/H)eF (r)eim(o) donc les restriclions des ¢,
a Q;xH constituent un systéme de trivialisation de Q.
La preuve de 1a derniére partie de 1a proposition est essentiellement algébrique
et n'offre aucune de difficulté particuliere.0

Remarquons, avec les notations de la proposition 3.7.1, quétant donnée
9€EQ(T,6/H), T'espace total Q de 1a réduction de P a H que ¢ définit est 1'image
réciproque par ¢ de I'identité de 6: Q=¢~'(8,).

Si on considére maintenant un fibré difféologique T = (X,M,n) sans structure
particuliére et P=(T,M,p) le fibré principal structural de son groupoide associé
K au point mgeM de groupe G=Diff(F), F:n"(mo). 31 Py=(QMp,) est une
réguction de P & H sous groupe de 6. Le groupoide =P x,P, (3.3.1) est un sous
groupoide parfait de Px,P~K, et donc TT est un "-fibré(3.5.1). Ainsi 3 toute -
structure est attachée une réduction de P et réciproquement.
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On déduit donc que J'espace des structures de T de groupe structural H, sous
groupe deG=Diff(F), est un quotient de I'espace Eq(T,6/H).

3.8 Plagues globales et micro-trivialité

Etant donné un espace difféologique X une pleque globale de X est un élément
de D(R"X), C'est a dire une plaque définie sur tout R". Nous allons montrer un
résultat essentiel pour 1a théorie de 'homotopie: tout fibré difféologique sur R
est trivial. |1 est possibie en fait de démontrer un résultat plus fort, analogue
d'une propriété des variétés fibrées: les images réciproques dun fibré
difféologique, de base une variété, par deux applications différentiables,
dérinies sur une variété, nomotopes l'une de l'autre sont €quivalentes. Mais
cette propriété n'est plus vraie lorsque la base du fibré est un espace
difféologique quelconque. C'est pour cette raison qu'il semble inutile d'y avoir

recours,

3.8.1 Proposition :
Etant donné P=(X,Mx]a,b[,p}, un fibré difféologique de fibre type F oU ]a,b
est un intervalle de R. Sofent a’ et b’ tels que: a<b'<a'<b. 51 P est trivial
au dessus de MxJa,a’ et Mx]b',b, alors P est trivial.
O Grace 4 (3.5.5) et (3.6.3) il suffit de démontrer que si T{=(T Mx]a,b[,1) est un
fibré difféologique principal et s'it admet une section au dessus de Mx]a,a] et
une autre au dessus de Mx]b,b, il admet ators une section giobale.On appliquera
alors ce résultat au fibré principal associé a P.
Soient s, et s, les sections de TT au desus respectivement de Mx]a,a] et une
autre au dessus de Mx]b,b[. Pour tout (m,t)eMx]p’,a{ i1 existe un élément
o(m,t)€6, 6 groupe structural de TT (par exemplie DIff(F)), tel que :
s (m,t=g(m.th(s,(m,t))  (m,tieMxlo’al
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Le caractére différentiable de V'application o est une conséquence directe de la

définition des fibrés difféologiques principaux (3.3.1). xeD(Mx]b’,aT,G). Considé-

rons alors un point cejb’,al et p une fonction réelle différentiable telle que:
pa)=b’ pcl=c waj=a

Mhe 417D ot

b

a M

o

b+

as

0| 8 E c a b
(rig. 3.3)

Posons alors:
puisque p envole Ja,a sur Jb',af, s', est une section de T au dessus de Mx]a,a et
puisque p est Fidentité sur jc,al: s, et s, coincident sur leur intersection

MxJc,a’, donc leur prolongement commun est différentiable, c'est une section de
T, donc T est trivial.D

3.8.2 Proposition:
Tout fibré difféologique de base R" est trivial.
O Nous allons considérer un fibré principal P=(T,R",p) de groupe G, étant
entendu que cela suffit (3.5.5) (3.6.3).
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Puisque R" est une variété, P est localement trivial (3.1.5). Soft (s}, une
famille de section de P telie que:
der(s)=0, V,,0=R" SED(Q.T) pos,=Ty,

Solt K, le cube de coté L centré en 0: K =[-L/2,+L/2]" . On constdére le sous
Acd, de K défini par:

QNK =2
1] existe alors un recouvrement plus f iﬁ de (Q},,, CONStitué de N" petits cubes
de coté 1, alignés suivant un réseau dans K tel que chaque petit cube ne
rencontre que ses 2n voisins et tels que leur réunion constitue un n-cube K
concentrique de KL i1 suffit dutiliser le nombre de Lebesgue du recouvrement

[9] (voir figure 3.4)

recouvrement {Q ) .. .

1
3
+h {Rn
. |_ 4
L 0 +L
)
X
-L KL
' <
1
(fig 3.4)
Notons [Ci1'i2"“’in ]ik=1.2.....N le recouvrement en question:
K.i. = Uik CiI'iZ"“‘in . Ci1’i2 _____ in CQG XEA

En appliquant iaproposition3.8.1ac¢,, ,puisacC,,

et Cy, , et ainsi de suite jusqu'a N, on construit une section sur

Ui= 1.2,...N CI,I,I,,..,
chaque ouvert du type:

, De la méme fagon on construit des sections au dessus de
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Ciytgd_ =Vse1.2,8 Cptydon iy
On construit ainsi par récurrence une section de P au dessus de K'|. Donc P est
trivial au dessus d'un voisinage de tout cube K et évidemment au dessus de tout
ouvert relativement compact.
Considérons alors )a suite de boules ouvertes [E!]]j (n Centrées a l'origine et de
rayons r;=J, JEN. Soit [Sj]jeﬂ une famille de sections de P au dessus de chacune
de ces boules. Posons:

¥ xeB; 5;(x)=g0 (s, () ¥ jeN «€D(B ,6)
Soit [B'j]jau 1a suite de boules ouvertes centrées & l'origine et de rayons r' IS i-
1/2 ,0na B'jc:Bj, on pose:
§';=s| 7
Considérons 5’y et s'9 et posons:
§',=8, 87 (X)=0 elX)(S'5(x))

ol |t est une application différentiable vérifiant:

PED(B' 2,B4)  x)=x si x€B'y

o B

L
3700 1] -172] o w2 1 32 g

-1/2

-

(rig. 3.5)

Alors;

SHQIB'I = S 1
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Les deux premiers termes de la suite [5"1‘3'2,3'3,5' 4,.,..] coincident sur Vinter-
section de leur domaine de définition, donc s”, est un prolongement de s*,. On
prolonge alors de la méme fagon s”, et ainsi de suite. Par récurrence, on
constrult une section de P au dessus de R" tout entfer. Donc tout fibré
difféologique principal de base R" est trivial; il s'ensuit (3.5.5) (3.6.3) que tout
fibré difféologique de base R" est trivial. O

La propriété de micro-trivialité peut donc encore s'écrire:

3.8.3 Coroflaire :
Une application différentiable P=(X,M,p) est une fibration difféologique s
et seulement si 1'image réciproque de F'application P par toute plaque
globale de la base est triviale.

Avant d'achever ce paragraphe remarquons, comme il est apparu dans dans les
démonstration précédentes, que toute trivialisation locale ¥ de I'image réci-
proque d' un fibré difféologique P=(X,M,p), de fibre type F, par une n-plaque ¢ de
1a base M s'écrit:

P(r,u)=(r,y(rXu))  V(r,udedef(¥)=def(y)xF yeDLR",T) Tl°'=lﬁ|dam.) (3.8.4)
ou TI=(TM,K) est le fibré principal associé a 1a fibration difféologique P.
I'application y apparait ici comme un relevé dans le fibré principal associé a P
de ta plaque . On peut alors encore déduire de la proposition 3.8.2 le corollaire
suivant:

3.85 Corollaire :
Etant donnée une fibration difféologique P=(XM,p. Tout plaque globale ¢
de 1a base se reléve dans T:
V DR M) 3 eDR,T) Tod=y
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Nous verrons au chapitre S V'importance de cette proposition en ce qui concerne
'homotopiedifféologique.

3.9 Quelques enemple de fibrés difféologiques

Nous allons illustrer cette définition de fibré difféologique par quelques
exemples qui montrent comment elle s'applique aussi bien aux espaces de di-
mension infinie qu'aux quotients singutiers.

39.1 Proposition :
La projection natureile G +» G/H ou G est un groupe diffeologique et Hun
SOUs groupe quelconque de G est une Tibrationdifféologique principale.
O 11 suffit de remarquer que I'application ¥ :GxHr» GxG définie par:
F(ah)=(a,h.2), (ah)eGxH, est une induction par définition méme des difféologies
de groupe, son inverse étant donnée par:
v (axim®) FaK)=(a, ka)

donc G »» G/H est un fibré difféologique principal.d

De la proposition 3.7.1 on déduit ;

3.9.2 Proposition:
Etant donnés un groupe G et deux sous groupes H et K tels que KcHcG et
en notant n,, M, et p les projections:

G/K »G/H
p

(dlag.3.15)
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P=(G/K,G/H,p) est un fibré difféologique de fibre type H/K.

Cette proposition s'appiique aussi bien au quotient d'un groupe de diffeomor-
phismes d'une variété V par un de ses sous-groupes qu'au quotient d'un groupe
de Lie par un sous groupe méme non fermé (auquel cas l'espace quotient n'est
pas une variété). Par exemple, étant donnée une variété V, G=Diff(V), H le sous
groupe des difféomorphismes de fibre type conservant le point meVv et K le sous
groupe de H des éléments ayant méme jet d'ordre ! en m. Le quotient G/H
s'identifie naturellement 3 V tandis que G/K s‘indentifie au fibré des repéres de

V auquel le fibré tangent est associé.

3.9.3 proposition :
Soit G un groupe de Lie agissant librement et différentiablement sur une
variété X. Soit M=X/G, le quotient difféologique de X par G. La projection
naturelie 1 : X — Mest une fibration principale de groupe G.
D Etant donnée une plaque ¢ de M et un systéme de relevés locaux (¢} de ¢ dans
X, les applications:
¥, - def(g,)xG — X,
(r,a) = (r,a,(p,(r)
sont des difféomorphismes car 1'application lineaire tangente:
1 0
D(y,)r,a) =
D(a,o9,)(r)  Dlg,r)°Xa)
(00 x°=[a+~ a,(x)]) est un isomorphisme linéaire (théoréme des fonctions
implicites[Dieudonné).0
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Prends ce qu'il faut, opére
comme tu le dois et tu ob-
tiendras ce que tu souhaites.

Leibnitz.

§4-HOMOTOPIE DIFFEOLOGIQUE
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La théorie de Ihomotopie s'étend trés naturellement aux espaces
difféologiques car lensemble des applications différentiables dun espace
difféologique dans un autre posséde sa difféoiogie canonique despace
ronctionnel (1.3.6) et devient & son tour un espace difféologique (récursivité de
Ja difféologie).

A partir de la définition natureile de connexité dans les espaces
difféologiques nous construisons la catégorie Bhamot guotient de la catégorie
Desp par Fhomotopie, I'homotopie n'étant quun cas particulier de Ja connexite.
Ses objets sont les espaces difféologiques et ses morphismes ies classes
d'homotopie des applications différentiables.

La théorie de I'homotopie des espaces difféoiogiques est I'étude de 1a
catégorie Dhomot. Elle consiste le plus souvent a exhiber des invariants
homotopiques comme I'est, par exemple, 1a série des groupes d'homotopie dont
nous donnons 12 définition et quelques propriétés particuliéres dans ce chapitre.

11 ne pouvait 8tre question, dans ce chapitre, de refaire, pour les espaces
difféologiques, 1a théorie de I'homotopie dans toute sa généralité telle que Yon
peut 1a trouver, en ce qui concerne les espaces topologiques, dans les ouvrages
de rérérences [12][191126] etc... Nous présentons seulement une Introduction qui
peut permettre, s1 on le désire plus tard, d'approfondir tel ou tet aspect. Les
définitionsqui vont suivre ne nécessitent pas de précisions particulieres tant
elles sont anatogues aux notions classiques de la théorie des espaces
topologiques ou des variétés. Seuls quelques points techniques, utilisant en
particulier les opérations de lissage, ont été détaillés lorsque cela était
nécessaire aux démonstrations.
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4.1 Connexnité et foncteur T1 0

Etant donné un espace difféologique X, la relation "étre joint par un arc
différentiable” (1.3.8) est évidemment une relation réflexive et symétrique sur
X.

L'arc constant:

L:t>x VxeX ViR (41.1)
est différentiable et joint x 3 lui méme.

Etant donné deux points x et y joints par un arc f, I'arc

it f(1-t) ViR (412)
est différentiable et jointyax.

4.1.3 Définition:
La relation d'équivalence associée a 1a relation “étre joint par un arc
différentiable” partage tout espace difféologtque X en classe que nous
appellerons composaptes copnenes par arcs de X.

Pour unifier le vocabulaire et pour des raisons qui apparaitront évidentes plus
tard, nous dirons que deux points d'un espace difféologique X sont homatopes
5'tls appartiennent a 1a méme composante connexe de X, nous noterons:

Hfihg.n fEATC)
XAy <> (4.1.4)
or(f,)=x, ex(f )=y, ex(f)=or(f, ) 1€i<N-1
ol pour tout arc f dans X on a noté:
or(f)=1(0) ex(f)=f(1) (4.1.5)

Nous dirons que [fi]i=1.2..., N st une chaine finie d'arcs différentiables

joignant xay.
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41.6 Propesition:

La partition d'un espace difféplogique en composantes connexes est 1a

plus fine qui en fasse une somme de parties. Eile coincide avec 1a

partition en composantes connexes de a D-topologie.
O Toute plaque ¢ d'un espace difféologique X est localement a valeurs dans une
composante connexe, de ptus chaque composante ¢onnexe de def(g) s'envoie dans
un composante connexe de X. Ceci indique que X est égal & la scmme difféologique
de ses composantes connexes.
Considérons alors une partition (X}, de X qui en fait une somme de parties,
toute plaque de X est jocalement a valeurs dans une partie X, X€A, qui est elle
méme 1a somme de ses composantes connexes. Donc 1a partition de X en
composantes connexes est bien la plus fine qui fasse de X une somme
difféologique de parties.
Considérons maintenant X muni de sa D-topologie et U une composante connexe
de X, U est évidemment un ouvert de la D~topologie puisque toute plaque de X est
localement & valeurs dans une composante connexe, mais le complémentaire X-U
est aussi D-ouvert puisque C'est une somme de composantes connexes. Donc
chaque composante connexe est a 12 fois ouverte et fermée pour 12 D-topologie.
Supposons alors que U soit égat & la somme D-topologigue de deux ouverts non
vides V et W, soient xeV et yew, puisque U est conexe par arcs It existe une
chaine (.}, ,, ,darcs différentiabies joignant x ay. 1 existe alors un indice i
et deux points x' et y" dans U tels que;

x=or(f) y=ex(f,) X€V yew

Or toute application différentiable est D-continue donc f, envoie R dans une
composante connexe de la D-topologie ce qui est en contradiction avec les
hypotheses. Ainst U est une composante connexe de 1a D-fopologie.0

L'espace des composantes connexes d' un espace difféologique X muni de sa

difféologie quotient est donc un espace difféologiquement discret nous le
noterons:
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T(X) (4.1.7)
Nous noterons encore pour tout xeX:
compy(x) (4.1.8)
1a composante connexe de x dans X, comp,, peut ausst €tre considérée comme 1a
projection naturelle de X sur m,(X), nous noterons parfois comp lorsqu'aucune
confusion ne sera possible:
comp, 00 : X == 1,(X)  (41.9)

Comme pour toute partition comp,(x) peut étre compris a 1a fois comme un
élément de 1,(X) et comme une partie de X.

Etant donné un point de base x, dans X nous noterons (X,x,) l'espace
difféologique pointé et:

(X, %)= (My(X),comp,(x,))  (4.1.10)

I'espace des composantes connexes de X, pointé naturellement par Compy(x,).

4.1.11 Définition:
Nous dirons qu'un espace difféologique X est conneme s'il ne posséde
gu'une composante connexe. Nous direns qu'une partie A de X est connexe
si, mynie de la difféologie de partie, c'est un espace difféologique
connexe.

4.1.12 Propesition :
Toute partie connexe d'un espace difféologique X est contenue dans une
composante connexe de X. La composante connexe d'un point x de X est la
plus grande partie connexe gui la contienne.
0 La démonstration est immédiate .0

4.1.13 Proposition:
Etant donnés deux espaces difféologiques X et Y et reD(X,Y), f applique
toute partie connexe de X dans une partie connexe de Y. 11 existe alors une
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En natant L, Vaction de D(SL,R) sur Jui méme définie grace 3 Ja formule (3.3),
ol =Ly (f4"), le groupe HIGr(n,),R) s'identifie avec le quotient de D(S1,R) par
lactionLy

HI(GHT,),R)=D(SLR)/Ly (3.4

L'intégrale $* est un invariant naturel de cette action, en assoctant artle

couple ( 4*,*-41*), le calcu! de HL(Gr(n,),R) se raméne & I'étude de t'équation:
51 =gor,(1)-g (g,8f"eD(SI,R1Z  §6f*=0  (3.5)

Sous cette forme cette équation a été étudié par de nombreux auteurs, en
particulier par V.Arnold [1][2], J. Moser [8], MR Hermann [6) Pour une large
classe de nombres, en particulier ceux vérifiant la condition diophantienne
suivante:

Te>0, 3k>0 : fx-(m/n) > k/n2+e  ¥(mnezZz  (3.6)
I'équation (3.5) en g a toujours une solution unique si la difféologie que 'on
considere est au moins la difféotogie C3[6] **.Ce résultat peut alors s'interpréter

en termes de difféologie:

3.6- Proposition:
Si o est un nombre diophantien (condition 3.6) V'espace des flots libres, au
dessus de T, tdentifié au groupe de cohomologie H1(Gr(rn,),R), est €gal a R.
La projection de Z4(Gr(m,),R) sur R est donné par:
V'€ ZUGr(M,),R)~D(SL,R)  f*—> §f*
Chague flot libre au dessus de T, est équivalent au fibré P,=(T2,Ty,py),
avec W= $f* muni de V'action 6, de R :
V(t,21,2,06Rx T2 8,(t)z4,25)=(e2inwlz, p2inwat 75)

w=0 caractérise le fibré trivial.

Remarguons toutefois que ce théoreme est vral si et seulement st "équation
(3.5) posséde, pour tout f, une solution (nécessairement unique) en g. Dans ce €as,

** |a difféologie d'un espace X est C* sl si elle a été définie & partir de la diffésiogie C* des espaces numériques
R".
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4.2 Homotopie d'applications-Foncteur X

Comme nous layons vu les espaces dapplications différentiables sont
naturellement des espaces difféologiques pour leur difféologie d'espace
fonctionnel (1.3.6), La connexité dans les espaces fonctionnels est appelé
hemotopie.

42.1 Définition:
Etant donnés deux espaces difféologiques X et Y et D(X,Y) muni de sa
difféologie d'espace fonctionnel, on dira que feD(X,Y) et geD(XY) sont
homotopes si elles appartiennent a la méme composante connexe, on
notera:
f homotope & g <= f % g <= comppy yif)=compo y(f)

Si on considére 1'homotopie de 'espace fonctionnel D(R°,X)~X, R°=[0], on
retrouve la connexité par arcs. Ceci justifie a postériori Vutilisation de
I'adjectif homotope pour qualifier les peints appartenant 2 une méme
composante connexe de X et la notattonx X y.

Comme nous 1'avons vu 1'espace D(X,Y) peut étre muni d'autres difféologies que
celle d'espace fonctionnel, par exemple 1a difféologie feuilletée par une partie A
de X (1.3.5), l'espace difféologique feuilleté D(XY), posséde une partition en

composantes connexes:

422 Définition:
Etant donnés feD(X,Y) et geD(x,Y) hous dirons que f et g sont @-
homotopes si elles appartiennent a 1a méme composante connexe de
I'espace difféologique feuiiteté D(X,Y}, (1.3.5], nous noterons alors:
Txpg
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Comme exemple de A-homotopie il y a Fhomotopie 8 Bouts fixes des arcs
dans un espace difféologique X. Arc(X)=D(R,X), 1a partie A est Yensembie {0,1},
deux arcs f et g sont [0,1}-homotopes s'fl existe une chaine Tinie darcs
difrérentiables (g}, 5y Joignant f a g telie que:

¥ i=1,2,.,N ¥ s€R Bouts (¢,(s))=Bouts (f)=Bouts (g)  (4.2.3)
ol I'application Bouts est définie par: -
V feArc(X) Bouts(f)=(or(f ),ex(f)=(f(0),f{1)) (424

425 Proposition:
Sofent X, Y, Z trois espaces difféologiques, f et " éiéments de D(X,Y), g et
g é1éments de D(Y,7). Si f et 1" sont homotopes et get ¢ sont homotopes
alors gef et g'»f" sont ausst homotopes.
O Supposons g=g, soit {¢,);.y o n une chaine finie d'arcs différentiables
joignant f af'. Soit (g9,),_, 5 12 familie darcs différentiables définie par:
gep,={t>golg, (1)) |
Or(ged,)=Gof, eX(Guip)=0r(Gogp;, Di=1,.,N-1 etex(gepy)=gef’, donc c'est une chaine
finfe d'arcs différentiables joignant gef 3 gef’ i.0. gef X gef’, de méme gof” X gof’
et donc gof ¥ g'of".0

Grace a cette proposition on peut définir ia catégorie quotient [SML] de Desp
par 1'homotopie. Nous appellerons Dhomot cette nouvelle catégorie dont les
objets sont les espaces difféologiques et les morphismes les classes
d'équivalences d'applications différentiables:

Ob Dhomot=0b Desp
(4.2.6)
MO ppomot Y 1= gl MOTp, (X,Y))
ol Morm(x,Y):D(x,Y). NOQus noterons encore X le foncteur naturel de Desp sur
son quotient:
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% : Desp — Dhomot
X(X)=X X espace difféologique  (4.2.7)
X(1)=CoMPyey vy 1) VTEDIX,Y)
Cecl permet de généraliser d'une fagon directe le vocabulaire de la théorie
topologique de I'homotopie aux espaces difféologiques:

428 Définition:

Etant donnés deux espaces difféologiques X etY, nous dirons que feD(X,Y)
est une équivalence homotopique si X(f) est un isomorphisme de la
catégorie Dhomot. Si X(g) est I'inverse de X(f) nous dirons que f et g sont
homotopiquements Inverses i'une de l'autre. Nous appellerons type
d'homotopie d' espace difféologique sa classe d'isomorphisme dans 13
catégorie Dhomot. Deux espaces ayant méme type d’homotopie seront dits
homotopiquement équivalents.

425 Proposition :
Le foncteur composante Tl se factorise sur Dhomot par Tl,

Desp
X Ty

Dhomot A>Ens
ﬂa

(diag. 4.2)

Tl est le foncteur défini par:
T (X)) =TT (X)

M (M)=1," ¥ feDX,Y)
D 11 suffit de vérifier que si X(f)=X(g) alors f,"=g," pour tous f et g éléments
de D(XY). Supposons X(F)=%(g) et soit (9.};_, .. Une chaine finie darcs
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différentiables joignant f & g Pour tout xeX et tout indice i=1,2,.N :
fo- (comp,(x))= comp,(f(x))=comp, (i,(t)(x)) puisque {[tr>ptXx)},_, , €St une
chaine finte d'arcs différentiabies de Y passant par f(x), donc en particuller,
compy(f(x))=comp, (g (1 Xx)=comp(g(x))=  g,"(comp,(x)) dol T,"=¢," La
propriété To(X(1, =1, ,, est immédiate.0

Un invariant homotopique est un foncteur de la catégorie Desp dans une
catégorie quelconque qui se factorise sur la catégorie Dhomot. |1 applique en
particulier les espaces homotopiquement équivalents sur des objets du méme
type. La partition en composantes connexes d'un espace difféologique est donc un
invariant homotapique; en d'autres termes si X et Y ont méme type dhomotopie
T,(X) et 1,(Y) ont méme cardinal.

4210 Définition:
Les objets finals de la catégorie Dhomot seront appelés espaces
contractiles. En d'autres termes, toutes les applicationsdifférentiables,
a valeurs dans un espaces contractile, sont hamotopes.

42.11 Proposition
Un espace est contractile si et seulement si il est homotopiquement
éguivalent 3 un point.
O Si Z est un espace contractfle et z,€7, 1; est homotopiquement inverse de
I'app)ication constante zy": z >z, et donc Z est homotopiquement équivalent a
(z,). Réciproquement les singletons sont les objets finals de Desp et donc des
objets finals de Dhomot; puisque les objets finals sont tous isomorphes entre

eux, si Z est final il est alors homotopiquement équivalent & un point et donc
contractile.ld

On en dédutt que tes espaces contractiles sont connexes et de plus:
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42.1 proposition :
Toutes les apllications différentiables, définies sur un espace
contractile a valeurs dans un espace connexe, sont hormotopes.
O Etant donnés deux espaces difféologiques E et F, avec E contractile et F
connexe. Soit X, un point de E, notons xq" €D(E,E) 1'applicationconstante [x — x)
Soient feD(E,F) et yo=f(xy), notons p une homotopie de B a Vapllication
constante Xo" (E est contractile). L'application s —» fop(s)] est une homotopie de
f a I'application constante [x — yg) Puisque F est connexe toute les application
constantes de ce type sont homotopes.O

42.13 Béfinitiens:
On appellera rétraction d'un espace difféologigue X toute application
différentiable peD(X,X) idempotente: pop=p. L.e sous espace A=im(p) sera
appelé rétracte de X. On dira que p est une rétraction de déformation si
elle est homotopiquement équivalente a I'identité, A sera alors appelé
rétracte de déformation de X,

On en déduit qu'un espace difféologique est homotopiquement équivalent a tous
ses rétractes de deéformation.

4.3 Chemins faisant

Soit X un espace difféologique, Arc(X) son espace des arcs différentiables
munt de sa difféologie d'espace fonctionnel et Ar(X), ., son espace des arcs
muni de sa difféologie feuilleté par {0,1) (1.3.5): une application f 4 valeurs dans
Ar(X)(o.” est différentiable si elle est différentiable a valeurs dans Arc(X) et si
les applications oref et exof (C'est 3 dire Boutsef) (4.1.5) sont localement
constantes.
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43.1 Définition:
Etant donnés deux arcs différentiables f et g dans X nous dirons que g est
Juntaposabie a f si or(g)=ex(f} et s1 l'arc TAg défini par:
f(2t) tgt/2
fag(t) =
g(2t-1) t31/2
est différentiable. L'opération (1,g) — fAQ sera appelée juntaposition, le
résultat sera appelé jumtaposé degaf.

On a évidemment pour tout juxtaposé fag la propriété:
or(fag)=or(f) ex{(Tag)=ex(qg) (4.3.2)

43.3 Definition:
Nous dirons qu'un arc f de X est stationnaire oun beuts ou 3 bouts
stationnaires s'i! est constant sur un voisinage de )-o0,0] et sur un
voisinage de [0,+cof. Nous noterons Starc(X) le sous espace de Arc(X) des
arcs a bouts stationnaires.

11 TSI /... . -
/S

M — >

0| ¢ 1-¢ 1

(rig.4.1)
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Nous serons ammenés a utiliser une fonction de lissage | caractérisée par:
Wm0 Upewoo=!  0<E< 172 (43.4)
(par exemple Tigure 4.1).
Deux arcs T et g & bouts stationnaires et vérifiant ex(r=or(g) sont évidem-
ment juxtaposables en vertu de l'axiome de protongement des applications dtf-

férentiables, op a plus particulierement:

435 Proposition :
Sofent f et g deux arcs d'un espace difféologique X tels que or(f)=ex(g), il
existe f {0,1)-homotope a f et g (0,1 }-homotope 3 g, tous les deux a bouts
stationnaires (f et g sont juxtaposables). De plus ies espaces Starc(X)
(resp. Starc(X)y, ) et Arc(X) (resp. Arc(X)y ,)) sont homotopiquement
équivalents.
[0 Posons f=1%(f)=fe}, I=fopction de lissage (4.3.4), et g=1"(g), I'appiication:
§ > f=[t — F((1-5)t+sHL))]
est une {0,1)}-homotopie qui joint f & f , de méme on construit une
{0, | -homotople qui joint gag . Or T et g sont 3 Bouts stationnaires et vérifient
ex(f)=or{g), ils sont donc juxtaposables.
Appelons stationnarisation 'application:
1* - Arc(X) — Starc(X)
f o= 1%f)
Montrons que 1* est différentiable:
Soit ¢ une plaque de Arc(X), ,;: ¢=[(r,t) — p(rXt)eD(def(p)xR X). L application
1*op se factorise en un produit d'applications différentiables:
(r,t) = (r,}{t)) — p(rXKt))

Nous allons montrer maintenant que 1 et I'induction canonique in de Starc(X), ,.
dans Arc(X)m.” sont homotopiguement inverses 1'une de F'autre, c'est a dire que:
I"ein : StarcX)yg 4, = Arc(X) ) = StarciX)y, |,

et
inol® : Arc(X)yg 4y +> Starc(X)y, 1y —» ArclX)g 4y
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sont homotopes, respectivement, a lidentite de Starc(X)w‘u et 3 I'identite de
Arc(X)y, 1)- Considérons pour cela l'application:
1= {5 e { L (1-UsHIL)+1(S)T]]

C'est une {0,1)- homotopie entre 1=7(0) et Ig=7(1),posons alers

Vis,DER=ArC(X)  WsXD=z[ t — fonisXt) |
b est évidemment différentiable dans Arc(X) elte est donc différentiable dans
Arc(X) ¢y, de plus WSKTNO)=F(0) et p(sXF)1)=f(1) V(s,NERxArc(X). Dautre
part pour tout reArc(X) p(0Xf)=fo1 et p(1Xf)=f, C'est donc une homotopie dans
DIArc(Xdg 1, AFc{X)g 1)) Joignant 1*=ine1” et Ilmw{o‘“. Pour 1%sin, i1 suffit de
vérifier que si f est a bouts stationnaires, u(s)f) est & bouts stationnaires,
pour tout s€R. Soit f e-stationnaire :

vige f(t)=f(0), Viai-€ f(1)=f(1))

On peyt supposer ¢=¢' (€ relatif a 1(43.4)) sinon on se raméne a inf(e,e). Pour
tout t<e : PSNTXL=T((S)), or Ks)s1 = i(sitge et donc W(s)rXt)=r(0), de
méme pout tx1-¢ : p(sXTXt)=f(1). Donc y est une homotopie dans
D(Starc(X), ),StarcX)y ¢y joignant*=1"ein et “surcoc)m}-

La démonstration est du méme type en ce gui concerne Arc(X) et Starc(X).0
On déduit de cette proposition:

435 Proposition:
Deux points x et y d'un espace difféologique X sont homotopes (4.1.4)siet
seulement si il existe un arc a bouts stationnaires les joignant.

43.7 Proposition:
La juxtaposition dans Starc(X) respecte la {0,1}-homotopie, en d'autres
termes si f et f' sont deux arcs {O,1}-homotopes de X a bouts
stationnaires ainsi que g et g’ et si ex(f)=or(g), les arcs fag et f'Ag sont
(0,1)}-homotopes.
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O L'application s — (sIAY(S) est une (0,1 J-homotopie entre fag et f'Ag’, ol ¢ et
¥ sont les homotopies entre fet ", get g'0

4.4 Groupoide st groupe fondamentaus.

La construction que nous donnons, du groupe fondamenta! (ou premier groupe
d’homotopie) d'un espace difféologique connexe X, utilise ia construction d'un
groupoide parfait que nous appellerons groupoide fondamental. Nous verrons
plus tard que cette construction permet de définir le revétement universel de X.

Soit X un espace difféologique et ArciX)y 1y Vespace de ses arcs muni de la
difféologie feuilleté par {0,1}. Nous noterons TI(X) Vensemble de ses
composantes connexes: |

TIX)=1,(Arc(X)yg 1) (44.1)

Nous noterons p 13 projection de Arc(X) sur T(X) et nous noterons encore

Bouts, 1a factorisation de Bouts : Arc(X) —» XxX, sur TT{X).

P
Starc(y) > TU(X)
Bok Bouts
N
AxK
(diag. 43)

443 Définition:

TI(X) (44.1) sera munl de le difféologie tmage par p de la difféologie
d'espace fonctionnel de Arc(X). Elle sera appelé difféclogie standard.

En dautres termes TI(X) est le quotient difféologique d'Arc(X) par la
{0,1}-homotopie. Puisque Arc(X) 3 et Starc(X),,, sont homotopiquement
équivalents et que la juxtaposition sur Starc(X)w'” est compatible avec la
{0,  J-homotopie (4.3.5) {43.6), nous définirons sur TI(X) 1a loi image, que nous
appetierons encore justapaesition:
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¥ t=pi{f) Vo=p(g)
ex(T)=or(g) =» T.0=p(fag) (443)
(1, QE(Starc(x))?
Compte tenu de ces notations:

444 Proposition :
La 101 de juxtaposition (4.4.3) est une loi de groupoide sur X" géfini par:
Ob X"=X

Mor X" =TT(X)
avec Bouts pour application caractéristique
Mo, m (x,y)=Bouts™ (x,y)
et, avec lesnotations4.1.1,4.1.2:
Vxex L=pl)  Vi=p(f) T'=p(f™)

T est un groupoide difféologique, nous I'appelierons groupoide

X
fondamental de 'espace X, si X est connexe c'est un groupoide parfait.
Nous noterons:
T =(RXn) et 1,(Xx)
son Tibré principal associé et son groupe structural au point x€X (3.4.1),
m,(X,x) sera encore appelé groupe fondamental ou premier groupe
d’hometopie de X au point x . Son type (X connexe) sera noté 1, (X).
D L'associativité de 1a juxtaposition, 1'existence d'une identité pour tout objet,
I'existence d'un inverse pour toute fléche resuitent d' une adaptation immédiate
des démonstrations standard en topologie, il suffit de vérifier qu'a chaque étape
les produits envisagés sont bien définis ce qui est le cas grace au caractére
stationnaire aux Bouts des arcs. Donc X" est un groupoide.
Démontrons que c'est un groupoide difféologique:
Comme p est une subduction et que lapplication {f+» f'l] est un
difféomorphisme de Arc(x), lapplication [T+ T~'] est différentiable.
Considérons ators une plaque $=[r — (p(r),p(r))] de TI(x)? telle que pour tout r:
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ex(p(r))=or(g'(r)) et soit ¥ un relevé local de ¢ dans Starc(X)? au dessus dun
ouvert Qedef(®):

ItiStaa.rc(x)It2
\\(Bnuts)2
N

2
¥, (Bouts)

(diag.4.4)

W p

W(r)=(y(r),y'(r)) vérifie:
ex(§(rN=or(y'(r)) VreQ t et §(r).y'(P)=p(rIay(r))
Considérons alors ia fonction de lissage 1{4.3.4) et posons:
p =lr e L y(MAT v =(r = (U y(EXA])
y, et ¥, sont différentiables dans Starc(X) et ¥ =[r e (y (r),y' (1)) est
encore un relevé de ¢ au dessus de  car 1 est homotope a t'identité.
L'appiication [(r,t) — [y _(r)ay’ _K1)] définie sur QxR s'ecrit:
y (P2t t€1/2
A) rt) —»
p 2= tx1/2
| est nulle sur les intervalles J-oo,c] et [1-€,+00{ (43.4), il existe alors un
voisinage de Qx(1/2] sur lequel §_(r)X(20)=y"_(r}(2t-1) en vertu de I'axieme de
prolongement des plaques, I'application (A) est différenttable, puisque p est une
subduction [r = ¥(r).4'(r)] est différentiable. Ainsi la juxtaposition dans TI(X)
est une opération différentiable. D'autre part, en utilisant le fait que
I'application ingepg=[¥~>1,] est une induction de X dans Arc(X), on vérifie que
Peingrarcog €St UNe induction de X dans TI(X). On conclut alors que X" est un
groupoide difféologique.
Montrons maintenant que si X est connexe, Bouts:TI(X)— XxX est une

subduction. C'est & dire montrons gue X" est un groupoide parfatt.
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Soit $=(r — (p(r),¢'(rN] une plague de XxX, soit roedef(tb) et soit y V'application:
Y: Bro - » Starc(X)
roes [t (-0 (0]
ou B,,0 est une boule de centre r, et contenue dans def(d). y est évidemment

différentiable et vérifie: Bouts(y(r))=(rr,). goy etgey sont donc des
applications différentiables définies sur Bro a valeurs dans Starc(X) verifiant:
Bouts(pey(r))=(p(r),p(r )} Bouts(g'oy(r))=(g'(r),9(ry))
Puisque Nous avons supposé X connexe il existe un arc a bouts stationnaires f
joignant ¢(r) a ¢(r,) posons alors:
¢ : Bro — Starc(X)
r e [(up«v(r))A(f]/\{cp'ev(r)]_1
¢, est évidemment diff érentiable et vérifie:
Bouts(® (r)=(or(goy(r))  ext(gev(r))™)=(p(r),¢'(r))
C'est donc un releve local de ®. L'application Bouts est une subduction puisque p
est une subduction(1.2.16).
Puisque X" est un groupoide parfatt tous les groupes structuraux sont
isomorphes ce qui justifie la notation 7, (X).0

Par construction m,(X,x) est égal, en tant quensemble, a l'espace des
composantes connexes de 1'espace des lacets L(X,x) (1.3.9) de X au point x:
1, (X, )=, (L{X, X)) (445)
I'é1ément neutre étant 1a classe du lacet constant 1. Comme en géométrie des
variétés nous définirons 1a simpie connexité par:

445 Définition:
Un espace difféologigue connexe X sera dit simplement connese si son
groupe fondamental m,(X) est trivial

4.5 Homotopie supérieure-foncteur 71
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La définition des groupes d'homotopie supérieurs la plus naturelle {DI] en
difféologie se fait par récurrence sur les espaces de lacets:

Etant donné un espace difféologique pointé (X,x) notens:

LX.x)>* (451}
ta composante connexe, compw.x,(llx), du lacet constant 1, dans L(X,x), elle est
munie de sa difféologie d'espace fonctionnel en tant que partie de L(X,x). Ses
éléments sont encore appelés lacets homotopes & zére (au point x). Posons
alors:
II,"“”:[t = nx{n}]
L, (%0=L(L (X,0°,0 ®)
(45.2)

LK% X
llﬂw):x

453 Definition:
Nous appellerons (n+1)-éme groupe d’homotopie de X au point le groupe
fondamental au point n,‘"’ de I'espace difféologique connexe Ln(x,x)°, NoUs
noterons:
oq )
M, XX)=70, (L (X))

Nous dirons aussi que T (X,x) est le n-éme groupc d'homotopie absoiue de X
au point x. En vertu de (445), en remplacant (X,x) par (Lntx,x)",llx"’)) dans
(45.3), on a I'égalité des ensembles:

T XX)=my(L (X,x)) (45.4)

Etant donnés X et Y deux espaces difféologiques connexes et feD(X,Y), soient
xeX et yeY tels que y=f(x), notons f Tapplication induite par f sur L (X.x)
définie par récurrence: '

f: L(Xx) = L (Y,y)
I L) (45.5)

for T
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Envertude (4,1.13),f_ se projette sur y(L (X,x))=17(X,x) en une application que
nous noterons fn‘:(fn)o‘" (notations4.1.13):

f
L (X, %) : y LYY
comp comp
rtn(x,x) s » 1 {YV,Y)
(diag. 4.5)

Compte tenu de ces notations:

456 Propaosition:
fn' est un homomorphisme de groupe pour nz! et un morphisfne 'd'espace
pointé pour n=0. '
O En verty de 45.4 et 455 11 suffit de le montrer pour n=0 et n=1. C'est
immeédiat pour n=0 parce que y=f(x). Soient ¢ et ¢ des lacels a Bouts
stationnaires au point x, on a:
fop(2t) tg1/2
floayXt) = ={f (@IS (§INL)
fop(2t-1)131/2
donc f,” est un homomorphisme.O

Ainsi pour tout n3 1 est défini un foncteur de 13 catégorie Desp*® des espaces
difféologiques pointés dans la catégorie Grp des groupes, nous le noterons T1 :
T x)=T,{X,x) X espace difféologique
(45.7)
ﬂn(f)z f“'r
On déduit en particulier:
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458 Proposition :
Etant donnés deux espaces difféologiques connexes X et Y, et feD(X,Y), si
f est une équivaience homotopique, fn' est un isomorphisme: d'espace
nointé si n=0 et de groupe si nz1. S p est une rétraction de déformation
de X sur A, p " est un isomorphisme de T, (X,x) sur T, (A,x) x€A St X est

contractile nn(X,x)zo vn.

Les 7 (X,%) sont commutatifs si n»2, ceci résulte d'une propriété des H-
espaces, vraie en topologie et qui subsiste dans les espaces difféologiques.

459 Deéfinition:
On appellera H-espace difféologigue (ou pius simplement H-espace)
tout espace difféologigue pointé (X,e) muni dune loi interne,
différentiable en un sens évident, compatible avec 1a partition en
composantes connexes et qui induit sur m(X.e) une loi de groupe

d'éiément neutre Ile )

45.10 Proposition .
Le groupe fondamental d'un H-espace est commutatif.
O La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstration
topologique [12], 11 suffit simplement de vérifier que le résultat de chaque
juxtaposition est bien défini, ce qui se fait en passant aux arcs a Bouts
stationnairesd

On déduit de cette proposition 1a commutativité des m_ en remarquant que les
espaces de lacets sont des H-espaces. Un autre exemple de H-espaces sont les
groupes diffeéologiques.

En conséquence pour nx2, TI (45.8) est un foncteur dans la catégorie des
groupes abéliens.
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Pour connaitre réellement un
objet, i1 faut embrasser et
étudier tous ses aspects,
toutes ses liaisons et "média-
tions™. Nous ny arriverons
jamais intégralement, mais 1a
nécessité de considérer tous
les aspects nous garde des
erreurs et des engourdisse-

ments.

V.l. Lénine.

§5-SUITES EXACTES D'HOMOTOPIE
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Cortaines constructions de la théorie de V'homotopie survivent au passage
vers les espaces difféologlques. Parmi celles-ci: 1a sulte enacte d'homotopie
d'un couple (X,A), A sous espace difréologigue de X, Elle est construite a partir
de I'homotople relative dont nous donnons une version gifféologique au premier
paragraphe.

Ensuite, I'aspect essentiel de ce chapitre est d'établir I'exactitude de 12 suite
d'homotople d'un fibré difféologique, ou la propriété de micro-trivialité
apparait comme essentielle. On démontre ainsi I'analogue, pour les espaces
difféologiques, d'un théoréme fmportant de la théorie des variétes fibrées qui se
trouve &tre ainsi démontré par 1a voie difféologique.

Cette sulte exacte peut s'appliquer a des quotients singuliers, comme , par
exemple, certains quotients de groupes de Lie (ex. T2/[xD, ou blen certains
quotients de variétés par des actions différentiables de groupes de Lie non
compacts. Mais cette suite peut aussi s'appliquer aux fibrés difféologiques de
dimension infinie, quotients de groupes de difféomorphismes, ou bien quotients
d'espaces de métriques par Yactions de certains groupes de difféomorphismes
etc..11 doit étre noté que, nulle part, si ce n'est dans R", une quelicongue
topologie {méme pas la D-topologie) n'intervient dans la démonstration des
théorémes.

Il faut remarquer toutefois que tes ifens, usuels en théorle des varietés
différentiables, qui existent entre la théorie des fibrés et la théorie de
I'homotopie, ne se généralisent pas tous a la théorie des espaces difféologiques.
En particulier, toute vartété fibrée sur une variété contractile est triviale,
cette proposition n'est plus vraie dans le cas des fibrés difféologiques, un
contre exemple sera donné dans I'annexe 6.

Nous n'avons pas abordé icf les notions de n-suite et de cission [19], bien utiles
parfois pour calculer des groupes d'homotopie. Ces définitions et les propriétés
qui en découlent (ractorisation des groupes d'homotopie sur des rétractes..)
sont essentiellement algébriques et doivent s'étendre aux espaces
difféologiques sans problémes particuliers.
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3.1 Homotopie relative.

Dans tout ce paragraphe nous considérons un espace difféclogique X et une
partie non vide A de X A sera muni de sa difféologie de partie, nous dirons du
couple (X,A) que c’est un couple difféologique. Nous choisirons un point acAcX
et noterons:

Arc(X,A,a) aeACX (5.1.1)
I'espace des arcs différentiables dans X d'origine dans A et dextrémité a
Arc(X,A,a) sera muni de sa difféologie d'espace fonctionnel, c'est a dire de la
difféologie induite par Arc(X):
feArc(X,A,a) <> feArc(X) or(f)=f(0)eA ex(N=f{1)=a (5.1.2)
Notons que pour A={a) on a:
Arc(X,(a},a)=L(X,a) (5.1.3)

5.1.4 Definition:
Nous appellerons, par abus, premier groupe d’homotopie de X relatif &
A au poinl 4, 'cspace des composantes connexes de Arc(X,A,3) a point de
base Je lacet constant 1,
,(X,Aa)=1,(Arc(X,A,a),1,)

En effet, contrairement a n,(X,a), n,(X,A,a) ne possede pas canoniguement de
structure de groupe, sauf, en particulier, si A se réduit au singleton [a]. Auquel
cas 1,(X,A,a)=1,(X,a).

De fagon similaire au chapitre précédent nous définirons la récurrence
suivante:

Ly, AD=LAL (X,A,2°,0, ") na1
(5.1.9)
L,(X,A,a) =Arc(X,A,3)
ou L (X,A,a)° est 12 composante connexe de ﬂa(”) , (11,{") défini en4.5.2).
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5.1.6 Définition:
Nous appellerons (m+1)-éme groupe d'homotopie de X relativement &
A au point a, le groupe fondamenta) de la composante connexe L (X,A,a)°
de L,(X,A,a) au point §, :
n,,XA2=1( (X,A2°1) n3l

En d'autres termes Y'homotopie relative de X par rapport 3 A est défini comme
I'homotopie absolue de I'espace difféologique Arc(X,A,a).
nz0 nm,(X,A,a)znn(Arc(x,A,a),Ila) (5.1.7
ce que NOUS pOUVONS encore écrire:
n20 TXA2=N,(L (XAalL) (518)

A partir de 1a formule 5.1.7, on peut remarquer que T.(X,A,a) est un espace
pointé pour n=1, un groupe pour n32 et un groupe abélien pour nz3.

Nous pouvons interpréter encore différemment les espaces L ,,(X,Aa).
Considérons pour commencer un élément f€L2(x,A,a):L(Arc(x,A,a)",11,) c'est en
particulier un élément de Arc(Arc(X))~D(R? X)(1.3.8) qui vérifie:

V (L,5)R2 f(0)s)=a f(i)s)=a T(LXO)A f(t)(1)=a (5.1.9)
ce que nous pouvons schématiser par 1a figure:

o

fl _=1

/—_ g=1 4

fl =1 fl =t

tep 37 N\, Vot ™S N

L
F

__f|$=UeL(A,a}

0 |

(fig.5.1)
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Considérons alors f* défini par permutation des variables s et t:
r(s)=f(s)t)  (5.1.10)
grace 8 5.1.9 on déduit:
f*(0)eL(Aa) f*(1)=1, f*(t)eL(X,a) VteR (5.1.11)

Ce qui peut encore s'écrire, en utilisant l'immersion in,, : L(A,a) - L(X,a)

induite par I'immersion canonique in, : A — X (45.5).
V¥ feL(ArcX,Aa),1))  f*eArc(L(X,a)L(a,a},1,) (5.1.12)

On vérifie immédiatement, parceque [(t,s) -» {s,t)] est un difféomorphisme de
Rz, que I'application [f > f*] définie sur L(Arc(X,Aa),1,) a valeurs dans
Arc(L(X,a),L(a,a),1,) est un difféomorphisme.

/

@EAFC(X,Q,&) L(}!,ﬂ\'/\‘ — — Y

feArcilL(X,A) L{A,a)1,)
(fig. 5.2)

De fagon générale considérons 1'tmmersion:
i, L{Ad)—»L (Xa) (5.1.13)
induite par I'immersion canonique de A dans X (4.5.5), on déduit par tnduction sur
n la proposition suivante:
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5.1.14 Proposition :
L'application  définie sur L ,(X,Aa) a2 valeurs  dans
Arc(L (X)L (Aa),1,™) par:

est un difféomorphisme.

Ceci permet alors d'écrire:
n n
nm‘(X,A,a)=no(Arc(Ln(X,a),Ln(A,a),ﬂ‘ 3,8 (5.1.13)

5.2 Homomorphismes canoniques.

Nous avons introduit, au paragraphe précédent, 'immersion canonique in, de A
dans X, induisant sur L (A,a) Vimmersion in,, (455). in, se projette sur w (A,a)
par le morphisme in, * (diag.5.1).

mAn

L(A.8) >L {¥.8)
Cite ‘l‘ Lunp
|
Iin(A,B:l —» >nn(x,a)

ing,
{diag.5.1)
r
L {%,8) i > LylX,4,0)
comp comp
HEER:Y S » T LK, A.8)

r
n

(diag 5.2)
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Soit r, I'immersion canonique de L(X,a) dans Arc(X,A,a), elle induit de 1a méme
fagon une immersion, que nous noterons r,, de 1(X,a) dans L (X,Aa) qui se
projette sur 1 (X,a) par r_” pour tout n3 | (diag. 5.2

Considérons maintenant L ,(X,A,a) que nous identifions a I'espace
Arc(L“(x,a),Ln(A,a),ﬂ."), on définit 1'applicationdifférentiable §_par:

8, ArclL,(X,a)L,(A,a),1,") —» Ln(A,a) (5.2.1)
f = or({f)
Cette application, se projette sur ui_  ,(X,A,a) par une application que nous
noterons 9, :

Ly (XA,8) 0 L (a8)

comp comp

M, 1(X.A,8) > ﬂni;h,ﬁ)

al'l
(diag. 5.3)

5.25 Proposition
a_ est un morphisme d'espace pointé pour n=0 et un homomorphisme de
groupe pour n3 1. Il sera appelé homomorphisme frontidre.
D Soit feL,,(X,A,a), f peut étre considéré comme un élément de DIR™' x)
(1.3.8), 1a juxtaposition des lacets se fait sur la premiére variable et & agit sur
la derniére. Donc 1a juxtaposition commute avec 5 .00

5.3 Sulte enncte du couple (X,A)

5.3.1 Deéfinition:
Etant donné un couple difféologique (X,A), nous appellerons suite
d’'homotepie du couple (X,A) 1a suite de morphismes infinie a gauche:
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an mAn r‘nm an— 1 mAn- 1

> T(A3) 1,(X,3) - 7 (X,A8)—> M _(Ad)—.

. » .
8, My Ty 9 1Mo

= T(AE) = T1,(X,2) = T, (X, A,2) = Tig(A,2) — T{X.2)

Toutes les fléches sauf les six derniéres sont des morphismes de groupes
abéliens, toutes les fléches sauf les trois derniéres sont des morphismes de
groupes, enfin les trois derniéres fléches sont des morphismes despaces

pointés.

5.3.2 Proposition :
L a suite dhomotopie d'un couple difféologique (X,A) est exacte.
O Cette proposition signifie que:
ker(r ")=im(in, *) ker(3 _,)=im((r") ker(in,,_,“)=im(3_,) na!
pour n=1, ceci est compris au sens des morphismes d'espaces pointés.
Cette suite peut encore s'écrire en identifiant L'.,1 aXA3)  avec
Arc(L (X)L (A,2),8,"):

- w
an mAn rn a|'r- t

oL (A, ML (%,2),8, ) ol ArelL (X)L (A,2),8,"),8, ) ..

*»

3, iy r, 3, in@'
= THL(A,), 1) — To(L(X,2),1,) = Tip(Arc(X,A,a),1,) »1g(A,a) — 15(X,2)

Cette écriture fait apparaitre une symétrie d'ordre trois que l'on peut
schématiser ainst:
r* 3 i r* 3 i R
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grace a cette remarque il suffit de démontrer ces égalités pour les 5 premiers
termes puisque 1a suite dhomotopie du couple (X,A) a laquelle on a oté les trois
derniers termes est 1a suite d'homotopie du couple (L(X,A)L(Aa)
a) ker(in,,")=1m(d,). |
cette égalité signifie que I'ensemble des composantes CONNEXES, dans A, des
origines d'arcs, de source dans A et de but a, est égal a I'ensemble des compos-
antes connexes de A contenues dans la composante connexe, dans X, de a.
im(3,) est égal a I'ensemblie des composantes connexes de A qu! peuvent &tre
Jointes par un arc différentiable 2 a. Elles sont gonc contenues dans 13
composante connexe, dans X, de . Elles sont donc contenues dans ker(inm’).
Considérons maintenant une composante connexe de A contenue dans ia compo-
sante connexe, dans X, de a. Tout point de cette composante connexe peut donc
étre joint a a par un arc ¢ifférentiable contenu dans 12 compasante connexe de a
dans X.
b) ker(d,)=im(r,®)
cette égalité signifie que si un arc de source dans A et de but 3, a son origine
dans ia méme composante connexe, dans A, que a; i1 est homotope, relativement
a A, aun lacet, dans X, au point a. Et réciproquement.
im(r,‘) est trivialement contenue dans ker(3,) puisque 9, associe a un arc
d'origine dans A et d'extrémité a la composante connexe, dans A, de T'origine de
cet arc. Mais im(r, ") est 'ensemble des classes ¢'homotopie des lacets, dans X,
d'origine a. Or a est évidemment contenu dans sa composante connexe.
Considérons maintenant un arc d'origine dans A et d'extrémité a tel que son ori-
gine soit dans 1a composante connexe, dans A, de a. 11 est (0, 1 }-homotope a un
arc a bouts stationnaires f {4.3.5), posons:

feL(Arc(X,A,a)) or{f)=1(0)=y ex(f)=f(1)=2a
Puisque a et y sont dans 12 méme composante connexe de A, 1l existe un arc g
dans A, a bouts stationnaires, les joignant:

geArc(A) or{g)=g(0)=a ex(g)=q(1)=y

Posons:
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E(s)t)=g(s+(1-8)I(1))
oU 1 est une fonction de lissage décrite en (4.3.4). E€Arc(L(X,A,a)) et vérifie
ex(E(s))=or(f)=y Vs€R. Puisque £(s) et f sont tous deux a bouts stationnaires
DOSONS:

y{s)=E(s)Al
y est une homotopie joignant y(0)=1"(g)Af, qui un lacet dans X d'origine a, a
(1) Af homotope a f.
- ¢) ker{r, ")=imlin,,*)
Cetle c¢galilé signific que tout lacel dans X au point a, hombtope a zéro
relativement 4 A, est homotope a un lacet entiérement contenu dans A et
réciproquement. _
Soit T un lacet au potnt a entiérement contenu dans A: feL(A,a). I'application §
definie par:
E(SHD=f(se(1-5))
est une homotopie relative joignant f au lacet constant.
Considérons maintenant un lacet f, dans X, d'origine a, homotope relativement a
A au lacet constant et soit vy 'homotopie:
v(0)=f ¥(1)=0, y(s)0)XA y(sX!1)=a VseR

schématisons ces propriétés par 1a figure suivante:

SA
b/

/‘flfbﬁ
xlf:ﬂ—) /{_’ M';
L{A, %) ﬂ/ « I“t.__.l’ lx
44
?‘A ) Ty oot t
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(fig. 5.3)

Considérons 1a droite D, dangle «, en faisant tourner cette droite autour de
T'origine on décrit un arc qui joint favl,_,
Pour cela on considére dans un premier temps V'arc dans L{X,a).
¥,=[s = [t »y(tXst)]]
qui joint f a{t — y(t)t)]. puis t'arc:
Yoo [s = [t > v((1-8)t)(1)]

qui joint [t — y(tX(t)ja yl__, ,ce dernier étant un lacet, au point 3, contenue dans

s=0
A; Donc f est homotope 2 un lacet dans A,

La proposition est ainsi démontrée.0
5.4 Fibré des lacets associé 4 un fibré difféologique

Dans ce paragraphe nous considérons un fibré difféologique P=(X,M,p), la fibre
type sera identifiée & la fibre F, au dessus d' un point mg de 1a base. Nous
choisirons un point x4 de F pour point de base, a 1a fois, de F et de X:

moeM  F=X_ =p(mg)  xeF (5.4.1)

Nous noterons p, : L(X,Xg) = L(M,my) ,I'application différentiable induite par 1a

projectionp (4.5.5)
¥ ceLIX,x)  py{C)=peC (5.4.2)

P - X
c b
t > i
c(t)'“’>
pic)
< FI
M
(OO m /
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{fig. 5.4)

S5.43 Proposition :
Tout lacet homotope & zéro dans M, au point mg, se reléve en un lacet
dans X, au point x¢. En dautres termes, la restrictionl de py 3 LMm)°,
composante connexe du lacet constant 1, est surjective:
V cel(M,mp)® I cellX,xg) : poC'=C
0 Soit ¢ une homotopie de ceL(M,m)® sur 1,
PEArCLM,m o)) ¢(0)=c @(1)=8
Si on identifie ¢ avec ’GD(Rz,N)(lJ.?), ¢(t,5)=p(tXs), ¢ vérifie:
o=l =l #lomC ey
Considérons t'image réciproque P du fibré difféologique P par ¢. C'est un fibré
difféologique sur R?, il est donc trivial (3.8.3):

IR?xF ¥ 3 :’{@ ‘ﬂp > ¥
\\
Prpz ™\ By | P
\ \lﬂ F%
K -— e —
(diag. 5.4)

Soit ¥ une trivialisation, y est définie par:
¥ (LSUERMSF WL S)=(t,Sp(tNsNU)  $(EUSIEDIFR(F X))
Par définition de la difféologie standard (2.5.4),1'application ¢ est un reievé,
dans le Tibré principal T (T,M,10), associc @ P au point my (3.9.3), de Ta plague:
[(t,5) = tm,p(t)(s)] de MxM; C'est une applicationdifférentiable.
T={ feDiff(FX )| meM )

Puisque p(tXs)=mg si t=1 ous=0 ous=1,ona:

lausens 1.4.12
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y(tX(s)eDiff(F)si t=1 ous=0ous=1
Donc ${0X0) et ¢(1)X0) sont des difféomorphismes de F, ils appartiennent 4 1a
méme composante connexe de Diff(F) puisqu'ils peuvent étre joints par 1a
famille d'arcs différentiables: ¥l _o. ¥#l,., ¥y 11 exiSte aiors un arc
différentiable £ daris Diff(F) tel que E(0)=y(OXO) et E(1)=¢(1X0) (43.5).
Considérons alors ta restriction ¥, de ¥ & {O}xRxF:

V(S,WERxF  W,(s,u)=(s,,(s)U)) ¥o(S)=4(0XS) y,(S)eDIFX ()
Comme précédemment y, est différentiable a valeurs dans le fibré principal
associé Tl = (TMm); c'est un relevé de l'arc c. ¥, est une trivialisation de
I'image réciproque de P par ¢, i.e. PC=P¢I {OhdRoF POSONS: |

V(SUKRAT (5,00 (S §(SHUD)  §(S)=y (ShoE(s)™
§' est encore différentiable parceque & est différentiable. De pius V' est une
 trivialisationde P_ vérifiant:
Yione "”‘P'[{ i =1
On choisil alors la section 0: s+~ (5,x) et on pose c':cpo\P‘oo, ol c, est la
deuxiéme projectionde tiP .
V s€R  c'(8)=y'(5)xp)
grace aux propriétés de ¥° on vérifie que c(0)=C'(1)=x, et, évidemment pec'=c.0)

Conslgérons alors 1a restriction de P,=(L(X,%o),L(M,Mg),p,) @ L(M,my)°, poSONS:
L*(X,X0)=P,~ (LMM)) =Pl lageng P*=(L°XXILIMMY P (5.44)
compte tenu de ces notations et de celles qui précédent, on a

5.45 Proposition .
P*=(L*(X,%o),L{M,mg)°,p*) est un fibré difféologique de fibre type L(F,xq).
|1 sera appelé fibre des lacets associé a p.
0 Soit ® une plaque globale de L{M,m)°, posons:
VY (r,0eRXR &(r,t)=d(r)Xt) DeDMR"xRM)
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® vérifie &(r,0)=&(r,1)=m VreR" . L'image réciproque de P par @ est trivial en
vertu de 3.9.2. Soit  un relevé de & dans le fibré principal Tl = (T M, 1), associé
3 P au point mg et W la trivialisation de qui tui est associée:

W DEDITTF Xygyyy  PEDRRT)

T=(feDiff(F.X ) | meM ) |

w(r,t;u)=(r,t,y(r,tXu)
On posera :

¥o=Y R ¥1=¥l R
¥o et ¥ sont des éléments de(Dif TR F) LA Xggyor=Xeeyn=F- Pulsque R" est
connexe im(y,) (ainsi que im(y4)) est conteny dans une méme composante
connexe de DITT(F), mais pour tout reR y(r) et §4(r) sont contenus dans une
méme composante connexe de DIfT(F) car &(r) est homotope 3 zéro pour tout r
(voir démonstration 5.4.3). Donc im(y,) et im(y4) sont contenus dans une méme
composante connexe de Diff(F).
Mais puisque R" est contractile et que y, el ¥4 sont a valeurs dans ia méme
composante connexe il existe une homotopie dans D(R" DIff(F)) joignant y, 3 ¥,
{4.2.12), nous la noterons:
EcArc(D{ R" Diff(F)))  E(0)= §, E(1) =¢4

/ On- /: Y
4 /

i i
i [
. i

|

// A

Al

-

L

——

| -
\_ _/ Diff(F)

(fig. 5.5)
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11 ne nous reste pius qu'a définir:

VXD =(OAREEE) )
qui vérifie:
- YEORR,T) ¢ (NO=¢ (X 1)=1; VreR"

La trivialisation ¥ associée vérifie alors:
¥l ROWfO)F =¥ RO 1} =l png
L'application = définie sur R"xL(F x) & valeurs dans R"xArc(X) par:
V(r,o0eR "<LF 0 =(r,0)=(r[t = (Pt e(t))
est une trivialisation de )'image réciproque par $ de Y'application p*.00

5.5 Suite d'homotopie d'un fibré difféologique

Etant donné un fibre difféologique P=(X,M,p) de fibre type F=X_ , mp€M et un
point xg€F; tout élément ceArc(X,F,x,) se projette sur M en un élément
pyl{ci=peceL(M,my). Cette application induit sur L,,U(,F;xo)=L,,_1(Arc(X,F,xo)) une
appticalion a valeurs dans L,(M,mg)=L,_1{L{M,mg)) que nous noterons encore p,
(455). p, induit & son tour une application p,” sur T,(X,Fx,) & valeurs dans
M,(M,mg), qui est un morphisme de groupe pour n»2 et un morphisme d'espace
pointé pour n=1. Compte teny de Ces remarques:

5.5.1 Proposition :
Etant donné un fibreé difféclogique P=(X,M,p} de libre Lype i-:Xmo, mpeM et
un point xg€F, soient:
P, L (XF.xp) =L (Mmg) et p®:m (XF,x)— 1 (Mmg)
les applications induiles par p. p,” est un isomorphisme de groupe pour
n32, d'espace pointé pour n=1.
D Démontrons d'abord cette proposition pour n=1:
Py + Arc{X,F,xg) — L(M,mg)
L'image réciprogue du Tibré P par ceL(M,m), est trivial, son espace total X, est
difréomorphe a MxR, on reléve alors ¢ dans X, par C'€Arc{X,F, xq), en utflisant
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une section de X_ passant par X, au point 1. Ceci prouve qUe I'applicationp, est
surjective et par conséquent p,”.
Considérons maintenant c'¢Arc(X,F,xo) tel que sa projection C=poC’, qui est un
lacet dans ™M au potnt mg, soit homotope a zéro. Soit & 'homotopiede c a limo , ON -
posera comme d'habitude :
DRIM s, D=d(sXD
et W une trivialisation de I'image réctproque Py de P par &:
Vis,tue RoxF (s, tw=ts, tp(s)EXu)

il est clair que nous pouvens toujours choisir ¥ tet que:

$(s)X1)=}
en effet, puisque w(SNDEDIfT(F Xye o)) ot que &(s)(1)=my Vs, X q,=F et
¥(s) 1)EDITI(F), en posant ' (SXt)=y(S)t)op(S) 1 7' ona vis)1)=1 .
On posera

o()=(OXD ™ (c(t)  aeArc(F)
Définissons alors $'cArc(Ara(X) par:
$'=fs r» [t > y(sNEXaD)]]
qui vérifie:
®'(0)=c" ®'(1)e Arx(F) &'(s)O)eF $'(s)1)=xy VseR

Donc ¢ est une homotopie dans Arc(X,F,x,) joignant ¢' a un arc complétement
conteny dans A, or tout arc complétement contenu dans F est homotope,
relativement a F, a I'arc constant {considérer (s,t) w» C"({1-t)s+1)), ¢"=@'(1)).
Donc p,” est bijective.
En utitisant alors les propriétés:
AL, XF Xo)-ArclL (X xo) L (F xo) 8, ™) L
b im(p,")cL (M,mg)°
) LML (X, xoNcLiL (X,%)) notations (5.45)
et en utilisant 1a proposition S5.45 on construit une récurrence sur n d'ou on -
déduit que p “ est un isomorphisme pour tout n.O

L))
(M,mo)-LIL (Mmo),8, )

o+t

Posons alors:
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AT MMy T(F X)) B,=3e(p ") (552)

avec les notations 5.3.1 . En remplagant, dans la suite d'homotopie du couple
(X,F), 8, par &, et 1, (X,F Xo) par T, (M,mo) on construtt a suite d'homotople du

fibré difféologique P:
inFn‘ pn’ An-l
..‘-—bﬂh(F,xo)—rTI“()(,xo)--’Tln(M,mo)—-’T[m1(F,xo)—r...
g™ Py Bg ingy” Py
...—»111(F,xo)—rn,(x,xo)-aﬂl(M,mo)—>no(F,xo)-:’no(X,xo)—»no(M,mo)—ro

5.5.4 Proposition :
La suite d’'homotopie des fibrés difféologiques est exacte.
0 i1 suffit de vérifier, en vertu de 5.3.2, V'éxactitude de la suite :
ingy” Po
Tlo(F %) T (X, %o )T (M, Mg )0
a)im(ing,")=ker( po') revient 3 dire que si m est dans la composante

(55.3)

connexe de

m, et si p(x)=m il existe yeF dans 1a composante connexe de x, ce qui est une

conséguence immeédiate de la 13 micro-trivialité.
b) Im(p,*)= My(M,m,) découle de 1a surjectivité de p.O

Donnons encore quelques propriétés élémentaires:

555 Corollaire :
a) Si F est contractile: nn(x,xo)=nn(m,mo) vynel.
b) Si F est un rétracte de déformation de X: 1 (M,m;)=0 vneN.

¢) 51 P=(X,M,p) est un fibré difféologique princtpal de groupe structural
G, on peut remplacer F par G, pointé en B, et {” par x,°, oU

X, : @ ~>2,(x,) a€6. La suite d' homotopie de P s'écrit alors:

0
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Mgy By Ay
TG, L) T (XX ) T (MM, (6,5 ). ~+T(M,my )1
L'application de 55.5 montre en particulier que le tore irrationnel T, de
pente & a la méme homotopie que T, c'est a dire 1,(T )=ZeZ, T (T,)=0n32. Le
m, avait été calculé directement [Annexe 3]
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Nous avons découvert
I'étrange empreinte dun pas
sur le rivage de linconnu.
pour expliquer son origine
nous avons bati théories sur

théories ...
A.S Eddington

§6-REVETEMENTS DIFFEOLOGIQUES!

tune partie des résultats présentés dans ce chapitre a eté obtenue en
collaboration avec P. Donato [prétirage en cours de rédaction)
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La définition des fibrés difféologiques et celle d'espaces difféologiques dis-
crets, conduisent naturellement a définir les revétements d'espaces difféo-
logiques connexes comme des fibrés difféologiques a fibre type diffeologique-
ment discrete. Cette définition est naturellement une extension des
revétements de variétés puisque tout espace difféologique discret est une
variété discréte.

Nous montrons, dans ce paragraphe, que les propriétés essentielles des
revétements des variétés passent trés bien aux espaces difféologiques. En
particulier:

a) tout espace difféologigue posséde un revétement universel simpiement
connexe, unique a 1somorphisme pres.

b) Les revétements d'un espace difféologique sont classés par les sous-
groupes de son groupe fondamental.

Ceci généralise a tous les espaces difféologiques un résuttat établi pour les
espaces homogénes de groupes difféologiques 6]

Nous démontrons en fin de chapitre que toute action différentiable d'un groupe
difréologique connexe 6 sur un espace difféologigue connexe X se reléve par une
action différentiable du revétement universel © de G sur te revétement
universel H de X, ce théoréme généralise une situation connue en géométrie
différentielie ordinaire. A partir de ce théoréme, nous donnons une méthode de
construction du revétement universel de 1a base dun fibré difféologique
principal (de groupe structural connexe) a partir du revétement universel de
son espace total, cette construction est aussi la généralisation d'un théoréme
relatif aux espaces difféologiques homogenes [6}.

Comme nous pouvons le constater encore: “¢a ressemble 2 ta géométrie
différentielle, ¢a a 1a couleur de la géemétrie différentielle parce que c'est lo
géométrie différentielle”.
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6.1 revdtements et action du 1,

Rappellons qu'un espace difféologique est dit discret si ses seules plaques
sont les applications localement constantes.

6.1.1 Définition:
Nous appellerons revétement d'un espace difféologique connexe X toute
ribré difféologique P=(Y,X,p) & fibre type discrete. Y sera appelé espace
de revétement ou, lorsqu'aucune confusion ne sera possible, revétement.
Nous dirons encore que P est un revétement connexe si son espace de
revétement est connexe.
Si 1a fibre type du revétement est constituée de N points nous dirons que
P est un revétement a N feuillets.
Si le revétement est un fibré difféologique principal nous dirons que
c'est un repétement Galoisien.

P=(Y Xp) et P'a(Y X,p) étant deux revétements de X, nous appellerons
morphisme de revétement tout X-morphisme ¢ de P a P’ (83.2), Est définie ainsi
la catégorie

Rev X
des revétements de X.

A titre d'exemples citons le revétement R - R/Q, @ est difféologiquement
discret. OubienR — T, T, ~R/ZexZ. Ces deux revétements sont Galoisiens.
De fagon générale tout quotient d'une variété par un groupe difféologiquement
discret est un revétement Galoisien (3.9.3).

6.1.2 Proposition
Etant donnés un revétement P=(YX,p) de fibre type F=p"(x0), Xg€X et
eeD(R"X), une plaque globale telle que ¢(0)=xo. I} existe une
trivialisation ¥ de I'image réciproque P, de P par ¢ telle que Wl -=I,
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de plus si yo est un point de F i1 existe un relevé unique ¢* de p dans Y tel

que ¢*(0)=y,.
O Nous avons déja rencontré 1a premiére propriété dans ja démonstration des
propositions (5.5.1) (5.5.4). Considérons une triviatisation ¥ de ce type:

v (rRy)eR™F Wi y)=(r,y(r)y)) yeD(R"T) Y(rEDIfF(F,Ye ) $(0)=1

o T est I'espace total du fibré principal assacié a P (3.4.1).
L'application @* :r—» y(r)yo) , Yo€F, est un relevé de ¢ dans Y vérifiant
¢*(0)=yq. Soit E un autre relevé de ¢ dans Y vérifiant £(0)=y,. L'image, par g
de 12 sectionr & &(r) di P s'écrit r— (r,0(r)) ol 0€D(R"F) et vérifie 0(0)=y,,
or F est discret et donc o(r)=cst=0(0)=y,, d'ou E(r)=¢(r)yq)=¢*{r).0

En particulier, en ce qui concerne les arcs dans X, la propriété reste vraie en
imposant au retevé dun arc f de passer par yo pour t=1. Nous noterons dans ce
cas:

V feArc(X)  rely (H=f* - paf*=f f*{1)=yy (6.1.2)

Considérons alors Tisomorphisme p,”: 1,(Y.F,yo) = (X, %) (3.5.1). Son
inverse [pl"]'1 est justement Vapplication qui, & la classe d’homotopie d'un
lacet f dans X au point x,, associe 1a classe dhomotopie du relevé f* de f au
point y,:

. i

LK) JLOVF g

¢ 1

(% %) H,(Y,F,UU)
s -1

p!

(diag.6.1)
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Le composé zsﬂ,:a,;,«»[p,"]'1 (5.5.2) associe alors 3 la classe dhomotopie du
lacet f T'origine de son relevé f* passant par yo, en identifiant Ty(F.yo) avec
Y'espace pointé (F,yp):

Oy : 1, X, %0) — (F.Yo)
[t] ~ or(relyo(f)) (6.1.3)
ol [f] désigne 1a classe dhomotopie de f€L(X,Xo). Nous poserons alors:
V Ten, (X,xg) ¥V yoeF  yo(U= Llyg)=4y(T) (6.1.4)

Grace a la définition de la juxtaposition des lacets (4.3.1), T'application
(T,yo) = L (yo) est une action de (X, %) sur F=p"(x0). La suite d’homotopie du
fibré P=(Y,X,p), s'écrit alors en remplacant yq par y, X par X, 8, par y, To(F,y)
par (F,y) et en remarquant que T, (F,y)=0 pour n32:

-

Pn
O (Y.Y)=R(XX)=»0 nz2
(6.1.5)

p," gy iy
01, (Y,y)= T, (X, x)—(F y)>15(Y,y N0
on déduit alors de 6.1(6:

6.1.6 Proposition :
a) p,” est un isomorphisme pour fout n>2. p,” est un homomorphisme
tnjectif.
b) L'image par p,' de n,(Y,y) est le stabilisateur de y pour l'action de
m,(X,x) . Pour que Y soit connexe i1 faut et il suffit que n,(x,x) agisse
transitivement sur F.
c) Si Y est connexe et p,” surjectif (donc bijectif) p est un
difféomorphisme. Si X est simplement connexe tout revétement de X est
trivial.
d) Pour que Y soit connexe et simplement connexe il faut et il suffit que
n,(X,x) agisse librement et transittvement sur £, P est alors un fibré
difféologique principal de groupe structural ,(X,x).
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O a) est une conséquence immédiate de 1a suite exacte.

b) ker(y)=im(p,”) grace a l'exactitude de 1a suite du fibré P, or ker(y) est par
gérinition le stabilisateur de y pour l'action de m,(Xx) Y est connexe si
T,(Y.y)=0 ce qui est alors équivalent, grace a 6.1.5, a im(y)=F, or im(y) est
Y'orbite de y par m,(X,x).

c) Si p,” est surjectif alors ker{y)=n,(X,x) et donc im(y)=0, si de plus ¥ est
connexe on déduit (F,y)=(y], la fibre type est réduite a un point, p est une
subduction injective c'est donc un difféomorphisme. Si d'autre part X est
simpiement connexe alors (F,f)z_no(Y,y) et m,(Y,y)=0 ce qui implique que la
restriction de p a chaque composante connexe est un diff éomorphisme et donc
que P est trivial.

d) T,(X,x) agit librement et transitivement st et seulement si ker(y)=1_ et
im(y)=F, d'oti on déduit ,(Y,y)=0, n,{Y,y)=0 (et réciproquement).00

6.2 Théoréme de monodromie.

6.2.1 Proposition :
Etant donnés un revétement P=(Y,X,p), un espace difféclogique connexe M
et feD(MX), soient f, et , deux relevés de f dans Y. 5'ils coincident en un
point {1s coincident partout.
0 Soit myeM tet que f,(mg)=rf,(m,)=y,. Soit meM, puisque M est connexe il existe
un arc ¢ joignant m, @ m et donc h=fe¢ est un arc joignant f (myg) & 1{m). Les arcs
f o et 09 sont deux relevés de h coincidant en 0, ils coincident alors partout
(6.1.1).D'olon déduit f,(m)=f (m).00

6.2.2 Proposition (théoréme de monodromie) :
Etant donnés un revétement P=(Y X,p), un espace difféologique connexe M
et reD(M,X). Si 11 est simplement connexe {l existe un relevé f* de f dans
Y. f* est unique si on impose f*(My)=y,.
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O Soit P, I'image réciproque de P par f. P, est un fibré difféologique a fibre
discrete, c'est donc un revétement. puisque M est simplement connexe P, est
trivial (6.1.6). 1 suffit alors de prendre une section de P, et de 1a transporter
dans Y. Le reste est immédiat (cf. 6.1.2).0

6.3 Revétement unlversel.

Soit X un espace difféologique connexe et xy€X. Soit M=(RX,n) le fibré
principal associé du groupoide fondamental X" de X (44.4) au point x, C'est un
fibre difféologique principal de groupe structural u1(X,xo)=llx°.

Par définition 3 est I'espace des classes de [0,1}-homotopie des arcs dans X
dorigine X, L'action de i1,(X,x,) sur B s'écrit naturellement:

V (TEEN (X x, i  Ig(E)=TE  (63.1)

Putsque 11, (X,x,) agit librement et transitivement sur chaque fibre on déduit de

6.1.7 d) que TT est un revétement connexe et simplefnent connexe:

6.3.2 Proposition :
Tout espace difféologique connexe X possede un revétement connexe et
simplement connexe, unique @ équivalence prés. Cest un revétement
Galoisien de groupe structural w,(X). |1 sera appelé¢ revétement
unlversel de X.
Tout autre revétement est un quotient du revétement universel par un
sous-groupe du groupe T,(X). Les classes d'équivalence de revétements
sont en bijection avec les classgs de conjugaisons des Sous-groupes de
®,(X). Les classes d'équivalence de revétements Galoisiens sont en
bijection avec les classes de conjugaisons des SOuS-groupes invariants
de 1, (X).
0 Soit TI=(K,X, 1) le fibré principal de groupe structural R,(X.x,), associé au
groupolde fondamental X" de X en un paint de base quelconque x,EX (4.4.4).
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Puisque T (X,x,) agit librement et transitivement sur les fibres H est
simpiement connexe (6.1.7 d).
Soit P=(Y,Xp) un revétement de X, de fibre type Fo=p~'(%o) et P =(Y,H,p,)
I'image réciproque de P par T. Puisque B est siriplement connexe, en vertu de
6.1.7¢),P, est trivial. Soit alors ¥ une trivialisation vérifiant Wy ¢ 1=l :

¥V (Ey)elxF,  WEY=(EWEXY) $EIEDIFHF,Y o)

BxFo ¥,y ar

\
PFR\ P p

NE

HH—I-I————-—)}{

»Y

(diag. 6.2)

y est un retevé de T dans le fibré principal associé 2 la fibration p (3.8.5).
Soit £ 1a classe dhomotopie d'un arc f dans X d'origine X, Le relevé f* de f dans
H dorigine 1, est défini par:
yseR f*(s)=classe([t — f(st)])
I'arc _
gt pr(Xy)  yeF,
est le relevé de f dans Y dorigine yeF, On a noté classe(f) 1a Classe de
{0,1)-homotopie de I'arc f.
Nous pouvons alors écrire:
V E€H V yeF, E=classe(f} = *(E,)(y)=relg(f)(l)=f“g( 1)
On déduit alors la propriété caractéristique de y:
V Tem(Xx) VEER V[yer \e(EXy)=¢(EXT "y)
on a, en particulier:
Y=L, 1)



Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour
y in F

Patrick Iglesias-Zemmour



§6-9

Considérons alors deux points (k) et (£y") de BxF,. |1s ont méme image par
oW si et seulement si §(EXy)=y(E)y"), c'est a dire, en posant = £,
TEM | (X, %,). '

3 tem(X,xy) TE=E Ifo(y)zy'
Puisque 1 ¥ est surjective, sa factortsation ¢ sur le quotient difféologique
"":,(x.xO)Fo est une application différentiable bijective, nous noterons @ la
projection de BxF, sur e o Fo

pred
Hxh — “xﬁi['?(,xlj!]:ﬂ

AN /

hid Do ‘P\ ) /'/‘13
%

Y
(diag. 6.3}

Puisque 1 et p sont des subductions il en est de méme de 1, (1.48), donc 1 oW
est une subduction; puisque @ est une subduction 1l en est de méme de ¢ (1.2.16),
¢'est donc une subduction bijective: C'est un difféomorphisme.

Soit P“:(le"mo,l-‘o,x,p‘) le fibré associé a T par Vaction de mW(X,x,) sur Fg
(diag.6.4) .

]
Hx FIJ ] x“'[x’XO] Fu
*
Py p
K ‘ X
I
(diag. 6.4)

1a commutativité du diagramme 6.5 achéve de prouver que ¢ est une équivalence
de revétements.




(diag. 6.5)

Considérons maintenant un point y, deF, et le relevé:
TI"“: E > 9oEY,)

de T dans Y. Y est connexe si et seulement si 1,(X,x,) agit transitivement sur F,
(6.1.7b)), auquel cas tout points de Y s'écrit: got(E,y,) E€H, "ol on déduit que
“*'Jo est surjective. D'autre part deux points £ et €' de ¥ auront méme image par
n‘%si et seutement si E'=TE et y,=1L Fo(y‘:,) avec tem (X, x,). Cest a dire si et
seulement si E et £ appartiennent & 12 méme orbite du stabilisateur St_‘o dans
1,(X,x,) de y, qui n'est autre d'ailleurs que le groupe fondamental de Y au point
Yo Plongé dans T,{X,x,) par p, - Donc ﬂ'* se factorise en une application

différentiable bijective 1 sur le quotient difféclogique de M par 3 .

H\ , y HISQU
N\, ;
0
\I‘)“

(diag. 6.6)

Mais *, est une subduction car T en est une et p'en‘%:n donc m est une sub-
duction c’est donc un difféomorphisme. On vérifie immeédiatement que c'est une
équivalence de revétement.

Le reste est purement algébrique et se déduit de fagon classique. {0
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6.3.3 Proposition:
Si X et Y sont des espaces difféologiques connexes difféomorphes leurs
revétements untversels sont 1somorphes.
D La démonstration est immédiate .0

6.3.4 Proposition :
Le revétement universe! dun produit difféologique est le produit
difféologique des revétements untversels.
0 i1 suffit de constater que le produit d'espaces simplement connexe est encore
simplement connexe et que 1a fibre type du produit des revétements universels

est encore dicréte.0

On peut vérifier, que si X est une variété son revétement universel construit
dans ce paragraphe est une variété et coincide avec son revétement universel
au sens des variétés, les espaces difféologiques discrets possédant une
stucture canonique de variété de dimension zéro, Remarquons encore que tout
espace topologique muni de sa topo-difféologie [6] posséde un revétement
universel difféologique, la projection sur l1a base pouvant ne pas étre un

homéomorphisme iocal pour la B-topologie.
6.4 Revétement ot actions de groupes.

La construction que nous avons décrite au paragraphe précédent s'applique en
particulier aux groupes difféologigques:

Soit 6 un groupe difféologique connexe, 1, son identité et P=(F,G,p) son
revétement universel, identifié au fibré principal associé a son groupoide
fondamental en T'identité (4.4.4). [ est naturellement muni d'une loi de groupe
tnduite par 1a muitipication, point par point, des arcs dans G dorigine 1 , groupe
de courant que nous noterons Arc(G,l,). Par définition méme de 1a difféologie
d'espace de courant Arc(G,l;) muni de sa loi de groupe natureile est un groupe
difféologique. 1l s'ensuit que I, quotieﬁt difféologique de ArclG,l,) par la
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{0,1}-homotepie, est encore Un groupe difféologique, par compatibiiité de la
multiplication dans Arc(G,1g), |, avec 1a partition en composantes copnexes. La
projectionp: " — G est un D-morphisme de groupe difféologique:

VLYEr<M ply.y)=plyiply) (6.4.1)

On retrouve de cette fagon 1a construction des revétements universels des
groupes difféotogiques {23}

Considérons maintenant un espace difféologique X muni d'une action
diftérentiable de G, G connexe. Nous allons construire une action naturelle du
revétement universel I" de G sur le revétement universel K de X. Nous poserons
T:HR-»Xla projectidn du revétement universel sur sa base.

Solent v et y' deux points de ", ce sont 1es classes d'homotopie de deux arcs ¢
et ¢' d'origine 1. Le produit y.y' est 1a ciasse dhomotopie de I'arc ¢.¢° dérini par:

ViR 9@(t)=g(t)y(t) (6.4.2) |

=(W,X,n) sera identifié au fibré principal associé au groupoide fondamental

de X au point x,€X. L'action de G sur X sera noté p:
peD(GxX,X) V¥ (3,2)€6xG VxeX plaa,x)=pla,p((@.x))  {6.43)

le revétement universel de GxX est le produit xR avec [a projection pxm
(6.3.4). L'application po(pxm) se reléve dans 8 (théoréme de monodromie), le
relevé est unique si on fmpose sa vaieur au point (1,1, ). Nous noterons p* le
relevé derini par:

p*(lp L, )=, (644

pﬂ‘
M=K > H
P "
i) J
Gx¥ 3
p

(diag. 6.7)
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Compte tenu de ces notations:

644 Proposition:
p* est une action différentiable de I" sur K, nous dirons quelle reldve p.
En d'autres termes, toute action différentiabie d'un groupe difféologique
connexe G sur un espace difféologique connexe X se reléve en une action
différentiable du revétement universel I de G sur le revétement
universel H de X. '
0 Soit (y,E)erx 8. Par définition p*(y,E) est 'extrémité du relevé, d'origine IIM,
dans X de pe(px1)ef oU f est un arc d'origine (1.1, ) et d'extrémité (y,k). posons
{a,x)=(p(y),m(x)) et f{t)=(p(t),p(t)).
p*(y,E) est aussi égal a I'extrémité du relevé dorigine & dans B de T'arc:
x*(pe@) : t > (p(P(t),X) x=T(E)
11 suffit en effet de décomposer, a homotopie prés, f en 1a juxtaposition de deux
arcs, le premier joignant (11,.,11,(0) a (1.,), le second joignant (8.E) a(y,E).
Si (y,¥')erxr, I'arc x*(pop.g) 0l g et ¢’ joignent &, a v et ¥’ s'écrit encore:
t +» p(peg(t),plpe’(t),x))
Cet arc peut encore se décomposer, & homotopie prés, en la juxtaposition de
deux arcs: le premier joignant x & p(a’,x) le second joignant p(a',x} a p(a,p(a’,x))
oU (a,a)=p(y,y"). On déduit alors 1a loi d'action de groupe de I sur H. Le caractére
différentiable de cette action est une conséquence du théoréme de
monodromie.d

Compte tenu des hypothéses et notations précédentes, soit K le noyau de

I'action p*, I n'agit sur # que par I'intermédiaire de '/K que nous noterons G*:
G*="/K K=ker(p*) (6.45)

Soit Q=(X,M,q) un fibré difféologique principal de groupe structural G (G et X
toujours connexes). Notons N=R/I"=H/G* et w la projection de R sur N. Puisque
p* reléve p il existe une projection canonique I de N sur M telle que le
dtagramme 6.8 commute:
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W \L
R/T=N - yM=X/G

(dlag. 6.8)
Compte tenu de ces notations:

6.46 Proposition:

La projection w : B—T est une fibration principaie de 'groupe structural

G*. Le triplet Z=(NM,L) réalise le revétement universel deM
O Soit EeN et yes: stabilisateur de £ dans {". y est 1a classe dhomotopie dun
arc ¢ dans G dorigine 1, p*(v,E)=xx(E) est définl comme Vextrémité du releve
de Tarc x'(@)=[t =» @(t)60)], 0t x=n(E). Puisque ¥u(E)=E on a g(1)(x)=x et
puisque T'action de G sur X est tibre ceci implique que ¢(1)=1, donc ¢ est un lacet
dans G d'origine I Donc, enutilisant 'applicationx” (55.5) ona

SE—"-keP(l')
Montrons que ker(x")=ker(x'") V (x,X)eXxX :
Puisque X est connexe, il existe un arc a bouts stationnaires f joignant X a x,
Soit °={t — 1(5.1(t}], 00 | est une fonction de iissage du type 4.3.4 1° est un arc
a bouts stationnaires, V'application w:
| VseR S)=(PAINS (@A™

est une homotopie joignant le Yacet x () au lacet Al @At Donc si x*(g)
est homotope & zéro i1 en est de mdme de x*(p) et réciproquement. Donc si
vER (G, 1,): X" (1)=0 «» x""(»)=0. Cest 2 dire: ker(x")=ker{x'").
On déduit donc immédiatement que l'action de 6*=I/K sur H est libre, tous les
stabilisateurs des points E€N, pour V'action p™ de I', ¢tant égaux entre eux et
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donc égaux au noyau K de p*. La partie purement ditféologique de 1a preuve que
w est une fibration est retativement stantard (difféologiquement pariant).
Considérons maintenant Q=(Ni1,w) 16 revétement universel de M. SOIt X,€X,
m,=q(X,)eM et ny un point de N identifié a 0, (M,my).
L'image réciprogue Q, de Q par g, est un revétement de X. N s'identifie donc au
guotient de qutl(Qq) par Y'action (a;x,n) = (3,{x),n) avec (a;x,n)e6xXxN.

N:Nq/G
D'autre part N, est connexe, il suffit our S'en assure d'utiliser les suites

exactes dhomotopie de Q_ et Q, qui s'écrivent:

- - i

011, (N, (Xo,1g)) Tt (X, X > T, (M, M ) T (N (X, N -0

Xo Py
L~ T,(6, 3o T, (X, xo )1, (M,my )0

En vertu de 6.3.2, on déduit que N, est équivalent au quotient de H par im(rq').
Mais im(r ,“)=ker( P, )=imlx,") donc:
Nq=|'|/ im(xo")

Or, de 12 définition de G*=/ker(x,") et de 1a suite exacte:

0-1,(6,1,)»T—~6—0
on déduit 1a suite exacte:

0-»1,(6,1;)/ker(xy" )+G" >G>0

Mais 1(,(G,1,)/ker(x,")=im(x4") donc:

O—>imixy")->6"—>6-0
d'ou on déduit: N:NQIG-_-[II/im(xo')]/ G=H/6*.0

L'application de ce théoréme permet de retrouver 1a construction des revé-
tements des espaces difféologiques homogénes [6]. Dans ce cas: X groupe dir-
féologique,G sous-groupe difféologique de X, 1e groupe 6* est égal a ta compo-
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sante connexe de 'image réciproque de G par p, on choisit x, élément neutre de
X.
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HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE D'UN GROUPDIDE

A1.1-Homolegie d'un groupoide difféalogique K

Nous définirons les espaces de chaines d'un groupoide difféologigue K,
comme les groupes abéliens 1ibres de base S
S¢(K)=0b K
S,(K)=Mor K (1)
S, (K)=((¥,... Y, IS (KN 16Cy)=sCy, )}
ol b et s sont les applications but et source de K. Les S (K) sont munis de leur
difféologie naturelle de partie de produit. |
Les opérateurs berd 3, i=0,1,..,n; définis sur S, a valeurs dans S, sont donnés
par:
V yeMor K 9,y=b(y) 3,y=s(y)
(2)
* 3p{ ¥y ¥y )= (¥arens V)
V(¥ Y JE S 1 80 ¥ =¥y Y Yy g ¥) 1210
l 8, (¥y e Y= (¥ ¥y
Les n-chaines, éléments de C (K), seront notées:
P=2 s N0y T€5nK) (3)
ol A est un ensemble fini d'indices et n €Z. Les C (K) possédent un diff éologie
naturelie qui en font des groupes difféologiques.
L'opérateur bord 9, défini sur Cn(K) a valeurs dans Cn_,(l(), est entiérement

donné par son action sur les é1éments de 1a base S, (KX
3:C(K)>C _,(K)
(4)
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Nous conviendrons que toute O-chaine a un bord nul. 3 est un D-morphisme de
groupe difféologique abélien libre et vérifie la propriété des opérateurs bords,

c'est adire:
3:0=0 (S
Les groupes d'homologie de K sont alors définis naturellement par.
H (K)=Z (K)/B,(K) (6)

ou Z (K) est V'espace des n-cycles (39=0 p¢C (K)) et B (K} Y'espace des n-bords
(p=3y yeC__,(K)). H (K) sera appelé n-éme groupe d'homologie de X, muni de
la difféologie quotient de Z (K) par B,(K) c'est un groupe difféologique abelien
(2,(K) et B (K) étant munis de la difféologie de partie de C (K).

A1.2-Cohomologie de K

Etant donné un groupe difféologique abélien G. L'espace des cochaines de K a
valeurs dans G, noté C"(K,G), est défini par:
C"(K,6)=D-hom(C (K},6) (1)
Tout homomorphisme de groupe abéllen libre est entiérement défini par ses
valeurs sur éléments d'une base, nous pouvons noter:
C(K,6)~D(S,(K),G) (2)
comme espace de courant C"(K,G) posséde une difféologie canonique. L'opérateur
cobord est défini par dualité:
d: C"K,G) »C™K,6)  dod=0
(3)
V geC (K) VfeC"(K,G) df(g)=F(d¢)
Ceci permet donc de définir les groupes de cohomologie de K a valeur dans 6,
naturetiement par:
H'(K)=2"(K)/B"(K) (4)
HYK) est appelé le n-dme groupe de cohomologle de K 3 valeurs dans G, de
méme que pour H (K), H'(K)est un groupe difféologique,
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En identifiant 1eC"(K,G) avec 1'é1ément de D(S (K),6) qui ie defint, Foperateur d
s'écrit:

1€C%K,6) df(y)=1(b(Y)}-1(s(y))

1eC (K,6) ANy, v, )=TC¥,)-T(¥5.¥,)+1(¥,) (5)

FECK,G) AF(Ygyot, TN 0 oy o= IO ¥ Y ¥ (- 11 )

A1.3-interprétotion des premiers groupes de cohomologie

La suite de 1'opérateur d s'écrit schématiguement:
000 (1)
ou on a convenu que B°(K,6)=0. On a donc:
HK,6)=2"(K,6) (2)
Un O-cocycle de K & vateur dans G est une application différentiable f défini
sur Ob K 3 valeurs dans G vérifiant:
¥ yeMor K f(b(y))=1(s(y)) (3)
Mor K est muni d'une relation d'équivalence:
V(Xy)EODK x~y <« JyeMorK x=s(y) y=bly) (4)
si on pose alors M, =0b K/~ , M, muni de sa difféologie quotient, on a:
H(K,6)=D(M,6)  (5)
Endimension 1, ona:
2'(K,6)=D-fonct(K,)
(6)
B'(K,6)= pez'(K,6) f ply)=F(b{y)-F(S(yD) ]
ol D-fonct désigne I'espace des foncteurs différentiables (§2)
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-finnexe 2-
MORPHISMES DE FIBRES
A2.1 Marphismes d'un fibré a un fibré principel
Soient P=(Y,M,p) et TI=(XM1) deux fibrés difféologigues , T fibré

difféologique principal de groupe structural G.
Soit & unM-morphisme de P 3 TT:

Pour tout meM et tout couple (y,y)eYm il existe un unique a€G tel que
D(y)=a,-d(y) ol [(a,) a,(x)] désigne I'action de G sur X. On peut donc définir
une application ¢ sur le graphe Gr(Rp) de 1a relation d'équivalence Rp attachée
a p et a valeurs dans G par:

V (yy)EOrRy)  aszplyy) <> d(y)=z,0(y) (1)

2 Proposition :

L'application ¢ définie par (1) est différentiable et vérifie:

V(y,y)eGr(Ry)  Viy ¥y )e6rRy)  oly,y )=oly,y)ly,y")
0 Soit Gr(R,n) le graphe de la relation déquivalence attachée a 1. L'application ¢
se factorise en:

Y (y,ye6rR) (y,y) e (B(y),0(y) = gly,y)

ol (®(y),$(ye6r(R,), or Uapplication [(x,x) ~ a] tel que X'=2,0X, est
différentiable par définition méme des fibrés difféologiques principaux (3.4.1),
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Les deux facteurs sont donc différentiables, p est aussi différentiable. le reste
est une conséquence immédiate de 1a lof d"action de groupe.O

La propriété énnoncée dans (2) signifie que ¢ est un D-foncteur (22.2) de
Gr(ﬂp) dans G, Par annalogie avec (A1,3.5) nous dirons que @ est un 1-cocycle de
Gr(R;) dans G. Nous l'appetierons le cocycle caractéristique du M-
morphisme &. Notons que le noyau (2.1.11) de ¢ est donné par:

ker(p)={ (y,y)e6rRy) | $ty)=dly?}  (3)

Nous avons donc défini une application de 1'espace des morphismes, d'un fibré
sans structure P dans un fibré principal T1, Dans Vespace Z'(Gr(ﬂ.p),G). Nous
allons Inverser cette application. Définissons ia relation d'équivalence associée
a ¢ Sur YxG:

iy, 2)€YxG Wiy, a)e¥xG (y, al~(y', @) <> plyd=ply) a'=aplyy) (4)
et soitt:
T =(¥x ,G,M, %) (5)
le fibré associé a cette relation d'équivalence. Posons dautre part
I'application définie sur YxG & valeurs dans X par:
¥{y,a)eYxG y(y,a)=2,0B(y) (6)
on a alors le diagramme commutatif suivant:

pr,,

Y e——¥x(
N
Ny
P p* ?‘X
¥ <+ A‘

M
(_w]-{T.Y'P X6

(diag. 2)
ol y* est 1a factorisation de ¢ sur Y« G

Nanotation Yx .G est utilisé pour désigner le quotient (YxG)/~ . Quant a n* C'est
évidemment 1a factorisation de la projection (y,a) — ply).
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7 Proposition :
¥ est une M-équivaience de fibré principal oU G agit sur Yx 1'G par
¥(a,y,0)e6xYxG (a,p*(y,b}) » p°(y,ab)
L‘image du morphisme & par ¢* s'écrit:
= odly)=p*(y,1;)

O y* est immédiatement bijective et différentiable, montrons que c'est une
subduction.
Soit F une n-plaque de de, posons f=TeF, puisque p st une subduction il existe
Jocalement en tout point un relevé F dans Y tel que poF'=Tl derry CECH permet
alors de relever F dans Yx b par[r —p*(F'(r),55)).0

Donc tout cocycle lpeZ'(Gr(Rp) est le cocycle caractéristique d'un fibré
principal de groupe structurai G, M-équivalent a TT*, nous noterons alors
TT*=Px ’G.

8 Proposition :

Etant donnés un fibré difféologique P=(Y,M,p) et deux cocycles ¢ et ¢

¢léments de Z'(Gr(Ry)). Les fibrés associés Px.G et Px, 6 sont M-

équivatents st et seulement si ¢ et ¢ sont cohomologues:

TheDY,6)  @ly.y)=hly) . glyy)nly)  Viyy)eor(Ry)
0 Supposens que ¢ et 9 soient cohomolgues et soit 1 le difféomorphisme de YxG :
7(y,a)=y,ah(y)} (y,a)Yx6
notons ~ et ~ les relations d'équivalences attachées a ¢ et v, 0ona
(y,a)~ ly.a) = y.a) ~ Wy, @)
donc M se factorise en un difféomorphisme de YxQG surYxo.G , on vérifie
immédiatement que C'est une équivalence.
L application
(y,a) v (y,p*(y,a))
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définie sur YxG a valeurs dans 1'image réciproque de Px 06 par p, est une M-
équivalence, donc si Px‘G et Px 1t.B sont M-équivalents ils définnissent une M-
équivalence du fibré trivial YxG sur lul méme, qul s'écrit alors:

{y,a) ~ (y,gh(a)
on vérifie immédiatemment que 9 et @' sont liés par 1a formule en question.O

Cette proposition nous permet d'interpreter H'( Gr(Ry)):

9 Proposition :
Soient P=(Y,M,p) un fibré difféologique, TT = (X,M,11) un fibré difféologique
principal de groupe structural G et ¢ un morphisme de P aTl. La classe
de M-équivalence de TT est entiérement caractérisé par la classe de
cohomotogie du cocycle caractéristique de ¢. L'espace H'( 6r(R;),6) est
en bijection avec I'ensemble des classes de M-équivalence des fibrés
difféologiques principaux de groupe structural G (et de base M) sur
lesquels 1a projection p se factorise en un M-morphisme. C'est encore
Tensemble des classes de M-équivalence des fibrés difféologiques
principaux de groupe structural 6 tels que I'image réciproque par p soit

triviale.

Rearquons que tous les morphismes de P & Px ,G s'écrivent: [y=-»p*(y,hly)] ol
heD(Y,G) & cause de la triviaité de ﬂp. Notons encore que si P admet une section
globale s alors H'(GP(R?),G)=0 pour tout G, car -5 est une section de T qui est
alors trivial (3.4.5).

A2.2 Flots libres sur les quotients de variétes.

Nous appellerons flot libre au dessus d'un espace difféologique M tout R-ribré
principal T = (X,M,1). Lorsque M est une variété tout flot libre es trivial, ceci
est un résultat classique de ia théorie des variétes f ibrés [5).
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| Proposition :
Soit P=(Y,M,p) une subduction tel que Y soit une variété. L'espace

H'(Gr(Rp),IR) est en bijection avec 'espace des classes de M-équivalence
de flots 1ibres au dessus de M.
O Conséquence immédiate de A1.9.0

Donc, dans ce cas H'( Gr{R,),R) ne dépend de p que par tintermédiaire de M.

Nous noterons alors:
W' GrR)R)-FlotsM) ()
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I. INTRODUCTION

Nous considérons le tore standard T2 = R2/Z2 muni de sa structure
différentielle Coo. La projection sur T2 d'une droite y=0x de R2 définit un
sous-groupe a un paramétre de T2 noté {x] Le groupe quotient est noté
T,=T,2/[«], sa topologie quotient est grossiére. L'étude d'objets singuliers
dont T, est I'exemple Je plus connu, a suscité le développement de différentes

techniques, algébriques ou géométriques, citons parmi dautres: les c*-
algebres {3} [7], les Q-variétés 1], les schémas analytiques [2}. Nous voulons
illustrer ici 1a technique des espaces difféologiques, initiatement développée
par J.-MSouriau pour I'étude des groupes de dimension infinie, mais qui
s'applique 2 tous les quotients (éventuellement singuliers) des groupes de Lie.
T« peut étre muni d'une structure de groupe difféologique (NOUS renvoyons aux
références [8] et [4] pour les détails concernant cette notion). Cette
structure coincide avec la structure canonfque de groupe de Lie si o est
rationnel. ici cette structure est caractérisée par la définition suivante [8]

TeDL(RN,T,) Si et seulement si T est définie sur un ouvert Q de RN 3
valeurs dans T, et vérifie: pour tout x dans Q il existe un voisinage ouvert

V de x et une application Fe C=(v, T2 ) relevant f, 1.e. on a dans V 1a
relation: Pyof=f.
P, est eptmorphisme canonique de T2 sur T, DL(R",T,) est par définition
la famille des applications différentiables d'ouverts de R"a T, (appelées aussf

“n-plagues” de T ). L'ensemble des n-plaques, quand n parcourt N, caractérise
1a structure difféologique de T

Les applications différentiables de T, & valeurs dans un "espace
difféologique” E, sont les applications g: T ,— E telles que pour toute plaque f
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de T, pof est une piaque de E. En particulier les difféomorphismes deT,a E
sont les bijections bi-différentiables.

Pour tout groupe difféologique et pour tout espace homogene (quotient d'un
groupe difféologique par un sous-groupe quelconque) sont définies les notions
de connexité puis de simple connexité. Dans le cas connexe sont aussi définis le
revétement universel et le groupe fondamental qui ne dépendent que de la
structure difféotogique [4] [8] .

Nous illustrons ces techniques dans le cas précis des enroulements
irrationnels du tore. Le passage au revétement universel de ces quotients
nous permet d'en donner une classification difféologique compléte; nous
pouveons également expliciter le groupe des difféemorphismes de T ,. En ce qui
concerne 1a classification, il y a coincidence des résultats avec ceux obtenus
par la théorie des C*-algébres (cf. {3] et [7]); on trouve aussi une
classification similaire faite a partir des schémas de variétés [2].

11. REVETEMENT ET GROUPE FONDAMENTAL

Nous {ndiquons briévement 1a construction du revétement universel d'un espace
girréologique homogeéne:

Définition: Soit G un groupe difféologique connexe et p:6—+G son
revétement universel. Soit H un sous-groupe quelconque de G; on notera

H=p-1(H) et K° sa composante neutre, on a le diagramme:

6 > G/H®

&
+

£ » G/ H
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6/N° est alors le revétement universel de 6/H et 6/H° son groupe fondamental.

D'autre part tous les revétements connexes de G/H sont donnés par les
quotients 6/K ol K est un sous-groupe intermédiaire He c K cH .
Dans le cas particuiier qui nous occupe, en notant D, 1a droite y=ox et & e
vecteur (0,1),ona
G=F 6=R2 H={x] HzDy + (Z+axlg
La connexité colncide avec la connexité par arcs différentiables, un caicul
factle montre alors que:
(3) T.=R etque: Ti(T)=122
Quelques commentaires: le revétement universet difféologique de T, est donc
la projection M, R—R/(Z+xZ); la fibre-type Z+xZ est diffeologiquement
discréte, c.ad. que les seules applications différentiables a valeurs dans la
fibre sont les constantes. Enfin V'action de TTy( T,) sur R est donnée par:
(0,m)(x) = x + n+ xm. Les autres revétements connexes de T sont du type:
(4) R/(kZ+apZ) ol (k,p)€Z?
Le nombre de feuillets, quand k.p=0, est égal k.p.

10} CLASSIFICATION BES T,

Solent T, et Tp deux tores irrationnels, tout difféomorphisme ¢ €Dif f(Tu,Tp),
se reléve en un isomorphisme f de leurs revétements universels:

R >R

I'égalité w,of=getlly Se traduit par : pour tout x réel et (nm)e¢ Z2, it existe
(p,q) €Z2 tels que:
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f(x + n+ om)=f{x) + p + Bq
ou (x,n,m)—{p,q) est une application de R2xZ? a Z? constante en x car
différentiable en x. De plus f induit un isomorphisme de Z+uZ & Z+pZ; 11 existe
donc une matrice de G1(2,Z) telle que: |

a C m

b d

P
q
avec a, b, ¢, d entiers teis que: ad-bc=z1 .

13 différentiabilité de T impliique r'(m + an)=r"(0), et ce pour tous m,n entlers;
on a donc, par densité de Z+xZ dans R, f'(x)=r'(0), f est donc affine:
f(x)=Ax + r, A2z0. Appliqué 3 x=n + oxm , it vient A= c+pd et ac=(aP+b)/(cP+d) ;
et p sont donc équivatent modulo GI(2,Z), dont 1'action sur R est donnée par:

n

a C

b d|{(x)=(ax«b)/{cx+d)

Réciproquement, on vérifie que si «~p modulo Gi(2,Z) alors I'application
f(x)=(c+Pd)x « r, avec ¢ et d premiers entre eux, se projette sur un
difféomorphisme de T, 2 Tp.

Théoréme: Deux tores irrationnels T, et T, sont difféomorphes si et
seulement si ~p modulo 6i{2,2).

Remarque: ce théoréme est trivialement vérifié pour des "tores rationnels”.

tU DIFFEOMORPHISMES DE T,

On a vu au paragraphe précédent que les seuls difféomorphismes d'un tore
irrationnel a2 un autre sont les projections d'applications affines du type
f(x)=(c+pdx+r, r réel et c,d entiers premiers entre eux. 3i I'on impose a f de
se projeter sur un difféomorphisme de T, dans lui-méme il faut de plus qu'il
existe (a,b) € Z2 vérifiant:




a c
b d

€ Stab(ex)

ol Stab(x) est le groupe d'isotropie de o sous l'action de GI(2,Z), cette
condition (6) est 1a traduction de ox=(ap+b)/{cp+d) pour x=P; ces applications
constituent un sous-groupe du groupe affine de R. En caractérisant leurs
projections on détermine tous les difféomorphismes de T, dans iuf-méme.
Deux applications affines du type ci-dessus se projettent sur un méme
difféomorphisme si et seulement si

(c,d)={c,d)

Ta(M)=T, (1)

Définissons sur Stab{a) x T, 1a loi affine:
(8) (M,p)(M,p)=(rMp +p)
Mp=m f(c+ad)x] st M (xX)=p
ol M est une matrice de 61(2,Z) de coefficients (a,b,c,d). C'est une loi de groupe
difféologique pour taguelle:
(9) (M, mox) )~ { mo(x) — nex[(c+axd)x] )
est un isomorphisme différentiable de Stab{ot) xT o aDIff(T,).
L'action de G1(2,Z) sur un réel se traduit par 1a modification de ses premiers
coefficients dans sa décomposition en fractions continues; ainsi deux réels
sont équivalents modulo GI(2,2) si et seulement si 11s ont méme décomposition
a partir d'un certain rang (qui n'est pas nécessairement le méme pour les
deux). Les irrationnels gquadratiques sont les réels dont ta suite des
coefficients devient périodique; ainsi enlever ou ajouter des périodes a 1a suite
laissera le nombre inchangé (cf. [S] pour ces questions). A partir de ces
remarques on peut établir que:
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10 -10 si o est irrationnel non
(10} Stan(x)=2,= (0! 0 -1

Stablo)=Z,x Z s! o est irrationnel quadratique

quadratique

d'ou I'énoncé:

Théoréme: La composante neutre du groupe DIff(T,) est égal au groupe des
transiations de T,_Le groupe de ses composantes est égal &

a) T, si x est trrationnel non quadratique
b) Z, x Z si & est irrationnel quadratique

C'est & notre connaissance la premiére fois quune classification des ¥

distingue les nombres quadratiques. La différence entre les nombres
diophantiens et les nombres de Liouville, qui apparait dans I'étude cohomo-
logique des variétés feuilietées [S), se retrouve également dans la classi-
fication des fibrés R-principaux au-dessus de T, (cf [6])

Les discussions que nous avons eues avec J Beilissard et J—H.Sourfau nous ont été précieuses; nous les en
remercions. -
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A moina d'étre définis explicitement, las objets dont il est question dens cetle note: difféologie, applications
;Ii?'[érﬁnt{lbles. subduction, induction... doivent &tre compris au sens de |s catégorie des espaces difféologiques
41[7119] .

1- Fibrés difféologiques principaun

La notlon de fibratton se généralise aux espaces difféologiques, elle fait appel
une propriété des applications que nous avons appelée micro trivialité [7}:

1.1 Beéfinition:
Une application différentiable feD(X,M), X et M espaces difféologiques, sera
dite micro triviale si, pour toute plaque ¢ de M, I'image réciproque f, (de f
par ¢) de base def(¢) (ouvert de R") est localement triviale.

Rappelons que I'image réciproque d'une application différentiable f: X — M par
une application différentiable @ : Q — Mest définie par:

Xg={(r,0€0X | 9(r)=f(x)]
(1.2)
fe=Prol X, ou prop est 1a projection sur (

Le diagramme précédent est évidemment commutatif, Les applications f, et ¢r
désignent, respectivement, les restrictions des projections prq et pry a X, Ce
sont des subductions parce que f et sont des subductions [7)

La propriété de micro trivialité s'exprime en termes purement géométrigues en
utitisant 1a notion de groupoide associé 2 une application différentiable (voir
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{7D. Sip: X — Mest une fibration, c'est en particulier une subduction, toutes les
fibres X,=p-1(m), meM, munies de la difféologie de partie, sont difféomorphes
[7] Teur type difféotogique est appelé fibre type.

Si p:X->M est une fibration le triplet P=(XM,p) sera aussi appelé fibré
{difféologique), X sera I'espace total, M 1a base et p 1a prujection, du fibré (12
fibre type F est souvent identifiée avec une fibre Xmozp"(mo), Mg€M).

La géfinition des fibrés difféologigues principaun est donnée grace a ia
proposition suivante:

1.3 Proposition:
Etant donnés: un espace difféologique X, un groupe difféologique G et une
action différentiable de G sur X, notée (a,x) » 3,(x) avec (3,x)eGxX. 3i
I'application¥ définje par:
F : XxG — XxX
(%,a) = (x,3,{x))
est une induction alors La projection canonique m de X sur son quotient
difféologique M=X/G est une fibration difféologique nous dirons alors que
TI=(X,M, 1) muni de )'action de G est une fibration difféologique principale.
0O voir {7] 0O

1.4 preposition

a) Si la base dun ribré difféclogique principal est une variété, il est
tocalement D-trivial. S1 1a fibre type est aussi une variété I'espace totai
est une variété.
b)L'tmage réciproque d'un fibré difféologique (principal) par une appiication
différentiable est encore un fibré difféologique (principal).
) St 6 est un groupe difféologique et H un sous groupe de G. La projection
canonique de G sur son quotient G/H est une fibrationdifféologique.

Dvoir (7)D
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1.5 Définition
Deux fibrés difféologiques principaux de méme base et de méme groupe
seront équivalents s'11 existe un difféomorphisme équtvari_ant de de leurs
espaces totaux se projetant syr 1'identité de la base.

2~ Flots libres sur les tores de Denjoy-Poincarrd

Nous appelons flet libre au dessus d'un espace difféologique M tout fibré
difféologique principal de groupe structural (R,+) de base M [3]

Nous appelons tore irvationnel T, le quotient obligue du tore ¥ 2 par ia droite
de pente irationnelle oc€R-M. Difféologiquement cet espace s'identifie avec le
quotient du cercle S1 par l'actton r, de Z:

VneZ V ze5! ry(nXz)=zeimmax  (21)
51 est en fait un revétement de T, [4] [S] [7]. Notons m, 1a projection canonique
de Si sur son quotient T,=51/Z. Et notons Gr(m,) le graphe de la relation
d'équivalence associé a .
Gring)={(24,29)€S 1x SY| M (24)=1,(25)} (2.2)
Gr(m,) est I''mage de S1xZ par F (1.3), i est donc difféomorphe & S1xZ puisque F
est une Induction.

Gr{n,) est en rait I'espace des rléches du groupoide difféologique associé a 1a
relation d'équivalence définie par la projection n, [7). Son application caracté-
ristique x=(s,b), ou les applications s et b sont les applications sources et but
du groupoide, est donnée, dans la trivialisation définie par ¥, par:

¥V (z,n)eSIxZ  x(z,n)=(z,2.e2itmx) (2.3)

On utiiise alors le théoréme suivant, reliant les classes d'équivalence de flots
libres au dessus des quotients de variétés et le premier groupe de cohomologie
de Gr(m,) a valeurs dans R [7]:
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2.4 Proposition : ,
Soit P=(X,M,p) une subduction telle que X soit une variété. Le premier groupe
de conomolbgie: HY(Gr(p),R), du graphe* de 1a projecticn p & valeurs dans R,
est en bijection avec l'espace des classes de M-équivalence de flots libres
au dessus de M
H{Gr{p),R)=Flots(M)

Dans le cas précis du tore T,, parce que T, est une fibration difféologique
principale (F est une trivialisation du graphe de 1,) les cocycles et les cobords
sont donnés, par: '

ZHOMT,) R)=(1eD(S I Z,R) | V(r,n,mESIZxT 1(2,nem)=1(2,n)¢1(z. 62170 )]
(2.5)
BUGH(M ), R)={1€D(S1xZ,R) | 3 geD(SL,R) V(r,n)eSixZ f(z,n)=g(2.e2inn)-q(2)]

3- Flots libres sur T, et petits diviseurs

L'équation de cocycle se raméne &
HZM=2 0. a1 [*(2827kK) >0
f(2,-N)=-2 400, g [ (2.2I%&—rlx) > § (3.1)
f(z,0)=0
ol f* est une application différenttable queiconque, f et f* sont reliées par:
f'eD(SLR)  1M2)=f(z,1) (3.2)
La relation de cohomologie entre f,€Z1(Gr(n,),R) et €2 HGr{ny),R) se traduit
sur fq* et f,* par
fa*=f "+Qory (1)-g @eD(SLR) (3.3)

* Nous appelons graphe dune application différentiable, aussi bien son graphe au sens usual du Lerme, que le
graphe de la relation déquivalence qu'sHe engendre sur son espece de définition.
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En notant L, "action de D(S1,R) sur lui méme définie grace a ia formule (3.3),
ol f,"=Ly(14"), le groupe HU(Gr(m,),R) s'identifie avec le quotient de D(S1,R) par
Faction Ly

HYGR(T, ), RI=D(SLRY/Ly (34

L'intégrate 4f* est un invariant naturel de cette action, en associant a f* le

couple ( §7*,f*-4f%), le calcut de HL(Gr(m,),R) se raméne & I'étude de 'eéquation:
61 =gor,(13-g (g,6f")EDSLRZ  $61*=0 (3.5

Sous cette forme cette équation a été étudié par de nombreux auteurs, en
particulier par V.Arnold [1]{2], J. Moser [8], MRHermann [6]. Pour une large
classe de nombres, en particulier ceux vérifiant 1a condition diophantienne
suivante:

3¢50, 1k>0 : lx-(m/n)f > k/n2+e  ¥(m,n)zZ (3.6)
I'dquation (3.5) en g a toujours une solution unique si 1a difféoiogie que 'on
considére est au moins la difféologte C3[6] ** .Ce résultat peut alors s'interpréter

en termes de difféologie:

3.6- Proposition :
Si o est un nombre diophantien (condition 3.6) 1'espace des flots libres, au
dessus de T, identifié au groupe de cohomologie HUGr(T,),R), est égal a R.
La projection de ZHGr(T,),R) sur R est donné par:
Vi*e ZHGr(T,),RI~D(SLR)  f*— ¢f*
Chaque flot libre au dessus de T, est équivalent au fibré Py=(T2,Ty,py),
avec w= §f* muni de I'action 6, de R :
V(t,20,2,06Rx T2 8,(tXzy,25)=(e2inuwtz, e2inwat 7,)

W=0 caractérise le fibré trivial.

Remarquons toutefols que ce théoréme est vrai si et seulement si T'équation
(3.5) posseéde, pour tout T, une solution (nécessairement unique) en g. Dans ce cas,

** | a difféologie d'un aspace X est CX si si elle 2 éLé définie & partir de la difféologie CK des espaces numériques
R,
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comme nous pouvons le constater, modulo la vitesse denroulement, il n'existe
qu'un flot libre au dessus de T, c'est le tore T2 muni de 'enroulement irration-
nel. 11 est possible que cette sttuation Soit 1a cause de 1a stabilité des "tores non-
résonnants” lors de petites perturbations des systémes mécaniques compléte-
ment intégrables (théoréme Koimogorov-Arnold-HMoser).

Conclusion :

L'axiomatique des espaces difféologiques & été proposée initialement pour I'étude
des espaces de dimension infinie {9] [4]. 1! s'avére qu'elle est aussi pertinente
dans 1'étude des quottents singuliers (voir aussi [3].
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ESPACE DES CONNERIONS D'UN FIBRE PRINCIPAL

Certaines propositions ne sont pas gémontrées ici, ce sont des démonstrations difféologiques de type standard.
Elles trouveront lours places dsng une publication ullérieure consacrée exclusivement & la théorie

difréotogiques des connexions.

Appliquant les propriétés usuelles des fibrés (sufte exacte d'homotopie,
section=trivialisation),  I'espace de dimension Infinie des connexions d'yn fibré
principal ordinaire, |.M. Singer montre V'inexistence d'un choix continu de Jauge
globale (au sens d'une topologie C™) [20].

Grace a une formulation difféologique des connexions sur les fibrés principaux
(qui est évidemment une extension de 1a définition en dimension finte), V'espace
des connextons est canoniquement muni d'une difféologie. Nous montrons alors
que 1a projection canonique de cet espace des connexions sur son quotient par
I'action naturelle du groupe des transformations de jauge conservant un point
est une fibration principale.

On peut donc appliquer nos résultats concernant ia suite exacte d’homotopte
et les critéres de non trivialité, établissant ainsi certains des résultats princi-
paux de 1.M. Singer. Notons qu'il n'intervient hulle part 1a nécessité d'introduire
une métrique Riemanienne

RS.1-Difféologie de P'espace des connexions d'une variété fibrée principale.

Considérons un fibré principa) P=(X,M,p) de groupe structural G, avec G groupe
de Lie, X et Mvariétés.

Solt [x—H, ] une connexion sur P, de forme w [14]. A tout arc ¢ dans M et tout
point X€X(0) NOUS Savons associer le relevé horizontal (retativement a W) C de
¢ dans X d'origine x. Nous noterons: |

rel (¢, x)=¢" (1)

rel,,(c,x) est entierement défini par:
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rel (C,X)=C <> peC'=C C(0)=x wldc/dth_o)=0 VteR (2)
et vérifie:
rei (C.ax(xN=arel,(c,x) Yact
| (2)
YmeM ¥xeX, rel (I, x)=1,
ou I,et I, désignent respectivement les arcs constants en m et x et
(a,x)—»ax(x), (a,x)€GxX, désigne 1'action de G sur X
Nous noterons alors, respectivement, X* et M™ les espaces des arcs
différentiables dans X et M munis de leur difféologie d'espaces fonctionnels
(1.3.6) et p* 12 projection de X* sur M* définie par:
¥ cexX* p(Cl=pec (3)

4 Proposition:
P*=(X*,M*,p*) est un fibré difféologique principal de groupe structural G*,

ou G* agit sur X* par:
¥ye6® VceX®  y.o=[trey(E)(c(t))]

ar,

:‘{ or

or

(diagramme 1)

Déffinissons 1'application or de M* sur M par:
or:M —>M (5)
C > ¢(0)
et considérons 1'image réciprogue Py.=(Xe,M*, Do) de P par or (diagramme 1):
(C,X)EX g <> CEM* et x€X () (6)
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L'application or est évidemment différentiable {c'est méme une subduction).
Compte tenu de ces notations:

7 Proposition:
L'applicationrel,,: X,—»X" est différentiable pour toute connexion w sur P.

O indiquons seulement que la démonstration est basée sur le théoréme de
différentiabilité des solutions g'équations différentielles ordinaires par rapport
aux paramétres. O

En remarquant que M* est le quotient de X, par i'action induite de G on déduit
grace a (2) que rel, se projette sur une application différentiable que nous
noterons y, définie sur M* @ valeurs dans le quotient difféolbgique X*/6:

rel | *
Kor > A
por n
M* > X*/G
¥
(diag. 2)

Notons alors X"=X"/G et p” la projection de X* sur M définle par
factorisation de p* (gtagramme 3).

o n s y*
p* p*
' 3 M*
(d1ag. 3)

Compte tenu de ces notations:
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8 Proposition:
L'application y définie par le diagramme 2 est une section différentiable de
PT=(X"M",p™).
01 Nous avons vu que ¢ est gifrérentiable. Soit ceM, C=p™(C,x) X€X ) :
¥(C)=9oP oe{C,X) => §(C)=Trorel(C X).
Donc p*eg(c)=p”enorel(c,x)=P*srel{c,x). Mais grace a (3) on a P*erelic,x)=c,
donc p*.y(c)=c.00

Nous venons donc d'associer a toute connexion w de P une section de
P™=(X"M*,p"), C'est & dire une réduction de P*=(X",M",p") (voir 3.7.2). P” est
alors un fibre difféologique de fibre type:

6" =6"/6~ArC(G,15)  (9)
I'identificationde G* avec Arc(G,1) est réalisée grice a a projection:
Yyet ye yy(0X1 {10)
oU nous avons noté,abusivement y.y(0>? l'arc {t — y(t).¥(0)>%] Ceci permet
d'écrire I'action induite de Gsur G™ :
VeeG" VyeG™ gee(y)=ev.el0Xl (i1)

Nous noterons alors:

EQ(X*,G")=( WeD(X",6%) | YYEG* VCeX® W(y.Cl=y.W(C)y(0r1}) (12)

L'application ¥ associée (3.6.4) a 1a section y, définte par te dlagramme 2, est
alors un élement de Eq(X*,G*), plus précisémment ¥ vérifie:

Vebq(X*,G6") VxeX W(l,)=lg» (13)

La connexion w est entierement définie par ¥. Le sous fibré de P* réduit par ¥
est defini par:

Xg=0-1{flg=) (14)

15 Proposition:

X*g=W-1(15-) est I'espace des chemins horizontaux relativement 3 1a
connexion w. La forme de connexion w est liée 3 ¥ par 1a formule suivante:
veeX*  wlde(t)/dt)=d{W(cXt)}/dt

Réciproguement, soit WeD(X* G*) tel que:



AS-5

VyeG® Veext W(y.Cl=y.W(c).y(0)>1

VX (T, )=l
L2 forme w définie par:
veexX®  w(dc(t)/dt)=d(W(cXt))/dt
est une forme de connexion sur P dont les chemins horizontaux constituent
I'ensemble:
X" g=0-1(1¢-)

f15.2 Connexions sur les fibrés diffeclogiques principeus.

A partlr des résuitats du premier paragraphe nous sommes- naturellement
ammenés a étendre 1a définitlon des connexions aux fibrés principaux
difféologiques:

I Définition:
Soit P=(X,M,p) un fibreé difféologique principal de groupe structural G. Soit
p*=(X*,M",p*) son fibré principal des arcs de groupe structural G*=Arc{G).
Nous appellerons connexion sur P toute réduction, contennant les arcs
constants, de P* au sous-groupe GCG* .
Les connexions sur P sont en bijection avec I'espace:

C(P)=( yeD(X*,6%) | Vy&6* VceX® y(y.c)=y.y(C).y{0)-1, VxeX y(i,)=1Tg" )
qui sera muni de sa difféologie d'espace fonctionnel et sera appelé espace
des conpnenions de P.

Nous noterons :

X*y =4-1{1g)
dont les éléments seront appelés arcs (chemtins) horizontaux (refativement
avy)

Compte tenu de ces notations:
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2 Proposition:
Soit y une connexion sur P=(X,M,p). Soit cex®, 1l existe un élément unique
v€G” et un chemin horizontal unique ¢* dans X tel que:
c=y.c* ¢*0)=c(0)
En particulier, & tout chemin ¢ dans M et 3 tout point xeXeq) peut étre
assocté un chemin ¢' horizontal dans X d'origine x=c'(0) entiérement défini
par:
peC'=C C'eX*y C(0)=X)

Si c=y.c* avec ceX® ye6~ et c*eX’,, y et ¢ sont explicitement donnés par:
VieR c*(t)=g(Ct)=t(c(t)) y=y(c) (3)
Ceci permet de définir ¥
Yo X" G’xX", (4)
c =y
Compte tenu de ces notations:

S Proposition:
L'application W définie par (4) est une trivialisation du fibré difféologique
principal X*—»X" de groupe structural 6*.0On a:
X*/G" ~XopmeX®
(ol X, €St défint au paragraphe 1). La profection de X* sur Xest donnée
par:
Vcex® ¢ —{poc,c(O))
L'espace des connexions de P est difféomorphe a V'espace des sections ¢ de
X* au dessus de X, vérifiant:
VacG V(c,x)eX, 0(c,ay(x))=a.o(c,x)

Et donc siC(P) est non vide ¢’est un espace affinet du groupe:

K =( £eD(X,,.G™) | Ya€G e(c.adxN=ae(c,x}).a1]

10n appelle espace affine d'un groupe G tout espace homogéne de ce groupe sur
lequel 1} agit librement.
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Ceci est un conséquence de 1a décomposition de G* en produit semi-direct de 6
par G* défini grace a y-»(y(0),y.y(0)>1).

RS.3 Action du groupe de jouge de P sur C(P)

Nous noterons J e groupe de jauge (3.6.6) du fibré P (notations précédentes),
it agit naturellement sur X* par: |
o V A€] VceX®  Axlo)=ftmAlc() (1)
Cette action vérifie:
V A€) VaeG Axwdye=dyechys (2)
car pour tout teR Aay(c(t)=ax(Alct)) V ceX® ¥ a€G ¥ Ae€]. Nous savons Qa
tout &lément A de ) est associé une application différentiable a€EQ(X,6) de
telle sorte que:
¥xeX  ADOzg(X(x)  (3)
C'est pour cette raison que nous identifierons ] avec EqQu(X.6):
] ~ EGu(X,6) (4)
L'action de J sur X* s'écrit: |
VoE] Veex"  gye(O)=tralcltiy(ctt)} (@)
J agit alors sur 1'espace des connexions C(P) de P par:
yeCP) vae) gepp=lcm{tsa(ct)pcXt).alcON-1]  (5)
Considérons alors un point x, de X, nous poserons:
],,oz[cxe] [x(xg)=0) (6)
Jx, est le stabllisateur dans J du point Xo.
Le stabilisateur dans’] d'une connexion y de P s'écrit:
Sty(y)= {x€] | veex®, adc(ti=a(c(O) VIR ]} (7)
et donc o est constant sur les nappes horizontales de X, une nappe horizontale
étant géfinie par:
N nappe horizontale <+ V(x,x)€NxN 3ceX*, c(0)=xc(1)=x" (8)
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en fait si 1a base de P est connexe chaque nappe horizontale définit une
reduction de P dont le groupe structural est appelé groupe d'holonomie de y. Les
nappes horizontales constituent une partition de X.

Nous dirons que P est Wrédyctible si et seulement si X ne posséde quune
nappe horizontale quelie que soit 1a connexion considérée. On a immédiatement:

7 Proposition:
51 P est un fibré principal irréductible alors:
VYEC(P) Sty()=C(6), C(G)=centre de 6
Dans tous les cas si 13 base de P est connexe
YyeC(P) Sty (¥)=1
L'action de J, sur C(P) est donc ifbre.

AS.3 Fibré pricipal des connexions.

Soit P=(X,M,p) un fibré principal de groupe structural G, avec:
a) G groupe de Lie
b) X variété connexe (et donc M).
C) Xg€X et my=plxy)

| Proposition:
Soit {r—>y,] une plaque de C(P) et [r— x.] une plaque de X définfes toutes
deux sur un ouvert Q de R". |1 existe, pour tout roeQ, un voisinage V de ry
et une plaque [r—c'.] de X* définie sur V telle que:
ciMeXmo C()=x y(c,)=1
O Puisque X est connexe on sait que la projection [c—(c(0),c(1))] est une
subduction de X* sur X (44.4). Donc la plague {r—x.] se reléve localement dans
X* en une plague [m—c,.] vérifiant:
Ca0)=Xy Co(1)=x
Posons alors:
C'olO)={ g (e XEF1]y(c' ()
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par construction c. est horizontal relativement & y. pour tout r, it est clair
que c'est une plaque de X*. Posons aiors:

a.=¥,(Cp(1)
[r—>a,] est évidemment une plague de G.On &

¢ H0)=C{0)=Xg  Arx{Xp)2C(1)
Définnisons alors {m—c",] par:
VieR C"p(t)= g ty(C'o{t)
fr->c"c] est encore une plaque de X® et vérifie :
yelc )=l (03 Uy(Xg)EX o Cp(1)=Xp

C'est ce qu'il fallait gémontrer.0]

On déduit alors de cette propasition:

2 Proposition:
Soft P=(X,M,p) un fibré principal de groupe G, avec & groupe de Lie et X
variété connexe. La projection B(P)—-B(P)/]xo, o0 Jy, est le groupe des
transfor mations de jauge de P laissant fixe le point xq, est une fibration
difféologique de groupe structural ]“o'
0 11 faut montrer que V'application :
F. ]xoxB(P) -» C(P)E(P)
(o,9) — (eey),¥)
est une induction.
soit p=[r—(c.¥,)] une application définte sur un ouvert de R" a valeurs dans
JoxC(P) telle que Fop soit différentiable. C'est a dire:
[re>{y 2% cep{¥e)] différentiable
rappelons que:
veex® o ey )=t (et g (e)(1).0 (c(0))-1]
{r-» ot ey, )] différentiable signifie alors que:
& (1, O, (et (CN1) & (c(0))-1
est différentiable.
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Soit alors une plague [E-s(rg, x¢] de X, grace a Ja proposition | 1] existe une
plaque [E->Cg] de X telle que:
Ce()=% Cg(0)eXpmp et #,.t(c;)zll

L'application A : (E,t)—(ry,t,cy ) est différentiable et donc $ol est différentiable.
Or Ao® est donné par:

Pok: () sx,.t(c;(t)).qu,t(c,)(t).ﬁ,t(c;(O))—i.-.-Q;,E(c;.(t))
car X (Xg)=1 = 0u(3x(X0))=1 00 ax(%9)=C,(0) et {r—>3a.] est différentiable. Donc
l‘application[ﬁ»—rg,.ttc(( 1) est différentiable C'est ce qu'il fallait démontrer. O

AS5.5-Cas de non trivielité du fibré C(P) ~L(P)/);

Comme nous I'avon vu (AS.2.5) I'espace des connexions d'un fibré principal s'il
n'est pas vide est dirféomorphe au groupe
K=[ eeD(X,.G) | Ya€G e(c,ax(x))=a.e(c,x).a1}
or ce groupe est contractile, il suffit pour s'en assurer de considérer la
rétraction de déformation:
(s,e)>€, avec gCx)D)=e(c,x)st) V's,e)eRK (Cx)eX, teR (1)

2 Proposition:

Soit P=(X,M,p) un fibré principal, de groupe structural G, vérifiant (AS.42).
51 G est connexe et si ],o nest pas homotopiguement trivial 13 fibration
C( P)—aC(P)/],,o n'est pas triviale.

O Putsque C(P) est contractile, si on suppose que C(P) aB(P)/],o est triviale, on

a

n,,(B(P)/],‘o)en,,(],‘o)zo
ce qui est contradictoire avec I'hypothése.O

Ce théoréme s'applique en particulier aux cas envisagés dans I'article de |M,
Singer {20] ol ol on a M=53 ou 54, G=SU(N), N22. Et I'on obtient les mémes
résultats sur 1a non-trivialité du fibré E(P) -&(P)/)y .
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I Un fibrd difféologique non trivial sur un espace contractile

Comme nous l'avons vu tout au long de ce travail, un grand nombre de
Iconstructions de 1a géométrie différentielle ordinaire se généralisent, modul
une extension adéquate des définitions, aux espaces difféologiques. En ce g
concerne les relatii\s entre les fibrés diffénlogiques et 1'homotopie nous

Idevons noter une di tencmay e fibré, au sens de 1

catégorie des varletés au dessus d'un edpace contractile est trivial, il exis

des fibrés d ht b tD t” difféologiques
contractiles. mg “ le, Ede la remarqu
Ievndente ue tout sous -fibré rivial est tri oussexhibons un fib
au dessu fnﬂt) t X slqure est n

trivial,

.2 flber bundle |

Soit € munt de l'action suivante de Z

ol aeR-0. Iaotelun_aamp e ta wuotient €/Z.
' Py € — /Z {2 I
On sait q oI Iibr@ tml (QF €, est défini

I par un cocycle du graphe de 12 pro jectlon P, de € sur €/Z (voir Annexe 2 §2) L.

calcul éléme:rr]':zfnty zimocyﬁq gmf 0 (3)

Choisissons alors 1e cocycle défint par 1a fonction sutvante:

par l'action de Z suivante:

V(z,t)e€xR Yn€Z negplz,t)=(eZimaz tefiziiZn) (5)
L I B N B e

I r(z,2)=lzlk2n avec z'=nclz) (A I
le fibré principal associé a cette fonction est le quotient difféalogique X de Cx
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Patrick Iglesias-Zemmour
It may be right but the proof that X is a fiber bundle is incompete.
I'll confirm or infirm soon.

Patrick Iglesias-Zemmour


Patrick Iglesias-Zemmour
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la projection canonique de X=CxR/Z sur €, est donnée par factorisation de

Z,t) = n(2).

On peut alors constater que 1a restriction du fibré ainsi construtt, a I'image
par p, du cercle unité S1, est égale & la fibration canonique du tore T2 au dessus
e T, (voir annexes 3 et 4). Puisque cette derniére fibratton est non triviale il

n est de méme de 1a fibration X —» C,.

D'autre part V'espace €, est contractile, la contraction de € définie par I
[

Z,\) ~» .2, 00 (Z,\)eCxR, passe au quotient €, et définit une contraction de €4



Patrick Iglesias-Zemmour
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ROMOTOPIE ET SPHERGIDES. k~CONNERITE

A7.1- Cubaoides sphéroides et homotopie

|1 existe au moins deux autres facons de décrire 'homotopie, équivalentes a
celle que nous avons proposée. Elles font appel aux notions de cuboides et

sphéropides.

Soit X un espace difféologique. Soit In 1e n-cube plongé dans R", 1=[0,1], on
notera Fr{in) sa "frontiére” définie par:
Fr(Im=[ reRr"|3i€(1,...n} n=0ou1} (1)

2- Définition
On appellera n-cuboide de X au point x toute n-plague globale ¢ de X telle
que:
o Fr(In)=x
On notera Cub,(X,x) 1'espace des n-cuboides muni de sa difféologie d'espace
fonctionnel. On dira que le cuboide est stationnaire au bord si il existe un

voisinage V de R"-int(In) sur lequel ¢ est constant.
int(In) désigne 1'intérieur du cube In.

J - Définition
On appelera stationnarisstion des n-cuboides 1'opération qui associe a
tout n-cuboides ¢ de x au point x, le cuboide 1,* () defini parl:
' (0Xry,...rq) = oliry),., 1 rp))

11 est 1a fonction de lissage définie end.3.4.
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4 - Proposition :

1a stationnarisation est différentiable. Les espaces des n-cuboides et des
n-cuboides a bord stationnaires sont homotopiquement équivalents.
0 Ceci est une simple adaptation de 43.5.0

S - Praposition ;
L'application définie sur i, (X,x) par
p—@ =[(ry, .., 1) = @lrdry) .(ry)]
est a valeurs dans Cub, {X,%). C'est un difféomorphisme.

OEneffet:
Supposons que ia premiére propriété énnoncé sott vrai pour n, soit ¢ un élément
de L 1 (X3} = LL(X,%)°, 11,([’"’) ona:
(o, 1, M) = 9lrgdry) .Ary)

pour tout i = 1, .., n on a, par hypothése :

Vr, Yvr=0oul e, rp=xX
soit alors ry = O ou 1, ¢(ry) = llx{") puisque ¢ est un lacet au point 11,(“), or
ﬂ,("):l(r 1, - » T} = X] donc @(Fr(In)) = x. 11 est immédiat de vérifier ensuite que
cette propriété est vrai pour n = 1. Le reste est une application directe de
(1.3.7)0

La juxtaposition des lacets de L, 4(X,x) au point 1,0 se traduit immédiate-
ment sur les cuboides par :

Vo LX) Vye Ly(x,n)  @Ag = @AY
o(2ry,..rp) ry g 1/2 (6)

ory =[(rg,..ry) = ]
$(2ryyq, .., ) T2 1/2
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On déduit de Set 6:

7 - Proposition .
T, {%,%) ~ M, (Cuby(X,X))

Soit S" la sphére de dimension n et N le pdle nord N= (0,...,0, 1)€S".

8 - Définition :
On appellera n-sphéroide de x au point, x € X toute appiication différent -
jable de S" dans X appliquant le pdle nord sur x. On notera Sph,(X,n)
I'espace de ces n-sphéroides muni de 1a diff¢ologie d'espace fonctionnel.

9 - Proposition :
Les espaces Cub (x,x) et Sph{x,n) sont homotopiquement équivalents.

D En effet :

nous démontrerons cette proposition par étape :

i) L'espace Cub,(x,n) est homotopiqyement équivalent au sous espace de ses
éléments stationnnaires sur le complémentaire de tout cube K concentrigue a i®,
contenu dans I est d'intérieur non vide. Ceci s'obtient en utilisant 3 et 4 et 1a
démonstration de 4.3.5. Nous noterons CubK(X,n) V'espace que nous venons de

décrire.

lfl

[Rn

i1} L'espace Sph ,(X,n) est homotopiquement équivalent au sous espace Sph ,B(X,n)
de ses éléments stationnaires sur toute boule B différente de S" centrée en N.
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Soit Fg : (ry,..1y) = X 1a carte stéréographique de S" attaché au pole sud S,

im(Fg) = S"-S, F5(0) = N. Soit h une fonction de lissage, nulle sur J-co , €] et
égale & 1 sur [ v, + oo [ ¥>£>0. Soit PESPNL(X,n) et gs=goFs , P EDIRM, X) et
applique O sur x.
Posons pour tout reR”

9N = ¢ghCir.r)
L'application [r — h(lirl)] est différentiable, ¢ g est égale a 95(0) =N sur la
boule centrée en 0 de rayon ¢ dont nous noterons B 1'image par Fg.L'apptication
x — @5 o Fs~1 défini sur 5n-S égale a x sur B, coincide avec ¢ sur un voisinage de
S, elle se prolonge au point S par ¢(S) en un sphéroide stationnaire sur B, nous
noterons pri (pgeFs—1) son proiongement. L'application :

t— [¢—>prl(pgtefgt)]
@ str) = g ( (1-1E) h (i), r + (L)L)

est une équivalence homotopique entre Sph,(X,x) et SphB(X,x). 11 suffit de
vérifier que pour tout t I'application [@st — pri(ets o F5~1)] est différentiable et
que si ¢ est stationnaire sur B, pour tout t, prl(gtg- Fs-‘) est stationnaire sur
B.

ii1) Du caractére différentiable de )'appiication [@s — pri(@geFs—1)] on déduit que
Sph,8 (X,x) est difféomorphe a 1'espace Q ; (X,x) des applications différentiables
définies sur Rn a valeurs dans X égales a x sur le complémentaire de 1a boule de
rayoni/e? entréeenO.

iv) Les espaces Cubk(x,n) et 0.(x,n) sont homotopiquement équivalents.
Choisissons K sufisamment petit pour étre contenu dans une boule B°®
entierement contenue dans In et centrée en 0. Soit B! une boule enttérement
contenue dans K et centrée en 0 : BlcKcBecIn Soit [t — H un arc
différentiable dans Diff (int(In), Re) tel que H, applique B® sur B, 1a boule de
rayon ¢ centrée en zéro et Hy appiique B! sur B,



Be

N

%

SQit PeCUbK(X,x), Hylp)=geH 1€, (x,n), Hps est évidemment différentiable.
Soit weQ, (X,x) Hy*(y) = yeH, est défini sur In et vaut x pour tout r
appartenant au complémentaire de K°, on peut donc prolonger yeH, par x sur
Ro-I0 en un élément de Cub X(X,x), parceque K est fixé, l'application
¥otiy — pri(yoH,) est différentiable.

On a donc

H*, - Cubpk (x,n) Q€ (x,n)
prl o Hya : Q, (x,n) — CubK(X,x)
ces deux applications sont homotopiquement inverses I'une de Y'autre :
Hy"oprioH " =(H~1oH;)* et prioHy*oHy*=prls(H oH-1)*,  T'équivalence

homotapique s'obtient alors en considérant H(0)e H(t)-1 et H(t)-1oH,,
Ainsi 1a proposition est démontrée. O
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{OCorroliaire :

T, (X, X)~1, (Sphy, (X,X))

A7-2 Neotion de k-connexité

La k-connexité ainsi que certaines propriétés qui lui sont associées s'étendent
naturellement aux espaces difféologiques:

I- Béfinition
Un espace difféologique X sera dit k-connexe si les espaces D(STX) qsgk
sont connexes.

La 0-connexité coincide avec 1a connexité quand on identifie D(5°,x) avec XxX.

2- Proposition :

Soit feD(S*,X), les propositions suivantes sont équivalentes :

a) f est homotope a 'application constante

b) f est prolongeable 2 R™'

c) f est [N}-homotope a 1'application constante.
D En effet :
Nous démontreronsa=b=Cc = a
Soit p une homotopie entre 1'application constante 1, :E-—»Xy et f:

¢O)(EY =%,  @(1)(E) =1(E)
définissons sur R™'- (0) Vapplicationf:
Vr=tE ,(t,E)€0, + oo [x37 ) = ¢ (1{1)) (E)

ou 1 est définie en 4.3.4. Puisque f est constante sur un voisinage de zero elle
peut étre prolongée en zéro par f(0)=x, f est évidemment différentiable et
prolonge f sur R™' Elle est stationnaire au voisinage de SIcRr™!

Considérons alors I'application définie sur R x S, S%R™’ par:
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(t,(r1, ., rn)) = F(1-t)ny, .., (1-tIrg, L+ (1-t)pyyq )
elle définit une homotopie 1 dans D(5% X) telie que :
70X = £6r) ) = FN) (L) (W) = T(N)
c'est donc une {N) - homotopie joignant f a T¢qy)
L'implication ¢ = aest évidente.O

On a alors :

3- Corrollaire :
X est k-connexe si et seulement i m,(X) = 0 Vg< k.

La 1 -connexité coincide avec 1a simple connexite.

A partir de b) on peut montrer, utitisant le théoréme de Stokes et 12 définition
des formes différentielles sur les espaces difféologiques [22), que si un espace
X est k-connexe l'intégraie de toute gq-forme w sur les cycles geD(S"x):
[¢0=lgq 97(W) g <k, est nutle. Ce qui peut se déduire aussi de V'existence d'un

opérateur chaine-homotopie défini sur les espaces AYX) des g-formes d'un

espace X.
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