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Abstract

11-dimensional supergravity on PP-wave background における fluctuation fields と 、 11-dimensional super-

gravity on AdS4(7) × S7(4) における fluctuation fields をみる。

2003 10/12 版において、 よう やく 11-dimensional supergravity (up to torsion) が綺麗に整備された。 符号の

間違いなどはないはずであり 、 AdS4(7) × S7(4) と KG solution との繋がり などに対して consistent な記述が得ら

れている。

(注意) 博士論文 [53] とは、 field strength の期待値の符号が逆であるが、 物理的に違いはない。
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Introduction

Eleven-dimensional supergravity を maximally supersymmetric background 上で展開する話を議論する。 具体的

には [2] で取り扱った Kowalski-Glikman (KG) background、 Duff and Pope [1] の AdS4×S7 background、 そし

て de Wit and Nicolai [18] の AdS7 × S4 background である。 残念ながら AdS7 × S4 については議論は全く 進

んでいない。

解析の手段として、 AdS4(7) × S7(4) を global coordinates を用いて表示し、 その上での spin connection その

他を計算してある。 付録には coset construction を用いての AdSp × Sq を構成する方法を掲載する。

なお、 このノ ート には他の 11-dimensional Minkowski spacetime の解析にも役立てる様に、 ある程度の con-

vention を詳細に記述してある。 例えば、 11-dimensional Minkowski spacetime での Clifford algebra、 Lorentz

algebra とその表現、 charge conjugation などである。 基本的には Polchinski [25] の appendix B を基に構成して

あるが、 定義が若干異なるので注意が必要である。 また 11-dimensional supergravity Lagrangian の構成について

は非常に詳細に記述した。 参考文献は藤井 [31] である。 [31] の convention もこのノ ート とは異なる。

余力があれば、 extended objects についての議論、 dimensional reduction した後の supergravity/superstring

などの議論も掲載したかったが、 その議論はすでに今村 [32] に詳細がある。





Part I

TK Notations





Chapter 1

Convention of 11-dimensional Spacetime

[MN ] =
1

2
(MN −NM)

(MN) =
1

2
(MN +NM)

[M1M2 · · ·Mk] =
1

k!

∑

σ

sgn(σ)Mσ(1)Mσ(2) · · ·Mσ(k)



6 Convention of 11-dimensional Spacetime

1.1 Lorentz Algebras

Lorentz algebra in Minkowski spacetime を

i[ΣAB ,ΣCD] = ηACΣBD + ηBDΣAC − ηADΣBC − ηBCΣAD (1.1.1)

で定義する (Polchinski [25] とは逆符合)。 また、 generator ΣAB の spinor representation を

ΣAB =
i

2
Γ̂AB =

i

4
[Γ̂A, Γ̂B ] (1.1.2)

で定義しておこう [25]。 この定義の時、 Lorentz algebra in Minkowski spacetime に相当する Rotation algebra in

Euclidean space は、

[ΣAB ,ΣCD] = δACΣBD + δBDΣAC − δADΣBC − δBCΣAD (1.1.3)

で与えらえる。 この時の generator ΣAB の spinor representation は次のよう になる [28]:

ΣAB = −1

2
Γ̂AB = −1

4
[Γ̂A, Γ̂B ] . (1.1.4)

1.2 General Coordinate Transformations

Infinitesimal transformation:

xM → x′M = xM + ξM (x) (1.2.1)

parallel transformation:

AM (x) → A
‖
M (x+ dx) ≡ AM + ΓP

MN AP (x)dx
N (1.2.2a)

AM (x) → A‖M (x+ dx) ≡ AM − ΓM
PN AP (x)dxN (1.2.2b)

covariant derivative:

AM (x+ dx)−A‖
M (x+ dx) ≡ ∇NAMdxN =⇒ ∇NAM = ∂NAM − ΓP

MNAP (1.2.3a)

AM (x+ dx)−A‖M (x+ dx) ≡ ∇NA
MdxN =⇒ ∇NA

M = ∂NA
M + ΓM

PNA
P (1.2.3b)

metricity condition:

∇P gMN = 0 ← affine connection が metric で記述できる (1.2.4)



1.2 General Coordinate Transformations 7

Lie derivative: δLf(x) ≡ f ′(x)− f(x)

• scalar

φ(x) → φ′(x′) = φ(x)

≃ φ′(x) + ξP ∂Pφ(x)

∴ δLφ(x) = φ′(x)− φ(x) = φ(x)− ξP ∂Pφ(x)− φ(x)

= −ξP ∂Pφ(x) (1.2.5)

• covariant vector

AM (x) → A′
M (x′) =

∂xP

∂x′M
AP (x) ≃ AM (x)− ∂MξP AP (x)

≃ A′
M (x) + ξP ∂PAM (x)

∴ δLAM (x) = A′
M (x)−AM (x) = −∂MξP ·AP (x)− ξP ∂PAM (x) (1.2.6)

• contravariant vector

AM (x) → A′M (x′) =
∂x′M

∂xP
AP (x) ≃ AM (x) + ∂P ξ

M AP (x)

≃ A′M (x) + ξP ∂PA
M (x)

∴ δLA
M (x) = A′M (x)−AM (x) = −∂P ξM ·AP (x)− ξP ∂PAM (x) (1.2.7)

• tensor

gMN (x) → g′MN (x′) =
∂xP

∂x′M
∂xQ

∂x′N
gPQ(x) ≃ gMN (x)− ∂MξP gPN − ∂NξQ gMQ

≃ g′MN (x) + ξP∂P gMN (x)

∴ δLgMN (x) = −ξP∂P gMN (x)− ∂MξP · gPN (x)− ∂NξP gMP (x) (1.2.8)

• vielbein

eM
A(x) → e′M

A(x′) =
∂xP

∂x′M
eP

A(x) ≃ eM
A(x)− ∂MξP ePA(x)

≃ e′M
A(x) + ξP∂P eM

A(x)

∴ δLeM
A(x) = −ξP∂P eMA(x)− ∂MξP · ePA(x) (1.2.9)

• gravitino

ΨM (x) → Ψ′
M (x′) =

∂xP

∂x′M
ΨP (x) ≃ ΨM (x)− ∂MξP ΨP (x)

≃ Ψ′
M (x) + ξP∂PΨM (x)

∴ δLΨM (x) = −ξP∂PΨM (x)− ∂MξP ·ΨP (x) (1.2.10)

• 3-form gauge field

C ′
MNP (x

′) =
∂xQ

∂x′M
∂xR

∂x′N
∂xS

∂x′P
CQRS(x)
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≃ CMNP (x)− ∂MξQ CQNP (x)− ∂NξQ CMQP (x)− ∂P ξQ CMNQ(x)

≃ C ′
MNP (x) + ξQ∂QCMNP (x)

∴ ∂LCMNP (x) = C ′
MNP (x)− CMNP (x)

= −ξQ∂QCMNP (x)− ∂MξQ · CQNP (x)− ∂NξQ · CMQP (x)− ∂P ξQ · CMNQ(x)

= −ξQ∂QCMNP (x)− 3CQ[MN∂P ]ξ
Q (1.2.11)

1.3 local Lorentz transformation

Lorentz algebra (1.1.1) をみたす Lorentz generator ΣAB の vector 表現は

(
ΣCD

)A
B = i

(
δAC ηDB − δAD ηCB

)
. (1.3.1)

となる 1。 一方 scalar に対する表現は

(
ΣCD

)A
B = 0 (1.3.2)

であり 、 spinor に対する表現は

ψ →
(
1− i

2
αCDΣCD

)
ψ ΣCD =

i

2
Γ̂CD (1.3.3)

である。

Covariant Derivative:

eM
A, ΨM , CMNP をまとめて φi と記述する。 このとき local Lorentz 変換に対する φi(x) の変換則は、

δφi(x) = − i
2
αAB(x)

(
ΣAB

)i
j φ

j(x) (1.3.4)

と記述できる。 この local 変換に対する gauge 場を導入する。 それは spin connection ωM
A
B と呼ばれ、 ωM

AB =

−ωM
BA である。 場 φi(x) の平行移動を φi‖(x+ dx) で、 単なる座標のずれを φi(x+ dx) とすると 、 それぞれ

φi‖(x+ dx) = φi(x) +
i

2
ωM

AB(x)
(
ΣAB

)i
j φ

j(x) dxM (1.3.5a)

φi(x+ dx) = φi(x) + ∂Mφ
i(x) dxM (1.3.5b)

で与えられる。 covariant derivative は、 x+ dx における field の差 φi(x+ dx)− φi‖(x+ dx) で定義される :

DMφ
i(x) dxM ≡ φi(x+ dx)− φi‖(x+ dx)

=
{
∂M −

i

2
ωM

AB ΣAB

}i

j φ
j(x) dxM (1.3.6)

19/30 までのノ ート は逆符号であり 、 間違いであった。 なおこの間違いのため、 vielbein の covariant derivative の中で部分的に符号の

間違いが起こって、 curvature 2-form の定義が differential form のそれと食い違っていた。 (2003 10/1)



1.4 Abelian gauge transformation 9

spin connection ωM
AB 自身の local Lorentz 変換則を考察しよう 。 covariant derivative は local Lorentz 変換

に対して当然ながら covariant であるべし 、 という 条件から 、 spin connection の local Lorentz 変換則が得られ

る。 まずは covariant derivative の変換則を見よう :

δ
(
DMφ

)
=

(
DM + δDM

)(
φ+ δφ

)
−DMφ = − i

2
αABΣABDMφ (1.3.7)

ここで

δφ = − i
2
αABΣABφ δDM = − i

2
δωM

ABΣAB (1.3.8)

という略記号を用いた。 各項について考察しよう :

DM

(
δφ) =

(
∂M −

i

2
ωM

ABΣAB

)(
− i

2
αCDΣCDφ

)

= −1

4
αABωM

CD
(
[ΣCD,ΣAB ] + ΣABΣCD

)
φ− i

2

(
∂Mα

AB
)
ΣABφ−

i

2
αABΣAB∂Mφ

(1.3.9a)

δDM · φ = − i
2
δωM

ABΣABφ (1.3.9b)

− i
2
αABΣABDMφ = − i

2
αABΣAB∂Mφ−

1

4
αABωM

CD
(
ΣABΣCD

)
φ (1.3.9c)

また DM (δφ) + δDM · φ ≃ − i
2α

ABΣABDMφ であるので、

− i
2
δωM

ABΣABφ =
1

4
αABωM

CD[ΣCD,ΣAB ]φ+
i

2

(
∂Mα

AB
)
ΣABφ (1.3.10)

つまり 、

δωM
ABΣAB =

1

2
αABωM

CD · i[ΣCD,ΣAB ]− ∂MαABΣAB (1.3.11)

となる。 Lorentz algebra (1.1.1) を用いると 、

1

2
αABωM

CD · i[ΣCD,ΣAB ] =
(
αA

CωM
CB − αB

CωM
CA

)
ΣAB (1.3.12)

となるので、 最終的に

δωM
AB = −∂MαAB + αA

CωM
CB − αB

CωM
CA (1.3.13)

が得られる。

1.4 Abelian gauge transformation

vielbein, gravitino は invariant。 CMNP のみ変換する :

δCMNP = ∂[MΛNP ] ΛMN (x) = −ΛNM (x) (1.4.1)
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1.5 Totally Covariant Derivative

general coordinate transformation と local Lorentz transformation の両方に対して covariant な微分作用素を定

義する。 curved space index と tangent space index の両方を持つ vielbein について考えよう 。 定義は

D̃M eN
A ≡ ∇M eN

A − i

2
ωM

CD
(
ΣCD

)A
B eN

B = DMeN
A − ΓP

NM eP
A

= ∂MeN
A + ωM

A
B eN

B − ΓP
NM eP

A (1.5.1)

である。 さらに、 一般相対論において metricity condition ∇MgNP = 0 を課したのと同様にして、 vielbein に対

して vielbein postulate

D̃M eN
A = 0 (1.5.2)

を課す。 これにより 、 affine connection と spin connection の間に関係がつく 。

1.6 Affine connection and spin connection written in terms of viel-

bein

metricity condition ∇P gMN = 0 から出発しよう :

0 = ∇P gMN = ∂P gMN − ΓQ
MP gQN − ΓQ

NP gMQ (1.6.1a)

index を cyclic にまわす:

0 = ∂MgNP − ΓQ
NMgQP − ΓQ

PMgNQ (1.6.1b)

0 = ∂NgPM − ΓQ
PNgQM − ΓQ

MNgPQ (1.6.1c)

−(1.6.1a)+(1.6.1b)+(1.6.1c):

0 = −∂P gMN + ∂MgNP + ∂NgPM − (ΓQ
MN + ΓQ

NM )gPQ − (ΓQ
PN − ΓQ

NP )gMQ − (ΓQ
PM − ΓQ

MP )gNQ

= −∂P gMN + ∂MgNP + ∂NgPM − 2ΓQ
(MN)gPQ − 2ΓQ

[PN ]gMQ − 2ΓQ
[PM ]gNQ (1.6.2)

ここで、 次の定義を用いた :

ΓQ
(MN) =

1

2

(
ΓQ
MN + ΓQ

NM

)
(1.6.3a)

ΓQ
[MN ] =

1

2

(
ΓQ
MN − ΓQ

NM

)
≡ 1

2
CQ

MN = −1

2
CQ

NM (1.6.3b)

この CQ
MN を torsion と呼ぶ2。 これを用いると (1.6.2) から

gPQΓ
Q
(MN) =

1

2

(
∂MgPN + ∂NgMP − ∂P gMN

)
− 1

2
gMQ C

Q
PN −

1

2
gNQ C

Q
PM

2ΓQ

[MN ]
= TQ

MN として torsion を表す場合も多い (2005 6/25)。
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∴ ΓR
(MN) =

1

2
gPQ

{
∂MgPN + ∂NgMP − ∂P gMN

}
− 1

2
CM

R
N −

1

2
CN

R
M (1.6.4)

この first term は Christoffel symbol として定義される :

1

2
gQP

{
∂MgPN + ∂NgMP − ∂P gMN

}
≡

{
Q

M N

}
(1.6.5)

よって affine connection 自身は、 この Christoffel symbol と torsion を用いて次のよう に表される :

ΓR
MN = ΓR

(MN) + ΓR
[MN ] =

{
R

M N

}
+KR

MN (1.6.6a)

KR
MN ≡ 1

2

{
CR

MN − CM
R
N − CN

R
M

}
=

1

2

{
CR

MN + CMN
R + CNM

R
}

(1.6.6b)

ここで KR
MN は contorsion と呼ばれ、 KRMN = gRQK

Q
MN を通じて

KRMN = −KMRN KR[MN ] =
1

2
CRMN (1.6.7)

をみたす。 また、 torsion free の場合、 affine connection と Christoffel symbol は等価となる。

affine connection を vielbein で記述しよう 。 そのためには vielbein postulate D̃M eN
A = 0, もしく はこれと

等価な D̃P gMN = 0 を用いる :

0 = D̃P gMN = ∇P gMN

=
(
D̃P eM

A
)
eN

B ηAB + eM
A
(
D̃P eN

B
)
ηAB (1.6.8)

また

0 = D̃P eM
A = DP eM

A − ΓQ
MP eQ

A (1.6.9)

より

DP eM
A = ΓQ

MP eQ
A (1.6.10)

となるので、 これに EA
N を作用させて、

ΓP
MN = EA

P
(
DN eM

A
)

(1.6.11)

が得られる。

続いて spin connection。 やはり vielbein postulate を用いる :

DP eM
A = ΓQ

MP eQ
A = ∂P eM

A + ωP
A
B eM

B

∴ ωP
A
B eM

B = −∂P eMA + ΓQ
MP eQ

A (1.6.12)

これに EC
M を作用させる :

ωP
A
C = −EC

M ∂P eM
A + ΓQ

MP eQ
AEC

M (1.6.13)
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これは Cartan’s structure equation で登場する affine-spin connection でもある。 これに ηAB を作用させると 、

−ωPBC = EC
M ∂P eMB − ΓQ

MP eQB EC
M (1.6.14)

最後に EA
P を作用させよう :

−ωABC = EA
P EC

M ∂P eMB − EA
P EC

M ΓQ
MP eQB (1.6.15)

ここで、 後に定義する Ricci 回転係数 Ω を定義する準備をしよう 。 spin connection の性質 ωABC = −ωACB を

用いて (1.6.15) を

ωABC = EA
P EB

M
{
∂P eMC − ΓQ

MP eQC

}
(1.6.16)

と書き直す。 torsion CQ
MN = 2ΓQ

[MN ] を用いて

−
(
ωABC − ωBAC

)
= EA

P EB
M
{
CQ

MP eQC −
(
∂P eMC − ∂M ePC

)}

≡ EA
P EB

M CQ
MP eQC − ΩABC (1.6.17)

つまり Ricci 回転係数 ΩABC は

ΩABC = EA
P EB

M
(
∂P eMC − ∂M ePC

)
=

(
EA

P EB
M − EB

P EA
M
)
∂P eMC

= −eMC

{
EA

P ∂P EB
M − EB

P∂P EA
M
}

= −ΩBAC (1.6.18)

となる。 (1.6.17) の index を cyclic にまわそう :

ΩABC =
(
ωABC − ωBAC

)
+ EA

P EB
M CQ

MP eQC (1.6.19a)

ΩBCA =
(
ωBCA − ωCBA

)
+ EB

P EC
M CQ

MP eQA (1.6.19b)

ΩCAB =
(
ωCAB − ωACB

)
+ EC

P EA
M CQ

MP eQB (1.6.19c)

−(1.6.19a)+(1.6.19b)+(1.6.19c) より

−ΩABC +ΩBCA +ΩCAB = 2ωCAB +
{
− CCBA + CACB + CBAC

}

∴ ωCAB =
1

2

{
ΩCAB − ΩABC +ΩBCA

}
+KABC (1.6.20)

が得られる。 ここで CCAB = −CCBA = EA
MEB

P eQCC
Q
MP を用いている。 また

ωCAB = −ωCBA

ΩABC = −ΩBAC

KABC = −KBAC

KABC = KR
MN eRAEB

M EC
N

に注意する。 さらに Ricci 回転係数を vielbein で記述しよう 。

ΩMN
A = ηAD eM

B eN
C ΩBCD

= ηAD eM
B eN

C
(
EB

P EC
Q − EC

P EB
Q
)
∂P eQD =

(
δPM δQN − δPN δQM

)
∂P eQ

A

= 2∂[MeN ]
A (1.6.21)
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1.7 Riemann curvature tensors

curvature tensor は affine connection ΓM
NP からのもの R と 、 spin connection ωµ

AB のもの R̃ と 2 種類ある。 こ

れらは、 vielbein postulate

D̃M eN
A = ∂M − ΓP

NM eP
A − i

2
ωM

CD
(
ΣCD)AB eN

B = 0 (1.7.1)

の下で同一である [27]。 ここで D̃M は一般座標変換の covariant derivative ∇M と local Lorentz 変換の covariant

derivative DM を合わせた total covariant derivative である。 ただ、 本文で登場する DM は、 local Lorentz の

covariant derivative DM に 4-form flux が付加されたものであり 、 D̃M とは異なる事に注意する。

まず affine connection から得られる curvature について。 [∇M ,∇N ]AP を計算する。 ただし 、 torsion あり の

ままで計算を行う 。

∇NAP = ∂NAP − ΓQ
PN AQ (1.7.2a)

∇M∇NAP = ∂M
(
∇NAP

)
− ΓQ

NM ∇QAP − ΓQ
PM ∇NAQ

= ∂M
(
∂NAP − ΓQ

PN AQ

)
− ΓQ

NM

(
∂QAP − ΓR

PQAR

)
− ΓQ

PM

(
∂NAQ − ΓR

QN AR

)
(1.7.2b)

∇N∇MAP = ∂N
(
∂MAP − ΓQ

PM AQ

)
− ΓQ

MN

(
∂QAP − ΓR

PQAR

)
− ΓQ

PN

(
∂MAQ − ΓR

QM AR

)
(1.7.2c)

[∇M ,∇N ]AP = −
{
∂MΓR

PN − ∂NΓR
PM + ΓR

QMΓQ
PN − ΓR

QNΓQ
PM

}
AR + CR

MN∇RAP

≡ −RR
PMNAR + CR

MN∇PAR (1.7.3)

つまり

RR
PMN = ∂MΓR

PN − ∂NΓR
PM + ΓR

QM ΓQ
PN − ΓR

QN ΓQ
PM (1.7.4)

Riemann tensor RR
PMN にはいろんなルールがある :

RPQMN = −RQPMN = −RPQNM (1.7.5)

torsion free に限り

RPQMN = RMNPQ (1.7.6)

である。 この理由は次の通り :

RR
PMN =

[
∂MΓR

(PN) − ∂NΓR
(PM) + ΓR

(QM)Γ
Q
(PN) − ΓR

(QN)Γ
Q
(PM)

]

+∂MΓR
[PN ] − ∂NΓR

[PM ]

+ΓR
(QM)Γ

Q
[PN ] + ΓR

[QM ]Γ
Q
(PN) + ΓR

[QM ]Γ
Q
[PN ]−ΓR

(QN)Γ
Q
[PN ] − ΓR

[QN ]Γ
Q
(PM) − ΓR

[QN ]Γ
Q
[PM ]

torsion が存在すると blue colored terms が存在するため、 RPQMN 6= RMNPQ である。 また次が成り 立つ:

[∇M ,∇N ]AR = RR
PMNA

P + CP
MN

(
∇PA

R
)
. (1.7.7)
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spin connection から得られる curvature について。 [DM , DN ]φ を計算しよう (field φ の index は省略):

DNφ = ∂Nφ−
i

2
ωN

ABΣABφ (1.7.8a)

DMDNφ =
(
∂M −

i

2
ωM

ABΣAB

)(
∂N −

i

2
ωN

CDΣCD

)
φ

= ∂M∂Nφ−
i

2
ΣAB∂M

(
ωN

ABφ
)
− i

2
ΣABωM

AB∂Nφ−
1

4
ΣABΣCDωM

ABωN
CDφ (1.7.8b)

よって

[DM , DN ]φ = − i
2

{
∂MωN

AB − ∂NωM
AB + ωM

A
C ωN

CB − ωN
A
C ωM

CB
}
ΣABφ

= − i
2
R̃AB

MNΣABφ (1.7.9)

つまり

R̃AB
MN = ∂MωN

AB − ∂NωM
AB + ωM

A
C ωN

CB − ωN
A
C ωM

CB (1.7.10)

ここで affine connection からの curvature (1.7.4) との比較をするために tilde をつけておいた。

RR
PMN と R̃AB

MN は関連つけられる。 その準備として

R̃R
PMN = EA

R eBP R̃
AB

MN (1.7.11)

と記述しておこう 。 affine connection が vielbein と spin connection を用いて ΓR
PN = EA

R(DNeP
A) と記述され

るので、 これを用いて次が得られる :

∂MΓR
PN =

(
∂MEA

R
)(
DN eP

A
)
+ EA

R ∂M
(
DN eP

A
)

(1.7.12)

ここで

0 = ∂M
(
δBA

)
= ∂M

(
eR

B EA
R
)

= ∂M
(
eR

B
)
EA

R + eR
B ∂M

(
EA

R
)

∴ ∂MEA
R = −EA

QEB
R ∂M

(
eQ

B
)

= −EA
QEB

R
(
DM eQ

B
)
+ ωM

R
A (1.7.13)

であることを用いると 、

∂MΓR
PN = −EA

Q
(
DN eP

A
)
EB

R
(
DM eQ

B
)
+ ωM

R
A

(
DN eP

A
)
+ EA

R ∂M
(
DN eP

A
)

= −ΓQ
PNΓR

QM + ωM
R
A

(
DN eP

A
)
+ EA

R ∂M
(
DN eP

A
)

∴ ∂MΓR
PN + ΓR

QMΓQ
PN = ωM

R
A

(
DN eP

A
)
+ EA

R ∂M
(
DN eP

A
)

(1.7.14)

であるので、 affine connection からの curvature RR
PMN は次のよう に書き換わる :

RR
PMN = ωM

R
A

(
DN eP

A
)
+ EA

R ∂M
(
DN eP

A
)
− ωN

R
A

(
DM eP

A
)
− EA

R ∂N
(
DM eP

A
)

= EA
R eP

C
{
∂MωN

A
C − ∂NωM

A
C

}
+ eP

C
{
ωM

R
B ωN

B
C − ωN

R
B ωM

B
C

}

= EA
R ePB

{
∂MωN

AB − ∂NωM
AB + ωM

A
C ωN

CB − ωN
A
C ωM

CB
}

= EA
R ePB R̃

AB
MN (1.7.15)
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Ricci tensor、 scalar curvature についても与えておこう 。 Ricci tensor は

RR
M = gPN RR

PMN =
(
EA

P EB
N ηAB

)(
EC

R ePD R̃
CD

MN

)

= eM
D EC

RR̃C
D (1.7.16)

である。 ここで

R̃C
D = R̃CA

DA = R̃C
BDA η

BA

である。 また scalar curvature は次で定義される :

R = RM
M = R̃A

A (1.7.17)





Chapter 2

Lagrangian of Eleven-dimensional Supergravity

supersymmetric Lagrangian をいきなり構成するのは不可能である。 一般に supergravity Lagrangian の構成方法

として、 まずは kinetic term だけを準備し 、 supersymmetry invariant な物を要求するために interaction terms

を付け加えていく という議論がとられる。 ここでは [31] の構成方法に従う 。 [31] とは符号、 係数などの違いがあ

るため、 自分の計算を展開しておこう 。
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2.1 First Setup

まず最初に、 fields が vielbein (metric) eM
A, gravitino (Majorana vectorial spinor) ΨM , three-form gauge field

CMNP で構成されていることから 、 それらの Lagrangian を用意する 1:

L0 ≡ LG + LRS + LC (2.1.1a)

LG = β0 eR = β0 e R̃ e = det(eM
A) =

√
− det(gMN ) (2.1.1b)

LRS = −1

2
eΨM Γ̂MNPDNΨP ΨM = iΨ†

M Γ̂0 = ΨT
MC (2.1.1c)

LC = −1

2
· 1
4!
e FMNPQ F

MNPQ FMNPQ = 4∂[MCMNP ] (2.1.1d)

但し 、 β0 は実の定数である。 各 Lagrangian は Hermitian である。 また、 ここで次の約束を採る :

Γ̂MNP = Γ̂[M Γ̂N Γ̂P ] (2.1.2a)

−1

2
eΨM Γ̂MNPDMΨN = −1

4
eΨM Γ̂MNP←→DM (ω)ΨP (2.1.2b)

where
←→
DN ≡ DN −

←−
DN and

←−
DN =

←−
∂N − ωN ;

←−
∂N acts only on ΨM (see, for example, p.500 in [15]).

2.2 Supersymmetry Transformation of Gravitino, part 1

ここで supersymmetry transformation を考察しよう 。 出発点として、 gravitino ΨM の SUSY transformation を

δSUSYΨM ≡ 2DM (ω)ε(xM ) = 2
(
∂M −

i

2
ωM

ABΣAB

)
ε(x) (2.2.1)

と仮定する 2。 ここで ε(x) は fermionic な local parameter であり 、 Majorana spinor である。

最初、 torsion を含めない、 つまり spinor の 3 次以上を無視した計算を行い、 up to torsion で SUSY invariant

な Lagrangian を構成することを試みる。 そのため、 一番簡単に構成する方法は、 ほとんど flat な spacetime の

上で構成するという方法をとる。 詳細は議論を展開する中で挙げる。

その後、 torsion (spinor bilinear terms) を含めた full Lagrangian を構成する。

Lagrangian L0 の、 gravitino ΨM による (左)変分をみよう 。 現在の所、 gravitino は LRS にのみ入っている

ので、 この変分を見ればよい:

δLRS = δΨT
M

(δLRS

δΨT
M

)
= δΨT

M

{∂LRS

∂ΨT
M

− ∂N
∂LRS

∂(∂NΨT
M )

}
(2.2.2)

1Einstein-Hilbert Lagrangian LG の符号は、 Polchinski [25] とは逆である。 それは Lorentz algebra の符号がここと [25] とは逆であ

ることに起因する。 なお、 Lorentz algebra の符号によって、 spin connection その他の符号が変更を受けるが、 最終的には、 Lagrangian が

Hermitian であれ、 という条件で縛り をつける。 ちなみに、 LRS, LC は canonical kinetic term を持つよう にして決まる。
2SUSY invariant Lagrangian を構成していく に連れて、 これに補正を加えていく 。
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ここで、 ΨM と ∂NΨM とは独立とみなす (Lagrangian formalism なので)。 その上で、 LRS は

LRS = −1

2
eΨM Γ̂MNPDNΨP = −1

2
eΨT

MCΓ̂
MNP

{
∂NΨP +

1

4
ωN

ABΓ̂ABΨP

}

=
1

2
e (DNΨP )

T (Γ̂MNP )TCTΨM (2.2.3)

などのよう に書き下すことができる。 よって、

∂LRS

∂ΨT
M

= −1

2
eCΓ̂MNPDNΨP +

1

8
e ωN

AB(Γ̂AB)
T (Γ̂PNM )TCTΨP (2.2.4a)

∂LRS

∂(∂NΨT
M )

=
1

2
e (Γ̂MNP )TCTΨP (2.2.4b)

である。 これより 、

δLRS

δΨT
M

= −1

2
e
{
CΓ̂MNPDNΨP −

1

4
ωN

AB(Γ̂AB)
T (Γ̂PNM )TCTΨP + (Γ̂PNM )TCT∂NΨP

}

− 1

2
(∂Ne)(Γ̂

PNM )TCTΨP −
1

2
e∂N (Γ̂PNM )TCTΨP

= −eCΓ̂MNPDNΨP −
1

2
(∂Ne)(Γ̂

PNM )TCTΨP −
1

2
e∂N (Γ̂PNM )TCTΨP (2.2.5)

ここで (2.2.5) 右辺の第 2 項、 第 3 項は torsion term から来る (index N,P の入れ換えで反対称、 see [31] p.89)

ので無視して、

δLRS

δΨT
M

≃ −eCΓ̂MNPDNΨP (2.2.6)

と近似する。

さて、 (2.2.1) を用いると

δΨT
M

(δLRS

δΨT
M

)
≃ 2(DMε)

T
(
− eCΓ̂MNPDNΨP

)

≃ 2
(
∂Mε+

1

4
ωM

ABΓ̂ABε
)T (
− eCΓ̂MNPDNΨP

)

= 2εDM

(
eΓ̂MNPDNΨP

)
≡ 2εDMΥM (2.2.7)

と表される。 途中、 部分積分を用いている。 しかし ΥM の中の DM (eΓ̂MNP ) からの寄与はやはり torsion term

からの寄与と見倣されるので、 ここを無視すると 、

δΨT
M

(δLRS

δΨT
M

)
≃ 2e εΓ̂MNPDM (DNΨP ) = e εΓ̂MNP [DM , DN ]ΨP

= e εΓ̂MNP
(
− i

2
R̃AB

MNΣAB

)
ΨP

=
1

4
e εΓ̂MNP Γ̂ABΨP · R̃AB

MN (2.2.8)

ここで、 Dirac Gamma matrices の identity (A.2.1) を用いると 、

Γ̂MNP Γ̂AB = Γ̂MNP
AB + 6E[A

[M Γ̂NP ]
B] − 6E[A

[M EB]
N Γ̂P ] (2.2.9)
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であるので ([31], p.89)、

δΨT
M

(δLRS

δΨT
M

)
=

1

4
e ε

{
Γ̂MNP

AB + 6E[A
[M Γ̂NP ]

B] − 6E[A
[M EB]

N Γ̂P ]
}
ΨP · R̃AB

MN (2.2.10)

となる。 この第 1 項は index N,P について反対称なので、 やはり torsion term から来ると考え、 無視する。 第

2 項を更に書き換えよう :

6E[A
[M Γ̂NP ]

B]

=
6

2!3!

(
EA

M Γ̂NP
B + EA

N Γ̂PM
B + EA

P Γ̂MN
B − EA

M Γ̂PN
B − EA

N Γ̂MP
B − EA

P Γ̂NM
B

− EB
M Γ̂NP

A − EB
N Γ̂PM

A − EB
P Γ̂MN

A + EB
M Γ̂PN

A + EB
N Γ̂MP

A + EB
P Γ̂NM

A

)

(2.2.11)

なので、

6E[A
[M Γ̂NP ]

B]R̃
AB

MN = 4Γ̂MPAR̃AM + 2Γ̂MNAR̃P
AMN (2.2.12)

となる。 だが、 この右辺第 1 項は、 Ricci tensor の index について反対称な部分からの寄与、 つまり torsion か

らの寄与であり 、 第 2 項も torsion からの寄与であるので、 これは全て無視される。

(2.2.10) の第 3 項をみよう :

6E[A
[M EB]

N Γ̂P ]R̃AB
MN = 2R̃Γ̂P − 4R̃P

M Γ̂M = −4G̃PM Γ̂M (2.2.13)

ここで

G̃PM = R̃PM − 1

2
gPMR̃ (2.2.14)

は Einstein tensor である。 よって最終的に、 torsion を無視した (2.2.2) は

δLRS = δΨT
M

(δLRS

δΨT
M

)
= e G̃PM εΓ̂MΨP (2.2.15)

が得られる。 これを 、 まずは vielbein eM
A の supersymmetry transformation からの寄与で打ち消す。

2.3 Supersymmetry Transformation of Vielbein

supersymmetry transformation による無限小変換 δEA
M を考察する。 すぐ後に δeM

A を考察しよう 。 (inverse)

vielbein の変換に伴う δLRS, は、 gravitino ΨM が 3 次以上となるため、 ここでは無視する。 なお、 δLC からの

寄与はここではまだ一切考えない。 それは δΨM に補正を与える項として、 後程考察する。

Lagrangian LG の変分は

δLG = δEA
M
( δLG

δEA
M

)
= β0 δEA

M
( δe

δEA
M
R̃+ e

δR̃
δEA

M

)
(2.3.1)
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である。 ここで

δe = δ
√−g =

1

2
e gMNδgMN

=
1

2
e gMN

(
− gMP gNQ δg

PQ
)

= −1

2
e gPQη

AB
(
EA

P δEB
Q + EB

Q δEA
P
)

= −e eMA δEA
M (2.3.2)

なので、

δe

δEA
M

= −e eMA (2.3.3)

となることがわかる。 また R̃ = EA
MEB

N R̃AB
MN であるので、

δR̃ = 2R̃AB
MN · EB

N δEA
M (2.3.4)

である。 したがって (2.3.1) は

δLG = δEA
M
( δLG

δEA
M

)
= β0 e

{
− eMAR̃+ 2R̃A

M

}
δEA

M = 2β0 e G̃
A
M · δEA

M (2.3.5)

と書き換えられる。 但し Einstein tensor G̃A
M は

G̃A
M = R̃A

M −
1

2
eM

AR̃ (2.3.6)

である。

この (2.3.5) と、 先程の gravitino supersymmetry transformation (2.2.15) とが互いに打ち消すとして、 δEA
M

を求めよう 。 Lagrangian の変分が

0 = δLG + δLRS ≃ δEA
M
( δLG

δEA
M

)
+ δΨT

M

(δLRS

δΨT
M

)

= δEA
M · 2β0 e G̃A

M +
(
e G̃PMεΓ̂MΨP

)
= 2e G̃A

M

(
β0 δEA

M +
1

2
εΓ̂MΨA

)
(2.3.7)

で与えられる。 ここで

G̃PM Γ̂MΨP = G̃P
M Γ̂MΨP = G̃A

M Γ̂MΨA (2.3.8)

を用いている。 これより 、

δEA
M = − 1

β0

1

2
εΓ̂MΨA =

1

β0

1

2
ΨAΓ̂

Mε (2.3.9)

であることがわかる。 さらに

0 = δ(EA
M eM

B) = δEA
M eM

B + EA
M δeM

B

∴ δeM
A = −eMB eN

A δEB
N

であることを用いると

δeM
A =

1

β0

1

2
εΓ̂AΨM (2.3.10)

であることもわかる。
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2.4 Supersymmetry Transformation of Three-form Gauge Field

さて、 ここまでの議論では three-form gauge field CMNP の supersymmetry transformation は議論されてい

ない。 もちろんこれも考慮されるべきであるので、 ここで展開しよう 。 この CMNP は勿論 boson であるので、

supersymmetry transformation で gravitino ΨM に繋がる。 しかしそれにより 、 (2.2.1) で仮定した gravitino の

supersymmetry transformationは必然的に変更を受けることになる。 この変更が、 Lagrangianに新たな interaction

terms を必要とさせることを見る。

gauge field CMNP (もしく はその field strength FMNPQ) の supersymmetry transformation を

δCMNP = α2εΓ̂[MNΨP ] δFMNPQ = 4α2∂[M
(
εΓ̂NPΨQ]

)
α2 : constant (2.4.1)

で定義する。 これに伴い、 gravitino ΨM の supersymmetry transformation rule (2.2.1) に変更を施す:

δΨM = 2DMε+ δ2ΨM (2.4.2a)

δ2ΨM = α1Γ̃
NPQR

M FNPQRε = α1Γ̃M
NPQR FNPQRε α1 : constant (2.4.2b)

ここでの考察では、 gravitino ΨM の 3 次以上を無視した形での Lagrangian の変換則と δ2ΨM の形を決定さ

せたい。 gravitino の full order での変換則は後の議論に回しておきたい。 そのため、 torsion term などの寄与を

生み出すことがないよう に、 ここでは spacetime は flat、 つまり e ∼ 1, DM ∼ ∂M (i.e., ωM
AB ∼ 0) という仮定

を採る。

それでは e = 1 の下で議論を展開しよう 。 gauge field CMNP の Lagrangian LC の変分を考える :

LC = − 1

48
FMNPQ F

MNPQ (2.4.3a)

δLC = − 1

24
FMNPQ · 4α2∂[M

(
εΓ̂NPΨQ]

)
= − 1

24
FMNPQ · 4α2∂M

(
εΓ̂NPΨQ

)

=
1

6
α2

(
∂MF

MNPQ
)
· εΓ̂NPΨQ

= −1

6
α2

(
∂MF

MNPQ
)(
ΨQΓ̂NP ε

)
= −1

6
α2

(
∂MF

MNPQ
)(
ΨN Γ̂PQε

)
(2.4.3b)

途中、 actionの被積分関数 (integrand)であることを考慮し、 部分積分を用いている。 さらに確認であるが、 (A.1.5),

(A.1.6) という関係があるために

εΓ̂NPΨQ = −ΨT
Q

(
Γ̂NP

)T
CT ε = −ΨT

QC · C−1
(
Γ̂NP

)T
(−C)ε = −ΨQΓ̂NP ε (2.4.4)

であることを用いている。

次に δ2ΨM に伴う LRS の変分を考察する。 (2.2.6) を用いて

δ2LRS = (δ2ΨM )T
(δLRS

δΨT
M

)
=

(
α1Γ̃M

NPQR FNPQRε
)T (− eCΓ̂MSUDSΨU

)

= α1FNPQR · εT
(
Γ̃M

NPQR
)T

(−e)CΓ̂MSUDSΨU

∼ −α1FNPQRε
T
(
Γ̃M

NPQR
)T
CΓ̂MSU∂SΨU



2.4 Supersymmetry Transformation of Three-form Gauge Field 23

= −α1FNPQR ∂SΨU Γ̂
MSU Γ̃M

NPQR ε

= −α1(∂SFNPQR)ΨU Γ̂
USM Γ̃M

NPQR ε− α1FNPQRΨU Γ̂
USM Γ̃M

NPQR ∂Sε

≡
(
δ2LRS)1 +

(
δ2LRS

)
2

(2.4.5)

と書き換える。 ここで部分積分を用いている。

Field strength FNPQR と gamma matrices の積

FNPQR Γ̂USM Γ̃M
NPQR = FNPQR

(
Γ̂USM Γ̂M

NPQR − 8Γ̂USM δ
[N
M Γ̂

PQR]
)

(2.4.6)

の各項を gamma matrices の高次の積に分解して、 gamma matrices の各次数毎に (2.4.5) の議論を展開しよう 。

gamma matrices に関する identity (A.2.1) を用いる。

(2.4.6) の第 1 項を変形する。 identity (A.2.1)

Γ̂USΓ̂M = Γ̂USM − 2ηM [U Γ̂S] = Γ̂USM + 2Γ̂[UηS]M (2.4.7a)

Γ̂M Γ̂NPQR = Γ̂M
NPQR + 4δ

[N
M Γ̂

PQR]
(2.4.7b)

Γ̂M Γ̂M = 11 · 1 (2.4.7c)

Γ̂[N Γ̂PQR] = Γ̂NPQR Γ̂[U Γ̂S] = Γ̂US (2.4.7d)

を用いると 、

Γ̂USM Γ̂M
NPQR =

(
Γ̂USΓ̂M − 2Γ̂[UηS]M

)(
Γ̂M Γ̂NQPR − 4δ

[N
M Γ̂

PQR])

= 11Γ̂USΓ̂NPQR − 4Γ̂USΓ̂[N Γ̂PQR] − 2Γ̂[U Γ̂S]Γ̂NPQR + 8Γ̂[UηS][N Γ̂PQR]

= 5Γ̂USΓ̂NPQR + 8Γ̂[UηS][N Γ̂PQR] (2.4.8)

である。 この (2.4.8) の第 1 項は

Γ̂USΓ̂NPQR = Γ̂USNPQR −
(
8δ

[U
[A Γ̂

S]
BCD] + 12δ

[U
[Aδ

S]
B

Γ̂
CD]

)
ηAN ηBP ηCQ ηDR

= Γ̂USNPQR − 8ηUN Γ̂SPQR − 12ηUNηSP Γ̂QR (2.4.9)

となる 3。 (2.4.8) の第 2 項は

Γ̂[UηS][N Γ̂PQR] = −ηUN Γ̂SPQR − 3ηUNηSP Γ̂QR (2.4.10)

となるので、 (2.4.9) と (2.4.10) を用いると 、 (2.4.6) の第 1 項は

FNPQR Γ̂USM Γ̂M
NPQR = FNPQR

(
5Γ̂USNPQR − 48ηUN Γ̂SPQR − 84ηUNηSP Γ̂QR

)
(2.4.11)

とまとめられる。 同様に (2.4.6) の第 2 項については

Γ̂USM Γ̂PQR = Γ̂USMPQR + 9ηUP Γ̂SMQR − 18ηUP ηSQΓ̂MR − 6ηUP ηSQηMR (2.4.12)

3ここでは index A,B, · · · は tangent space ではなく 、 やはり world index である。
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であることと 、 FNPQR が作用していることを考慮して

FNPQR Γ̂USMδ
[N
M Γ̂

PQR]
= FNPQR

(
Γ̂USNPQR + 9ηUP Γ̂SNQR − 18ηUP ηSQΓ̂NR−6ηUP ηSQηNR

)
(2.4.13)

となる。 最終項は metric index の symmetry/antisymmetry で消えるので gray scale としてある。 (2.4.11) と

(2.4.13) を合わせると 、 (2.4.6) そのものは

FNPQR Γ̂USM Γ̃M
NPQR = FNPQR

(
− 3Γ̂USNPQR − 48ηUN Γ̂SPQR − 72ηUP Γ̂SNQR

− 84ηUNηSP Γ̂QR + 144ηUP ηSQΓ̂NR
)

(2.4.14)

となる。

なお、 上で頻繁に登場する index color は、 それごとに antisymmetric な組み合わせであることを意味する。

例えば

ηMN Γ̂PQR = ηM [N Γ̂PQR]

という意味である 4。 さらに、 一つの index が複数の関係を持つときは brown で色付けしておく 。

これで (2.4.5) の (δ2LRS)1 に関する gamma matrices での展開を議論することができる :

(δ2LRS)1 = −α1

(
∂SFNPQR

)
ΨU Γ̂

USM Γ̃M
NPQR ε

= −α1ΨU

(
∂SFNPQR

){
−3Γ̂USNPQR − 48ηUN Γ̂SPQR − 72ηUP Γ̂SNQR

− 84ηUNηSP Γ̂QR + 144ηUP ηSQΓ̂NR
}
ε (2.4.15)

ここで第 1 項の gray scale は Bianchi identity ∂[SFNPQR] = 0 で消える項である。 第 3 項については

∂SFNPQR η
UP Γ̂SNQR = ∂SFNPQR ·

1

3

{
ηUP Γ̂SNQR + ηSP Γ̂NUQR+ηNP Γ̂USQR

}

= −2

3
∂SFNPQR η

UN Γ̂SPQR (2.4.16)

なので、 ちょ う ど (2.4.15) の第 3 項と打ち消しあう 。 (2.4.15) 第 5 項は

∂SFNPQR η
UP ηSQΓ̂NR = ∂SFNPQR ·

1

3

{
ηUP ηSQΓ̂NR+ηSP ηNQΓ̂UR + ηNP ηUQΓ̂SR

−ηUP ηNQΓ̂SR − ηSP ηUQΓ̂NR−ηNP ηSQΓ̂UR
}

=
1

3
∂SFNPQR η

UNηSP Γ̂QR (2.4.17)

を用いて第 4 項とまとめられる。 よって (2.4.15) は

(δ2LRS)1 = −α1

(
∂SFNPQR

)
ΨU

{
(−84 + 48)ηUNηSP Γ̂QR

}
ε

= −36α1

(
∂PF

PNQR
)(
ΨN Γ̂QRε

)
(2.4.18)

4[31] に登場する contraction の記号をう まく 表示できる style file を持っていないため、 渋々色で区別する。
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となる。 (2.4.3b) と (2.4.18) が cancel するよう に係数 α1 と α2 の関係を決定させよう 5:

0 = δLC + (δ2LRS)1 = −1

6
α2

(
∂MF

MNPQ
)(
ΨN Γ̂PQε

)
− 36α1

(
∂PF

PNQR
)(
ΨN Γ̂QRε

)

∴ α2 = −216α1 (2.4.19)

ついでに、 (2.4.5) にある (δ2LRS)2 を書き直そう :

(δ2LRS)2 = −α1FNPQRΨU Γ̂
USM Γ̃M

NPQR ∂Sε

= −α1ΨU FNPQR

{
− 3Γ̂USNPQR − 48ηUN Γ̂SPQR − 72ηUP Γ̂SNQR

− 84ηUNηSP Γ̂QR + 144ηUP ηSQΓ̂NR
}
∂Sε (2.4.20)

第 2 項と第 3 項は、 (δ2LRS)1 のときと同様に打ち消しあう 。 また第 4 項と第 5 項もまとめられる。 よって

(δ2LRS)2 = −α1ΨU FNPQR

{
− 3Γ̂USNPQR − 36ηUNηSP Γ̂QR

}
∂Sε

= 3α1FNPQRΨU

{
Γ̂USNPQR + 12ηUNηSP Γ̂QR

}
∂Sε

≡ 3α1FNPQRΨU Γ̃USNPQR ∂Sε (2.4.21)

となる。 ここで

Γ̃MNPQRS = Γ̂MNPQRS + 12gM [P Γ̂QRgS]N (2.4.22)

という記号を導入してある。

2.5 Interaction Terms

さて、 まだ Lagrangian は supersymmetric invarinat にはなっていない。 (2.4.21) を打ち消す項についてはまだ何

も考慮されていない。 しかし 、 これを打ち消す項は、 もはや LG, LRS からの寄与では得られない。 torsion free、

flat の近似ですら 、 まだこれでは閉じないのである。 そのため、 次の interaction term を用意する :

L1 = e β1ΨM Γ̃MNPQRSΨN FPQRS β1 : real constant (2.5.1)

なお、 eΨM Γ̃MNPQRSΨNFPQRS は Hermitian である。 従って、 この項も Hermitian であるべしという条件から、

β1 が実という条件が付く 。 ここでも flat な近似のもとで議論を展開しよう 。 また、 L1 の変分の種類をここで列

挙する :

δ1L1 : derived from δΨM = 2DMε ∼ 2∂Mε (2.5.2a)

δ2L1 : derived from δ2ΨM = α1Γ̃M
NPQR FNPQRε (2.5.2b)

δCL1 : derived from δFMNPQ = 4α2∂[M
(
εΓ̂NPΨQ]

)
(2.5.2c)

5先にいう と 、 (δ2LRS)2 を打ち消すため、 Lagrangian にさらなる interaction terms を加える。 このやり 方を、 閉じるまで繰り 返す。
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だが、 最後の δCL1 は gravitino の 3 次以上の項を生成するため、 ここでは無視される。 よって、 ここでは δ1L1

と δ2L1 を考察する。 両方共 gravitino の変換によるものであるので、 準備として

δL1 = L1(ΨM + δΨM )− L1(ΨM )

= β1
(
δΨM

)T
CΓ̃MNPQRSΨN FPQRS + β1Ψ

T
MCΓ̃

MNPQRS δΨM FPQRS

= 2β1
(
δΨM

)T
CΓ̃MNPQRSΨN FPQRS

∴
δL1

δΨT
M

= 2β1CΓ̃
MNPQRSΨN FPQRS (2.5.3)

を挙げておこう 。

進め方として、 δ1L1 と (δ2LRS)2 が互いに打ち消しあう条件をさがす。 これに伴い、 δ2L1 を打ち消す項が足

り ないので、 後程更なる interaction term (Chern-Simons term に相当する ) を導入することになる。

δΨM ∼ 2∂Mε の変分で得られる δ1L1 は

δ1L1 = δΨT
M

( δL1

δΨT
M

)
∼

(
2∂Mε

)T (
2β1CΓ̃

MNPQRS ΨN FPQRS

)

= 4β1ΨM Γ̃MNPQRS ∂Nε FPQRS (2.5.4)

である。 これと (2.4.21) をあわせて

0 = δ1L1 + (δ2LRS)2 = 4β1ΨM Γ̃MNPQRS ∂Nε FPQRS + 3α1FNPQRΨU Γ̃
USNPQR∂Sε

∴ β1 = −3

4
α1 (2.5.5)

が得られる。

δ2L1 を打ち消す新たな interaction term を見付けるために、 δ2L1 を具体的に書き下しておこう 。 なお、 ここ

の計算は非常に長く て複雑であるので注意を要する :

δ2L1 =
(
δ2ΨM

)T( δL1

δΨT
M

)
=

(
α1Γ̃M

NPQR FNPQRε
)T (

2β1CΓ̃
MSUVWX ΨS FUVWX

)

= 2α1β1ΨS

(
Γ̃SMUVWX Γ̃M

NPQR
)
ε · FNPQR FUVWX (2.5.6)

途中 charge conjugation (A.1.6) の関係式から得られる

(Γ̃MSUVWX)T = (Γ̂MSUVWX + 12ηM [U Γ̂VW ηX]S)T = CΓ̃MSUVWXC−1 (2.5.7)

を用いている。 また (2.5.6) にある gamma matrices は次のよう に展開される :

Γ̃SMUVWX Γ̃M
NPQR =

(
Γ̂SMUVWX + 12ηS[U Γ̂VW ηX]M

)(
Γ̂M

NPQR − 8δ
[N
M Γ̂

PQR])

= Γ̂SMUVWX Γ̂M
NPQR − 8Γ̂SMUVWX δ

[N
M Γ̂

PQR]

+ 12ηSUηMX Γ̂VW Γ̂M
NPQR − 96ηSUηMX Γ̂VW Γ̂PQRδNM (2.5.8)

これら 4 つの項についても更に展開する。 計算自体は非常に長いだけであるので、 [31, 27] に詳細を譲ることにす

ると結果が次のよう に与えられる :

Γ̂SMUVWX Γ̂M
NPQR = 2Γ̂SUVWXNPQR + 60ηNSΓ̂UVWXPQR − 480ηNSηPU Γ̂VWXQR



2.5 Interaction Terms 27

− 1200ηNSηPUηQV Γ̂WXR + 720ηNSηPUηQV ηRW Γ̂X (2.5.9a)

Γ̂SMUVWX δ
[N
M Γ̂

PQR]
= Γ̂SNUVWXPQR − 18ηPSΓ̂NUVWXQR

− 90ηPSηQN Γ̂UVWXR + 120ηPSηQNηRU Γ̂VWX (2.5.9b)

ηSUηMX Γ̂VW Γ̂M
NPQR = ηSU Γ̂VWXNPQR − 10ηSUηV X Γ̂WNPQR

− 20ηSUηV XηWN Γ̂PQR (2.5.9c)

ηSUηMX Γ̂VW Γ̂PQR = ηSUηNX Γ̂VWPQR − 6ηSUηNXηPV Γ̂WQR

− 6ηSUηNXηPV ηQW Γ̂R (2.5.9d)

(2.5.9b) と (2.5.9c) にある underlineは、 ある特殊な組合せの時は metricの symmetric な性質と gamma matrices

からの antisymmetric な性質が両立するために項がゼロになる、 という意味を示す。 例えば (2.5.9b) 第 3 項の場

合、 二つめの metric ηQN の index が二つとも [NPQR] 由来のときはゼロになり 、 一方が [NPQR] 由来でもう

一方が [SMUVWX] 由来であれば、 ゼロにならない。 この様な事態は、 δNM が存在することに起因する。

(2.5.9) を (2.5.8) に代入して整理すると 、 Γ̂M の 7 次、 5 次、 そして 3 次は丁度打ち消しあう [31, 27]。 残る

のは 9 次と 1 次の項だけである。 まずはそれらを別々に整理しておこう 。 まずは 9 次の項であるが、

{
2Γ̂SUVWXNPQR − 8Γ̂SNUVWXPQR

}
FNPQR FUVWX

= −6Γ̂SUVWXNPQR FNPQR FUVWX

≡ −6 · 1
2
εSUVWXNPQRY Z Γ̂Y Z FNPQR FUVWX (2.5.10)

となる。 ここで εSUVWXNPQRY Z は、 weight +1 の invariant tensor density であり 、

ε012···♮ = 1 (2.5.11)

と規格化されているとする。 これを用いると 、 δ2L1 の 9 次の項 ((δ2L1)9 と表す) は

(δ2L1)9 = −6α1β1ε
SUVWXNPQRY Z FNPQR FUVWX

(
ΨSΓ̂Y Zε

)
(2.5.12)

となる 6。 gamma matrices が 1 次の項については、

720ηNSηPUηQV ηRW Γ̂X FNPQR FUVWX = 144FUVWX FUVWX Γ̂S + 576FUVWX FS
UVW Γ̂X (2.5.13a)

576ηSUηNXηPV ηQW Γ̂R FNPQR FUVWX = 576FUVWX FS
UVW Γ̂X (2.5.13b)

を用いて、

(δ2L1)1 = 2α1β1 · 144ΨS

{
Γ̂SFUVWX + 8Γ̂XFSUVW

}
FUVWXε

= 288α1β1ΨS

{
Γ̂SFUVWXF

UVWX − 8Γ̂XFSUVWFXUVW

}
ε (2.5.14)

となることがわかる。

6これを打ち消すために Chern-Simons term を導入する。
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(2.5.12), (2.5.14) を打ち消す項は何であろう か。 (2.5.12) については、 その形式から推測がつく よう に、 次

のよう な Chern-Simons term を新たな interaction term と して Lagrangian に追加し 、 その supersymmetry

transformation を用いて打ち消すとよい:

L2 = β2ε
MNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV CWXY (2.5.15)

この SUSY 変換を考察する。 (2.4.1) を用いると

δCL2 = −2 · 4α2β2 ε
MNPQRSUVWXY FRSUV CWXY · ∂[M

(
ΨQΓ̂NP ]ε

)

− α2β2 ε
MNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV

(
Ψ[Y Γ̂WX]ε

)
(2.5.16)

これは action の integrand なので、 第 1 項に対して部分積分を実行すると 、 Bianchi identity などにより 、

δCL2 = −3α2β2 ε
MNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV

(
Ψ[Y Γ̂WX]ε

)
(2.5.17)

となる。 これが (δ2L1)9 と打ち消しあう と考える。 (2.5.12) より 、

0 = (δ2L1)9 + δCL2 =
(
− 6α1β1 − 3α2β2

)
εMNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV

(
Ψ[Y Γ̂WX]ε

)

∴ β2 = −2α1

α2
β1 =

2

216
β1 = − 1

144
α1 (2.5.18)

ここで (2.4.19), (2.5.5) を用いている。

(2.5.14) を打ち消す項は、 実は LC から得られる。 LC を vielbein で変分する。 vielbein の変換則は (2.3.2),

(2.3.9), (2.3.10) で与えられているので、 実際に計算しよう 。 その前に、 inverse metric gMN の変分を与えておく :

δe = −e eMA δEA
M = − 1

β0

1

2
eΨM Γ̂Mε (2.5.19a)

δgNU = δ
(
EA

N EB
U ηAB

)
=

(
δEA

N
)
EAU + EBN

(
δEB

U
)

=
1

β0

{(
ΨAΓ̂

Nε
)
EAU + EBN

(
ΨBΓ̂

Uε
)}

(2.5.19b)

よって、

δLC = − 1

48

{
δe FUVWX FUVWX + 4e δgNU FNVWX FU

VWX
}

=
1

β0

1

96

{(
ΨM Γ̂Mε

)
FUVWX FUVWX − 4

(
ΨU Γ̂Nε

)
FN

VWX FUVWX − 4
(
ΨN Γ̂Uε

)
FN

VWX FUVWX

}

=
1

β0

1

96
ΨM

{
Γ̂M FUVWX FUVWX − 8Γ̂X FMUVW FXUVW

}
ε (2.5.20)

となる。

(δ2L1)1 と δLC とが打ち消しあう よう にすると 、 (2.5.14) と (2.5.20) より

0 = (δ2L1)1 + δLC

∴ 0 = 288α1β1 +
1

96

1

β0
α1β1 = −1

2
· 1

48 · 288
1

β0
(2.5.21)
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が得られる。 (2.5.18) を考慮すると 、

α1 =
1

144
α2 =

−3
2

β0 = 1 β1 = − 1

192
β2 = − 1

(144)2
(2.5.22)

となる。

以上、 まとめると 、 up to torsion で

δ2ΨM = α1Γ̃
NPQR

MFNPQRε =
1

144

(
Γ̃NPQR

Mε
)
FNPQR (2.5.23a)

δCMNP = α2εΓ̂[MNΨP ] = −3

2
εΓ̂[MNΨP ] (2.5.23b)

L1 = eβ1ΨM Γ̃MNPQRSΨN FPQRS = − 1

192
eΨM Γ̃MNPQRSΨN FPQRS (2.5.23c)

L2 = β2ε
MNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV CWXY = − 1

(144)2
εMNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV CWXY

(2.5.23d)

である。 別のまとめ方をする :

L = e R̃ − 1

2
eΨM Γ̂MNPDNΨP −

1

48
e FMNPQ F

MNPQ

− 1

192
eΨM Γ̃MNPQRSΨN FPQRS −

1

(144)2
εMNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV CWXY (2.5.24a)

δeM
A =

1

2
εΓ̂AΨM = −1

2
ΨM Γ̂Aε (2.5.24b)

δΨM = 2DM (ω)ε+
1

144
FNPQR

(
Γ̃NPQR

Mε
)

(2.5.24c)

δCMNP = −3

2
εΓ̂[MNΨP ] (2.5.24d)

ついでに full Lagrangian を書いておこう 。

L = eR(e, ω)− 1

2
ΨM Γ̂MNPDN [ 12 (ω + ω̂)]ΨP −

1

48
e FMNPQ F

MNPQ

− 1

192
eΨM Γ̃MNPQRSΨN ·

1

2
(F + F̂ )PQRS

− 1

(144)2
εMNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV CWXY , (2.5.25)

full Lagrangian で導入された ω̂ と F̂MNPQ の定義:

D[M (ω̂)eN ]
A =

1

8
ΨM Γ̂AΨN , F̂MNPQ = FMNPQ +

3

2
Ψ[M Γ̂NPΨQ] ,

full Lagrangian での full supersymmetry transformations:

δeM
A =

1

2
εΓ̂AΨM , δCMNP = −3

2
εΓ̂[MNΨP ] ,

δΨM = 2DM (ω̂)ε+ 2TM
MNPQεF̂MNPQ , TM

NPQR =
1

288

(
Γ̂M

NPQR − 8δ
[N
M Γ̂

PQR])
.
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2.6 Summary of the Convention

この chapter のまとめとして表記の一覧を掲載しておこう :

algebras and representations of generators:

i[ΣAB ,ΣCD] = ηACΣBD + ηBDΣAC − ηADΣBC − ηBCΣAD (2.6.1a)

ΣAB = 0 scalar (2.6.1b)

(ΣCD)AB = i
(
δACηBD − δADηBC

)
vector (2.6.1c)

ΣAB =
i

2
Γ̂AB spinor (2.6.1d)

{Γ̂A, Γ̂B} = 2ηAB = 2 · 1diag.(−++ · · ·+) (2.6.1e)

Γ̂M1M2···M11 = 1 · εM1M2···M11 (2.6.1f)

affine/spin connections and curvature tensors:

∇MAN = ∂MAN − ΓP
NMAP (2.6.2a)

DMeN
A = ∂MeN

A + ωM
A
B eN

B = ΓP
NM eP

A (2.6.2b)

[∇M ,∇N ]AP = −RR
PMNAR + CR

MN ∇PAR (2.6.2c)

RR
PMN = ∂MΓR

PN − ∂NΓR
PM + ΓR

QMΓQ
PN − ΓR

QNΓQ
PM (2.6.2d)

[DM , DN ]φ = − i
2
R̃AB

MNΣABφ (2.6.2e)

R̃AB
MN = ∂MωN

AB − ∂NωM
AB + ωM

A
C ωN

CB − ωN
A
C ωM

CB (2.6.2f)

RR
PMN = EA

R ePB R̃
AB

MN (2.6.2g)

RR
M = eM

B EA
RR̃A

B (2.6.2h)

R̃A
B = R̃AC

BC (2.6.2i)

R = RM
M = R̃A

A = R̃ (2.6.2j)

Cartan’s structure equations:

TA = deA + ωA
B ∧ eB , TA =

1

2
TMN

AdxM ∧ dxN , TMN
A = −CA

MN (2.6.3a)

RA
B = dωA

B + ωA
C ∧ ωC

B (2.6.3b)

Lagrangian and its conventions:

L = eR(e, ω)− 1

2
eΨM Γ̂MNPDN [ 12 (ω + ω̂)]ΨP −

1

48
e FMNPQ F

MNPQ

− 1

192
eΨM Γ̃MNPQRSΨN

1

2
(F + F̂ )PQRS

− 1

(144)2
εMNPQRSUVWXY FMNPQ FRSUV CWXY (2.6.4a)
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ΨM = iΨ†
M Γ̂0 DM (ω) = ∂M −

i

2
ωM

ABΣAB (2.6.4b)

Γ̃MNPQRS = Γ̂MNPQRS + 12gM [P Γ̂QRgS]N (2.6.4c)

D[M (ω̂)eN ]
A =

1

8
ΨM Γ̂AΨN , F̂MNPQ = FMNPQ +

3

2
Ψ[M Γ̂NPΨQ] (2.6.4d)

supersymmetry transformations:

δeM
A =

1

2
εΓ̂AΨM (2.6.5a)

δΨM = 2DM (ω̂)ε+ 2TM
NPQRεF̂NPQR (2.6.5b)

δCMNP = −3

2
εΓ̂[MNΨP ] (2.6.5c)

TM
NPQR =

1

288

(
Γ̂NPQR

M − 8δ
[N
M Γ̂

PQR]
)

(2.6.5d)





Chapter 3

Eleven-dimensional Supergravity — general discussion —

ここでは一般的な議論にとどめ、 具体的な background上での解析は次の sectionで展開する。 構成手順は appendix

2 で行う 。
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3.1 Supergravity on Classical Background

まずは classical background での supergravity を復習する。 fluctuation については次の subsection で行う 。

3.1.1 Supergravity Action without Torsion

Action (e = det(eM
A) =

√− det gMN ):

S =
1

2κ2

∫
d11xL , (3.1.1a)

L = eR− 1

2
eΨM Γ̂MNPDNΨP −

1

48
e FMNPQF

MNPQ

− 1

192
eΨM Γ̃MNPQRSΨNFPQRS −

1

(144)2
εMNPQRSUVWXY FMNPQFRSUV CWXY , (3.1.1b)

where the covariant derivative for local Lorentz transformation are defined as

DNΨP = ∂NΨP −
i

2
ωN

ABΣABΨP . (3.1.2)

また εMNPQRSUVWXY は 11-dimensional spacetime における weight +1 の invariant tensor density であり 、 規

格化を

ε012···♮ = 1 (3.1.3)

と採る。 weight を +1 にしておかないと Chern-Simons term が scalar density とならない。

Supersymmetry transformations (up to torsion):

δeM
A =

1

2
εΓ̂AΨM , (3.1.4a)

δΨM = 2DMε+
1

144
FNPQR(Γ̃

NPQR
Mε) , (3.1.4b)

δCMNP = −3

2
εΓ̂[MNΨP ] . (3.1.4c)

Γ̃NPQR
M = Γ̂NPQR

M − 8δ
[N
M Γ̂

PQR]
, (3.1.5a)

Γ̃MNPQRS = Γ̂MNPQRS + 12gM [P Γ̂QRgS]N . (3.1.5b)

ここで supercovariant derivative DM (flux FMNPQ あり のときに変更を受けた DM ) を定義しておこう :

DM = DM +
1

288
FNPQRΓ̃

NPQR
M

=
(
∂M −

i

2
ωM

ABΣAB

)
+

1

288

(
Γ̂NPQR

M − 8δ
[N
M Γ̂

PQR]
)
FNPQR (3.1.6)

ΣAB = 0 scalar (3.1.7a)

(ΣCD)AB = i
(
δACηDB − δADηCB

)
vector (3.1.7b)

ΣAB =
i

2
Γ̂AB spinor (3.1.7c)
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3.1.2 Classical Field Equations

0 =
1

2
gMNR−RMN −

1

96
gMNFPQRSF

PQRS +
1

12
FMPQRFN

PQR , (3.1.8a)

0 = Γ̂MNPDNΨP +
1

96
Γ̃MNPQRSΨNFPQRS , (3.1.8b)

0 = ∇Q
{
eFQMNP

}
− 18

(144)2
gMZ gNK gPL ε

ZKLQRSUVWXY FQRSUFVWXY , (3.1.8c)

0 = ∇[MFNPQR] , (3.1.8d)

但し、 fluctuation field の運動方程式において、 2 次以上の寄与しかもたらさない項はここでは省略してある。 また

それに伴い、 metric の運動方程式は eM
A の変分ではなく gMN の変分で与えてある。 最後の式は Bianchi identity

である。

3.2 Fluctuations

fluctuations:

gMN =
◦

gMN + hMN , gMN =
◦

gMN + h̃MN (3.2.1a)

ΨM = 0 + ψM (3.2.1b)

FMNPQ =
◦

FMNPQ + FMNPQ , FMNPQ = 4∂[MCNPQ] (3.2.1c)

From now on we omit the circle, which is the symbol of classical background.

other representations:

hMN = hNM (symmetric) , (3.2.2a)

h̃MN = −gMP gNQhPQ , (3.2.2b)

δe =
1

2
e gMNhMN , (3.2.2c)

δΓM
NP =

1

2
gMR

(
∇NhPR +∇PhNR −∇RhNP

)
(torsion free) , (3.2.2d)

δRMN = −1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhMP −∇M∇PhNP +∇P∇PhMN

}

−RQ
MPNhQ

P +
1

2
RPNhM

P +
1

2
RPMhN

P

= −1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhMP −∇M∇PhNP

}
+

1

2
∆̂hMN , (3.2.2e)

δRMN = h̃MP gNQRPQ + h̃NQgMPRPQ + gMP gNQδRPQ

= −hRSg
MRgPSgNQRPQ − hRSg

NRgQSgMPRPQ + gMP gNQδRPQ , (3.2.2f)

δR = h̃MNRMN + gMNδRMN = −hPQg
MP gNQRMN + gMNδRMN . (3.2.2g)

ここで ∆̂ は Lichnerowicz operator と呼ばれるものであり 、 rank-2 symmetric tensor や 11-dimensional space 上
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の 0-form φ, 1-form ωM
AB , 3-form CMNP に次のよう に作用する [1]:

∆̂hMN = −∇P∇PhMN − 2RMPNQ h
PQ +RM

P hPN +RN
P hPM (3.2.3a)

∆̂φ = −∇P∇Pφ (3.2.3b)

∆̂ωM
AB = −∇P∇PωM

AB +RM
P ωP

AB (3.2.3c)

∆̂CMNP = −∇Q∇QCMNP

− 2RMQNR C
QR

P + 2RMQPR C
QR

N − 2RNQPR C
QR

M

+RM
Q CQNP +RN

Q CMQP +RP
Q CMNQ (3.2.3d)

但し 、 ここでは torsion が入っている場合も考慮してある。 torsion free の場合は ∆̂CMNP の右辺第 2 行はゼロ

になる。 これらより 、 classical field equations (3.1.8) から得られる field equations for fluctuation fields は次のよ

う に与えられる :

0 =
1

2

{
hMN R− hPQ gMN gRP gSQRRS + gMN

(
∇P∇Qh

QP −∇Q∇QhP
P
)}

+
1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhPM −∇M∇PhPN

}
− 1

2
∆̂hMN

− 1

96
hMN FPQRS F

PQRS − 1

48
FPQRS gMN FPQRS +

1

24
hPU gMN FPQRS FU

QRS

+
1

12

{
FMPQR FN

PQR + FNPQR FM
PQR

}
− 1

4
hPS FMPQR FNS

QR (3.2.4a)

0 = Γ̂MNP DNψP +
1

96
Γ̃MNPQRS FPQRS ψN

= Γ̂MNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
+

1

96

(
Γ̂MNPQRS + 12gM [P Γ̂QRgS]N

)
FPQRS ψN (3.2.4b)

0 = e
{1

2
hU

U gQR − hQR
}
∇RFQMNP + e∇QFQMNP

− e
{
FSMNP

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
+ FQSNP∇QhM

S + FQMSP∇QhN
S + FQMNS∇QhP

S
}

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gMZ gNK gPL FVWXY

− 18

(144)2
εZKLQRSUVWXY

(
hMZ gNK gPL + hNK gMZ gPL + hPL gMZ gNK

)
FQRSU FVWXY (3.2.4c)

0 = ∇[MFNPQR] = 4∂[M∂NCPQR] (3.2.4d)

見易く するために classical background であることを示す circle symbol は省略した。 また Freund-Rubin ansatz

を課すことで消える項は gray scale にしておいた1。 また Bianchi identity については、 affine connection の対称

性 ΓP
MN = ΓP

NM を用いることで、 共変微分にまで格上げできる事を用いた。 右辺は自明の式であろう 。

これを実際に解く 時には、 classical equations (3.1.8) を用いると良いだろう 。 (3.1.8a) より 、

R =
1

144
FPQRS F

PQRS (3.2.5a)

1Freund-Rubin ansatz を課さないでおけば、 この 3 つの field equations は generic である。
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RMN = − 1

144
gMN FPQRS F

PQRS +
1

12
FMPQR FN

PQR (3.2.5b)

が得られる。 この (3.2.5b) からの揺らぎは

δRMN = −1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhMP −∇M∇PhNP

}
+

1

2
∆̂hMN

= − 1

144
hMN FPQRS F

PQRS − 1

72
gMN FPQRS FPQRS +

1

36
hPU gMN FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
FMPQR FN

PQR + FNPQR FM
PQR

)
− 1

4
hPU FMPQR FNU

QR (3.2.6)

となる。 (3.2.4a) も (3.2.6) も元々 classical field equation (3.1.8a) から得られたものであるので、 どちらを用い

ても良い。 また Duff, Pope [1] などはどうやら (3.2.6) を用いているようである。 よってこれ以後、 (3.2.4a) の代

り にこの (3.2.6) を用いる。

gravitino equation (3.2.4b) も、 もう少し計算しやすい表記にしよう :

0 = Γ̂MNPDNψP +
1

96
Γ̂MNPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
gMP

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gMQ

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gMR
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gMS

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(3.2.7)





Chapter 4

Supergravity on PP-wave Background

ここでは Kimura and Yoshida [2] の議論を展開する。 この議論の目的は、 introduction に記載されているとして、

ここでは省略する。 なお、 [2] とは convention について若干の相違があるため、 もう一度計算を立て直す1。

1もしまとめ直すには時間が掛り 過ぎると判断した場合は、 [2] の convention をそのまま用いることにする。
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4.1 Kowalski-Glikman background

Here we summarize several properties of the maximally supersymmetric pp-wave background. This solution was

found by Kowalski-Glikman [6, 7] and often called the KG solution. This is the unique pp-wave type solution

preserving maximal supersymmetries. The metric of this background is given by

ds2 = −2dx+dx− +G++(dx
+)2 +

9∑

I=1

(dxI)2 , (4.1.1a)

G++ = −
[(µ

3

)2 3∑

Ĩ=1

(xĨ)2 +
(µ
6

)2 9∑

I′=4

(xI
′

)2
]
, (4.1.1b)

or

gMN =




G++ −1
−1 0

1


 , gMN =




0 −1
−1 −G++

1


 ,

√−g = e = 1 , (4.1.2a)

ηAB =




0 −1
−1 0

1


 , ηAB =




0 −1
−1 0

1


 , (4.1.2b)

eM
A =




1 − 1
2G++

0 1

1


 , EA

M =




1 1
2G++

0 1

1


 , i.e., e+

− = −1

2
G++ , etc. (4.1.2c)

which is equipped with the constant flux

F+123 = µ 6= 0 . (4.1.3)

ちなみに、 tangent space の metric ηAB は、 light-cone coordinates x± を定義する時の weight の選び方に依ら

ない。 つまり x+ = 1
2a (x

0 + x♮), x− = a(x0 − x♮) とした時、 metric ηAB の表示は “weight” a には依存しない。

In our consideration the contribution from torsion is not included, i.e., affine connection is symmetric under

lower indices: ΓP
MN = ΓP

NM . For the KG metric, the above quantities are written as

ΓĨ
++ =

(µ
3

)2

xĨ = −1

2
∂ ĨG++ , ΓI′

++ =
(µ
6

)2

xI
′

= −1

2
∂I

′

G++ , (4.1.4a)

Γ−

+Ĩ
= Γ−

Ĩ+
= ΓĨ

++ =
(µ
3

)2

xĨ , Γ−
+I′ = Γ−

I′+ = ΓI′

++ =
(µ
6

)2

xI
′

, (4.1.4b)

RJ̃
+Ĩ+ = R

J̃+Ĩ+ = δ
ĨJ̃

(µ
3

)2

, RJ ′

+I′+ = RJ ′+I′+ = δI′J ′

(µ
6

)2

, (4.1.4c)

ω+
Ĩ− = −ω+

−Ĩ = −
(µ
3

)2

xĨ , ω+
I′− = −ω+

−I′

= −
(µ
6

)2

xI
′

. (4.1.4d)

It should be noted that the scalar curvature vanishes and the Ricci tensor is constant and proportional to µ2.

These are given by

R++ =
1

2
µ2 , R = 0 . (4.1.5)
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4.2 Hamiltonian

Now let us discuss the Hamiltonian and its energy eigenvalue. We need to calculate and solve field equations for

fluctuation modes around the KG background (for the KG background, see Appendix 4.1) in the next section.

Then we will encounter Klein-Gordon type equations of motion and have to evaluate its energy spectrum.

We shall consider a Klein-Gordon type equation of motion for a field φ(x):

(
�+ αµ i∂−

)
φ(x+, x−, xI) = 0 , (4.2.1)

where α is an arbitrary constant and x+ is an evolution parameter. The d’Alembertian � on the KG background

is given by

� = −∇P∇P = −∂P∂P

= − 1√−g ∂M
(√−ggMN∂N

)
= 2∂+∂− +G++ · (∂−)2 − (∂K)2 . (4.2.2)

The above Klein-Gordon type field equation will appear later as equations of motion of fluctuation modes.

Fourier transformed expression of φ(x)

φ(x+, x−, xI) =

∫
dp−d

9pI√
(2π)10

ei(p−x−+pIx
I) φ̃(x+, p−, pI)

leads to the following expression:

0 = 2p− i∂+ − G̃++ · (p−)2 + (pI)
2 − αµp− , (4.2.3)

where G̃++ is defined as

G̃++ ≡
3∑

Ĩ=1

(µ
3

)2

(∂p
Ĩ
)2 +

9∑

I′=4

(µ
6

)2

(∂pI′
)2 . (4.2.4)

By rewriting the above equation and H = i∂+, we can obtain the explicit expression of Hamiltonian:

H =
1

−2p−
{
(pI)

2 − G̃++ · (p−)2 − αµp−
}
. (4.2.5)

The energy spectrum of this Hamiltonian can be derived by using the standard technique of harmonic oscillators.

Now we define “creation/annihilation” operators

aĨ ≡ 1√
2m̃

{
p
Ĩ
+ m̃∂p

Ĩ

}
, aĨ ≡ 1√

2m̃

{
p
Ĩ
− m̃∂p

Ĩ

}
, m̃ ≡ −1

3
µ p− , (4.2.6a)

aI
′ ≡ 1√

2m′

{
pI′ +m′∂pI′

}
, aI

′ ≡ 1√
2m′

{
pI′ −m′∂pI′

}
, m′ ≡ −1

6
µ p− , (4.2.6b)

whose commutation relations are represented by

[aĨ , aJ̃ ] = δĨJ̃ , [aI
′

, aJ
′

] = δI
′J ′

, [aĨ , aJ
′

] = [aI
′

, aJ̃ ] = 0 . (4.2.7)

Thus we express the Hamiltonian in terms of the above oscillators:

H =
1

3
µ
∑

Ĩ

aĨaĨ +
1

6
µ
∑

I′

aI
′

aI
′

+
1

2
µ (2 + α) . (4.2.8)
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Note that the last term implies the zero-mode energy E0 of the system, which is represented by

E0 =
1

2
µ E0(φ) , E0(φ) = 2 + α . (4.2.9)

In the next section, we will use E0 to evaluate the energy of the zero-modes of fluctuation fields.

4.3 Light-cone Gauge Fixing

h−M = 0 h+M = 0 C−MN = 0 ψ− = 0 (4.3.1)

途中、 よく 登場する複雑な項の計算をまとめておこう :

A− = g−MA
M = g−+A

+ = −A+ (4.3.2a)

A+ = g+MA
M = g++A

+ + g+−A
− = G++A

+ −A− (4.3.2b)

F+123 = −F−123 = 0 (4.3.2c)

F−123 = −F+123 −G++F−123 = −µ (4.3.2d)

FPQRS F
PQRS = 4!F+123 F

+123 = −4!F+123 F−123 = 0 (4.3.2e)

FPQRSFPQRS = −4!µF−123 = −4!µ 4∂[−C123] = −4!µ 4 · 3!
4!

∂−C123

= −24µ∂−C123 (4.3.2f)

F−PQR = 4∂[−CPQR] =
4 · 3!
4!

∂−CPQR = ∂−CPQR (4.3.2g)

ǫ
ĨJ̃K̃

ǫĨJ̃K̃ = 3! = 6 (4.3.2h)

ǫ
ĨJ̃K̃

ǫĨJ̃L̃ = 2!δL̃
K̃

(4.3.2i)

ǫ
ĨJ̃K̃

ǫĨL̃M̃ = δL̃
J̃
δM̃
K̃
− δM̃

J̃
δL̃
K̃

(4.3.2j)

gPQΓS
PQ = 0 (4.3.3)

∇QFQ+−I = gQR
{
∂RF−Q+I − ΓS

R−FSQ+I − ΓS
RQF−S+I − ΓS

R+F−QSI − ΓS
RIF−Q+S

}

= gQR∂R∂−CQ+I = ∂−(g
RQ∂RCQ+I)− ∂−(gRQ)∂RCQ+I

= ∂−∂
QCQ+I (4.3.4a)

∇QFQ−IJ = −gQR
{
∂RF−QIJ − ΓS

R−FSQIJ − ΓS
RQF−SIJ − ΓS

RIF−QSJ − ΓS
RJF−QIS

}

= −∂−∂QCQIJ (4.3.4b)

∇QFQIJK = gQR
{
∂RFQIJK − ΓS

RQFSIJK − ΓS
RIFQSJK − ΓS

RJFQISK − ΓS
RKFQIJS

}

= ∂QFQIJK (4.3.4c)
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∇QFQ+IJ = gQR
{
∂RFQ+IJ − ΓS

RQFS+IJ − ΓS
R+FQSIJ − ΓS

RIFQ+SJ − ΓS
RJFQ+IS

}

= ∂QFQ+IJ + 2ΓK
++F−KIJ

= ∂QFQ+IJ − ∂KG++∂−CKIJ (4.3.4d)

∇Ph+P = gPQ
{
∂Qh+P − ΓS

Q+hSP − ΓS
QPh+S

}
= ∂Ph+P (4.3.4e)

∇+h+I = −∇−h+I = −∂−h+I = ∂+h+I (4.3.4f)

∇PhPI = gPQ∇QhPI = gPQ
{
∂QhPI − ΓS

QPhSI − ΓS
QIhPS

}
= ∂PhPI (4.3.4g)

− 1

96

{
g−P

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− g−Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− g−R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− g−S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

= +
1

24

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
F+QRS ψN

=
1

24

(
Γ̂ĨJ̃gK̃N − Γ̂ĨK̃gJ̃N + Γ̂J̃K̃gĨN

)
F+ĨJ̃K̃

ψN

=
1

24
µ ǫ

ĨJ̃K̃

(
Γ̂
ĨJ̃
ψ
K̃
− Γ̂

ĨK̃
ψ
J̃
+ Γ̂

J̃K̃
ψ
Ĩ

)

=
1

8
µ ǫ

ĨJ̃K̃
Γ̂
ĨJ̃
ψ
K̃

(4.3.5a)

− 1

96

{
gĨP

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gĨQ

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gĨR
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gĨS

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

= − 1

24

(
Γ̂QRgSNF

ĨQRS
ψN − Γ̂QSgRNF

ĨQRS
ψN + Γ̂RSgQNF

ĨQRS
ψN

)

= − 1

24

(
Γ̂QRF

ĨQRL̃
ψ
L̃
− Γ̂QSF

ĨQL̃S
ψ
L̃
+ Γ̂RSF

ĨL̃RS
ψ
L̃

)

= − 1

12

(
Γ̂+K̃F

Ĩ+K̃L̃
ψ
L̃
− Γ̂+K̃F

Ĩ+L̃K̃
ψ
L̃
+ Γ̂K̃+F

ĨL̃K̃+ ψL̃

)

=
1

4
µ Γ̂+J̃ǫ

ĨJ̃K̃
ψ
K̃

= −1

4
µ Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃

(4.3.5b)

Γ̂+123Γ̂I′ = Γ̂+123 Γ̂+123I′

Γ̂J ′ = Γ̂+123I′J ′

+ δI′J ′ Γ̂+123

∴ Γ̂+123I′J ′

= −Γ̂+123
(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
(4.3.5c)

4.4 Field Equations for Fluctuations on the PP-wave Background

Here we write the field equations for fluctuation fields hMN , ψM and CMNP on the KG solution (4.1.1) and

(4.1.4) under the light-cone gauge-fixing condition (4.3.1).
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• Since field equation for fluctuation hMN (3.2.6) has two uncontracted indices, we obtain six equations:

δR++ = −1

2

{
∇+∇+hP

P −∇+∇Ph+P −∇+∇Ph+P

}
+

1

2
∆̂h++

= − 1

144
h++ FPQRS F

PQRS − 1

72
g++ F

PQRS FPQRS +
1

36
hPU g++ FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
F+PQR F+

PQR + F+PQR F+
PQR

)
− 1

4
hPU F+PQR F+U

QR (4.4.1a)

δR+− = −1

2

{
∇−∇+hP

P −∇−∇Ph+P −∇+∇Ph−P

}
+

1

2
∆̂h+−

= − 1

144
h+− FPQRS F

PQRS − 1

72
g+− F

PQRS FPQRS +
1

36
hPU g+− FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
F+PQR F−

PQR + F−PQR F+
PQR

)
− 1

4
hPU F+PQR F−U

QR (4.4.1b)

δR+Ĩ
= −1

2

{
∇

Ĩ
∇+hP

P −∇
Ĩ
∇Ph+P −∇+∇Ph

ĨP

}
+

1

2
∆̂h+Ĩ

= − 1

144
h+Ĩ

FPQRS F
PQRS − 1

72
g+Ĩ

FPQRS FPQRS +
1

36
hPU g+Ĩ

FPQRS FU
QRS

+
1

12

(
F+PQR FĨ

PQR + F
ĨPQR

F+
PQR

)
− 1

4
hPU F+PQR FĨU

QR (4.4.1c)

δR+I′ = −1

2

{
∇I′∇+hP

P −∇I′∇Ph+P −∇+∇PhI′P

}
+

1

2
∆̂h+I′

= − 1

144
h+I′ FPQRS F

PQRS − 1

72
g+I′ FPQRS FPQRS +

1

36
hPU g+I′ FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
F+PQR FI′

PQR + FI′PQR F+
PQR

)
− 1

4
hPU F+PQR FI′U

QR (4.4.1d)

δR−− = −1

2

{
∇−∇−hP

P −∇−∇Ph−P −∇−∇Ph−P

}
+

1

2
∆̂h−−

= − 1

144
h−− FPQRS F

PQRS − 1

72
g−− F

PQRS FPQRS +
1

36
hPU g−− FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
F−PQR F−

PQR + F−PQR F−
PQR

)
− 1

4
hPU F−PQR F−U

QR (4.4.1e)

δR−Ĩ
= −1

2

{
∇

Ĩ
∇−hP

P −∇
Ĩ
∇Ph−P −∇−∇Ph

ĨP

}
+

1

2
∆̂h−Ĩ

= − 1

144
h−Ĩ

FPQRS F
PQRS − 1

72
g−Ĩ

FPQRS FPQRS +
1

36
hPU g−Ĩ

FPQRS FU
QRS

+
1

12

(
F−PQR FĨ

PQR + F
ĨPQR

F−
PQR

)
− 1

4
hPU F−PQR FĨU

QR (4.4.1f)

δR−I′ = −1

2

{
∇I′∇−hP

P −∇I′∇Ph−P −∇−∇PhI′P

}
+

1

2
∆̂h−I′

= − 1

144
h−I′ FPQRS F

PQRS − 1

72
g−I′ FPQRS FPQRS +

1

36
hPU g−I′ FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
F−PQR FI′

PQR + FI′PQR F−
PQR

)
− 1

4
hPU F−PQR FI′U

QR (4.4.1g)

δR
ĨJ̃

= −1

2

{
∇

J̃
∇

Ĩ
hP

P −∇
J̃
∇Ph

ĨP
−∇

Ĩ
∇Ph

J̃P

}
+

1

2
∆̂h

ĨJ̃

= − 1

144
h
ĨJ̃
FPQRS F

PQRS − 1

72
g
ĨJ̃
FPQRS FPQRS +

1

36
hPU g

ĨJ̃
FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
F

ĨPQR
F
J̃
PQR + F

J̃PQR
F
Ĩ
PQR

)
− 1

4
hPU F

ĨPQR
F
J̃U

QR (4.4.1h)

δR
ĨJ ′ = −1

2

{
∇J ′∇

Ĩ
hP

P −∇J ′∇Ph
ĨP
−∇

Ĩ
∇PhJ ′P

}
+

1

2
∆̂h

ĨJ ′

= − 1

144
h
ĨJ ′ FPQRS F

PQRS − 1

72
g
ĨJ ′ F

PQRS FPQRS +
1

36
hPU g

ĨJ ′ FPQRS FU
QRS
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+
1

12

(
F

ĨPQR
FJ ′

PQR + FJ ′PQR FĨ
PQR

)
− 1

4
hPU F

ĨPQR
FJ ′U

QR (4.4.1i)

δRI′J ′ = −1

2

{
∇J ′∇I′hP

P −∇J ′∇PhI′P −∇I′∇PhJ ′P

}
+

1

2
∆̂hI′J ′

= − 1

144
hI′J ′ FPQRS F

PQRS − 1

72
gI′J ′ FPQRS FPQRS +

1

36
hPU gI′J ′ FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
FI′PQR FJ ′

PQR + FJ ′PQR FI′

PQR
)
− 1

4
hPU FI′PQR FJ ′U

QR (4.4.1j)

• Field equation for fluctuation ψM (3.2.4b) has one uncontracted indices. So we obtain four equations:

0 = Γ̂+NPDNψP +
1

96
Γ̂+NPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
g+P

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− g+Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− g+R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− g+S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(4.4.2a)

0 = Γ̂−NPDNψP +
1

96
Γ̂−NPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
g−P

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− g−Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− g−R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− g−S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(4.4.2b)

0 = Γ̂ĨNPDNψP +
1

96
Γ̂ĨNPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
gĨP

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gĨQ

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gĨR
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gĨS

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(4.4.2c)

0 = Γ̂I′NPDNψP +
1

96
Γ̂I′NPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
gI

′P
(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gI′Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gI′R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gI′S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(4.4.2d)

• Field equation for fluctuation CMNP (3.2.4c) has three uncontracted indices.

– M = + case:

0 = ∇QF
Q+−Ĩ

− F
S+−Ĩ

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QS−Ĩ
∇Qh+

S − F
Q+SĨ

∇Qh−
S − FQ+−S∇Qh

Ĩ
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z g−K g

ĨL
FVWXY (4.4.3a)

0 = ∇QFQ+−I′

− FS+−I′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQS−I′∇Qh+

S − FQ+SI′∇Qh−
S − FQ+−S∇QhI′

S
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− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z g−K gI′L FVWXY (4.4.3b)

0 = ∇QF
Q+ĨJ̃

− F
S+ĨJ̃

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ̃
∇Qh+

S − F
Q+SJ̃

∇Qh
Ĩ
S − F

Q+ĨS
∇Qh

J̃
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z gĨK g

J̃L
FVWXY (4.4.3c)

0 = ∇QF
Q+ĨJ ′

− F
S+ĨJ ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ ′∇Qh+
S − FQ+SJ ′∇Qh

Ĩ
S − F

Q+ĨS
∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z gĨK gJ ′L FVWXY (4.4.3d)

0 = ∇QFQ+I′J ′

− FS+I′J ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSI′J ′∇Qh+

S − FQ+SJ ′∇QhI′

S − FQ+I′S∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z gI′K gJ ′L FVWXY (4.4.3e)

– M = − case:

0 = ∇QF
Q−ĨJ̃

− F
S−ĨJ̃

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ̃
∇Qh−

S − F
Q−SJ̃

∇Qh
Ĩ
S − F

Q−ĨS
∇Qh

J̃
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g−Z gĨK g

J̃L
FVWXY (4.4.4a)

0 = ∇QF
Q−ĨJ ′

− F
S−ĨJ ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ ′∇Qh−
S − FQ−SJ ′∇Qh

Ĩ
S − F

Q−ĨS
∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g−Z gĨK gJ ′L FVWXY (4.4.4b)

0 = ∇QFQ−I′J ′

− FS−I′J ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSI′J ′∇Qh−

S − FQ−SJ ′∇QhI′

S − FQ−I′S∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g−Z gI′K gJ ′L FVWXY (4.4.4c)

– M = I case:

0 = ∇QF
QĨJ̃K̃

− F
SĨJ̃K̃

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSJ̃K̃
∇Qh

Ĩ
S − F

QĨSK̃
∇Qh

J̃
S − F

QĨJ̃S
∇Qh

K̃
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gĨZ gJ̃K g

K̃L
FVWXY (4.4.5a)

0 = ∇QF
QĨJ̃K′

− F
SĨJ̃K′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSJ̃K′∇Qh
Ĩ
S − F

QĨSK′∇Qh
J̃
S − F

QĨJ̃S
∇QhK′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gĨZ gJ̃K gK′L FVWXY (4.4.5b)
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0 = ∇QF
QĨJ ′K′

− F
SĨJ ′K′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSJ ′K′∇Qh

Ĩ
S − F

QĨSK′∇QhJ ′

S − F
QĨJ ′S

∇QhK′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gĨZ gJ ′K gK′L FVWXY (4.4.5c)

0 = ∇QFQI′J ′K′

− FSI′J ′K′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSJ ′K′∇QhI′

S − FQI′SK′∇QhJ ′

S − FQI′J ′S∇QhK′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gI′Z gJ ′K gK′L FVWXY (4.4.5d)

light-cone gauge, Freund-Rubin ansatz を代入した後:

0 =
1

2

{
∇+∇+hP

P −∇+∇Ph+P −∇+∇Ph+P −�h++

}
−
(µ
3

)2

h
K̃K̃
−
(µ
6

)2

hL′L′

+
1

3
µG++ ∂−C123 + µF+123 −

1

2
µ2 h

L̃L̃
(4.4.6a)

0 =
{
∂−∂+hP

P − ∂−∂Ph+P

}
+

1

3
µ∂−C123 (4.4.6b)

0 =
{
∇

Ĩ
∇+hP

P − ∂
Ĩ
∂Ph+P − ∂+∂PhĨP −�h+Ĩ

}
− 1

2
µ ǫ

ĨJ̃K̃
∂−C+J̃K̃

(4.4.6c)

0 =
{
∇I′∇+hP

P − ∂I′∂Ph+P − ∂+∂PhI′P −�h+I′

}
+

1

6
µ ǫ

J̃K̃L̃
F

I′J̃K̃L̃
(4.4.6d)

0 = ∂−∂−hP
P (4.4.6e)

0 = ∂I∂−hP
P − ∂−∂PhIP (4.4.6f)

0 =
{
∂
J̃
∂
Ĩ
hP

P − ∂
J̃
∂Ph

ĨP
− ∂

Ĩ
∂Ph

J̃P
−�h

ĨJ̃

}
− 4

3
µ δ

ĨJ̃
∂−C123 (4.4.6g)

0 =
{
∂J ′∂

Ĩ
hP

P − ∂J ′∂Ph
ĨP
− ∂

Ĩ
∂PhJ ′P −�h

ĨJ ′

}
− 1

2
µ ǫ

ĨK̃L̃
∂−CJ ′K̃L̃

(4.4.6h)

0 =
{
∂J ′∂I′hP

P − ∂J ′∂PhI′P − ∂I′∂PhJ ′P −�hI′J ′

}
+

2

3
µ δI′J ′ ∂−C123 (4.4.6i)

0 = Γ̂+NPDNψP (4.4.7a)

0 = Γ̂−NPDNψP −
1

4
µ Γ̂+−123I′

ψI′ − 1

8
µ ǫ

ĨJ̃K̃
Γ̂
ĨJ̃
ψ
K̃

(4.4.7b)

0 = Γ̂ĨNPDNψP +
1

4
µ Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃

(4.4.7c)

0 = Γ̂I′NPDNψP −
1

4
µ Γ̂+123

(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′ (4.4.7d)

0 = ∂−∂
QCQ+I (4.4.8a)

0 = ∂QF
Q+ĨJ̃

− ∂KG++∂−CKĨJ̃

+ µ ǫ
ĨJ̃L̃

(
∂Qh

QL̃
− 1

2
∂
L̃
hKK

)
− µ ǫ

ĨJ̃L̃
∂+h+L̃

+ µ ǫ
J̃K̃L̃

∂
K̃
h
ĨL̃
− µ ǫ

ĨK̃L̃
∂
K̃
h
J̃L̃

(4.4.8b)

0 = ∂QF
Q+ĨJ ′ − ∂KG++∂−CKĨJ ′ − µ ǫĨK̃L̃

∂
K̃
h
J ′L̃

(4.4.8c)
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0 = ∂QFQ+I′J ′ − ∂KG++∂−CKI′J ′ − 1

24
µ εI

′J ′Q′R′S′U ′FQ′R′S′U ′ (4.4.8d)

0 = −∂−∂QCQIJ (4.4.8e)

0 = ∂QF
QĨJ̃K̃

+
1

2
µ ǫ

ĨJ̃K̃
∂+hLL − µ ǫJ̃K̃L̃

∂+h
ĨL̃

+ µ ǫ
ĨK̃L̃

∂+h
J̃L̃
− µ ǫ

ĨJ̃L̃
∂+h

K̃L̃
(4.4.8f)

0 = ∂QF
QĨJ̃K′ − µ ǫĨJ̃L̃∂+hK′L̃

(4.4.8g)

0 = ∂QF
QĨJ ′K′ (4.4.8h)

0 = ∂QFQI′J ′K′ − 1

6
µ εI

′J ′K′R′S′U ′

∂−CR′S′U ′ (4.4.8i)

4.5 Bosonic Spectrum

4.5.1 Non-dynamical Fields

From (4.4.6e):

0 = hP
P (4.5.1)

さらにこの下で (4.4.6f) から

∂PhIP = 0 → hI+ =
1

∂−
∂JhIJ (4.5.2)

さらに上の (4.5.1) だけを用いて (4.4.6b) を書き換えると 、

0 = ∂−

{
∂Ph+P −

1

3
µ C123

}

→ ∂Ph+P =
1

3
µ C123 → h++ =

1

∂−

{
∂Ih+I −

1

3
µ C123

}
(4.5.3)

が得られる。

(4.4.8a) より

0 = ∂QCQ+I → ∂JC+IJ = 0 (4.5.4)

(4.4.8e) より

0 = ∂QCQIJ → C+IJ =
1

∂−
∂KCKIJ (4.5.5)

− 1

∂−
� ∂KCIJK − ∂KG++∂−CIJK = − 1

∂−
∂K

(
� CIJK

)
(4.5.6)

C
ĨJ ′ ≡

1

2
ǫ
ĨK̃L̃
C
K̃L̃J ′ C ≡ 2C123 (4.5.7)
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ǫ
J̃K̃L̃
F

I′J̃K̃L̃
= 4∂[I′C

J̃K̃L̃] ǫJ̃K̃L̃

=
(
∂I′C

J̃K̃L̃
− ∂

J̃
C
K̃L̃I′ + ∂

K̃
C
L̃I′J̃

− ∂
L̃
C
I′J̃K̃

)
ǫ
J̃K̃L̃

= 6∂I′C123 − 6∂
J̃
C
J̃I′ (4.5.8)

先程の条件を再代入すると field equations は次のよう に reduce される :

0 =
1

2

{
−∇+∇Ph+P −∇+∇Ph+P −�h++

}
−

(µ
3

)2

h
K̃K̃
−
(µ
6

)2

hL′L′

+
1

6
µG++ ∂−C + µF+123 −

1

2
µ2 h

L̃L̃
(4.5.9a)

0 =
2

3
µ∂

Ĩ
C + 1

∂−
� ∂

J̃
h
ĨJ̃

+
1

∂−
� ∂J ′h

ĨJ ′ + µ∂J ′C
ĨJ ′ (4.5.9b)

0 = −1

3
µ∂I′C + 1

∂−
� ∂

J̃
h
J̃I′ +

1

∂−
� ∂J ′hI′J ′ + ∂

J̃
C
J̃I′ (4.5.9c)

0 = �h
ĨJ̃

+
2

3
µ δ

ĨJ̃
∂−C (4.5.9d)

0 = �h
ĨJ ′ + µ∂−CĨJ ′ (4.5.9e)

0 = �hI′J ′ − 1

3
µ δI′J ′ ∂−C (4.5.9f)

0 = − 1

2∂−
∂
Ĩ

(
� C

)
− 1

∂−
∂J ′

(
� C

ĨJ ′

)
+ µ∂J ′h

ĨJ ′ + µ∂
Ĩ
h
J̃J̃

(4.5.10a)

0 =
1

∂−
∂
K̃

(
� C

K̃ĨJ ′

)
− 1

∂−
∂K′

(
� C

ĨK′J ′

)
+ µ ǫ

ĨK̃L̃
∂
K̃
h
J ′L̃

(4.5.10b)

0 = − 1

∂−
∂
K̃

(
� C

K̃I′J ′

)
− 1

∂−
∂K′

(
� CK′I′J ′

)
− 1

6
µ εI

′J ′Q′R′S′U ′

∂Q′CR′S′U ′ (4.5.10c)

0 = � C − 2µ∂−hĨ Ĩ (4.5.10d)

0 = � C
ĨJ ′ − µ∂−hĨJ ′ (4.5.10e)

0 = � C
ĨJ ′K′ (4.5.10f)

0 = � CI′J ′K′ +
1

6
µ εI

′J ′K′R′S′U ′

∂−CR′S′U ′ (4.5.10g)

但し (4.4.8b) に SO(3) Levi-Civita symbol ǫ
ĨJ̃K̃

を作用させてある。 さらに hP
P = 0 から h

K̃K̃
= −hL′L′ も用

いている。 同様に (4.4.8f), (4.4.8g) にも ǫ
ĨJ̃K̃

を作用させている。

4.5.2 Spectrum

ここは簡単にまとめておく に留める。 Field re-definition を行おう :

H
ĨJ ′ = h

ĨJ ′ + iC
ĨJ ′ H

ĨJ ′ = h
ĨJ ′ − iCĨJ ′ (4.5.11a)

h⊥
ĨJ̃

= h
ĨJ̃
− 1

3
δ
ĨJ̃
h
K̃K̃

h⊥I′J ′ = hI′J ′ − 1

6
δI′J ′hK′K′ (4.5.11b)
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h = h
K̃K̃

+ iC h = h
K̃K̃
− iC (4.5.11c)

C⊕I′J ′K′ =
i

6
εI

′J ′K′W ′X′Y ′C⊕W ′X′Y ′ C⊖I′J ′K′ = − i
6
εI

′J ′K′W ′X′Y ′C⊖W ′X′Y ′ (4.5.11d)

このとき、

(
�− µi∂−

)
H

ĨJ ′ = 0
(
�+ µi∂−

)
H

ĨJ ′ = 0 (4.5.12a)

�h⊥
ĨJ̃

= 0 �h⊥I′J ′ = 0 (4.5.12b)
(
�− 2µi∂−

)
h = 0

(
�+ 2µi∂−

)
h = 0 (4.5.12c)

(
�− µi∂−

)
C⊕I′J ′K′ = 0

(
�+ µi∂−

)
C⊖I′J ′K′ = 0 (4.5.12d)

をみたす。

よって、 spectrum を Table 4.1 に与える。

energy E0 bosonic fields (D) degrees of freedom

4 h(1) 1

3 H
ĨJ ′(18) C⊖I′J ′K′(10) 28

2 C
ĨJ ′K′(45) h⊥

ĨJ̃
(5) h⊥I′J ′(20) 70

1 H
ĨJ ′(18) C⊕I′J ′K′(10) 28

0 h(1) 1

Table 4.1: Bosonic zero-modes in eleven-dimensional supergravity on pp-wave background.

4.6 Fermionic Spectrum

boson 同様、 fermion についてもまとめておく 。 まずは non-dynamical field をみる。 そのために、 (4.4.7) を便宜

的に次のよう に書き直すと便利である :

Γ̂MNPDNψP = JM (4.6.1)

ただし JM は次のよう に表されている :

J+ = −J− = 0 (4.6.2a)

J− =
1

4
µ Γ̂+−123I′

ψI′ +
1

8
µ ǫ

ĨJ̃K̃
Γ̂
ĨJ̃
ψ
K̃

(4.6.2b)

J Ĩ = J
Ĩ

= −1

4
µ Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃

(4.6.2c)

JI′

= JI′ =
1

4
µ Γ̂+123

(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′ (4.6.2d)

さらに (4.6.1) から次の関係式が得られる :

Γ̂NDNψM − Γ̂NDMψN = JM −
1

9
Γ̂M Γ̂NJ

N (4.6.3)
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(4.6.1) から (4.6.3) が導かれることをここで証明しておこう 。 まず rank 3 の gamma matrix Γ̂NPQ を identity

(A.2.1) を用いて

Γ̂NPQ = Γ̂N Γ̂PQ − gNP Γ̂Q + gNQΓ̂P (4.6.4)

と書き直す。 これに左から Γ̂N を作用させると

Γ̂N Γ̂NPQ = 9Γ̂PQ (4.6.5)

が得られる。 これと 、 (4.6.1) を用いて

Γ̂M Γ̂NJ
N = Γ̂M Γ̂N Γ̂NPQDPψQ = 9Γ̂M Γ̂PQDPψQ (4.6.6)

が得られる。 よって (4.6.3) の右辺は

JM −
1

9
Γ̂M Γ̂NJ

N = JM − Γ̂M Γ̂PQDPψQ =
(
Γ̂M

PQ − Γ̂M Γ̂PQ
)
DPψQ = −

(
δPM Γ̂Q − δQM Γ̂P

)
DPψQ

= Γ̂PDPψM − Γ̂PDMψP (4.6.7)

となり 、 (4.6.3) の左辺となる。 途中、 identity (A.2.1) を用いている。 これで示された。

(4.6.3) を用いると (4.4.7b) と同等な関係式は

Γ̂NDNψ− − Γ̂ND−ψN = J− −
1

9
Γ̂−Γ̂NJ

n (4.6.8)

となる。 ただし light-cone gauge-fixing (4.3.1), spin connection (4.1.4) や J− = 0 (4.6.2a) を用いるとさらに簡

単に

∂−
(
Γ̂NψN

)
=

1

9
Γ̂−Γ̂NJ

N (4.6.9)

となる。 途中、 (4.1.1) からわかるよう に、 ∂−eMA = 0 を用いている。 この右辺はさらに変形できる :

Γ̂−Γ̂NJ
N = Γ̂−

{
Γ̂+J

+ + Γ̂−J
− + Γ̂

Ĩ
J Ĩ + Γ̂I′JI′

}

=
1

4
µ Γ̂+

{
Γ̂
Ĩ
Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃
− Γ̂I′ Γ̂+123

(
δI

′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′

}

= 0 (4.6.10)

但し Γ̂−Γ̂− = Γ̂+Γ̂+ = 0 を用いている。 これより ∂−(Γ̂
MψM ) = 0、 つまり

Γ̂MψM = 0 (4.6.11)

が得られる。

spinor の covariant derivative DNψP を整理しておこう 。 KG solution (4.1.4) を用いると 、 これは以下の様に

書き表すことができる :

D+ψP = ∂+ψP +
1

2

(
ω+

Ĩ−Γ̂
Ĩ− + ω+

I′−Γ̂I′−

)
ψP = ∂+ψP +

1

4
∂IG++Γ̂I−ψP (4.6.12a)
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D−ψP = ∂−ψP (4.6.12b)

DIψP = ∂IψP (4.6.12c)

では (4.4.7) を個別に考察しよう 。 まずは (4.4.7a) である。 ここで Γ̂+NP を書き換える :

Γ̂+NP = gP+Γ̂N − gPN Γ̂+ +
1

2

(
Γ̂+Γ̂N − Γ̂N Γ̂+

)
Γ̂P . (4.6.13)

So (4.4.7a) is rewritten as

0 = gP+Γ̂NDNψP − gPN Γ̂+DNψP +
1

2

(
Γ̂+Γ̂N − Γ̂N Γ̂+

)
Γ̂PDNψP . (4.6.14)

We find that the first and third term are deleted by light-cone gauge-fixing and (4.6.11). Thus we can reduce

(4.6.14) to 0 = Γ̂+(−∂−ψ+ + ∂IψI). So ψ+ can be expressed as

ψ+ =
1

∂−
∂IψI , (4.6.15)

and we see that ψ+ is a non-dynamical field.

Here we shall reduce (4.4.7c) to

0 = Γ̂+
(
∂+ +

1

2
G++∂−

)
ψ⊕

Ĩ
+ Γ̂−∂−ψ

⊖

Ĩ
+ Γ̂K∂K(ψ⊕

Ĩ
+ ψ⊖

Ĩ
) +

1

4
µΓ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ⊕

J̃
, (4.6.16)

where we decomposed gravitino as ψ
Ĩ
≡ ψ⊕

Ĩ
+ ψ⊖

Ĩ
. The ψ⊕

Ĩ
and ψ⊖

Ĩ
are defined as

ψ⊕

Ĩ
≡ −1

2
Γ̂−Γ̂+ψ

Ĩ
, ψ⊖

Ĩ
≡ −1

2
Γ̂+Γ̂−ψ

Ĩ
, (4.6.17)

which satisfy the projection conditions: Γ̂−ψ⊕

Ĩ
= Γ̂+ψ⊖

Ĩ
= 0. When we act Γ̂+ on (4.6.16) from the left, ψ⊖

Ĩ
can

be expressed in terms ψ⊕

Ĩ
as follows:

ψ⊖

Ĩ
=

1

2∂−
Γ̂+Γ̂K∂Kψ

⊕

Ĩ
. (4.6.18)

Thus ψ⊖

Ĩ
is not independent of ψ⊕

Ĩ
. Similarly, when we act Γ̂− on (4.6.16) from the left and utilize (4.6.18), we

obtain the following equation:

0 = �ψ⊕

Ĩ
+

1

2
µΓ̂123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
∂−ψ

⊕

J̃
. (4.6.19)

In order to solve this equation, we shall introduce the following fields:

ψ⊕⊥

Ĩ
≡

(
δ
ĨJ̃
− 1

3
Γ̂
Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ⊕

J̃
, ψ

⊕‖
1 ≡ Γ̂Ĩψ⊕

Ĩ
= Γ̂Ĩψ⊕

Ĩ
, (4.6.20)

and decompose ψ⊕

Ĩ
in to the Γ̂-transverse mode and Γ̂-parallel mode. Acting Γ̂Ĩ on (4.6.19) from the left and

contracting the index Ĩ, we get

0 = �ψ
⊕‖
1 + µΓ̂123∂−ψ

⊕‖
1 . (4.6.21)
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On the other hand, when we act (δ
K̃Ĩ
− 1

3 Γ̂K̃
Γ̂
Ĩ
) on (4.6.19), we find

0 = �ψ⊕⊥

K̃
+

1

2
µΓ̂123∂−ψ

⊕⊥

K̃
. (4.6.22)

Moreover, in order to solve (4.6.21) and (4.6.22), we decompose ψ⊕⊥

Ĩ
and ψ

⊕‖
1 according to the chirality in

terms of iΓ̂123 as follows:

ψ⊕⊥

ĨR
≡ 1 + iΓ̂123

2
ψ⊕⊥

Ĩ
, ψ⊕⊥

ĨL
≡ 1− iΓ̂123

2
ψ⊕⊥

Ĩ
, (4.6.23a)

ψ
⊕‖
1R ≡

1 + iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
1 , ψ

⊕‖
1L ≡

1− iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
1 . (4.6.23b)

These variables satisfy the following chirality conditions:

iΓ̂123ψ⊕⊥

ĨR
= +ψ⊕⊥

ĨR
, iΓ̂123ψ⊕⊥

ĨL
= −ψ⊕⊥

ĨL
, (4.6.24a)

iΓ̂123ψ
⊕‖
1R = +ψ

⊕‖
1R , iΓ̂123ψ

⊕‖
1L = −ψ⊕‖

1L . (4.6.24b)

Multiplying 1
2 (1± iΓ̂123) to (4.6.21) on the left, we get

0 =
(
�− µ i∂−

)
ψ
⊕‖
1R , 0 =

(
�+ µ i∂−

)
ψ
⊕‖
1L . (4.6.25)

Similarly, when we multiply 1
2 (1± iΓ̂123) to (4.6.22) on the left, we obtain

0 =
(
�− 1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥

ĨR
, 0 =

(
�+

1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥

ĨL
. (4.6.26)

From these equations, we can read off the zero-mode energies and degrees of freedom of ψ⊕⊥

ĨR
and ψ⊕⊥

ĨL
:

E0(ψ⊕⊥

ĨR
) =

3

2
, E0(ψ⊕⊥

ĨL
) =

5

2
, D(ψ⊕⊥

ĨR
) = D(ψ⊕⊥

ĨL
) = 8× (3− 1) = 16 . (4.6.27)

We will discuss these quantities of ψ
⊕‖
1R and ψ

⊕‖
1L later.

Then let us investigate (4.4.7d):

0 =
{
Γ̂+

(
∂+ +

1

2
G++∂−

)
+ Γ̂−∂− + Γ̂K∂K

}
ψI′ − 1

4
µΓ̂+123

(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′ . (4.6.28)

In the same way as the case of ψ
Ĩ
, we decompose ψI′ into the Γ̂-parallel mode and Γ̂-transverse mode, and

obtain

0 =
(
�+

5

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
2R , 0 =

(
�− 5

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
2L , (4.6.29a)

0 =
(
�+

1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥
I′R , 0 =

(
�− 1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥
I′L , (4.6.29b)

where the Γ̂-transverse mode and Γ̂-parallel mode are defined as

ψ⊕
I′ = −1

2
Γ̂−Γ̂+ψI′ , (4.6.30a)

ψ⊕⊥
I′R =

1 + iΓ̂123

2
ψ⊕⊥
I′ , ψ⊕⊥

I′L =
1− iΓ̂123

2
ψ⊕⊥
I′ , (4.6.30b)
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ψ
⊕‖
2R =

1 + iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
2 , ψ

⊕‖
2L =

1− iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
2 . (4.6.30c)

From (4.6.29b), we find that the zero-mode energies and degrees of freedom of are given by ψ⊕⊥

ĨR
and ψ⊕⊥

ĨL
:

E0(ψ⊕⊥
I′R) =

5

2
, E0(ψ⊕⊥

I′L ) =
3

2
, D(ψ⊕⊥

I′R) = D(ψ⊕⊥
I′L ) = 8× (6− 1) = 40 . (4.6.31)

Now we have finished the study of the Γ̂-transverse part. The remaining task is to analyze the Γ̂-parallel

mode. In order to investigate the Γ̂-parallel mode, we perform a linear combination of (4.6.25) and (4.6.29a),

and define new Γ̂-parallel modes as

ψ
⊕‖
R ≡ 2

5
ψ
⊕‖
1R − ψ

⊕‖
2R , ψ

⊕‖
L ≡ 2

5
ψ
⊕‖
1L − ψ

⊕‖
2L . (4.6.32)

Then, by the use of (4.6.15), we can easily see that the re-defined fermions satisfy the equations:

0 =
(
�+

3

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
R , 0 =

(
�− 3

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
L . (4.6.33)

Thus the zero-mode energies and degrees of freedom of them are represented by

E0(ψ⊕‖
R ) =

7

2
, E0(ψ⊕‖

L ) =
1

2
, D(ψ⊕‖

R ) = D(ψ⊕‖
L ) = 8 . (4.6.34)

Now we have fully solved the field equations for fermionic fluctuations, and have derived the spectrum of

gravitino in the case of pp-wave. As a result, we have found that the spectrum is splitting with a certain energy

difference in the same manner with the spectrum of bosons. Summarizing (4.6.27), (4.6.31) and (4.6.34), we

obtain the spectrum of gravitino as in Table 4.2:

energy E0 fermionic fields (D) degrees of freedom

7
2 ψ

⊕‖
R (8) 8

5
2 ψ⊕⊥

ĨL
(16) ψ⊕⊥

I′R(40) 56

3
2 ψ⊕⊥

ĨR
(16) ψ⊕⊥

I′L (40) 56

1
2 ψ

⊕‖
L (8) 8

Table 4.2: Fermionic zero-modes in eleven-dimensional supergravity on pp-wave background.

4.7 Summary

ここでもう一度 bosonic/fermionic spectrum を掲載しておこう :

各 energy “floor”は supersymmetry で繋がる。 今、 ここではあらわに記述していないが、 pp-wave background

では Hamiltonian も supercharge も time に依存しているため、 これらの commutator はゼロにはならない。 し

かし supersymmetry は manifest に 32 個保っている。 その一つとして、 lowest energy floor は zero energy であ
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energy E0 bosons fermions degrees of freedom

4 h 1

7/2 ψ
⊕‖
R 8

3 H
ĨJ ′ C⊕I′J ′K′ 28

5/2 ψ⊕⊥

ĨL
ψ⊕⊥
I′R 56

2 C
ĨJ ′K′ h⊥

ĨJ̃
h⊥I′J ′ 70

3/2 ψ⊕⊥

ĨR
ψ⊕⊥
I′L 56

1 H
ĨJ ′ C⊖I′J ′K′ 28

1/2 ψ
⊕‖
L 8

0 h 1

Table 4.3: Zero point energy spectrum of all the physical fields of the linearized supergravity on the pp-wave

background.

ることが挙げられる。 (もちろんこれだけが根拠ではない。 ) その議論については、 例えば [37, 42] などを参照の

こと 。

なお、 ここで得られた spectrum (Table 4.3) は、 Matrix theory on pp-wave の zero-mode spectrum と完全に

対応する。 例えば、 [38] を参照のこと 。 [38] は、 light-cone gauge を採った後に残る spacetime SO(9) symmetry

を SO(3) × SO(6) の言葉で記述している。 その表記は、 ここで議論した linearized supergravity の fluctuation

fields と対応がよい。 また、 別の、 Spin(7) × U(1) symmetry として記述したものが [42] であるが、 これとも

zero-mode は一致している。 前者 [38] は pp-wave background 上での oscillator mode を議論するのに最適な表記

であり 、 後者 [42] は、 pp-wave に限らない background にも適応できる。 そもそも、 Spin(7)× U(1) 表記は、 最

初は flat background 上での supermembrane matrix model で登場したものである [40]。

さて、 matrix theory は M-theory の fundamental object である M2-brane (supermembrane) を matrix で記

述していると考えると 、 ここで得られた結果から 、 Figure 4.1 のよう な関係が見えてく るかもしれない:

AdS4(7) × S7(4) background での (linearized) supergravity については、 Duff et al. [1, 17, 16, 18] などが精

力的に研究をしている。 近年、 AdSp × Sq 上の fluctuation mode と KG background 上 fluctuation mode を 、

oscillator method を用いて対応関係を得ることができたという報告がある [30]。 まだ fluctuation fields そのもの

についての対応関係は見出されていないと思われるので、 その点を追究するのは面白いかもしれないが、 困難が

予想される。

AdS4×S7 は、 M2-brane の near-horizon limit での background geometry に対応し、 AdS7×S4 は M5-brane

のそれに対応していると考えられている。 AdS4×S7 と AdS7×S4 は、 Penrose limitで共に KG solution (pp-wave

background) に繋がるため、 まだ M5-brane について知見が乏しい我々は、 ここの解析から M5-brane について

新たな情報が引き出せるかもしれない。 しかしそれはまだわからない。

こう並べてみると、 何故 11-dimensional spacetime では 32 supersymmetry を保つ background がこれだけあ

るのか、 興味が持てるところである。
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11-dim. Supergravity
on

AdS4 × S7

M2-brane in M-theory
on

PP-wave

11-dim. Supergravity
on

PP-wave

11-dim. Supergravity
on

AdS7 × S4

M5-brane in M-theory
on

PP-wave

KK Zero-mode(?)

KK Zero-mode(??)

Penrose Limit

Penrose Limit

ZERO-MODE

??

Figure 4.1: The relationships among the spectrum of the eleven-dimensional supergravity/M-theory on the

maximally supersymmetric curved background.



Chapter 5

Supergravities on Anti-de Sitter Spaces

section 4 では [2] の議論をもう一度丁寧にやり なおした。 ここでは他の background、 特に AdS4(7) × S7(4) back-

ground について、 1980 年代に解析されたことをまとめておく 。 中心になる文献は Duff and Pope [1] である。
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まずは、 11-dimensional supergravity を M4×M7 に分解する議論を展開している文献を挙げておこう 。 非常に

有用なものは Duff, Nilsson and Pope [12] (特に概要としてその section 3, 4, 5) である。 ここには Einstein space

で compactify するところから始まり 、 Freund-Rubin ansatz、 classical vacuum、 isometry group and Killing vec-

tor (spinor)、 fluctuation fields and linearized supergravity、 gauge-fixing condition、 masslessness、 cosmological

constant problem、 supersymmetry algebra、 non-abelian gauge theory、 coset construction など、 一通り の議論

が書かれてある。

なお、 AdS4 × S7 については Duff and Pope [1], Duff [17] (linearlized level), de Wit and Nicolai [18] (full

nonlinear level) を参照。 AdS7×S4 については Pilch, van Nieuwenhuizen and Townsend [16] (linearlized level),

Nastase, Vaman and van Nieuwenhuizen [22] (full nonlinear level) を参照。 linearized level と nonlinear level で

議論が別々にある。 linearized level で議論できるのは zero-mode spectrum く らいである。 massive mode の存

在も議論できるが、 zero-mode を含めて、 interaction については何も言えない。 (non)renormalizable interaction

term まで含めて、 symmetry breaking を議論するには、 full nonlinear level まで追究する必要があるが、 sphere

comactification が consistent になされる必要がある (higher-dimensional Einstein equation に lower-dimensional

fluctuation を代入したとき、 lower-dimensional spacetime で議論が閉じる必要があるが、 これは自明ではない)。

なお、 本文では zero-mode spectrum だけを追いかけるので、 linearlized level の議論で十分であろう 。

AdS space の対称性、 代数については de Wit and Herger [19] を参照。

5.1 Some Comments on Ansatze, Field decomposition and Gauge-

fixing

具体的に AdS4(7) × S7(4) background 上の fluctuation field について議論を展開する前に、 いく つかのコメ ン

ト を列挙しておこう 。 今後の議論の展開にある程度の指針を与えると思われる。 なお、 ここで登場する座標は、

xM ∈ AdSp × Sq, xµ ∈ AdSp, y
m ∈ Sq の約束を採る。

5.1.1 Decomposition of Background Fields

background field, background flux については、 spacetime index が AdSp だけ、 もしく は Sq だけ、 という 、 完

全に分離したものだけが存在すると仮定する。 つまり

〈gµm〉 = 0 (5.1.1a)

〈Fµνρm〉 = 〈Fµνmn〉 = 〈Fµmnp〉 = 0 (5.1.1b)

とする。 これは metric が完全に分離することからの仮定である。 さらに affine connection も AdSp 方向と Sq 方

向で完全に分離することから 、 covariant derivative について次のよう な関係式が得られる :

∇µφm = ∂µφm ∇µφνm = ∂µφνm − Γρ
µν φρm etc.
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また、 後に定義する Freun-Rubin ansatz より 、 classical flux FMNPQ は定数とする。 このため、 例えば

∇µFnpqr = ∇mFµνρσ = 0

∇µFνρσλ = 0 ∇mFnpqr = 0

となる。 同じく Freund-Rubin ansatz を用いると 、 (3.1.8c) から

0 = ∇QFQMNP or

0 = ∇µFµνρσ 0 = ∇qFqmnp

が得られる。 以上にもとづく と 、 field equations for fluctuation fields (3.2.6), (3.2.4b), (3.2.4c), (3.2.4d) から幾

つかの方程式が生まれる。 それぞれについてできるだけ一般的に書き下そう 。

• (3.2.6) には uncontracted indices が 2 つある。 従って 3 通りの方程式 (M,N) = (µ, ν), (µ,m), (m,n) が登

場する :

δRµν = −1

2

{
∇ν∇µhP

P −∇ν∇PhµP −∇µ∇PhνP

}
+

1

2
∆̂hµν

= − 1

144
hµν FPQRS F

PQRS − 1

72
gµν F

PQRS FPQRS +
1

36
hPU gµν FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
Fµρσλ Fν

ρσλ + Fνρσλ Fµ
ρσλ

)
− 1

4
hρτ Fµρσλ Fντ

σλ (5.1.2a)

δRµn = −1

2

{
∇n∇µhP

P −∇n∇PhµP −∇µ∇PhnP

}
+

1

2
∆̂hµn

= − 1

144
hµn FPQRS F

PQRS +
1

12

(
Fµpqr Fn

pqr + Fnρσλ Fµ
ρσλ

)
(5.1.2b)

δRmn = −1

2

{
∇n∇mhP

P −∇n∇PhmP −∇m∇PhnP

}
+

1

2
∆̂hmn

= − 1

144
hmn FPQRS F

PQRS − 1

72
gmn F

PQRS FPQRS +
1

36
hPU gmn FPQRS FU

QRS

+
1

12

(
Fmpqr Fn

pqr + Fnpqr Fm
pqr

)
− 1

4
hpu Fmpqr Fnu

qr (5.1.2c)

• (3.2.4b) には uncontracted indices が 1 つある。 従って 2 通り の方程式 M = µ,m が登場する :

0 = Γ̂µNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
+

1

96
Γ̂µNPQRSFPQRS ψN +

1

8
gµ[ρΓ̂στgκ]νFρστκ ψν (5.1.3a)

0 = Γ̂mNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
+

1

96
Γ̂mNPQRSFPQRS ψN +

1

8
gm[pΓ̂qrgs]nFpqrs ψn (5.1.3b)

• (3.2.4c) には uncontracted indices が 3 つある。 従って 4 通り の方程式が登場する (Freund-Rubin ansatz

より gray scaled terms は全て消失する )1:

0 = e∇QFQµνρ

− e
{
Fσµνρ

(
∇QhQ

σ − 1

2
∂σhQ

Q
)
+ Fλσνρ∇λhµ

σ + Fλµσρ∇λhν
σ + Fλµνσ∇λhρ

σ
}

1background spacetime が direct product になっているという事から 、 covariant derivative が ordinary derivative に reduce する

∇phµν = ∂phµν になるという関係式を途中で用いている。



60 Supergravities on Anti-de Sitter Spaces

− 1

576
ετκλQRSUVWXY FQRSU gµτ gνκ gρλ FVWXY (5.1.4a)

0 = e∇QFQmνρ − e Fλσνρ∇λhm
σ − 1

576
εzκλQRSUVWXY FQRSU gmz gνκ gρλ FVWXY (5.1.4b)

0 = e∇QFQmnρ − e Fqmns∇qhρ
s − 1

576
εzkλQRSUVWXY FQRSU gmz gnk gρλ FVWXY (5.1.4c)

0 = e∇QFQmnp

− e
{
Fsmnp

(
∇QhQ

s − 1

2
∂shQ

Q
)
+ Fqsnp∇qhm

s + Fqmsp∇qhn
s + Fqmns∇qhp

s
}

− 1

576
εzklQRSUVWXY FQRSU gmz gnk gpl FVWXY (5.1.4d)

• (3.2.4d) には uncontracted indices が 5 つあるので、 6 通り の方程式が存在する :

0 = ∇[µFνρσλ] (5.1.5a)

0 = ∇mFνρσλ + 4∇[νFρσλ]m (5.1.5b)

0 = 2∇[mFn]ρσλ + 3∇[ρFσλ]mn (5.1.5c)

0 = 3∇[mFnp]σλ + 2∇[σFλ]mnp (5.1.5d)

0 = 4∇[mFnpq]λ +∇λFmnpq (5.1.5e)

0 = ∇[mFnpqr] (5.1.5f)

5.1.2 Decomposition of Fluctuation Fields

Duff, Pope [1] や、 Kim, Romans, van Nieuwenhuizen [3] の論法では、 AdSp × Sq 全体に広がる fluctuation field

Φmn···
µν··· (x, y) を AdSp 方向の field φIµν···(x) と 、 S

q 方向の field Y mn···
I (y) に次のよう に分解する :

Φmn···
µν··· (x, y) =

∑

I

φIµν···(x) · Y mn···
I (y) (5.1.6)

その後、 de Donder gauge-fixing ∇mΦmn···
µν··· = 0 を採って計算を行う 。 (例えば Duff, Nilsson, Pope [12] の section

5, (5.1.14) から (5.1.16) などである。 ) これが有利な点は、 Y mn···
I (y) が Sq の球面調和関数 (Sq 方向の Laplace

方程式の固有関数) であると同時に、 isometry group SO(q+1) の Killing vector そのものであってもよい点であ

る [1]。 de Donder gauge-fixing の方程式は、 ちょ う ど Killing vector equation として書き直すことが出来るから

である。 例えば hµm(x, y) という field に対しては次のよう に分解するとよい:

hµm(x, y) =
∑

I

BI
µ(x)K

I
m(y) and ∇mhµm = 0 (de Donder gauge-fixing condition) (5.1.7a)

If we set KI
m is a Killing vector, i.e., ∇mK

I
n +∇nK

I
m = 0, this decomposition is consistent:

∇mhµm =
1

2

∑

I

BI
µ g

mn
(
∇mK

I
n +∇nK

I
m

)
= 0 (5.1.7b)

ここで index I は isometry group SO(q+1) の algebra so(q+1) の次元 q(q+1)/2 だけ走る。 (定義の詳細は各議

論に委ねる。 ) ちなみに、 この Killing vector KI
m は Sq の isometry group SO(q+ 1) の commnutation relation
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[KI ,KJ ] ∼ f IJKK
K をみたす。 これにより 、 AdSp に住む vector field BI

µ は SO(q + 1) gauge group を持つこ

とになる (see section 1.3 in [12])。

さらに、 この decomposition を 11-dimensional field equations に代入した際に得られる 4-dimensional field

equationsが consistentであるようにしなければならない。 その議論は最初明確な形で Duff, Nilsson, Pope, Warner

[20] によってなされているが、 この概念自体は [1] に既に取り 入れられている。 近年の文献に於いては Duff [21],

Nastase, Vaman, van Nieuwenhuizen [22], Hoxha, Martinez-Acosta, Pope [23] に詳細が書かれてある。

5.1.3 計量からの fluctuation field hMN について

[1, 3] などの文献によると 、 AdSp 方向に揺らぐ field hµν は、 次のよう に Weyl shift を施す2:

hµν = h′µν −
1

p− 2
gµν h

m
m (5.1.8)

我々は、 h′µν を最終的に 4-dimensional spacetime の massless graviton と同定したい。 つまり h′µν は、 symmetric,

transverse, traceless tensor であるよう に定義したい。

2Weyl shift を用いた文献は [1, 3] であるが、 Weyl shift そのものの解説は、 簡単には [16] にある。
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Penrose limit を意識するため、 AdS4 × S7 background 上の spectrum の考察において、 AdS4 の半径 RA と

S7 半径 RS の関係を RS = 2RA とする。

6.1 Freund-Rubin Ansatz

我々は、 AdS4 × S7 の Penrose limit (そして適当な rescale) である Kowalski-Glikman (KG) solution 上での

Freund-Rubin ansatz を知っている。 それを

FKG
+123 = µ (6.1.1)

と記述しておこう 。 Penrose limit と rescale を通じてこれを与える、 元々の AdS4×S7 上での ansatz はどうなっ

ているのであろうか。 それを求める。

AdS4 × S7 での Freund-Rubin ansatz を

FAdS
µνρσ = Mǫµνρσ or FAdS

0123 = M
√
|gAdS | (6.1.2)

とする。 但し 、 ǫµνρσ は completely anti-symmetric tensor である。 それぞれの記号は次で定義される :

gAdS = det(gµν) = − R2
A

(X−1)2
(6.1.3a)

ǫµνρσ =
√
|gAdS |E−1

µνρσ E−1
0123 = 1 (6.1.3b)

ここで E−1
µνρσ は weight が −1 の invariant tensor density である [14]。 さらに E−1

µνρσ の逆である Eµνρσ を定義

しよう :

ǫµνρσ =

√
|gAdS |
gAdS

Eµνρσ = − 1√
|gAdS |

Eµνρσ E0123 = 1 (6.1.4)

これは weight 1 の invariant tensor density である。

2 つの invariant tensor density E−1
µνρσ, E

µνρσ の関係は

Eµνρσ = gAdS g
µα gνβ gργ gσδ E−1

αβγδ (6.1.5a)

Eµνρσ E−1
µνρσ = 4! (6.1.5b)

Eµνρσ E−1
ανρσ = 3! δµα (6.1.5c)

Eµνρσ E−1
αβρσ = 2!

(
δµα δ

ν
β − δµβ δνα

)
= 2! · 2! δµ[α δνβ] (6.1.5d)

Eµνρσ E−1
αβγσ =

{
δµα δ

ν
β δ

ρ
γ + δµβ δ

ν
γ δ

ρ
α + δµγ δ

ν
α δ

ρ
β − δ

µ
β δ

ν
α δ

ρ
γ − δµα δνγ δρβ − δµγ δνβ δρα

}

= 3!δµ[α δ
ν
β δ

ρ
γ] (6.1.5e)

ǫµνρσ = gµα gνβ gργ gσδ ǫαβγδ (6.1.6a)
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ǫµνρσ ǫµνρσ = −4! (6.1.6b)

ǫµνρσ ǫανρσ = −3! δµα (6.1.6c)

ǫµνρσ ǫαβρσ = −2!
(
δµα δ

ν
β − δµβ δνα

)
= −2! · 2! δµ[α δνβ] (6.1.6d)

ǫµνρσ ǫαβγσ = −
{
δµα δ

ν
β δ

ρ
γ + δµβ δ

ν
γ δ

ρ
α + δµγ δ

ν
α δ

ρ
β − δ

µ
β δ

ν
α δ

ρ
γ − δµα δνγ δρβ − δµγ δνβ δρα

}

= −3!δµ[α δνβ δ
ρ
γ] (6.1.6e)

である。 これらを用いると 、 一般の完全反対称 tensor Gµνρσ, G
µνρσ は

Gµνρσ = G0123 ǫµνρσ Gµνρσ = gµα gνβ gργ gσδ Gαβγδ = G0123 ǫ
µνρσ (6.1.7)

の様に記述することが可能となる。

AdS4 × S7 上での Freund-Rubin ansatz を (6.1.2) としたとき、 KG solution での ansatz (6.1.1) を与える M

を見付けるのがここの課題である。 KG solution に行く ために、 まずは light-cone coordinates を導入する。 それ

は Penrose limit を見越して





x+ =
1

2RA

(
x0 + y♮

)

x− = RA

(
x0 − y♮

) or





x0 =
1

2

(
2RAx

+ +
1

RA

x−
)

y♮ =
1

2

(
2RAx

+ − 1

RA

x−
) (6.1.8)

と定義される (rescale は含めない)。 x± それぞれの weight が異なるのは Rosen coordinates や Brinkmann

coordinates を見越した事である。 この座標系では、 Freund-Rubin ansatz FLC は次のよう になる :

FLC
+123 =

∂x0

∂x+
FAdS
0123 = RAM

√−gAdS FLC
−123 ≡ 0 (6.1.9)

但し 、 standard な議論と同様にして、

F♮123 ≡ 0 (6.1.10)

としている [12]。 また、 KG solution では F−123 = 0 であるので、 ここでもそれを採用している。 さて、 Penrose

limit を採る。 ここでは ρ = θ = 0, t = 2ϕ という null geodesics 近傍で RA →∞ を採ることにする。 このとき、

−gAdS =
R2

A

(X−1)2
=

1

cosh2 ρ cos2 t
→ 1 (6.1.11)

となる。 また flux も finite で生き残る為には M =M ′/RA と再定義するとよい。 この時、

FLC
+123 → M ′ ≡ FLC,PL

+123 (6.1.12)

となる。 さらに、 rescaling を行う 。 appendix 10.3 では克明には記述していないが、

x+ → µ

3
x+ ∴ x+KG =

3

µ
x+LC (6.1.13a)

x− → 3

µ
x− ∴ x−KG =

µ

3
x−LC (6.1.13b)
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を導入する。 これにより KG solution 上の ansatz が得られる :

FKG
+123 =

∂x+LC
∂x+KG

FLC,PL
+123 =

µ

3
M ′ ≡ µ (6.1.14)

これより 、

M =
M ′

RA

=
3

RA

(6.1.15)

となるので、 AdS4 × S7 上の ansatz は

FAdS
µνρσ =

3

RA

ǫµνρσ (6.1.16)

で与えられる事がわかる 1。

6.2 Field Equations for Fluctuation Fields

まず、 Freund-Rubin ansatz (6.1.16) の下での classical field equations (3.1.8), (3.2.5), supercovariant derivative

DM (3.1.6) を分解しておこう :

R = −1

6
M2 , Rµν = −1

3
M2 gµν , Rmn =

1

6
M2 gmn , (6.2.1a)

0 = Γ̂MNPDNΨP +
1

96
M ǫρσλτ

(
Γ̂MNρσλτ + 12gM [ρΓ̂σλgτ ]N

)
ΨN , (6.2.1b)

Dµ =
(
∂µ −

i

2
ωµ

αβ Σαβ

)
+

1

288
M ǫνρσλ

(
Γ̂νρσλ

µ − 8δ[νµ Γ̂ρσλ]
)

(6.2.1c)

Dm =
(
∂m −

i

2
ωm

ab Σab

)
+

1

288
M ǫνρσλ Γ̂

νρσλ
m (6.2.1d)

これら 、 特に (6.2.1a) は (8.1.19) をきちんと再現している。

equations of motion for fluctuation fields については、 Freund-Rubin ansatz (6.1.16)の下では次のようになる :

δRµν = −1

2

{
∇ν∇µhP

P −∇ν∇ρhµρ −∇µ∇ρhνρ

}
+

1

2
∆̂hµν

= −1

3
M2hµν −

2

3
Mgµν F0123 +

1

3
M2gµν hρ

ρ (6.2.2a)

δRµn = −1

2

{
∇n∇µhP

P −∇n∇ρhµρ −∇µ∇ρhnρ

}
+

1

2
∆̂hµn

=
1

6
M2hµn +

1

12
Mgµτ ǫ

τρσλ Fnρσλ (6.2.2b)

δRmn = −1

2

{
∇n∇mhP

P −∇n∇ρhmρ −∇m∇ρhnρ

}
+

1

2
∆̂hmn

=
1

6
M2hmn +

1

3
MgmnF0123 −

1

6
M2gmn hρ

ρ (6.2.2c)

0 = Γ̂µNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
+

1

8
Mgµ[ρΓ̂στgκ]νǫρστκ ψν (6.2.3a)

1以後の計算でももっぱら M という記号を用いておく と見通しがよい。
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0 = Γ̂mNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
− 1

4
M Γ̂mn0123 ψn (6.2.3b)

0 = ∇σFσµνρ −M
{
ǫσµνρ

(
∇λhλ

σ − 1

2
∂σhQ

Q
)
+ ǫλσνρ∇λhµ

σ + ǫλµσρ∇λhν
σ + ǫλµνσ∇λhρ

σ
}

(6.2.4a)

0 = ∇σFσmνρ −M ǫλσνρ∇λhm
σ (6.2.4b)

0 = ∇σFσmnρ (6.2.4c)

0 = e∇σFσmnp +
1

24
M
√−gAdS ε

0123zklqrsuFqrsu gmz gnk gpl (6.2.4d)

また、 全ての fluctuation fields に対して次のように de Donder and Lorentz type gauge-fixing condition を課

している [3]:

∇mhmM ≡ 0 ∇mFmNPQ ≡ 0 Dmψm ≡ Γ̂mψm ≡ 0 (6.2.5)

但し、 gravitino の gauge-fixing は、 bosonic fields の Lorentz type gauge-fixing を真似たもの (compact S7 方向

にだけ Lorentz type gauge-fixing condition を課す) であり 、 これが正しいという保証は (現時点では) ない。

Bianchi identity からの揺らぎ (5.1.5) は次のよう に与えられる :

0 = ∂mFνρσλ + 4∇[νFρσλ]m (6.2.6a)

0 = 2∇[mFn]ρσλ + 3∇[ρFσλ]mn (6.2.6b)

0 = 3∇[mFnp]σλ + 2∇[σFλ]mnp (6.2.6c)

0 = 4∇[mFnpq]λ + ∂λFmnpq (6.2.6d)

0 = ∇[mFnpqr] (6.2.6e)

6.3 Four-Seven Splitting, Killing Spinor Equation

実は Freund-Rubin ansatz (6.1.16) を代入しただけでは、 それをみたす background は AdS4 × S7 であるとは

限らない。 たとえ 4-dimensional spacetime を maximally symmetric space である AdS4 であっても 、 残り の

7-dimensional internal space には無数の可能性が存在する。 例えば、 round S7 解では 32 supercharge を残すが、

maximally supersymmetric ではない squashed S7 (N = 1, つまり 4 supercharges) の解も存在する。 そこで、 新

たな ansatz を課す。 それは、 11-dimensional spacetime gravitino ΨM の supersymmetry transformation δΨM

の期待値がゼロになれという ものである [1, 17]:

〈δΨM 〉 = 2〈DMε〉 ≡ 0 (6.3.1)

ここで ε(x, y) は 11-dimensional Majorana spinor である fermionic parameter (SUSY parameter, 32 degrees of

freedom) である。 11-dimensional spacetime が Freund-Rubin ansatz (6.1.16) によって 4+ 7 に分解されるので、

この SUSY parameter ε(x, y) も分解される :

ε(x, y) = εI(x)ηI(y) (6.3.2)
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ここで εI(x)は 4-dimensional spacetime Majorana spinor (4 degrees of freedom) であり 、 ηI(y)は 7-dimensional

internal space Majorana spinor (8 degrees of freedom) である 2。 index I は ε(x) に伴ってついているものでな

く 、「 ある条件」 をみたす η(y) の「 個数」 を表すものである。 ここで、 anti-commuting な性質は 4-dimensional

spacetimeの spinor parameter εI(x)に与える。 7-dimensional space spinor parameter ηI(y)は commuting spinor

である。

これにあわせて、 Dirac gamma matrix Γ̂A も次のよう に分解される :

Γ̂A =
(
γα ⊗ 1, γ5 ⊗ Γa

)
α = 0, 1, 2, 3 a = 4, 5, · · · , 10 (6.3.3a)

{γα, γβ} = 2ηαβ {Γa,Γb} = 2δab γ5 = i−1γ0γ1γ2γ3 (6.3.3b)

ここで、 γα は 4-dimensional Minkowski spacetime での gamma matrices であり 、 Γa は 7-dimensional Euclidean

space での gamma matrices である [25, 28]。

11-dimensional spacetime での Lorentz generator の spinor 表現 (3.1.7c) より 、 four-seven split した後でも

Σαβ =
i

2
Γ̂αβ =

i

2
γαβ ⊗ 1 Σab =

i

2
Γ̂ab =

i

2
1⊗ Γab (6.3.4)

となる 3。 Lorentz algebra は

−1

2
[γαβ , γγδ] = ηαγγβδ + ηβδγαγ − ηαδγβγ − ηβγγαδ (6.3.5a)

−1

2
[Γab,Γcd] = δacΓbd + δbdΓac − δadΓbc − δbcΓad (6.3.5b)

という関係を持つ (符号に注意!)。 また、

ǫνρσλδ
[ν
µ Γ̂ρσλ] =

3!

4!
ǫνρσλ

(
δνµΓ̂

ρσλ − δρµΓ̂σλν + δσµΓ̂
λνρ − δλµΓ̂νρσ

)
= ǫµρσλΓ̂

ρσλ = ǫµρσλγ
ρσλ ⊗ 1

= −3! i γµγ5 ⊗ 1 (6.3.6a)

ǫνρσλΓ̂
νρσλ

µ = ǫνρσλ
(
Γ̂νρσλΓ̂µ − 4δ[νµ Γ̂ρσλ]

)
= −4! Γ̂0123Γ̂µ − 4ǫνρσλδ

[ν
µ Γ̂ρσλ]

= 4! i γµγ5 ⊗ 1+ 4! i γµγ5 ⊗ 1 = 2 · 4! i γµγ5 ⊗ 1 (6.3.6b)

ǫνρσλΓ̂
νρσλ

m = ǫνρσλ
(
Γ̂νρσλΓ̂m − 4δ[νmΓ̂ρσλ]

)
= −4!Γ̂0123Γ̂m

= −4! i1⊗ Γm (6.3.6c)

となるただしここで

Γ̂MNPQΓ̂R = Γ̂MNPQ
R − 4δ

[M
R Γ̂

NPQ]
(6.3.7)

という恒等式を用いている (see appendix A.2)。 さらに

Γ̂0123 = γ0123 ⊗ 1 =
4!

4!
γ0γ1γ2γ3 ⊗ 1 = iγ5 ⊗ 1 (6.3.8a)

ǫ0ρσλγ
ρσλ = −3!γ123 = −3! i γ0γ5 → ǫµρσλγ

ρσλ = −3! i γµγ5 (6.3.8b)

2Minkowski spacetime における spinor の自由度は [25]、 Euclidean space における spinor の自由度は [28] を参照。
37-dimensional Euclidean space がオリ ジナルの理論だと、 Σab = −

1
2
Γab という表現を取ればよいが、 ここの議論では 11-dimensional

Minkowski space がオリ ジナルである。
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という関係を用いている。 curved spacetime index が contract しているので、 結果的に gamma matrices γ5 の導

出では単純に tangent space index を用いて表される。 vielbein などは登場しない。 したがって、 weight
√−gAdS

は登場しない。

分解された SUSY parameter は、 (6.3.1) により 、 それぞれ次の condition をみたす必要が生じる :

Dµε
I(x) =

[
∂µ +

1

4
ωµ

αβ γαβ +
i

3
Mγµγ5

]
εI(x) = 0 (6.3.9a)

Dmη
I(y) =

[
∂m +

1

4
ωm

ab Γab −
i

12
MΓm

]
ηI(y) = 0 (6.3.9b)

ここで、 上に挙げた「 ある条件」 とは (6.3.9b) のことであり 、 Killing spinor condition と呼ばれる。 これをみた

す 8-component spinor ηI(y)の「 個数」 4、 つまり Killing spinorの個数が index I の走る数である。 4-dimensional

spacetimeが AdS4 の場合、 spinor parameter εI(x)は (6.3.9a) をみたすので、 上の分解 (6.3.2)の下では、 最終的に

I 個の Majorana spinor εI(x) が存在する。 それはつまり 、 4-dimensional spacetime には N = I supersymmetry

(4I supercharges) が存在することを意味する。 例えば、 round S7 の場合は (6.3.9b) をみたす spinor ηI(y) は 8 つ

存在する (Killing spinor が 8 つ存在する ) ため、 I = 1, 2, · · · , 8 となり 、 AdS4 上には N = 8 の supersymmetry

(32 supercharges) が存在することになる。 一方、 squashed S7 では (6.3.9b) をみたす spinor ηI(y) はただ一つ

(Killing spinor が 1 つだけ) なので、 AdS4 上には 4× 1 = 4 supercharge だけが保存する [17]。

さらに、 (6.3.9) から 、 次の integrability condition と呼ばれる条件も課される :

[Dµ,Dν ]ε
I(x) = 0 (6.3.10a)

[Dm,Dn]η
I(y) = 0 (6.3.10b)

厳密にいえば、 この integrability condition をみたし 、 かつ (6.2.1a) をみたす時、 4-dimensional spacetime が

AdS4、 7-dimensional internal space が S7 であることがわかる (ηI(y) が 8 つみたすときは round S7、 1 つだけ

のときは squashed S7)。 integrability condition (6.3.10) を具体的に記述しよう :

0 = [Dµ,Dν ]ε
I

=
[
∂µ +

1

4
ωµ

αβγαβ +
i

3
Mγµγ5 , ∂ν +

1

4
ων

γδγγδ +
i

3
Mγνγ5

]
εI

= [∂µ, ∂ν ]ε
I − 1

9
M2[γµγ5, γνγ5]ε

I

+
1

4
[∂µ, ων

αβγαβ ]ε
I − 1

4
[∂ν , ωµ

αβγαβ ]ε
I +

1

16
ωµ

αβων
γδ[γαβ , γγδ]ε

I

+
i

3
M [∂µ, γνγ5]ε

I − i

3
M [∂ν , γµγ5]ε

I +
i

12
Mωµ

αβ [γαβ , γνγ5]ε
I − i

12
Mων

αβ [γαβ , γµγ5]ε
I (6.3.11)

まず [∂µ, ∂ν ]ε
I = 0 であり 、 さらに

−1

9
M2[γµγ5, γνγ5]ε

I =
2

9
M2 eµ

α eν
β γαβε

I (6.3.12)

である。 Lorentz algebra (6.3.5b) を用いると 、 (6.3.11) の第 2 行は

1

4
[∂µ, ων

αβγαβ ]ε
I − 1

4
[∂ν , ωµ

αβγαβ ]ε
I +

1

16
ωµ

αβων
γδ[γαβ , γγδ]ε

I =
1

4
R̃αβ

µν γαβ ε
I (6.3.13)

4ηI(y) の component の数ではない。



70 Supergravity on AdS4 × S7

となる。 第 3 行は

i

3
M

(
[∂µ, γνγ5]− [∂ν , γµγ5] +

1

4
ωµ

αβ [γαβ , γνγ5]−
1

4
ων

αβ [γαβ , γµγ5]
)
εI

=
i

3
M

{
∂µ eν

α − ∂ν eµα + ωµ
α
β eν

β − ων
α
β eµ

β
}
γαγ5ε

I (6.3.14)

であるが、 torsion free における Cartan structure equation deα + ωα
β ∧ eβ = 0 より 、 ゼロとなる。 よって、 ま

とめると

[Dµ,Dν ]ε
I =

1

4

[
R̃αβ

µν +
8

9
M2eµ

α eν
β
]
γαβ ε

I ≡ 0 (6.3.15a)

となる。 全く 同様に議論を展開すると

[Dm,Dn]η
I =

1

4

[
R̃ab

mn −
1

18
M2em

a en
b
]
Γab η

I ≡ 0 (6.3.15b)

となることがわかる。

6.4 Decomposition of Fluctuation Fields

Duff, Pope [1] に従って hMN (x, y) を分解する。 hµν(x, y) については次の Weyl shift (5.1.8) を施す:

hµν = h′µν −
1

2
gµν hm

m (6.4.1)

ここで gµν は background AdS4 metric である。

さて、 各 fluctuation を four-dimensional fields と internal space fields に分解しよう :

h′µν(x, y) = h′µν(x) (6.4.2a)

hµn(x, y) =
∑

i,j

B[ij]
µ (x) ·K [ij]

n (y) (6.4.2b)

hmn(x, y) =
∑

i,j,ℓ

S(ij)(x) ·
[
K

[iℓ]
(mK

[ℓj]
n) − α1 gmnK

[iℓ]
p K [ℓj]p

]
(y) (6.4.2c)

gmn は S7 background metric である。 また、 K [ij]
m (y) は S7 spherical harmonics であると同時に、 S7 の isometry

group SO(8) の Killing vector とする。 index i, j, · · · は SO(8) vector index として 1 から 8 まで走る。 そのた

め K
[ij]
m (y) は 8C2 = 28 個の Killing vector が存在する。 そのため four-dimensional spacetime vector B

[ij]
µ (x) も

28 個存在する。 同様に four-dimensional spacetime scalar となる S(ij)(x) は SO(8) vector index を、 symmetric

traceless に持つよう に定義され、 35 個存在する。 なお、 定数 α1 は Duff, Pope [1] では

α1 =
1

9
(6.4.3)

であるが、 何故この値なのか理解していないため、 未定の定数としておこう 。 (他にも理由を理解していない factor

が沢山出てく る。 )
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S7 上の 28 個の Killing vector K
[ij]
m (y) が登場する理由は、 先にも書いたが de Donder gauge と consistent

にするためである。 Killing vector equation は

∇(mK
[ij]
n) =

1

2

(
∇mK

[ij]
n +∇nK

[ij]
m

)
= 0 (6.4.4)

であり 、 これと de Donder gauge (6.2.5) を consistent にする field hMN の decomposition は (6.4.2) で与えられ

る [1]5。

さらに FMNPQ について、 まずは h′µν 同様 shift させておこう 。 Fµνρσ, Fµνρq, h
′
µν , hm

m それぞれが互いに

mixing をするよう に次のよう に定義する :

Fµνρσ = F ′
µνρσ +

1

2
Mǫµνρσ

(
h′λ

λ − hmm
)

(6.4.5a)

Fµνρq = F ′
µνρq + α2 ǫµνρσ∇σ∇qhm

m (6.4.5b)

(6.4.5a) の shift factor は (5.1.8) と同様に 1/(4− 2) で与えるが、 (6.4.5b) に対する指標を知らないので、 ここで

も未定の定数 α2 を用いている。 さらに、 Fµνpq と Bµ の mixing を考慮して

Fµνpq = F ′
µνpq − α3 ǫµνρσ∇ρBσ [ij] ·K [iℓ]

[p K
[ℓj]
q] (6.4.5c)

と定義しておく 。 α3 も未定の定数である。 ここで登場する hm
m は (6.4.2c) を用いて

hm
m =

(
1− α1

)
S(ij) ·K [iℓ]

m K [ℓj]m (6.4.6)

で与えられている。 この条件の下での flux FMNPQ の decomposition は次で与えられる [1]:

F ′
µνρσ(x, y) = 0 (6.4.7a)

F ′
µνρq(x, y) = 0 (6.4.7b)

F ′
µνpq(x, y) = 0 (6.4.7c)

Fµnpq(x, y) =
∑

i,j,k,ℓ

α4 ∂µP
[ijkℓ](x) ·

(
∇[nK

[ij
p

)
K

kℓ]
q] (y) (6.4.7d)

Fmnpq(x, y) =
∑

i,j,k,ℓ

P [ijkℓ](x) ·
[
∇[mK

[ij
n

][
∇pK

kℓ]
q]

]
(y) (6.4.7e)

P [ijkℓ](x) は、 four-dimensional spacetime では pseudo scalar であり 、 SO(8) vector index について self-dual と

して定義される。 そのため P [ijkℓ] は 35 個存在する。

実際は上の decomposition 全てを導く 必要があるが、 すでに Duff et. al. [1, 17] によって結果が与えられてい

る。 Duff の notation と自分のそれとが若干異なるためにここまに未定の定数 αi (i = 1, 2, · · · , 4) が登場したが、
decomposed fluctuation fields (6.4.2), (6.4.7) を equations of motion (6.2.2), (6.2.3), (6.2.4) と Bianchi identity

(6.2.6) に代入し 、 αi を導く ことで、 fluctuation fields を解いたと見倣す。 (当然ながら 、 さらに非自明な方程式

も登場する。 それが AdS space 上での “free” field equations に近い形であろう 。 ) また、 以後は SO(8) vector

index の summation symbol は省略する。
5この Killing vector は後で Killing spinor で記述されるが、 ここではまだ言及しない。
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6.5 Penrose Limit

ここでようやく 本題である 6。

AdS4×S7 background metric の Penrose limit は appendix 10.3 に掲載されている。 これに伴い、 fluctuation

fields が [2] に繋がるか否かを確認する。 AdS oscillator method に関する Penrose limit として [30] があるので、

参考になるかもしれない。

Penrose limit は

RAρ,RAθ : finite ρ, θ → 0 RA → ∞ (6.5.1)

を採る操作である。

実は議論は二段階存在する :

1. gauge-fixing condition が Penrose limit で繋がることを見る

AdS4 × S7 上での de Donder and Lorentz type gauge-fixing condition ∇mφm(x, y) = 0 が、 KG solution

上での light-cone gauge-fixing condition φ−(x, y) = 0 に繋がることを示す。 考察する spacetime は 11-

dimensions 全体である。

2. fluctuation fields の具体的な繋がり を見る

Penrose limit を採る際に compactified S7 が「 開く 」 ので、 この議論もやはり 11-dimensions 全体で考え

る。 つまり AdS4 上の fields B
[ij]
µ (x), etc. の部分だけを見るのではなく 、 S7 上の K

[ij]
m (y), etc. も同時に

考えて、 hµm(x, y) = B
[ij]
µ K

[ij]
m のまま考察する。 その際、 light-cone coordinates に座標変換して、 fields を

混合させて Penrose limit を採る。

AdS4 × S7 上の fluctuation fields が、 KG solution 上の fluctuation fields に one-to-one で繋がることを示した

ければ、 実は 1. だけで良い。 あらわな関係を追究するなら 、 2. まで必要である。 ここまでの議論は実は 2. のた

めの準備であった。

62003 9/29 現在、 果たしてこの議論は有意義なものであるのか否かが甚だ疑問に思えて来ている。
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Penrose limit を意識するため、 AdS7 × S4 background 上の spectrum の考察において、 AdS7 の半径 RA と

S4 半径 RS の関係を RA = 2RS とする。 ちなみに、 この内容については Pilch, van Nieuwenhuizen, Townsend

[16] を参照。

7.1 Freund-Rubin Ansatz

我々は、 AdS7 × S4 の Penrose limit (そして適当な rescale) である Kowalski-Glikman (KG) solution 上での

Freund-Rubin ansatz (6.1.1) を知っている。 Penrose limit と rescale、 そして座標の入れ換えを通じてこれを与え

る、 元々の AdS7 × S4 上での ansatz はどう なっているのであろうか。 それを求める。

AdS7 × S4 での Freund-Rubin ansatz を

FS
mnps = Nǫmnpq or FS

789♮ = N
√
|g4| (7.1.1)

とする。 但し 、 ǫmnpq は completely anti-symmetric tensor である。 それぞれの記号は次で定義される :

g4 = det(gmn) =
R2

S

(Y 11)2
(7.1.2a)

ǫmnpq =
√
|g4|E−1

mnpq E−1
789♮ = 1 (7.1.2b)

ここで E−1
789♮ は weight が −1 の completely antisymmetric invariant tensor density である。 E−1

mnpq の逆である

Emnpq は

ǫmnpq =

√
|g4|
g4

Emnpq =
1√
|g4|

Emnpq E789♮ = 1 (7.1.3)

で定義される、 weight 1 の invariant tensor density である。

2 つの invariant tensor density E−1
mnpq, E

mnpq の関係は

Emnpq = g4 g
ma gnb gqc gqdE−1

abcd (7.1.4a)

Emnpq E−1
mnpq = 4! (7.1.4b)

Emnpq E−1
anpq = 3! δma (7.1.4c)

Emnpq E−1
abpq = 2!

(
δma δnb − δmb δna

)
= 2! · 2! δm[a δnb] (7.1.4d)

Emnpq E−1
abcq =

{
δma δnb δ

p
c + δmb δnc δ

p
a + δmc δna δ

p
b − δmb δna δ

p
c − δma δnc δ

p
b − δmc δnb δ

p
a

}

= 3!δm[a δ
n
b δ

p
c] (7.1.4e)

ǫmnpq = gma gnb gqc gqd ǫabcd (7.1.5a)

ǫmnpq ǫmnpq = 4! (7.1.5b)
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ǫmnpq ǫanpq = 3! δma (7.1.5c)

ǫmnpq ǫabpq = 2!
(
δma δnb − δmb δna

)
= 2! · 2! δm[a δnb] (7.1.5d)

ǫmnpq ǫabcq =
{
δma δnb δ

p
c + δmb δnc δ

p
a + δmc δna δ

p
b − δmb δna δ

p
c − δma δnc δ

p
b − δmc δnb δ

p
a

}

= 3!δm[a δ
n
b δ

p
c] (7.1.5e)

である。

AdS7 × S4 上での Freund-Rubin ansatz を (7.1.1) としたとき、 KG solution での ansatz (6.1.1) を与える

N を見付けるのがここの課題である。 KG solution に行く ために、 light-cone coordinates を導入する。 それは

Penrose limit を見越して





x+ =
1

2RA

(
x0 + y♮

)

x− = RA

(
x0 − y♮

) or





x0 =
1

2

(
2RAx

+ +
1

RA

x−
)

y♮ =
1

2

(
2RAx

+ − 1

RA

x−
) (7.1.6)

と定義される (rescale は含めない)。 x± それぞれの weight が異なるのは Rosen coordinates や Brinkmann

coordinates を見越した事である。 この座標系では、 Freund-Rubin ansatz FLC は次のよう になる :

FLC
+789 =

∂y♮

∂x+
FS
789♮ = −RAN

√
g4 FLC

−789 ≡ 0 (7.1.7)

但し 、 standard な議論と同様にして、

F0789 ≡ 0 F−789 = 0 (7.1.8)

としている [12]。 さて、 Penrose limit を採る。 ここでは ρ = θ = 0, t = 1
2ϕ という null geodesics 近傍で RA →∞

を採ることにする。 このとき、

g4 =
R2

S

(Y 11)2
=

1

cos2 θ cos2 ϕ
→ 1 (7.1.9)

となる。 また flux も finite で生き残る為には N = N ′/RA と再定義するとよい。 この時、

FLC
+789 → −N ′ ≡ FLC,PL

+789 (7.1.10)

となる。 さらに、 rescaling を行う 。 appendix 10.4 では克明には記述していないが、

x+ → µ

6
x+ ∴ x+KG =

6

µ
x+LC (7.1.11a)

x− → 6

µ
x− ∴ x−KG =

µ

6
x−LC (7.1.11b)

を導入する。 さらに、 座標のラベルの入れ換え

(x1, x2, x3) ↔ (y7, y8, y9)

∴ FLC,PL
+789 = F̃LC,PL

+123 (7.1.12)
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を施しておく 。 これにより KG solution 上の ansatz が得られる :

FKG
+123 =

∂x+LC
∂x+KG

F̃LC,PL
+123 = −µ

6
N ′ ≡ µ (7.1.13)

これより 、

N =
N ′

RA

= − 6

RA

(7.1.14)

となるので、 AdS7 × S4 上の ansatz は

FS
mnpq = − 6

RA

ǫmnpq (7.1.15)

で与えられる事がわかる 1。

7.2 Field Equations for Fluctuation Fields

まず、 Freund-Rubin ansatz (7.1.15) の下での classical field equations (3.1.8), (3.2.5), supercovariant derivative

DM (3.1.6) を分解しておこう :

R =
1

6
N2 , Rµν = −1

6
N2 gµν , Rmn =

1

3
N2 gmn , (7.2.1a)

0 = Γ̂MNPDNΨP +
1

96
N ǫpqrs

(
Γ̂MNpqrs + 12gM [pΓ̂qrgs]N

)
ΨN , (7.2.1b)

Dµ =
(
∂µ −

i

2
ωµ

αβ Σαβ

)
+

1

288
N ǫnpqr Γ̂

npqr
µ (7.2.1c)

Dm =
(
∂m −

i

2
ωm

ab Σab

)
+

1

288
N ǫnpqr

(
Γ̂npqr

m − 8δ[nm Γ̂pqr]
)

(7.2.1d)

これら 、 特に (7.2.1a) は (8.2.19) をきちんと再現している。

equations of motion for fluctuation fields については、 Freund-Rubin ansatz (7.1.15)の下では次のようになる :

δRµν = −1

2

{
∇ν∇µhP

P −∇ν∇ρhµρ −∇µ∇ρhνρ

}
+

1

2
∆̂hµν

= −1

6
N2hµν −

1

3
Ngµν F789♮ +

1

6
N2gµν hp

p (7.2.2a)

δRµn = −1

2

{
∇n∇µhP

P −∇n∇ρhµρ −∇µ∇ρhnρ

}
+

1

2
∆̂hµn

= −1

6
N2hµn +

1

12
Ngns ǫ

spqr Fµpqr (7.2.2b)

δRmn = −1

2

{
∇n∇mhP

P −∇n∇ρhmρ −∇m∇ρhnρ

}
+

1

2
∆̂hmn

=
1

3
N2hmn +

2

3
Ngmn F789♮ −

1

3
N2gmn hp

p (7.2.2c)

0 = Γ̂µNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
+

1

4
N Γ̂µν789♮ ψν (7.2.3a)

1以後の計算でももっぱら N という記号を用いておく と見通しがよい。
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0 = Γ̂mNP
(
∂NψP −

i

2
ωN

AB ΣAB ψP

)
+

1

8
Ngm[pΓ̂qrgs]n ǫpqrs ψn (7.2.3b)

0 = e∇σFσµνρ −
1

24
N
√
g4 ε

αβγδτκλ789♮Fαβγδ gµτ gνκ gρλ (7.2.4a)

0 = ∇σFσmνρ (7.2.4b)

0 = ∇σFσmnρ −Nǫqmns∇qhρ
s (7.2.4c)

0 = ∇σFσmnp −N
{
ǫsmnp

(
∇ρhρ

s − 1

2
∂shQ

Q
)
+ ǫqsnp∇qhm

s + ǫqmsp∇qhn
s + ǫqmns∇qhp

s
}

(7.2.4d)

また、 全ての fluctuation fields に対して次のように de Donder and Lorentz type gauge-fixing condition を課

している [3]:

∇mhmM ≡ 0 ∇mFmNPQ ≡ 0 Dmψm ≡ Γ̂mψm ≡ 0 (7.2.5)

但し 、 gravitino constraint についてはこれが正しいという保証はまだない。

Bianchi identity からの揺らぎ (5.1.5) は次のよう になる :

0 = ∇[µFνρσλ] (7.2.6a)

0 = ∂mFνρσλ + 4∇[νFρσλ]m (7.2.6b)

0 = 2∇[mFn]ρσλ + 3∇[ρFσλ]mn (7.2.6c)

0 = 3∇[mFnp]σλ + 2∇[σFλ]mnp (7.2.6d)

0 = 4∇[mFnpq]λ + ∂λFmnpq (7.2.6e)

7.3 Seven-Four Splitting, Killing Spinor Equation

11-dimensional spacetime が 7-dimensional spacetime と 4-dimensional internal space に分解されるとき、 32

component を持つ 11-dimensional Majorana spinor parameter (SUSY parameter) も分解される :

ε(x, y) = εI(x)ηI(y) (7.3.1a)

ここで εI(x), ηI(y) はそれぞれ 7-dimensional spacetime, 4-dimensional internal space 上の既約な spinor である

はずである。 しかし 、 既約でも、

εI(x) : Dirac spinor, 16 components (7.3.1b)

ηI(y) : self Weyl spinor, 4 components (7.3.1c)

であり 、 16× 4 = 64 となってしまう [25, 28]。 矛盾している様に見えるのだが、 この点はどうなのだろうか (2003

9/21)。 Minkowski spacetime には d = 6 で pseudo-Majorana spinor が存在する [29]。 Euclidean space の場合
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は d = 4 に pseudo-Majorana spinor が存在することになる。 そのため、 d = 4 space に於ける既約 spinor は、

pseudo-Majorana かつ Weyl で、

ηI(y) : pesudo-Majorana and self Weyl spinor, 2 components (7.3.1d)

となる。 よって、 自由度勘定は正しく なる。

AdS4×S7 での議論と同様、 index I は ε(x) に伴ってついているものでなく 、「 ある条件」 をみたす η(y) の「 個

数」 を表すものである。 ここで、 anti-commuting な性質は 7-dimensional spacetime の spinor parameter εI(x)

に与える。 4-dimensional space spinor parameter ηI(y) は commuting spinor である。

spinor ε(x, y) の分解に伴って、 Dirac gamma matrices in 11-dimensional spacetime も次のよう に分解する :

Γ̂A =
(
γ̃α ⊗ Γ̃5,1⊗ Γ̃a

)
α = 0, 1, 2, · · · , 6 a = 7, 8, 9, 10 (7.3.2a)

{γ̃α, γ̃β} = 2ηαβ {Γ̃a, Γ̃b} = 2δab Γ̃5 = −Γ̃7Γ̃8Γ̃9Γ̃10 (7.3.2b)

ここで γ̃α は 7-dimensional Minkowski spacetime での Dirac gamma matrices であり 、 Γ̃a は 4-dimensional

Euclidean space での gamma matrices である [25, 28]。 AdS4×S7 の時と区別するために tilde を付けておく 。 こ

の分解の下で、 Lorentz generator ΣAB (3.1.7c) の spinor representations は次のよう になる :

Σαβ =
i

2
Γ̂αβ =

i

2
γ̃αβ ⊗ 1 Σab =

i

2
Γ̂ab =

i

2
1⊗ Γ̃ab (7.3.3)

Lorentz algebra は

−1

2
[γ̃αβ , γ̃γδ] = ηαγ γ̃βδ + ηβδγ̃αγ − ηαδγ̃βγ − ηβγ γ̃αδ (7.3.4a)

−1

2
[Γ̃ab, Γ̃cd] = δacΓ̃bd + δbdΓ̃ac − δadΓ̃bc − δbcΓ̃ad (7.3.4b)

という関係を持つ。 さらに、 5 つの gamma matrices の積などは次のよう になる :

ǫmpqrδ
[n
m Γ̂pqr] =

3!

4!
ǫmpqr

(
δnmΓ̂pqr − δpmΓ̂qrn + δqmΓ̂rnp − δrmΓ̂npq

)
= ǫmpqrΓ̂

pqr = 1⊗ ǫmpqrΓ̃
pqr

= −3!1⊗ Γ̃mΓ̃5 (7.3.5a)

ǫnpqrΓ̂
npqr

m = ǫnpqr
(
Γ̂npqrΓ̂m − 4δ[nm Γ̂pqr]

)
= 4! Γ̂789♮Γ̂m + 4!1⊗ Γ̃mΓ̃5

= 2 · 4!1⊗ Γ̃mΓ̃5 (7.3.5b)

ǫnpqrΓ̂
npqr

µ = ǫnpqr
(
Γ̂npqrΓ̂µ − 4δ[nµ Γ̂pqr]

)
= ǫnpqrΓ̂

npqrΓ̂µ

= −4! γ̃µ ⊗ 1 (7.3.5c)

ここで

Γ̂789♮ =
4!

4!
Γ̂7Γ̂8Γ̂9Γ̂♮ = −1⊗ Γ̃5 (7.3.6)

を用いている。

分解された SUSY parameter は、 (6.3.1) により 、 それぞれ次の condition をみたす必要が生じる :

Dµε
I(x) =

[
∂µ +

1

4
ωµ

αβ γ̃αβ −
1

12
Nγ̃µ

]
εI(x) = 0 (7.3.7a)
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Dmη
I(y) =

[
∂m +

1

4
ωm

abΓ̃ab +
1

3
N Γ̃mΓ̃5

]
ηI(y) = 0 (7.3.7b)

ここで、 上に挙げた「 ある条件」 とは (7.3.7b) のことであり 、 Killing spinor condition と呼ばれる。 これをみた

す 2-component spinor ηI(y)の「 個数」 2、 つまり Killing spinorの個数が index I の走る数である。 7-dimensional

spacetimeが AdS7 の場合、 spinor parameter εI(x)は (7.3.7a) をみたすので、 上の分解 (7.3.1)の下では、 最終的に

I 個の Majorana spinor εI(x) が存在する。 それはつまり 、 7-dimensional spacetime には N = I supersymmetry

(16I supercharges) が存在することを意味する。

さらに、 (7.3.7) から 、 次の integrability condition と呼ばれる条件も課される :

[Dµ,Dν ]ε
I(x) =

1

4

[
R̃αβ

µν +
1

18
N2eµ

α eν
β
]
γ̃αβ ε

I = 0 (7.3.8a)

[Dm,Dn]η
I(y) =

1

4

[
R̃ab

mn +
8

9
N2em

a en
b
]
Γ̃ab η

I = 0 (7.3.8b)

厳密にいえば、 この integrability condition をみたし 、 かつ (7.2.1a) をみたす時、 7-dimensional spacetime が

AdS7、 4-dimensional internal space が S4 であることがわかる。

7.4 Decomposition of Fluctuation Fields

7.5 Penrose Limit

2ηI(y) の component の数ではない。





Chapter 8

Coordinate Descriptions

coset construction とは別に、 polar coordinates を用いて AdS4(7) × S7(4) classical background を整備する。

なお、 ここの Cartan’s structure equations の定義は、 Lorentz algebra などに依存することを忘れないように

したい。

後の Part でも同様のことを展開するが、 de Wit [33, 34, 35] は Lorentz algebra が異なるため (そして Clifford

algebra は同じため)、 spin connection の定義が異なる。
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8.1 AdS4 × S7

8.1.1 Curved Spacetime Coordinates and Metric

Supergravity on PP-wave background を見越して、 AdS4 × S7 の計量として次のもの (global coordinates) を採

用する [32]:

ds211 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

2

}
+R2

S

{
cos2 θ · dϕ2 + dθ2 + sin2 θ · dΩ′

5
2
}

(8.1.1)

=
{
− (dX−1)2 − (dX0)2 +

3∑

i=1

(dXi)2
}
+
{ 8∑

m=1

(dY m)2
}
.

ここで、 AdS4, S
7 はそれぞれ

AdS4 : −R2
A = −(X−1)2 − (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 (8.1.2a)

S7 : R2
S = (Y 4)2 + (Y 5)2 + (Y 6)2 + (Y 7)2 + (Y 8)2 + (Y 9)2 + (Y 10)2 + (Y 11)2 (8.1.2b)

で代数的に定義されている (13-dimensional flat space への埋め込み)。 座標 {XA;Y B} を polar coordinates を用

いて表す。 まず AdS4 については

X−1 = RA cosh ρ cos t X2 = RA sinh ρ sinφ1 cosφ2 (8.1.3a)

X0 = RA cosh ρ sin t X3 = RA sinh ρ sinφ1 sinφ2 (8.1.3b)

X1 = RA sinh ρ cosφ1 (8.1.3c)

ここで 0 ≤ φ1 ≤ π, 0 ≤ φ2 ≤ 2π であり 、 S7 については

Y 4 = RS sin θ sinφ3 cosφ4 Y 8 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (8.1.3d)

Y 5 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 cosφ5 Y 9 = RS sin θ cosφ3 (8.1.3e)

Y 6 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 Y 10 = RS cos θ sinϕ (8.1.3f)

Y 7 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 Y 11 = RS cos θ cosϕ (8.1.3g)

ただし 0 ≤ φi ≤ π (i = 3, · · · , 6), 0 ≤ φ7 ≤ 2π である。 この座標系の時、 立体角 dΩ2
2, dΩ

′
5
2 を表そう :

dΩ2
2 =

2∑

i=1

i−1∏

k=1

sin2 φk dφ
2
i , dΩ′

5
2 =

7∑

j=3

j−1∏

k=3

sin2 φk dφ
2
j . (8.1.4)

Freund-Rubin ansatz や Penrose limit を用いるので、 各座標の役割をまとめておこう :

coordinates ρ Ω2 t ϕ Ω′
5 θ

before Penrose limit AdS4 S7

after Penrose limit flat (SO(3)) light-cone (+,−) flat (SO(6))
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また、 11-dimensional curved spacetime coordinates を、 Penrose limit を採った時に flat space などが見やす

いもので記述しよう 。 (8.1.3) は 13-dimensional flat space R
2,11 への埋め込みなので、 11-dimensional にするに

は次の constraint が必要である :

(X−1)2 = R2
A − (X0)2 +

3∑

i=1

(Xi)2 X−1dX−1 = −X0dX0 +
∑

i

XidXi (8.1.5a)

(Y 11)2 = R2
S −

10∑

m=4

(Y m)2 Y 11dY 11 = −
∑

m

Y mdY m (8.1.5b)

この下で、 座標と計量を次で与えよう :

x0 = X0 = RA cosh ρ sin t y4 = Y 4 = RS sin θ sinφ3 cosφ4 (8.1.6a)

x1 = X1 = RA sinh ρ cosφ1 y5 = Y 5 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 cosφ5 (8.1.6b)

x2 = X2 = RA sinh ρ sinφ1 cosφ2 y6 = Y 6 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 (8.1.6c)

x3 = X3 = RA sinh ρ sinφ1 sinφ2 y7 = Y 7 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 (8.1.6d)

y8 = Y 8 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (8.1.6e)

y9 = Y 9 = RS sin θ cosφ3 (8.1.6f)

y10 = Y 10 = RS cos θ sinϕ (8.1.6g)

(8.1.5), (8.1.6) を (8.1.1) に代入しよう :

ds211 = −
{
1 +

( x0

X−1

)2}
(dx0)2 +

3∑

i=1

{
1−

( xi

X−1

)2}
(dxi)2 +

3∑

i=1

2x0xi

(X−1)2
dx0dxi −

3∑

i,j=1

2xixj

(X−1)2
dxidxj

+

10∑

m=4

{
1 +

( ym
Y 11

)2}
(dym)2 +

10∑

m,n=4

2ymyn

(Y 11)2
dymdyn

≡ gMNdxMdxN ≡ gµν dx
µdxν + gmn dy

mdyn (8.1.7)

つまり 計量の各成分は次のよう に与えられる :

gµν = ηµν − ηµρ ηνσ
xρxσ

(X−1)2
gmn = δmn + δmp δnq

ypyq

(Y 11)2
(8.1.8)

ここで xµ ∈ AdS4, y
m ∈ S7 である 1。 これらをまとめて xM = {xµ; ym} と書き表すことがある。 さらに gMN は

gµν = ηµν +
xµxν

R2
A

gmn = δmn − ymyn

R2
S

(8.1.9)

となる 2。 metric の determinant はそれぞれ

det(gµν) = − R2
A

(X−1)2
det(gmn) =

R2
S

(Y 11)2
(8.1.10)

となる。 11-dimensional spacetime 全体ではこの積

det(gMN ) = − R2
AR

2
S

(X−1)2(Y 11)2
= −

( 1

cosh ρ cos t cos θ cosϕ

)2

(8.1.11)

1vielbein (8.1.3), (8.1.13) を意識してこの順序にしてある。
2/notes/tk-notes/sugra-ads/tk/maplefiles/030824/affine-ads4s7-030824.tex 参照。
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となる。 また、 この座標系での affine connection が求められる :

Γρ
µν =

1

R2
A

xρ

X

{
ηµσ ηνλ x

σxλ − ηµνX
}

X = (X−1)2 = R2
A + ηµν x

µxν (8.1.12a)

Γp
mn =

1

R2
S

yp

Y

{
δmq δnr y

qyr + δmnY
}

Y = (Y 11)2 = R2
S − δmny

myn (8.1.12b)

8.1.2 Differential Forms, Vielbein, Affine-spin Connection, Curvature

metric (8.1.1) (ds211 = ηABe
A eB , ηAB = diag.(−++ · · ·+)) から 、 vielbein を次のよう に定義しよう :

e0 = RA cosh ρdt e6 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 dφ5 (8.1.13a)

e1 = RAdρ e7 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 dφ6 (8.1.13b)

e2 = RA sinh ρdφ1 e8 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 dφ7 (8.1.13c)

e3 = RA sinh ρ sinφ1 dφ2 e9 = RSdθ (8.1.13d)

e4 = RS sin θ dφ3 e10 = RS cos θ dϕ (8.1.13e)

e5 = RS sin θ sinφ3 dφ4 (8.1.13f)

この exterior derivative deA を列挙しよう :

de0 = − 1

RA

tanh ρ e0 ∧ e1 (8.1.14a)

de1 = 0 (8.1.14b)

de2 = − 1

RA

1

tanh ρ
e2 ∧ e1 (8.1.14c)

de3 = − 1

RA

1

tanh ρ
e3 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ1
e3 ∧ e2 (8.1.14d)

de4 = − 1

RS

1

tan θ
e4 ∧ e9 (8.1.14e)

de5 = − 1

RS

1

tan θ
e5 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e5 ∧ e4 (8.1.14f)

de6 = − 1

RS

1

tan θ
e6 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e6 ∧ e4 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 ∧ e5 (8.1.14g)

de7 = − 1

RS

1

tan θ
e7 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e7 ∧ e4 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e7 ∧ e5

− 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6 (8.1.14h)

de8 = − 1

RS

1

tan θ
e8 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e8 ∧ e4 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e8 ∧ e5

− 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e8 ∧ e6 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7 (8.1.14i)

de9 = 0 (8.1.14j)

de10 =
1

RS

tan θ e10 ∧ e9 (8.1.14k)
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Cartan’s structure equation deA + ωA
B ∧ eB = 0 より 、 affine-spin connection ωA

B が与えられる :

ω0
1 =

1

RA

tanh ρ e0 ω3
1 =

1

RA

1

tanh ρ
e3 (8.1.15a)

ω2
1 =

1

RA

1

tanh ρ
e2 ω3

2 =
1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ1
e3 (8.1.15b)

ω4
9 =

1

RS

1

tan θ
e4 ω6

9 =
1

RS

1

tan θ
e6 (8.1.15c)

ω5
9 =

1

RS

1

tan θ
e5 ω6

4 =
1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e6 (8.1.15d)

ω5
4 =

1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e5 ω6

5 =
1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 (8.1.15e)

ω7
9 =

1

RS

1

tan θ
e7 ω8

9 =
1

RS

1

tan θ
e8 (8.1.15f)

ω7
4 =

1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e7 ω8

4 =
1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e8 (8.1.15g)

ω7
5 =

1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e7 ω8

5 =
1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e8 (8.1.15h)

ω7
6 =

1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ω8

6 =
1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e8 (8.1.15i)

ω8
7 =

1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ5

1

tanφ6
e8 (8.1.15j)

ω10
9 = − 1

RS

tan θ e10 (8.1.15k)

affine-spin connection の反対称性 ωA′

B ηA′A + ωB′

A ηB′B = 0 に注意する :

ω0
I = ω1

0 , ωI
J = −ωJ

I (I, J = 1, 2, · · · , 10)

exterior derivative of affine-spin connection: dωA
B

dω0
1 = − 1

R2
A

e0 ∧ e1 dω3
1 = − 1

R2
A

{
e3 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

1

tanφ1
e3 ∧ e2

}
(8.1.16a)

dω2
1 = − 1

R2
A

e2 ∧ e1 dω3
2 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ
e3 ∧ e2 (8.1.16b)

dω4
9 =

1

R2
S

e4 ∧ e9 (8.1.17a)

dω5
9 =

1

R2
S

{
e5 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

1

tanφ3
e5 ∧ e4

}
(8.1.17b)

dω5
4 =

1

R2
S

1

sin2 θ
e5 ∧ e4 (8.1.17c)

dω6
9 =

1

R2
S

{
e6 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

( 1

tanφ3
e6 ∧ e4 + 1

sinφ3

1

tanφ4
e6 ∧ e5

)}
(8.1.17d)

dω6
4 =

1

R2
S

1

sin2 θ

{
e6 ∧ e4 − cosφ3

sin2 φ3

1

tanφ4
e6 ∧ e5

}
(8.1.17e)
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dω6
5 =

1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3
e6 ∧ e5 (8.1.17f)

dω7
9 =

1

R2
S

{
e7 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

( 1

tanφ3
e7 ∧ e4 + 1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e7 ∧ e5 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6

])}
(8.1.17g)

dω7
4 =

1

R2
S

1

sin2 θ

{
e7 ∧ e4 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e7 ∧ e5 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6

)}
(8.1.17h)

dω7
5 =

1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

{
e7 ∧ e5 − cosφ4

sin2 φ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6

}
(8.1.17i)

dω7
6 =

1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4
e7 ∧ e6 (8.1.17j)

dω8
9 =

1

R2
S

{
e8 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

( 1

tanφ3
e8 ∧ e4

+
1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e8 ∧ e5 + 1

sinφ4

{ 1

tanφ5
e8 ∧ e6 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

}])}
(8.1.17k)

dω8
4 =

1

R2
S

1

sin2 θ

{
e8 ∧ e4 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e8 ∧ e5 + 1

sinφ4

[ 1

tanφ5
e8 ∧ e6 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

])}

(8.1.17l)

dω8
5 =

1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

{
e8 ∧ e5 − cosφ4

sin2 φ4

( 1

tanφ5
e8 ∧ e6 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

)}
(8.1.17m)

dω8
6 =

1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

{
e8 ∧ e6 − cosφ5

sin2 φ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

}
(8.1.17n)

dω8
7 =

1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

1

sin2 φ5
e8 ∧ e7 (8.1.17o)

dω10
9 =

1

R2
S

e10 ∧ e9 (8.1.17p)

curvature 2-form RA
B = dωA

B + ωA
C ∧ ωC

B を求める :

Ra
b = − 1

R2
A

ηbc e
a ∧ ec for AdS4 , Ra′

b′ =
1

R2
S

δb′c′ e
a′ ∧ ec′ for S7 (8.1.18)

よって、 Riemann tensor RA
BCD, Ricci tensor RA

B , scalar curvature R4(7) が具体的に計算される :

Ra
bcd = − 1

R2
A

(
δac ηbd − δad ηbc

)
Ra

b = Ra
cbd η

cd = − 3

R2
A

δab R4 = − 12

R2
A

(8.1.19a)

Ra′

b′c′d′ =
1

R2
S

(
δa

′

c′ δd′b′ − δa
′

d′ δc′b′
)

Ra′

b′ = Ra′

c′b′d′ ηc
′d′

=
6

R2
S

δa
′

b′ R7 =
42

R2
S

(8.1.19b)

Penrose limit を取る際には RS = 2RA に固定する。

8.1.3 Explicit Expression of Components of Affine-spin Connection

supergravity の fluctuation の計算をする際には affine connection ΓP
MN だけではなく 、 affine-spin connection

ωM
A
B の具体的表記が必要になる。 この具体的表記のために、 まずは (inverse) vielbein の各成分を求めたい。 そ

のために、 座標 xM の exterior derivative dxM を列挙する。 これは vielbein の展開として記述できる :

dx0 = e1 sinh ρ sin t+ e0 cos t (8.1.20a)

≡ E1
0 e1 + E0

0 e0
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dx1 = e1 cosh ρ cosφ1 − e2 sinφ1 (8.1.20b)

≡ E1
1 e1 + E2

1 e2

dx2 = e1 cosh ρ sinφ1 cosφ2 + e2 cosφ1 cosφ2 − e3 sinφ2 (8.1.20c)

≡ E1
2 e1 + E2

2 e2 + E3
2 e3

dx3 = e1 cosh ρ sinφ1 sinφ2 + e2 cosφ1 sinφ2 + e3 cosφ2 (8.1.20d)

≡ E1
3 e1 + E2

3 e2 + E3
3 e3 (8.1.20e)

dy4 = e9 cos θ sinφ2 cosφ4 + e4 cosφ3 cosφ4 − e5 sinφ4 (8.1.20f)

≡ E9
4 e9 + E4

4 e4 + E5
4 e5

dy5 = e9 cos θ sinφ3 sinφ3 cosφ5 + e4 cosφ3 sinφ4 cosφ5 + e5 cosφ4 cosφ5 − e6 sinφ5 (8.1.20g)

≡ E9
5 e9 + E4

5 e4 + E5
5 e5 + E6

5 e6

dy6 = e9 cos θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 + e4 cosφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 + e5 cosφ4 sinφ5 cosφ6

+ e6 cosφ5 cosφ6 − e7 sinφ6 (8.1.20h)

≡ E9
6 e9 + E4

6 e4 + E5
6 e5 + E6

6 e6 + E7
6 e7

dy7 = e9 cos θ sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 + e4 cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 + e5 cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7

+ e6 cosφ5 sinφ6 cosφ7 + e7 cosφ6 cosφ7 − e8 sinφ7 (8.1.20i)

≡ E9
7 e9 + E4

7 e4 + E5
7 e5 + E6

7 e6 + E7
7 e7 + E8

7 e8

dy8 = e9 cos θ sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 + e4 cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 + e5 cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7

+ e6 cosφ5 sinφ6 sinφ7 + e7 cosφ6 sinφ7 + e8 cosφ7 (8.1.20j)

≡ E9
8 e9 + E4

8 e4 + E5
8 e5 + E6

8 e6 + E7
8 e7 + E8

8 e8

dy9 = e9 cos θ cosφ3 − e4 sinφ3 (8.1.20k)

≡ E9
9 e9 + E4

9 e4

dy10 = e9 sin θ sinϕ+ e10 cosϕ (8.1.20l)

≡ E9
10 e9 + E10

10 e10

この表記により inverse vielbein EA
M の具体的な記述が得られる。 この inverse vielbein の逆行列を求めること

で、 vielbein eM
A が求められる 3:

e0 = e0
0 dx0 + e1

0 dx1 + e2
0 dx2 + e3

0 dx3

=
1

cos t
dx0 − tanh ρ tan t cosφ1 dx

1 − tanh ρ tan t sinφ1 cosφ2 dx
2 − tanh ρ tan t sinφ1 sinφ2 dx

3 (8.1.21a)

e1 = e1
1 dx1 + e2

1 dx2 + e3
1 dx3

=
cosφ1
cosh ρ

dx1 +
sinφ1 cosφ2

cosh ρ
dx2 +

sinφ1 sinφ2
cosh ρ

dx3 (8.1.21b)

3Maple による計算ファイルは/home/tetsuji/notes/tk-notes/sugra-ads/tk/maplefiles/030822/ads4s7-vielbein.mws にある 。 この

latex version は ./ads4s7-vielbein.tex である。
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e2 = e1
2 dx1 + e2

2 dx2 + e3
2 dx3

= − sinφ1 dx
1 + cosφ1 cosφ2 dx

2 + cosφ1 sinφ2 dx
3 (8.1.21c)

e3 = e2
3 dx2 + e3

3 dx3

= − sinφ2 dx
2 + cosφ2 dx

3 (8.1.21d)

e4 = e4
4 dx4 + e5

4 dx5 + e6
4 dx6 + e7

4 dx7 + e8
4 dx8 + e9

4 dx9

= cosφ3 cosφ4 dx
4 + cosφ3 sinφ4 cosφ5 dx

5 + cosφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 dx
6

+ cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx
7 + cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx

8 − sinφ3 dx
9 (8.1.21e)

e5 = e4
5 dx4 + e5

5 dx5 + e6
5 dx6 + e7

5 dx7 + e8
5 dx8

= − sinφ4 dx
4 + cosφ4 cosφ5 dx

5 + cosφ4 sinφ5 cosφ6 dx
6 + cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx

7

+ cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx
8 (8.1.21f)

e6 = e5
6 dx5 + e6

6 dx6 + e7
6 dx7 + e8

6 dx8

= − sinφ5 dx
5 + cosφ5 cosφ6 dx

6 + cosφ5 sinφ6 cosφ7 dx
7 + cosφ5 sinφ6 sinφ7 dx

8 (8.1.21g)

e7 = e6
7 dx6 + e7

7 dx7 + e8
7 dx8

= − sinφ6 dx
6 + cosφ6 cosφ7 dx

7 + cosφ6 sinφ7 dx
8 (8.1.21h)

e8 = e7
8 dx7 + e8

8 dx8

= − sinφ7 dx
7 + cosφ7 dx

8 (8.1.21i)

e9 = e4
9 dx4 + e5

9 dx5 + e6
9 dx6 + e7

9 dx7 + e8
9 dx8 + e9

9 dx9

=
sinφ3 cosφ4

cos θ
dx4 +

sinφ3 sinφ4 cosφ5
cos θ

dx5 +
sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6

cos θ
dx6

+
sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7

cos θ
dx7 +

sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
cos θ

dx8 +
cosφ3
cos θ

dx9 (8.1.21j)

e10 = e4
10 dx4 + e5

10 dx5 + e6
10 dx6 + e7

10 dx7 + e8
10 dx8 + e9

10 dx9 + e10
10 dx10

= − tan θ tanϕ sinφ3 cosφ4 dx
4 − tan θ tanϕ sinφ3 sinφ4 cosφ5 dx

5

− tan θ tanϕ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 dx
6 − tan θ tanϕ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx

7

− tan θ tanϕ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx
8 − tan θ tanϕ cosφ3 dx

9 +
1

cosϕ
dx10 (8.1.21k)

ついでに

e = det(eM
A) =

1

cosh ρ cos t cos θ cosϕ
(8.1.22)

である。 これは e =
√
− det(gMN ) であることを考慮すると 、 (8.1.11) と consistent である。

(8.1.15) と (8.1.21) より 、 affine-spin connection ωM
A
B も具体的に記述できる :

ω0
1 = ω0

0
1 dx

0 + ω1
0
1 dx

1 + ω2
0
1 dx

2 + ω3
0
1 dx

3

=
1

RA

tanh ρ

cos t
dx0 − 1

RA

tanh2 ρ tan t cosφ1 dx
1 − 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ1 cosφ2 dx
2
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− 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ1 sinφ2 dx
3 (8.1.23a)

ω2
1 = ω1

2
1 dx

1 + ω2
2
1 dx

2 + ω3
2
1 dx

3

= − 1

RA

sinφ1
tanh ρ

dx1 +
1

RA

cosφ1 cosφ2
tanh ρ

dx2 +
1

RA

cosφ1 sinφ2
tanh ρ

dx3 (8.1.23b)

ω3
1 = ω2

3
1 dx

2 + ω3
3
1 dx

3

= − 1

RA

sinφ2
tanh ρ

dx2 +
1

RA

cosφ2
tanh ρ

dx3 (8.1.23c)

ω3
2 = ω2

3
2 dx

2 + ω3
3
2 dx

3

= − 1

RA

sinφ2
sinh ρ tanφ1

dx2 +
1

RA

cosφ2
sinh ρ tanφ1

dx3 (8.1.23d)

ω4
9 = ω4

4
9 dx

4 + ω5
4
9 dx

5 + ω6
4
9 dx

6 + ω7
4
9 dx

7 + ω8
4
9 dx

8 + ω9
4
9 dx

9

=
1

RS

cosφ3 cosφ4
tan θ

dx4 +
1

RS

cosφ3 sinφ4 cosφ5
tan θ

dx5 +
1

RS

cosφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6
tan θ

dx6

+
1

RS

cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
tan θ

dx8

− 1

RS

sinφ3
tan θ

dx9 (8.1.23e)

ω5
9 = ω4

5
9 dx

4 + ω5
5
9 dx

5 + ω6
5
9 dx

6 + ω7
5
9 dx

7 + ω8
5
9 dx

8

= − 1

RS

sinφ4
tan θ

dx4 +
1

RS

cosφ4 cosφ5
tan θ

dx5 +
1

RS

cosφ4 sinφ5 cosφ6
tan θ

dx6

+
1

RS

cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
tan θ

dx8 (8.1.23f)

ω5
4 = ω4

5
4 dx

4 + ω5
5
4 dx

5 + ω6
5
4 dx

6 + ω7
5
4 dx

7 + ω8
5
4 dx

8

= − 1

RS

sinφ4
sin θ tanφ3

dx4 +
1

RS

cosφ4 cosφ5
sin θ tanφ3

dx5 +
1

RS

cosφ4 sinφ5 cosφ6
sin θ tanφ3

dx6

+
1

RS

cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7
sin θ tanφ3

dx7 +
1

RS

cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
sin θ tanφ3

dx8 (8.1.23g)

ω6
9 = ω5

6
9 dx

5 + ω6
6
9 dx

6 + ω7
6
9 dx

7 + ω8
6
9 dx

8

= − 1

RS

sinφ5
tan θ

dx5 +
1

RS

cosφ5 cosφ6
tan θ

dx6 +
1

RS

cosφ5 sinφ6 cosφ7
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ5 sinφ6 sinφ7
tan θ

dx8

(8.1.23h)

ω6
4 = ω5

6
4 dx

5 + ω6
6
4 dx

6 + ω7
6
4 dx

7 + ω8
6
4 dx

8

= − 1

RS

sinφ5
sin θ tanφ3

dx5 +
1

RS

cosφ5 cosφ6
sin θ tanφ3

dx6 +
1

RS

cosφ5 sinφ6 cosφ7
sin θ tanφ3

dx7

+
1

RS

cosφ5 sinφ6 sinφ7
sin θ tanφ3

dx8 (8.1.23i)

ω6
5 = ω5

6
5 dx

5 + ω6
6
5 dx

6 + ω7
6
5 dx

7 + ω8
6
5 dx

8

= − 1

RS

sinφ5
sin θ sinφ3 tanφ4

dx5 +
1

RS

cosφ5 cosφ6
sin θ sinφ3 tanφ4

dx6 +
1

RS

cosφ5 sinφ6 cosφ7
sin θ sinφ3 tanφ4

dx7

+
1

RS

cosφ5 sinφ6 sinφ7
sin θ sinφ3 tanφ4

dx8 (8.1.23j)
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ω7
9 = ω6

7
9 dx

6 + ω7
7
9 dx

7 + ω8
7
9 dx

8

= − 1

RS

sinφ6
tan θ

dx6 +
1

RS

cosφ6 cosφ7
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ6 sinφ7
tan θ

dx8 (8.1.23k)

ω7
4 = ω6

7
4 dx

6 + ω7
7
4 dx

7 + ω8
7
4 dx

8

= − 1

RS

sinφ6
sin θ tanφ3

dx6 +
1

RS

cosφ6 cosφ7
sin θ tanφ3

dx7 +
1

RS

cosφ6 sinφ7
sin θ tanφ3

dx8 (8.1.23l)

ω7
5 = ω6

7
5 dx

6 + ω7
7
5 dx

7 + ω8
7
5 dx

8

= − 1

RS

sinφ6
sin θ sinφ3 tanφ4

dx6 +
1

RS

cosφ6 cosφ7
sin θ sinφ3 tanφ4

dx7 +
1

RS

cosφ6 sinφ7
sin θ sinφ3 tanφ4

dx8 (8.1.23m)

ω7
6 = ω6

7
6 dx

6 + ω7
7
6 dx

7 + ω8
7
6 dx

8

= − 1

RS

sinφ6
sin θ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx6 +
1

RS

cosφ6 cosφ7
sin θ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx7 +
1

RS

cosφ6 sinφ7
sin θ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx8

(8.1.23n)

ω8
9 = ω7

8
9 dx

7 + ω8
8
9 dx

8

= − 1

RS

sinφ7
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ7
tan θ

dx8 (8.1.23o)

ω8
4 = ω7

8
4 dx

7 + ω8
8
4 dx

8

= − 1

RS

sinφ7
sin θ tanφ3

dx7 +
1

RS

cosφ7
sin θ tanφ3

dx8 (8.1.23p)

ω8
5 = ω7

8
5 dx

7 + ω8
8
5 dx

8

= − 1

RS

sinφ7
sin θ sinφ3 tanφ4

dx7 +
1

RS

cosφ7
sin θ sinφ3 tanφ4

dx8 (8.1.23q)

ω8
6 = ω7

8
6 dx

7 + ω8
8
6 dx

8

= − 1

RS

sinφ7
sin θ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx7 +
1

RS

cosφ7
sin θ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx8 (8.1.23r)

ω8
7 = ω7

8
7 dx

7 + ω8
8
7 dx

8

= − 1

RS

sinφ7
sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 tanφ6

dx7 +
1

RS

cosφ7
sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 tanφ6

dx8 (8.1.23s)

ω10
9 = ω4

10
9 dx

4 + ω5
10

9 dx
5 + ω6

10
9 dx

6 + ω7
10

9 dx
7 + ω8

10
9 dx

8 + ω9
10

9 dx
9 + ω10

10
9 dx

10

=
1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ3 cosφ4 dx
4 +

1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ3 sinφ4 cosφ5 dx
5

+
1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 dx
6 +

1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx
7

+
1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx
8 +

1

RS

tan2 θ tanϕ cosφ3 dx
9 − 1

RS

tan θ

cosϕ
dx10

(8.1.23t)
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8.2 AdS7 × S4

8.2.1 Curved Spacetime Coordinates, Metric

先の計算を応用して AdS7 × S4 の global coordinates を見る [32]:

ds211 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

5

}
+R2

S

{
cos2 θ · dϕ2 + dθ2 + sin2 θ · dΩ′

2
2
}

(8.2.1)

=
{
− (dX−1)2 − (dX0)2 +

6∑

i=1

(dXi)2
}
+
{ 11∑

m=7

(dY m)2
}
.

ここで、 AdS7, S
4 はそれぞれ

AdS7 : −R2
A = −(X−1)2 − (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 + (X5)2 + (X6)2 (8.2.2a)

S4 : R2
S = (Y 7)2 + (Y 8)2 + (Y 9)2 + (Y 10)2 + (Y 11)2 (8.2.2b)

で代数的に定義されている (13-dimensional flat space への埋め込み)。 座標 {XA;Y B} を polar coordinates を用

いて表す。 AdS7 については

X−1 = RA cosh ρ cos t X3 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 cosφ5 (8.2.3a)

X0 = RA cosh ρ sin t X4 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 (8.2.3b)

X1 = RA sinh ρ cosφ3 X5 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 (8.2.3c)

X2 = RA sinh ρ sinφ3 cosφ4 X6 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (8.2.3d)

ただし 0 ≤ φi ≤ π (i = 3, · · · , 6), 0 ≤ φ7 ≤ 2π である。 S4 については

Y 7 = RS sin θ sinφ1 cosφ2 Y 10 = RS cos θ sinϕ (8.2.3e)

Y 8 = RS sin θ sinφ1 sinφ2 Y 11 = RS cos θ cosϕ (8.2.3f)

Y 9 = RS sin θ cosφ1 (8.2.3g)

ここで 0 ≤ φ1 ≤ π, 0 ≤ φ2 ≤ 2π である。 この座標系の時、 立体角 dΩ′
2
2, dΩ5

2 は

dΩ2
2 =

2∑

i=1

i−1∏

k=1

sin2 φk dφ
2
i , dΩ′

5
2 =

7∑

j=3

j−1∏

k=3

sin2 φk dφ
2
j , (8.2.4)

で表される (sinφ0 ≡ 1)。

Freund-Rubin ansatz や Penrose limit を用いるので、 各座標の役割をまとめておこう :

coordinates ρ Ω5 t ϕ Ω′
2 θ

before Penrose limit AdS7 S4

after Penrose limit flat (SO(6)) light-cone (+,−) flat (SO(3))



92 Coordinate Descriptions

なおここで、 Penrose limit で flat space が見えやすく なる座標系を用意しよう 。 11-dimensional space は、 先

に記述されるよう に 13-dimensional flat space R
2,13 の埋め込みで記述される。 13-dim. coordinates は (8.2.3) で

与えられているので、 これに constraint を課して 11-dimensional space に埋め込もう :

(X−1)2 = R2
A − (X0)2 +

6∑

i=1

(Xi)2 X−1dX−1 = −X0dX0 +
∑

i

XidXi (8.2.5a)

(Y 11)2 = R2
S −

10∑

m=7

(Y m)2 Y 11dY 11 = −
∑

m

Y mdY m (8.2.5b)

この下で座標と計量を与えよう :

x0 = X0 = RA cosh ρ sin t y7 = Y 7 = RS sin θ sinφ1 cosφ2 (8.2.6a)

x1 = X1 = RA sinh ρ cosφ3 y8 = Y 8 = RS sin θ sinφ1 sinφ2 (8.2.6b)

x2 = X2 = RA sinh ρ sinφ3 cosφ4 y9 = Y 9 = RS sin θ cosφ1 (8.2.6c)

x3 = X3 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 cosφ5 y10 = Y 10 = RS cos θ sinϕ (8.2.6d)

x4 = X4 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 (8.2.6e)

x5 = X5 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 (8.2.6f)

x6 = X6 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (8.2.6g)

(8.2.5), (8.2.6) を (8.2.1) に代入しよう :

ds211 = −
{
1 +

( x0

X−1

)2}
(dx0)2 +

6∑

i=1

{
1−

( xi

X−1

)2}
(dxi)2 +

6∑

i=1

2x0xi

(X−1)2
dx0dxi −

6∑

i,j=1

2xixj

(X−1)2
dxidxj

+

10∑

m=7

{
1 +

( ym
Y 11

)2}
(dym)2 +

10∑

m,n=7

2ymyn

(Y 11)2
dymdyn

≡ gMNdxMdxN ≡ gµν dx
µdxν + gmn dy

mdyn (8.2.7)

つまり 計量の各成分は次のよう になる :

gµν = ηµν − ηµρ ηνσ
xρxσ

(X−1)2
gmn = δmn + δmpδnq

ypyq

(Y 11)2
(8.2.8)

ここで xµ ∈ AdS7, y
m ∈ S4 である 4。 これらをまとめて xM = {xµ; ym} と書き表すことがある。 また、 これか

ら得られる gMN は

gµν = ηµν +
xµxν

R2
A

gmn = δmn − ymyn

R2
S

(8.2.9)

である。 metric の determinant はそれぞれ

det(gµν) = − R2
A

(X−1)2
det(gmn) =

R2
S

(Y 11)2
(8.2.10)

となる。 11-dimensional spacetime 全体では

det(gMN ) = − R2
AR

2
S

(X−1)2(Y 11)2
= −

( 1

cosh ρ cos t cos θ cosϕ

)2

(8.2.11)

4vielbein (8.2.13) を意識してこの順序にしてある。
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である。 affine connection は

Γρ
µν =

1

R2
A

xρ

X

{
ηµσ ηνλ x

σxλ − ηµνX
}

X = (X−1)2 = R2
A + ηµν x

µxν (8.2.12a)

Γp
mn =

1

R2
S

yp

Y

{
δmq δnr y

qyr + δmnY
}

Y = (Y 11)2 = R2
S − δmny

myn (8.2.12b)

である 5。

8.2.2 Differential Form, Vielbein, Affine-spin Connection, Curvature

metric (8.2.1) (ds211 = ηAB e
A eB , ηAB = diag.(−++ · · ·+)) から vielbein を書き下そう :

e0 = RA cosh ρdt e6 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 dφ7 (8.2.13a)

e1 = RAdρ e7 = RS sin θ dφ1 (8.2.13b)

e2 = RA sinh ρdφ3 e8 = RS sin θ sinφ1 dφ2 (8.2.13c)

e3 = RA sinh ρ sinφ3 dφ4 e9 = RSdθ (8.2.13d)

e4 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 dφ5 e10 = RS cos θ dϕ (8.2.13e)

e5 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 dφ6 (8.2.13f)

この exterior derivative deA を列挙しよう :

de0 = − 1

RA

tanh ρ e0 ∧ e1 (8.2.14a)

de1 = 0 (8.2.14b)

de2 = − 1

RA

1

tanh ρ
e2 ∧ e1 (8.2.14c)

de3 = − 1

RA

1

tanh ρ
e3 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e3 ∧ e2 (8.2.14d)

de4 = − 1

RA

1

tanh ρ
e4 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e4 ∧ e2 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e4 ∧ e3 (8.2.14e)

de5 = − 1

RA

1

tanh ρ
e5 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e5 ∧ e2 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e5 ∧ e3

− 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e5 ∧ e4 (8.2.14f)

de6 = − 1

RA

1

tanh ρ
e6 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e6 ∧ e2 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 ∧ e3

− 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e6 ∧ e4 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ3

1

tanφ6
e6 ∧ e5 (8.2.14g)

de7 = − 1

RS

1

tan θ
e7 ∧ e9 (8.2.14h)

de8 = − 1

RS

1

tan θ
e8 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ1
e8 ∧ e7 (8.2.14i)

de9 = 0 (8.2.14j)

5/notes/tk-notes/sugra-ads/tk/maplefiles/030824/affine-ads7s4-030824.tex を参照。
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de10 =
1

RS

tan θ e10 ∧ e9 . (8.2.14k)

deA + ωA
B ∧ eB = 0 より 、 affine-spin connection ωA

B が得られる :

ω0
1 =

1

RA

tanh ρ e0 ω3
1 =

1

RA

1

tanh ρ
e3 (8.2.15a)

ω2
1 =

1

RA

1

tanh ρ
e2 ω3

2 =
1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e3 (8.2.15b)

ω4
1 =

1

RA

1

tanh ρ
e4 ω5

1 =
1

RA

1

tanh ρ
e5 (8.2.15c)

ω4
2 =

1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e4 ω5

2 =
1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e5 (8.2.15d)

ω4
3 =

1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e4 ω5

3 =
1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e5 (8.2.15e)

ω5
4 =

1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e5 (8.2.15f)

ω6
1 =

1

RA

1

tanh ρ
e6 (8.2.15g)

ω6
2 =

1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e6 (8.2.15h)

ω6
3 =

1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 (8.2.15i)

ω6
4 =

1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e6 (8.2.15j)

ω6
5 =

1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ5

1

tanφ6
e6 (8.2.15k)

ω7
9 =

1

RS

1

tan θ
e7 ω8

7 =
1

RS

1

sin θ

1

tanφ1
e8 (8.2.15l)

ω10
9 = − 1

RS

tan θ e10 ω8
9 =

1

RS

1

tan θ
e8 (8.2.15m)

affine-spin connection の反対称性 ωA′

B ηA′A + ωB′

A ηB′B = 0 に注意する :

ω0
I = ω1

0 , ωI
J = −ωJ

I (I, J = 1, 2, · · · , 10)

exterior derivative of affine-spin connection:

dω0
1 = − 1

R2
A

e0 ∧ e1 (8.2.16a)

dω2
1 = − 1

R2
A

e2 ∧ e1 (8.2.16b)

dω3
1 = − 1

R2
A

{
e3 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

1

tanφ3
e3 ∧ e2

}
(8.2.16c)

dω3
2 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ
e3 ∧ e2 (8.2.16d)
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dω4
1 = − 1

R2
A

{
e4 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

( 1

tanφ3
e4 ∧ e2 + 1

sinφ3

1

tanφ4
e4 ∧ e3

)}
(8.2.16e)

dω4
2 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

{
e4 ∧ e2 − cosφ3

sin2 φ3

1

tanφ4
e4 ∧ e3

}
(8.2.16f)

dω4
2 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3
e4 ∧ e3 (8.2.16g)

dω5
1 = − 1

R2
A

{
e5 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

( 1

tanφ3
e5 ∧ e2 + 1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e5 ∧ e3 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e5 ∧ e4

])}
(8.2.16h)

dω5
2 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

{
e5 ∧ e2 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e5 ∧ e3 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e5 ∧ e4

)}
(8.2.16i)

dω5
3 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

{
e5 ∧ e3 − cosφ4

sin2 φ4
e5 ∧ e4

}
(8.2.16j)

dω5
4 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4
e5 ∧ e4 (8.2.16k)

dω6
1 = − 1

R2
A

{
e6 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

( 1

tanφ3
e6 ∧ e2

+
1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e6 ∧ e3 + 1

sinφ4

{ 1

tanφ5
e6 ∧ e4 + 1

sinφ5
+

1

tanφ5
e6 ∧ e5

}])}
(8.2.16l)

dω6
2 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

{
e6 ∧ e2 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e6 ∧ e3 + 1

sinφ4

[ 1

tanφ5
e6 ∧ e4 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e6 ∧ e5

])}

(8.2.16m)

dω6
3 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

{
e6 ∧ e3 − cosφ4

sin2 φ4

( 1

tanφ5
e6 ∧ e4 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e6 ∧ e5

)}
(8.2.16n)

dω6
4 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

{
e6 ∧ e4 − cosφ5

sin2 φ5

1

tanφ6
e6 ∧ e5

}
(8.2.16o)

dω6
5 =

1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

1

sin2 φ5
e6 ∧ e5 (8.2.16p)

dω7
9 =

1

R2
S

e7 ∧ e9 dω8
7 =

1

R2
S

1

sin2 θ
e8 ∧ e7 (8.2.17a)

dω10
9 = − 1

R2
S

e10 ∧ e9 dω8
9 =

1

R2
S

{
e8 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

1

tanφ1
e8 ∧ e7

}
(8.2.17b)

curvature 2-form RA
B = dωA

B + ωA
C ∧ ωC

B は次のよう にまとめることが可能である :

Ra
b = − 1

R2
A

ηbc e
a ∧ ec for AdS7 , Ra′

b′ =
1

R2
S

δb′c′ e
a′ ∧ ec′ for S4 (8.2.18)

よって、 Riemann tensor RA
BCD, Ricci tensor RA

B , scalar curvature R7(4) が具体的に計算される :

Ra
bcd = − 1

R2
A

(
δac ηbd − δad ηbc

)
Ra

b = Ra
cbd η

cd = − 6

R2
A

δab R7 = − 42

R2
A

(8.2.19a)

Ra′

b′c′d′ =
1

R2
S

(
δa

′

c′ δ
b′

d′ − δd′a′ δc′b′
)

Ra′

b′ = Ra′

c′b′d′ ηc
′d′

=
3

R2
S

δa
′

b′ R4 =
12

R2
S

(8.2.19b)

Penrose limit を取る際には RA = 2RS に固定する。
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8.2.3 Explicit Expression of Components of Affine-spin Connection

AdS4 × S7 と同様の議論を行う 。 (inverse) vielbein の具体的表記を得るため、 (8.2.6) の微分と、 vielbein での再

記述を列挙しよう :

dx0 = e1 sinh ρ sin t+ e0 cos t (8.2.20a)

= E1
0 e1 + E0

0 e0

dx1 = e1 cosh ρ cosφ3 − e2 sinφ3 (8.2.20b)

= E1
1 e1 + E2

1 e2

dx2 = e1 cosh ρ sinφ3 cosφ4 + e2 cosφ3 cosφ4 − e3 sinφ4 (8.2.20c)

= E1
2 e1 + E2

2 e2 + E3
2 e3

dx3 = e1 cosh ρ sinφ3 sinφ4 cosφ5 + e2 cosφ3 sinφ4 cosφ5 + e3 cosφ4 cosφ5 − e4 sinφ5 (8.2.20d)

= E1
3 e1 + E2

3 e2 + E3
3 e3 + E4

3 e4

dx4 = e1 cosh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 + e2 cosφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 + e3 cosφ4 sinφ5 cosφ6

+ e4 cosφ5 cosφ6 − e5 sinφ6 (8.2.20e)

= E1
4 e1 + E2

4 e2 + E3
4 e3 + E4

4 e4 + E5
4 e5

dx5 = e1 cosh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 + e2 cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7

+ e3 cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 + e4 cosφ5 sinφ6 cosφ7 + e5 cosφ6 cosφ7 − e6 sinφ7 (8.2.20f)

= E1
5 e1 + E2

5 e2 + E3
5 e3 + E4

5 e4 + E5
5 e5 + E6

5 e6

dx6 = e1 cosh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 + e2 cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7

+ e3 cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 + e4 cosφ5 sinφ6 sinφ7 + e5 cosφ6 sinφ7 + e6 cosφ7 (8.2.20g)

= E1
6 e1 + E2

6 e2 + E3
6 e3 + E4

6 e4 + E5
6 e5 + E6

6 e6

dy7 = e9 cos θ sinφ1 cosφ2 + e7 cosφ1 cosφ2 − e8 sinφ2 (8.2.20h)

= E9
7 e9 + E7

7 e7 + E8
7 e8

dy8 = e9 cos θ sinφ1 sinφ2 + e7 cosφ1 sinφ2 + e8 cosφ2 (8.2.20i)

= E9
8 e9 + E7

8 e7 + E8
8 e8

dy9 = e9 cos θ cosφ1 − e7 sinφ1 (8.2.20j)

= E9
9 e9 + E7

9 e7

dy10 = −e9 sin θ sinϕ+ e10 cosϕ (8.2.20k)

= E9
10 e9 + E10

10 e10
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この表記により inverse vielbein EA
M の具体的な記述が得られる。 この inverse vielbein の逆行列を求めること

で、 vielbein eM
A が求められる 6:

e0 = e0
0 dx0 + e1

0 dx1 + e2
0 dx2 + e3

0 dx3 + e4
0 dx4 + e5

0 dx5 + e6
0 dx6

=
1

cos t
dx0 − tanh ρ tan t cosφ3 dx

1 − tanh ρ tan t sinφ3 cosφ4 dx
2 − tanh ρ tan t sinφ3 sinφ4 cosφ5 dx

3

− tanh ρ tan t sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 dx
4 − tanh ρ tan t sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx

5

− tanh ρ tan t sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx
6 (8.2.21a)

e1 = e1
1 dx1 + e2

1 dx2 + e3
1 dx3 + e4

1 dx4 + e5
1 dx5 + e6

1 dx6

=
cosφ3
cosh ρ

dx1 +
sinφ3 cosφ4

cosh ρ
dx2 +

sinφ3 sinφ4 cosφ5
cosh ρ

dx3 +
sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6

cosh ρ
dx4

+
sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7

cosh ρ
dx5 +

sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
cosh ρ

dx6 (8.2.21b)

e2 = e1
2 dx1 + e2

2 dx2 + e3
2 dx3 + e4

2 dx4 + e5
2 dx5 + e6

2 dx6

= − sinφ3 dx
1 + cosφ3 cosφ4 dx

2 + cosφ3 sinφ4 cosφ5 dx
3 + cosφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 dx

4

+ cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx
5 + cosφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx

6 (8.2.21c)

e3 = e2
3 dx2 + e3

3 dx3 + e4
3 dx4 + e5

3 dx5 + e6
3 dx6

= − sinφ4 dx
2 + cosφ4 cosφ5 dx

3 + cosφ4 sinφ5 cosφ6 dx
4 + cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx

5

+ cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx
6 (8.2.21d)

e4 = e3
4 dx3 + e4

4 dx4 + e5
4 dx5 + e6

4 dx6

= − sinφ5 dx
3 + cosφ5 cosφ6 dx

4 + cosφ5 sinφ6 cosφ7 dx
5 + cosφ5 sinφ6 sinφ7 dx

6 (8.2.21e)

e5 = e4
5 dx4 + e5

5 dx5 + e6
5 dx6

= − sinφ6 dx
4 + cosφ6 cosφ7 dx

5 + cosφ6 sinφ7 dx
6 (8.2.21f)

e6 = e5
6 dx5 + e6

6 dx6

= − sinφ7 dx
5 + cosφ7 dx

6 (8.2.21g)

e7 = e7
7 dx7 + e8

7 dx8 + e9
7 dx9

= cosφ1 cosφ2 dx
7 + cosφ1 sinφ2 dx

8 − sinφ1 dx
9 (8.2.21h)

e8 = e7
8 dx7 + e8

8 dx8

= − sinφ2 dx
7 + cosφ2 dx

8 (8.2.21i)

e9 = e7
9 dx7 + e8

9 dx8 + e9
9 dx9

=
sinφ1 cosφ2

cos θ
dx7 +

sinφ1 sinφ2
cos θ

dx8 +
cosφ1
cos θ

dx9 (8.2.21j)

e10 = e7
10 dx7 + e8

10 dx8 + e9
10 dx9 + e10

10 dx10

6Maple による計算ファイルは/home/tetsuji/notes/tk-notes/sugra-ads/tk/maplefiles/030822/ads7s4-vielbein.mws にある 。 この

latex version は ./ads7s4-vielbein.tex である。
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= tan θ tanϕ sinφ1 cosφ2 dx
7 + tan θ tanϕ sinφ1 sinφ2 dx

8 + tan θ tanϕ cosφ1 dx
9 +

1

cosϕ
dx10

(8.2.21k)

また、

det(eM
A) =

1

cosh ρ cos t cos θ cosϕ
(8.2.22)

である。 この結果は (8.2.11) と矛盾しない。

(8.2.15) と (8.2.21) から 、 affine connection ωM
A
B が具体的に求められる :

ω0
1 = ω0

0
1 dx

0 + ω1
0
1 dx

1 + ω2
0
1 dx

2 + ω3
0
1 dx

3 + ω4
0
1 dx

4 + ω5
0
1 dx

5 + ω6
0
1 dx

6

=
1

RA

tanh ρ

cos t
dx0 − 1

RA

tanh2 ρ tan t cosφ3 dx
1 − 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ3 cosφ4 dx
2

− 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ3 sinφ4 cosφ5 dx
3 − 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 dx
4

− 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 dx
5

− 1

RA

tanh2 ρ tan t sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 dx
6 (8.2.23a)

ω2
1 = ω1

2
1 dx

1 + ω2
2
1 dx

2 + ω3
2
1 dx

3 + ω4
2
1 dx

4 + ω5
2
1 dx

5 + ω6
2
1 dx

6

= − 1

RA

sinφ3
tanh ρ

dx1 +
1

RA

cosφ3 cosφ4
tanh ρ

dx2 +
1

RA

cosφ3 sinφ4 cosφ5
tanh ρ

dx3

+
1

RA

cosφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6
tanh ρ

dx4 +
1

RA

cosφ3 sinφ4 sinφ4 sinφ6 cosφ7
tanh ρ

dx5

+
1

RA

cosφ3 sinφ4 sinφ4 sinφ6 sinφ7
tanh ρ

dx6 (8.2.23b)

ω3
1 = ω2

3
1 dx

2 + ω3
3
1 dx

3 + ω4
3
1 dx

4 + ω5
3
1 dx

5 + ω6
3
1 dx

6

= − 1

RA

sinφ4
tanh ρ

dx2 +
1

RA

cosφ4 cosφ5
tanh ρ

dx3 +
1

RA

cosφ4 sinφ5 cosφ6
tanh ρ

dx4

+
1

RA

cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7
tanh ρ

dx5 +
1

RA

cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
tanh ρ

dx6 (8.2.23c)

ω3
2 = ω2

3
2 dx

2 + ω3
3
2 dx

3 + ω4
3
2 dx

4 + ω5
3
2 dx

5 + ω6
3
2 dx

6

= − 1

RA

sinφ4
sinh ρ tanφ3

dx2 +
1

RA

cosφ4 cosφ5
sinh ρ tanφ3

dx3 +
1

RA

cosφ4 sinφ5 cosφ6
sinh ρ tanφ3

dx4

+
1

RA

cosφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7
sinh ρ tanφ3

dx5 +
1

RA

cosφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7
sinh ρ tanφ3

dx6 (8.2.23d)

ω4
1 = ω3

4
1 dx

3 + ω4
4
1 dx

4 + ω5
4
1 dx

5 + ω6
4
1 dx

6

= − 1

RA

sinφ5
tanh ρ

dx3 +
1

RA

cosφ5 cosφ6
tanh ρ

dx4 +
1

RA

cosφ5 sinφ6 cosφ7
tanh ρ

dx5 +
1

RA

cosφ5 sinφ6 sinφ7
tanh ρ

dx6

(8.2.23e)

ω4
2 = ω3

4
2 dx

3 + ω4
4
2 dx

4 + ω5
4
2 dx

5 + ω6
4
2 dx

6

= − 1

RA

sinφ5
sinh ρ tanφ3

dx3 +
1

RA

cosφ5 cosφ6
sinh ρ tanφ3

dx4 +
1

RA

cosφ5 sinφ6 cosφ7
sinh ρ tanφ3

dx5

+
1

RA

cosφ5 sinφ6 sinφ7
sinh ρ tanφ3

dx6 (8.2.23f)
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ω4
3 = ω3

4
3 dx

3 + ω4
4
3 dx

4 + ω5
4
3 dx

5 + ω6
4
3 dx

6

= − 1

RA

sinφ5
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx3 +
1

RA

cosφ5 cosφ6
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx4 +
1

RA

cosφ5 sinφ6 cosφ7
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx5

+
1

RA

cosφ5 sinφ6 sinφ7
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx6 (8.2.23g)

ω5
1 = ω4

5
1 dx

4 + ω5
5
1 dx

5 + ω6
5
1 dx

6

= − 1

RA

sinφ6
tanh ρ

dx4 +
1

RA

cosφ6 cosφ7
tanh ρ

dx5 +
1

RA

cosφ6 sinφ7
tanh ρ

dx6 (8.2.23h)

ω5
2 = ω4

5
2 dx

4 + ω5
5
2 dx

5 + ω6
5
2 dx

6

= − 1

RA

sinφ6
sinh ρ tanφ3

dx4 +
1

RA

cosφ6 cosφ7
sinh ρ tanφ3

dx5 +
1

RA

cosφ6 sinφ7
sinh ρ tanφ3

dx6 (8.2.23i)

ω5
3 = ω4

5
3 dx

4 + ω5
5
3 dx

5 + ω6
5
3 dx

6

= − 1

RA

sinφ6
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx4 +
1

RA

cosφ6 cosφ7
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx5 +
1

RA

cosφ6 sinφ7
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx6 (8.2.23j)

ω5
4 = ω4

5
4 dx

4 + ω5
5
4 dx

5 + ω6
5
4 dx

6

= − 1

RA

sinφ6
sinh ρ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx4 +
1

RA

cosφ6 cosφ7
sinh ρ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx5

+
1

RA

cosφ6 sinφ7
sinh ρ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx6 (8.2.23k)

ω6
1 = ω5

6
1 dx

5 + ω6
6
1 dx

6

= − 1

RA

sinφ7
tanh ρ

dx5 +
1

RA

cosφ7
tanh ρ

dx6 (8.2.23l)

ω6
2 = ω5

6
2 dx

5 + ω6
6
2 dx

6

= − 1

RA

sinφ7
sinh ρ tanφ3

dx5 +
1

RA

cosφ7
sinh ρ tanφ3

dx6 (8.2.23m)

ω6
3 = ω5

6
3 dx

5 + ω6
6
3 dx

6

= − 1

RA

sinφ7
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx5 +
1

RA

cosφ7
sinh ρ sinφ3 tanφ4

dx6 (8.2.23n)

ω6
4 = ω5

6
4 dx

5 + ω6
6
4 dx

6

= − 1

RA

sinφ7
sinh ρ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx5 +
1

RA

cosφ7
sinh ρ sinφ3 sinφ4 tanφ5

dx6 (8.2.23o)

ω6
5 = ω5

6
5 dx

5 + ω6
6
5 dx

6

= − 1

RA

sinφ7
sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 tanφ6

dx5 +
1

RA

cosφ7
sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 tanφ6

dx6 (8.2.23p)

ω7
9 = ω7

7
9 dx

7 + ω8
7
9 dx

8 + ω9
7
9 dx

9

=
1

RS

cosφ1 cosφ2
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ1 sinφ2
tan θ

dx8 − 1

RS

sinφ1
tan θ

dx9 (8.2.23q)

ω8
9 = ω7

8
9 dx

7 + ω8
8
9 dx

8

= − 1

RS

sinφ2
tan θ

dx7 +
1

RS

cosφ2
tan θ

dx8 (8.2.23r)
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ω8
7 = ω7

8
7 dx

7 + ω8
8
7 dx

8

= − 1

RS

sinφ2
sin θ tanφ1

dx7 +
1

RS

cosφ2
sin θ tanφ1

dx8 (8.2.23s)

ω10
9 = ω7

10
9 dx

7 + ω8
10

9 dx
8 + ω9

10
9 dx

9 + ω10
10

9 dx
10

= − 1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ1 cosφ2 dx
7 − 1

RS

tan2 θ tanϕ sinφ1 sinφ2 dx
8 − 1

RS

tan2 θ tanϕ cosφ1 dx
8

− 1

RS

tan θ

cosϕ
dx10 (8.2.23t)
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9.1 General Theory

P. van Nieuwenhuizen [4] を参照。 細かな定義 (real or complex, etc.) は具体的な計算で定義する。

coset manifold M = G/H がある。 isometry group H の generator を Hi で、 G/H の generator を KA で記

述しよう (generator は anti-Hermitian で reductive)。 これらは tangent space において次の algebra をみたす:

[Hi, Hj ] = fij
kHk , (9.1.1a)

[Hi,KA] = fiA
BKB (9.1.1b)

[KA,KB ] = fAB
iHi + fAB

CKC (9.1.1c)

where

i, j, · · · : unbroken generator index A,B, · · · : G/H tangent space index

G/H の representative L(x) (x: coordinates on M) は、 例えば generator KA を用いて

L(x) = exp(xAKA) , xA = eM
A xM (9.1.2)

と表現される (M,N, · · · : curved spacetime index)。 この representative の、 isometry G による変換則 (g ∈ G) は

G : L(x) → L(x′) = gL(x)h−1(x, g) (9.1.3)

で与えられる。 isotropy group H の元 h(x, g) は、 coset manifold M 上の点が G によって移動したとき再び M

の上に乗るための、 いわば「 引き戻し 」 の操作を行う ことによるので、 x と g に依存している。

isometry group G の作用に対して left invariant 1-form、 Maurer-Cartan 1-form α を次で定義する :

α = L−1dL = êAKA +ΩiHi . (9.1.4)

但し右辺は representative L(x) を展開すると得られる一般的な形式であり 、 generator の係数 êA, Ωi はそれぞれ

vielbein, H-connection と呼ばれ1、

êA(x) = êM
A(x) dxM , Ωi(x) = ΩM

i(x) dxM (9.1.5)

である。 Maurer-Cartan 1-form α は、 その定義から 、

dα = −α ∧ α (9.1.6)

が成立する。 これを vielbein, H-connection に対してあてはめると

dêAKA + dΩiHi = −
(
êBKB +ΩjHj

)
∧
(
êCKC +ΩkHk

)

= −1

2
êB ∧ êC [KB ,KC ]−

1

2
Ωj ∧ Ωk[Hj , Hk]− Ωj ∧ êB [Hj ,KB ]

1他のノ ート で登場する vielbein と notation が異なる。 混同するのを避けるために hat 記号を付けておく 。
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である。 algebra (9.1.1) を用いると

= −1

2
êB ∧ êC

(
fBC

AKA + fBC
iHi

)
− 1

2
Ωj ∧ Ωk

(
fjk

iHi

)
− Ωj ∧ êB

(
fjB

AKA

)

= −
(1
2
fBC

AêB ∧ êC + fjB
AΩj ∧ êB

)
KA −

1

2

(
fBC

iêB ∧ êC + fjk
iΩj ∧ Ωk

)
Hi

となるので、

deA = −1

2
fBC

A êB ∧ êC − fjBA Ωj ∧ êB (9.1.7a)

dΩi = −1

2
fBC

i êB ∧ êC − 1

2
fjk

i Ωj ∧ Ωk (9.1.7b)

が得られる。

ここで Cartan’s structure equation を定義しよう :

dêA + ω̂A
B ∧ êB = 0 , ω̂A′

B ηA′A + ω̂B′

A ηB′B = 0 (9.1.8a)

R̂A
B = dω̂A

B + ω̂A
C ∧ ω̂C

B =
1

2
R̂A

BCD ê
C ∧ êD (9.1.8b)

ここで ω̂A
B = ω̂C

A
B ê

C = ωM
A
B dxM である 2。 ここで安直に、

ω̃A
B =

1

2
fCB

A êC + fjB
A Ωj (9.1.9)

と置いて、 ω̃A
B を affine-spin connection ω̂A

B とするのは誤り である。 何故なら 、 structure constant fAB
C は、

定義において A,B の交換で反対称であっても、 B,C の交換で反対称とは限らず、 結果として ω̃AB 6= −ω̃BA とな

る場合があるからである。 index の交換について反対称であるためには、 (9.1.8a) に支障をもたらさない程度に、

(9.1.9) に余分な項を手で付加すればよい。 結果としては

ω̂A
B = ω̃A

B +
1

2
êC ηAA′(

fA′C
B′

ηB′B + fA′B
B′

ηB′C

)

=
1

2
fCB

A êC + fjB
AΩj , (9.1.10a)

fCB
A = fCB

A + ηAA′(
fA′C

B′

ηB′B + fA′B
B′

ηB′C

)
(9.1.10b)

とすれば良い。 このよう にして、 Cartan’s structure equation を用いることで、 affine-spin connection ω̂A
B , cur-

vature 2-form R̂A
B は vielbein と H-connection から得られる。

H-connection Ωi は、 representative L(x) と Maurer-Cartan 1-form α の定義から原理的に書き下すことが可

能である。 ここでは L(x) = exp(xAKA) の表記からの展開を考えよう :

L(x) = exp(xAKA) ,

L−1dL = exp(−xAKA) d exp(x
BKB) · 1

=
{
d + [−xAKA, d] +

1

2!

[
− xAKA, [−xBKB , d]

]
+ · · ·

}
· 1

2一般には、 dêA + ω̂A
B ∧ êB = T̂A のように、 torsion 2-form T̂A = 1

2
T̂A

BC êB ∧ êC が導入されるが、 coset space では torsion free

であるので、 導入されていない ([4] (6.6) 式参照。 )。
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= dxAKA +
1

2
dxA xB

(
fAB

iHi + fAB
CKC

)
+ · · ·

=
(
dxA +

1

2
fCD

A dxC xD + · · ·
)
KA +

(1
2
fAB

i dxA xB + · · ·
)
Hi

但しここで appendix にある展開公式を用いた。 これにより 、

eA = dxA +
1

2
fCD

A dxC xD + · · · = eM
A dxM (9.1.11a)

Ωi =
1

2
fAB

i dxA xB + · · · (9.1.11b)

と与えられる。

9.2 AdS4(7) × S7(4): bosonic part

AdS4 × S7, AdS7 × S4 は、 それぞれ (super)coset では

AdS4 × S7 ∼ OSp(8|4)
SO(7)× SO(3, 1)

AdS7 × S4 ∼ OSp(6, 2|4)
SO(6, 1)× SO(4)

(9.2.1)

で表現される。 11-dimensional supergravity を考える時には supergroup で考えて supervielbein を構成すると良

いらしいが、 まだ理解していないのでこの方法は用いない。 bosonic part だけ考えると 、

AdS4 × S7 ∼ SO(3, 2)

SO(3, 1)
× SO(8)

SO(7)
AdS7 × S4 ∼ SO(6, 2)

SO(6, 1)
× SO(5)

SO(4)
(9.2.2)

である。

isometry group G の algebra を書いておこう [34]。 anti-de Sitter space だったり sphere だったり するので、

Poincaré algebra ではないが、 それに近い形式を持つ3:

[Pa, Pb] = −4f2Mab , [Pa,Mbc] = ηabPc − ηacPb , (9.2.3a)

[Mab,Mcd] = ηadMbc + ηbcMad − ηacMbd − ηbdMac , (9.2.3b)

[Pa′ , Pb′ ] = f2Ma′b′ , [Pa′ ,Mb′c′ ] = ηa′b′Pc′ − ηa′c′Pb′ , (9.2.3c)

[Ma′b′ ,Mc′d′ ] = ηa′d′Mb′c′ + ηb′c′Ma′d′ − ηa′c′Mb′d′ − ηb′d′Ma′c′ . (9.2.3d)

この表記は reductive である。 なお、 prime なしの index を持つ algebra は 4-dimensional space の isometry

group SO(3, 2) (for AdS4) もし く は SO(5) (for S4) の algebra を表し 、 prime あり の index を持つ algebra

は 7-dimensional space の isometry group SO(8) (for S7) もしく は SO(6, 2) (for AdS7) の algebra を表す。 こ

こでは全て tangent space index a, b, · · · で表しているが、 index が contract しているので curved spacetime

index r, s, · · · に書き直すのは容易である。 (ただしその場合 Pr = Pr(x) となることに注意。 ) また、 “translation”

generator P は coset space G/H の algebra G − H に属し 、 “rotation” generator M は isotropy group H の

3すべて generator は anti-Hermitian である。 自分のノ ート では algebra は Hermitian で定義されているので、 計算には注意を要する。

なお、 次の section では Hermitian で書き直している。
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algebra H に属す。 係数 f が purely imaginary の場合には AdS4 × S7 が実現され、 real の場合には AdS7 × S4

が実現される 4。 なお、 f → 0 limit で flat 11-dimensional spacetime になる。

ではここで representative L(x), Maurer-Cartan 1-form α を定義しよう :

L(x) = exp
(
xAPA

)
, α = L−1dL = êAPA +

1

2
ΩAB MAB (9.2.4)

ここで A = {a; a′} である。 Maurer-Cartan equation dα = −α∧α より 、 この vielbein êA と H-connection ΩAB

の関係式が得られる :

dêaPa +
1

2
dΩabMab + dêa

′

Pa′ +
1

2
dΩa′b′Ma′b′

= −1

2
êC ∧ êD[PC , PD]− 1

2

(1
2
ΩCD ∧ 1

2
ΩAB

)
[MCD,MAB ]− êC ∧

1

2
ΩAB [PC ,MAB ]

= 2f2 êa ∧ êbMab −
1

2
f2 êa

′ ∧ êb′ Ma′b′

− 1

8
Ωcd ∧ Ωab

(
ηcbMda + ηdaMcb − ηcaMdb − ηdbMca

)

− 1

8
Ωc′d′ ∧ Ωa′b′

(
ηc′b′Md′a′ + ηd′a′Mc′b′ − ηc′a′Md′b′ − ηd′b′Mc′a′

)

− 1

2
êc ∧ Ωab

(
ηcaPb − ηcbPa

)
− 1

2
êc

′ ∧ Ωa′b′
(
ηc′a′Pb′ − ηc′b′Pa′

)

= −ηbc êb ∧ ΩcaPa − ηb′c′ êb
′ ∧ Ωc′a′

Pa′

+
1

2

(
4f2 êa ∧ êb − ηcd Ωca ∧ Ωbd

)
Mab −

1

2

(
f2 êa

′ ∧ êb′ + ηc′d′ Ωc′a′ ∧ Ωb′d′

)
Ma′b′ (9.2.5)

∴ dêa = ηbc Ω
ca ∧ êb , dΩab = 4f2 êa ∧ êb − ηcd Ωca ∧ Ωbd , (9.2.6a)

dêa
′

= ηb′c′ Ω
c′a′ ∧ êb′ , dΩa′b′ = −f2 êa′ ∧ êb′ − ηc′d′ Ωc′a′ ∧ Ωb′d′

. (9.2.6b)

(9.2.3) には、 (9.1.1) にある structure constant fAB
C に相当するものが存在しない。 従って (9.1.9) に相当する

よう な懸念が存在せず、 上の式から直ちに affine-spin connection ω̂A
B が

ω̂a
b = −ηbc Ωca , ω̂a

b ηad + ω̂a
d ηba = 0 (9.2.7a)

ω̂a′

b′ = −ηb′c′ Ωc′a′

, ω̂a′

b′ ηa′d′ + ω̂a′

d′ ηb′a′ = 0 (9.2.7b)

として得られる。 つまり H-connectionがそのまま affine-spin connection として得られることがわかる。 curvature

2-form R̂A
B , Ricci tensor R̂A

B , scalar curvature R̂4(7) は、 H-connection (affine-spin connection) の部分がう ま

く キャンセルして vielbein だけで全てを記述できる 5:

R̂a
b = dω̂a

b + ω̂a
c ∧ ω̂c

b = −ηbc dΩca + ηcd ηbe Ω
da ∧ Ωec

= −4f2 ηbc êc ∧ êa (9.2.8a)

∴ R̂a
bcd = −4f2

(
ηbc δ

a
d − ηbd δac

)
(9.2.8b)

4f は flux F の係数。 [34] では、 Freund-Rubin ansatz を Frstu = 6fe εrstu としている。 ここで e = det era であるが、 後で自分の

convention に書き直す。
5一般論では、 このキャンセルは algebra の (または structure constants の) Jacobi identity からの帰結である。
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R̂a
c = ηbd R̂a

bcd = 12f2δac , R̂4 = R̂a
a = 48f2 (9.2.8c)

R̂a′

b′ = dω̂a′

b′ + ω̂a′

c′ ∧ ω̂c′

b′ = −ηb′c′ dΩc′a′

+ ηc′d′ ηb′e′ Ω
d′a′ ∧ Ωe′c′

= f2 ηb′c′ ê
c′ ∧ êa′

(9.2.8d)

∴ R̂a′

b′c′d′ = f2
(
ηb′c′ δ

a′

d′ − ηb′d′ δa
′

c′

)
(9.2.8e)

R̂a′

c′ = ηb
′d′

R̂a′

b′c′d′ = −6f2δa′

c′ , R̂7 = R̂a′

a′ = −42f2 (9.2.8f)

で与えられる。

affine-spin connection ω̂A
B そのものを知るためには H-connection ΩAB を知る必要があるが、 これは定義か

ら 、 つまり Maurer-Cartan 1-form α から求めることができる。

9.3 Superalgebra

まずここで、 AdS4 × S7 background の Freund-Rubin ansatz を

F
M̃ÑP̃ Q̃

= f eE−1

M̃ÑP̃ Q̃
(9.3.1)

で与える。 但し M̃, Ñ , · · · は 4-dimensional curved indices であり 、 e =
√
| det gMN |は 11-dimensional spacetime

の vielbein determinant、 f は real である。 また E−1

M̃ÑP̃ Q̃
は 4-dimensional space での weight −1 の invariant

tensor density であり 、 E−1
0123 = 1 と規格化されている。 このもとでは

F M̃ÑP̃ Q̃ = −f
e
EM̃ÑP̃ Q̃ (9.3.2)

である。 負号は、 11-dimensional space が Minkowski であることに起因し 、 EM̃ÑP̃ Q̃ は weight +1 の invariant

tensor density (E0123 = 1) である。 これらを用いると

F
M̃ÑP̃ Q̃

F M̃ÑP̃ Q̃ = f2 (eE−1

M̃ÑP̃ Q̃
) ·

(−1
e
EM̃ÑP̃ Q̃

)
= −4! f2 (9.3.3)

となることに注意する。 この ansatz の下での 4-dimensional space, 7-dimensional space の Riemann curvature

はそれぞれ

R
M̃ÑP̃ Q̃

= −1

9
f2

(
g
M̃P̃

g
ÑQ̃
− g

M̃Q̃
g
ÑP̃

)
, (9.3.4a)

RM ′N ′P ′Q′ =
1

36
f2

(
gM ′P ′ gN ′Q′ − gM ′Q′ gN ′P ′

)
, (9.3.4b)

で与えられる。 但し indices M ′, N ′, · · · は 7-dimensional curved indices である。 f2 > 0 の場合は AdS4 × S7 で

あり 、 f2 < 0 の場合は AdS7 × S4 である。

AdS4 × S7 の isometry group から得られる algebra を用意する :

[P
Ã
, P

B̃
] =

i

9
f2 Σ

ÃB̃
, [PA′ , PB′ ] = − i

36
f2 ΣA′B′ , (9.3.5a)

[P
Ã
,Σ

B̃C̃
] = i

(
η
ÃB̃

P
C̃
− η

ÃC̃
P
B̃

)
, [PA′ ,ΣB′C′ ] = i

(
ηA′B′ PC′ − ηA′C′ PB′

)
, (9.3.5b)
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i[Σ
ÃB̃
,Σ

C̃D̃
] = η

ÃC̃
Σ

B̃D̃
+ η

B̃D̃
Σ

ÃC̃
− η

ÃD̃
Σ

B̃C̃
− η

B̃C̃
Σ

ÃD̃
, (9.3.5c)

i[ΣA′B′ ,ΣC′D′ ] = ηA′C′ ΣB′D′ + ηB′D′ ΣA′C′ − ηA′D′ ΣB′C′ − ηB′C′ ΣA′D′ , (9.3.5d)

[P
Ã
, Qaa′ ] = − i

6
f (γ

Ã
γ5)a

bQba′ , [PA′ , Qaa′ ] = − i

12
f (ΓA′)a′

b′ Qab′ , (9.3.5e)

[Σ
ÃB̃
, Qaa′ ] = − i

2
(γ

ÃB̃
)a

bQba′ , [ΣA′B′ , Qaa′ ] = − i
2
(ΓA′B′)a′

b′ Qab′ , (9.3.5f)

{Qaa′ , Qbb′} = −C ′
a′b′

{
− 2i (γ

Ã
C)ab P

Ã +
i

6
f (γ

ÃB̃
γ5C)ab Σ

ÃB̃
}

− (γ5C)ab

{
− 2i (ΓA′C ′)a′b′ P

A′ − i

3
f (ΓA′B′C ′)a′b′ M

A′B′

}
(9.3.5g)

但し 、 indices a, b は spinor indices in 4-dimensional space、 a′, b′ は spinor indices in 7-dimensional space であ

る。 また、 γ
Ã
, γ5, Cab は gamma matrices and charge conjugation matrix in 4-dimensional space であり 、 ΓA′ ,

C ′
a′b′ は gamma matrices and charge conjugation matrix in 7-dimensional space である。 なお、 f2 < 0 のとき

は、 この algebra は AdS7 × S4 の coset construction で使用される。

(9.3.5) を元々の flux と 11-dimensional notation で記述すると 、 algebra (9.3.5) は

[P
Ã
, P

B̃
] =

i

9
f2 Σ

ÃB̃
, [PA′ , PB′ ] = − i

36
f2 ΣA′B′ , (9.3.6a)

[PA,ΣCD] = i
(
ηAC PD − ηAD PC

)
, (9.3.6b)

i[ΣAB ,ΣCD] = ηAC ΣBD + ηBD ΣAC − ηAD ΣBC − ηBC ΣAD , (9.3.6c)

[PA, Q] = iQTA
BCDE FBCDE , (9.3.6d)

[ΣAB , Q] =
i

2
Q Γ̂AB , (9.3.6e)

{Q,Q} = 2i Γ̂AP
A − i

144

{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
ΣAB , (9.3.6f)

という 、 簡単なものにまとめられる (Q = iQ†Γ̂0 = QTC)6。 ただ、 この表記ももちろん coset (とその smooth

deformation された coset) にのみ有効なものである。 KG solution は AdS4(7) × S7(4) の Penrose limit で与えら

れるので、 KG solution でもこの表記は有効である。

9.4 Coset Space Representatives

algebra は (9.3.6) で与えられる。 また、 coordinates はここでは superspace coordinates Z = (xA, θ) を (implicit

に) 用いる。 ここで θ は SO(10, 1) Majorana spinor coordinates (fermionic, anti-commuting coordinates) で

ある。

さて、 coset spaceなので、 torsion freeの関係式を構成しよう 。 まずは representative L を用いて Maurer-Cartan

one-form α を

α = i−1 L−1dL = Ê + Ω̂ (9.4.1)

6θQ = −QTCT θ = QT θ = Qθ, (θQ)† = −iQ†(Γ̂0)†θ = iQ†Γ̂0θ = Qθ = θQ.
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で定義する。 ここで representative は後で登場する様に unitary である表記を用いる。 また Ê, Ω̂ は supervielbein

と H-connection (に generator を付加したもの) である :

Ê = ÊA PA + ÊQ , Ω̂ =
1

2
Ω̂AB ΣAB (9.4.2)

Maurer-Cartan one-form (9.4.1) はその定義から次の方程式をみたす:

dα+ i α ∧ α = 0 , (9.4.3)

これを具体的に書き下そう :

dα = dÊAPA +QdÊ + dΩ̂ ,

i α ∧ α = i
(1
2
ÊA ∧ ÊB [PA, PB ] + Ω̂ ∧ Ω̂ +

1

2
ÊA ∧ Ω̂CD[PA,ΣCD]

+ [PA, Q]ÊA ∧ Ê +
1

2
Ω̂AB ∧ [ΣAB , Q]Ê +

1

2
Ê ∧ {Q,Q}Ê

)

=
i

2
ÊA ∧ ÊB [PA, PB ] + i Ω̂ ∧ Ω̂− Ω̂A

B ∧ ÊBPA

− ÊA ∧QTABCDE Ê FBCDE −
1

4
Ω̂AB ∧QΓ̂ABÊ − Ê ∧ Γ̂A Ê PA

+
1

288
Ê ∧

{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
ÊΣAB ,

∴ 0 = dÊAPA +QdÊ + dΩ̂ +
i

2
ÊA ∧ ÊB [PA, PB ] + i Ω̂ ∧ Ω̂− Ω̂A

B ∧ ÊBPA

− ÊA ∧QTABCDE Ê FBCDE −
1

4
Ω̂AB ∧QΓ̂ABÊ − Ê ∧ Γ̂A Ê PA

+
1

288
Ê ∧

{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
ÊΣAB , (9.4.4)

(9.4.1), (9.4.2) を (9.4.4) に代入すると 、 Cartan’s structure equations が得らえる :

0 = dΩ̂ + i Ω̂ ∧ Ω̂ +
i

2
ÊA ∧ ÊB [PA, PB ]

+
1

288
Ê
{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
Ê ΣAB , (9.4.5a)

0 = dÊA − Ω̂A
B ∧ ÊB − Ê Γ̂A ∧ Ê , (9.4.5b)

0 = dÊ − ÊA ∧ TABCDE Ê FBCDE −
1

4
Ω̂AB ∧ Γ̂AB Ê . (9.4.5c)

fermionic contribution をすべて neglect して、 bosonic part だけ考察すると 、 きちんと Riemann tensor (9.3.4)

を再現する。 しかしここではこれを用いない。 [43] の方法を用いよう 。

さて、 supervielbein E, EA の計算を実際に進めるにあたり 、 representative L(Z) を

L(Z) = ℓ(x) · L̂(θ) , ℓ(x) = exp(i xAPA) and L̂(θ) = exp(i θQ) (9.4.6)

の様に、 bosonic part と fermionic part に分離すると便利である。 勿論、 [P,Q] 6= 0 であるので、 ℓ(x) と L̂(θ) は

commuting でなく 、 交換に対しておつり が出るが、 それは追跡できるものである。 その追跡の煩わしさを越えて、

bosonic part だけの Maurer-Cartan, fermionic part の Maurer-Cartan を計算できる、 という利点をこの分離方

法は持つ。
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また、 ここで trick を使う 。 詳細は de Wit [35] の section 11 に任せるが、 fermionic coordinates θ を θ → tθ

のように rescale させておいて (t ∈ [0, 1])、 Maurer-Cartain one-form (9.4.1) などを t で微分し、 それを解く 、 と

いう方法を採る。 rescale された (9.4.1) を t で微分すると 、

d

dt
α = i−1 d

dt

{(
L̂−1ℓ−1

)
d
(
ℓL̂

)}

= i−1
{ d

dt
(L̂−1) · (ℓ−1dℓ)L̂+ L̂−1(ℓ−1dℓ) · d

dt
L̂+

d

dt
(L̂−1) · dL̂+ L̂−1 · d

( d

dt
L̂
)}

= −iθQ i−1
{
L̂−1(ℓ−1dℓ)L̂+ L̂−1dL̂

}
+ i−1

{
L̂−1(ℓ−1dℓ)L̂+ L̂−1dL̂

}(
i θQ

)
+Qdθ

= −i θQα+ i αθQ+ dθQ ,

∴
d

dt
(Ê + Ω̂) = dθQ+ i (Ê + Ω̂)θQ− i θQ(Ê + Ω̂) (9.4.7)

が得られる。 この各項をそれぞれ計算しよう :

d

dt
(Ê + Ω̂) =

d

dt
ÊAPA +Q

d

dt
Ê +

1

2

d

dt
Ω̂ABΣAB ,

(Ê + Ω̂)θQ− θQ(Ê + Ω̂) = [ÊAPA, θQ] + [QÊ, θQ] +
1

2
[Ω̂ABΣAB , Qθ]

= iQTA
BCDEθ FBCDE Ê

A

− θ
[
2iΓ̂APA −

i

144

{
Γ̂ABCDEFFCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
ΣAB

]
Ê

+
i

4
Ω̂ABQΓ̂ABθ

これを整理すると 、

d

dt
ÊA = 2θΓ̂AÊ , (9.4.8a)

d

dt
Êa =

(
dθ − ÊA TA

BCDEθ FBCDE −
1

4
Ω̂AB Γ̂ABθ

)a
, (9.4.8b)

d

dt
Ω̂AB = − 1

72
θ
{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
Ê , (9.4.8c)

が得られる。 これは、 連立の単振動方程式になることがわかるので、 完全に解く ことができる。 その一般解は指数

関数であるが、 θ は 32 component Majorana spinor であるために上限があるので、 指数関数を展開した形で、 θ

の all order で与えられる :

ÊA(x, θ) = eA + θΓ̂ADθ + 2
15∑

n=1

1

(2n+ 2)!
θ Γ̂AM2nDθ , (9.4.9a)

Ê(x, θ) = Dθ +

16∑

n=1

1

(2n+ 1)!
M2nDθ , (9.4.9b)

Ω̂AB(x, θ) = −ωAB − 1

72

15∑

n=0

1

(2n+ 2)!
θ
{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
M2nDθ , (9.4.9c)

Dθ =
d

dt
Ê
∣∣∣
t=0

= dθ − eATABCDEθ FBCDE +
1

4
ωABΓ̂ABθ . (9.4.9d)

但し eA, ωAB は積分定数であり 、 ここでは Riemann tensor を再現するように与えてある。 また同時に 1-form な

ので、

eA = eM
A dxM , ωAB = ωM

AB dxM , (9.4.10)
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である。 展開係数M2 は

(M2)ab = −2
(
TA

BCDE θ
)a
FBCDE

(
θΓ̂A

)
b

+
1

288

(
Γ̂AB θ

)a(
θ
[
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
])

b
. (9.4.11)



Chapter 10

Penrose Limit of Anti-de Sitter Spaces

参考文献: [6, 7, 8, 9, 10, 11]。
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10.1 Penrose Limit

10.1.1 Rosen Coordinates

D-dimensional spacetime metric:

ds2 = −dUdV + αdV dV + βidV dY i + CijdY
idY j (10.1.1)

where

α = α(U, V, Y i) arbitrary function (10.1.2a)

βi = βi(U, V, Y
i) arbitrary function (10.1.2b)

Cij = Cij(U, V, Y
i) symmetric and arbitrary function (10.1.2c)

We transform coordinates as

U = u V = Ω2v Y i = Ωyi

ds2Ω = Ω−2ds2

where Ω is a positive constant. Then

ds2Ω = −dudv + Cijdy
idyj +Ω2α(dv)2 +Ωβidvdy

i (10.1.3)

Penrose limit (Ω→ 0):

ds2Ω → ds2P = −dudv + Cijdy
idyj (10.1.4)

10.1.2 Brinkmann Coordinates

さらに座標変換:

u = 2x+ v = x− − 1

2
Mij(x

+)xixj yi = Qi
j(x

+)xj (10.1.5)

ここで [8] にあるよう に、

Cij Q
i
kQ

j
l = δkl Cij

(
Q′i

kQ
j
l −Qi

kQ
′j

l

)
= 0 Q′i

j =
d

dx+
Qi

j Mij = CklQ
′k

iQ
l
j (10.1.6)

をみたすよう に設定する。 これより 、 計量は

ds2P = −2dx+dx− +
{
Aij(x

+)xixj
}
(dx+)2 + (dxi)2 Aij = −

(
CklQ

′l
j

)′
Qk

i (10.1.7)

If Aij is constant and non-degenerate, the metric (10.1.7) is called Lorentzian symmetric space (Cahen-Wallach

space) [9].
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10.2 AdSp × Sq

supersymmetry が乗る anti-de Sitter space AdSp は p = 2, 3, 4, 5, 6, 7 のみである。 それを踏まえて、 p + q-

dimensional space AdSp × Sq の計量を次の様に設定しよう :

ds2 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

p−2

}
+R2

S

{
cos2 θ · dϕ2 + dθ2 + sin2 θ · dΩ′2

q−2

}
(10.2.1)

この計量が唯一の表記ではないが、 Penrose limit を採る際にはこの表記が便利であるために用いている。 AdSp と

Sq はそれぞれ次で定義されている :

AdSp : −R2
A = −(X−1)2 − (X0)2 +

p−2∑

i=1

(Xi)2 Sq : R2
S =

q∑

m=1

(Y m)2

X−1 = RA cosh ρ cos t Y 1 = RS cos θ cosϕ (10.2.2a)

X0 = RA cosh ρ sin t Y 2 = RS cos θ sinϕ (10.2.2b)

Xi = RA sinh ρ · Ωi Y m = RS sin θ · Ω′
m (10.2.2c)

さて、 ρ, θ ∼ 0 付近で ϕ 方向の boost を考えよう 。 次のよう に light-cone coordinates を採る :

x+ ≡ 1

2
(t+ αϕ) x− ≡ R2

A(t− αϕ) (10.2.3a)

x ≡ RAρ y ≡ RSθ α ≡ RS

RA

(10.2.3b)

ちなみにこれは Brinkmann coordinates と呼ばれる表記である。 さらに α を固定したまま RA →∞ 極限を採る
(Penrose limit)。 同時に x+ → µx+, x− → 1

µ
x− と rescale を行う 。 すると計量が次の様になる :

ds2 = −2dx+dx− − µ2(x2 + α−2)(dx+)2 +
{
dx2 + x2dΩ2

p−2

}
+

{
dy2 + y2dΩ′2

q−2

}
(10.2.4)

10.3 AdS4 × S7

11-dimensional spacetime の geometry は、 M2-brane の near-horizon limit では AdS4×S7 となる。 この空間の

isometry group は SO(3, 2)× SO(8) である。 計量を以下で与えよう :

ds2 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

2

}
+R2

S

{
cos2 θdϕ2 + dθ2 + sin2 θdΩ′

5
2
}

(10.3.1)

ここで Penrose limit を採るために次を採用する :

α =
RS

RA

= 2 x+ =
1

2
(t+ 2ϕ) · 3

µ
x− = R2

A(t− 2ϕ) · µ
3

x = RAρ y = 2RAθ

但しここですでに rescale factor を内蔵させてある。 ここから Penrose limit ρ, θ ∼ 0, RA →∞ を採用する :

ds2 = −2dx+dx− −
(µ
3

)2{
x2 +

1

4
y2
}
(dx+)2 +

{
dx2 + x2dΩ2

2

}
+
{
dy2 + y2dΩ′

5
2
}

(10.3.2)

この計量は Kowalski-Gkilman solution と呼ばれる。 この計量の上での fluxの Freund-Rubin ansatzは F+123 = µ

である。



114 Penrose Limit of Anti-de Sitter Spaces

10.4 AdS7 × S4

11-dimensional spacetime の geometry は、 M5-brane の near-horizon limit では AdS7×S4 となる。 この空間の

isometry group は SO(6, 2)× SO(5) である。 計量を以下で与えよう :

ds2 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

5

}
+R2

S

{
cos2 θdϕ2 + dθ2 + sin2 θdΩ′

2
2
}

(10.4.1)

ここで Penrose limit を採るために次を採用する :

α =
RS

RA

=
1

2
x+ =

1

2

(
t+

1

2
ϕ
)
· 6
µ

x− = R2
A

(
t− 1

2
ϕ
)
· µ
6

x = RAρ y =
1

2
RAθ

但し、 ここではすでに rescale などを取り 込んでいる。 さて、 Penrose limit ρ, θ ∼ 0, RA →∞ と 、 座標のラベル
の再定義 x↔ y を採ろう 。 これにより 計量が次のよう に書き変わる :

ds2 = −2dx+dx− −
(µ
3

)2{
x2 +

1

4
y2
}
(dx+)2 +

{
dx2 + x2dΩ2

2

}
+
{
dy2 + y2dΩ′

5
2
}

(10.4.2)

となる。 この background metric の上での Freund-Rubin ansatz を F+123 = µ とおく 。 これは (10.3.2) と同じで

ある。

以上、 大雑把にいう と 、 次の Figure 10.1 のよう な関係が得られる :

AdS4 × S7

Kowalski-Glikman Minkowski

AdS7 × S4

Penrose Limit

Penrose Limit

µ→ 0 Limit

Figure 10.1: The relationships among the maximally supersymmetric spacetimes in eleven-dimensions.
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11.1 AdSp × Sq 上では light-cone gauge-fixing は意味をなさない?

このノ ート の本題は、「 KG solution 上の fluctuation fields の spectrum [2] と 、 AdS4(7) × S7(4) 上の fluctuation

との、 Penrose limit に於ける対応関係を考察したい。」 であった。

AdSp × Sq での fluctuation fields に対しては、 de Donder gauge-fixing であり 、 KG background 上に対して

は light-cone gauge-fixing Φ−MN ··· = 0 を採用する。

それぞれの利点は以下の様になっている :

• de Donder gauge on AdSp × Sq: ∇mhMm(x, y) = 0

de Donder gauge-fixing condition は

∇mhµm(x, y) ≡ 0 (11.1.1)

などで与えられる。 この時、 例えば fluctuation fields hµm(x, y) を Sq 球面調和関数で

hµm(x, y) =
∑

I

V I
µ (x)K

I
m(y) (11.1.2)

と展開した場合、 de Donder gauge-fixing を採用していたら関数 KI
m(y) の性質が単に Laplace 方程式の固

有関数という だけでなく 、 Sq の isometry group SO(q + 1) の Killing vector の性質も持つことができる。

Killing vector は

∇mK
I
n +∇nK

I
m = 0 (11.1.3)

であるため、 この条件と de Donder gauge-fixing condition は等価となる。 この時、 index I は Killing vector

の個数を表すため、 AdSp で登場する field V I
µ (x) の個数が直ちに分かる。

• light-cone gauge on KG background: hM−(x, y) = 0

KG background は light-cone coordinates を採用している。 また、 x± 方向以外は完全に flat で、 SO(3)×
SO(6) の回転対称性を持つ。 これを最大限に活かすのはやはり light-cone gauge-fixing

φM=−(x, y) ≡ 0 (11.1.4)

であろう 。

Penrose limit でお互いを繋げたいと思う と 、 それぞれの background で上とは別の gauge-fixing を採り たく

なる。 Penrose limit の操作の前後で gauge-fixing condition はいじり たく ないと考えるのは自然であろう 。 しかし

それでは解析が非常に困難になる可能性が生じる。 難点を列挙しよう :

• light-cone gauge on AdSp × Sq

例えば (11.1.2) と展開した場合、 light-cone gauge-fixing を採用していたら関数 KI
m(y)の性質が単に Laplace

方程式の固有関数でしかない。 さらに、 その固有関数の個数に対する情報が他から得られないため、 index I
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は有効なものではなく なる。 そのため、 AdSp に於ける massless field V I
µ (x) がいく つ存在するのかが把握

できない。 もし de Donder gauge-fixing を採用していれば、 KI
m(y) は isometry group SO(q+1) の Killing

vector とすることができるため、 index I は意味を成す (Killing vector の個数、 つまり algebra so(q+1) の

次元 q(q + 1)/2 である )。

より 具体的に説明しよう 。 light-cone coordinates x± を

x+ = a(x0 + y♮) x− = b(x0 − y♮) (11.1.5)

で定義しておく 。 このとき light-cone gauge-fixing hµ−(x, y) = 0 は

0 = hµ−(x, y) =
1

2b

{
hµ0(x, y)− hµ♮(x, y)

}
∴ hµ0(x, y) = hµ♮(x, y) (11.1.6)

となる。 ここで、 (11.1.2) にならって

hµ0(x, y) =
∑

I

hIµ0(x)K
I(y) hµ♮(x, y) =

∑

J

V J
µ (x)KJ

♮ (y) (11.1.7)

と分解しよう 。 しかしこの分解は何も情報を与えない。 KI(y) と KJ
♮ (y) はそれぞれ Sq の球面調和関数で

あるが、 de Donder gauge-fixing の時と異なり 、 これらは Killing vector でも何でも無いために、 それぞれ

の index I, J がいく つ走るのかが定まらない。 従って AdSp 上の hIµ0(x), V
J
µ (x) がそれぞれ何個存在する

のか、 どう関係付く のか、 という事に関して、 light-cone gauge-fixing hM− = 0 は何ら答えを出さない。 何

ら制限を与えない。

AdS4(7) × S7(4) 上の spectrum は [1] にあるよう に de Donder gauge を採用するのが最良であろう 。 一方 KG

background では light-cone gauge が最良である。 これらが Penrose limit によって繋がるのか、

de Donder gauge on AdS4(7) × S7(4) + Penrose limit =⇒ light-cone gauge on KG

となるのか。 これは相当に非自明な疑問である。 確認方法は、 AdS4(7)×S7(4) 上の fluctuation field hM−(x, y) が

Penrose limit でゼロになるのかどうか、 く らいであろうか。





Part II
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Chapter 12

Introduction

先の Part では自分の convention を構築し 、 その下で supergravity を考察した。 しかし 実際に他の文献と比べ

る時には非常に苦労する。 何故なら自分のルールにはまだ full action が定義されてないし 、 superspace への拡張

をする必要があるなど、 まだまだやるべきことが沢山あるからである。 それに比べ、 現在Matrix theory などで

ある程度共通していると思われる表記があるので、 これを身に付けると後々計算が進みやすいであろう 。

supergravity を始めた当初は、 いろんな約束が同時に現れて混乱していたが、 現在は何が重要なのか、 どこを

いじればどう変更が加わるのか、 などがある程度判ってきたつもり である。 そこでここでは、 de Wit [33, 34, 35]

の notation and convention を紹介する。

この convention は、 自分のそれとは次の点で相違がある :

• Lorentz algebra and representations of their generators

• covariant derivative for local Lorentz

• Cartan’s structure equation

• sign of spin connection

• sign of curvature tensor for affine connection

• definition of curvature tensor for spin connection

• canonical scale for gravitino

• scale factor of terms in the Lagrangian
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13.1 The Convention Defined by de Wit [33, 34, 35]

Matrix theory [37] との convention の統一を計り たいなら 、 supergravity の convention をそれに合わせる方

が手間が少ない。 具体的な Lagrangian の構成手順はすでに理解しているので、 Lorentz algebra の再定義、 spin

connection の再定義で結び付ける手段を確立するのは賢明であろう 。

de Wit [35] の section 7 で登場する supergravity Lagrangian と covarianrt derivative などの規約、 section 10

で登場する AdS algebra から読み取れる Lorentz algebra をここで列挙しよう :

L = −1

2
eR(e, ω)− 2eΨMΓMNPDN [ 12 (ω + ω̂)]ΨP −

1

96
eFMNPQF

MNPQ

− 1

2 · 124 ε
MNPQRSUVWXY FMNPQFRSUV CWXY

− 1

96
e
(
ΨRΓ

MNPQRSΨS + 12ΨMΓNPΨQ
)
(F + F̂ )MNPQ (13.1.1a)

ΨM = iΨ†
MΓ0 (13.1.1b)

DM (ω)ǫ =
(
∂M −

1

4
ωM

ABΓAB

)
ǫ (13.1.1c)

F̂MNPQ = 4∂[MCNPQ] + 12Ψ[MΓNPΨQ] (13.1.1d)

{ΓA,ΓB} = 2ηAB , ηAB = diag.(−++ · · ·+) (13.1.1e)

ΓM1M2···M11 = 1εM1M2···M11 (13.1.1f)

[MAB ,MCD] = ηADMBC + ηBCMAD − ηACMBD − ηBDMAC (13.1.1g)

ω̂M
AB は次の equation の解として定義される :

D[M (ω̂)eN ]
A −ΨMΓAΨN = 0 (13.1.2)

これを解こう 。 それには vielbein postulate DM (ω)eN
A = −ΓP

NMeP
A を用いればよい。 まず、 具体的に (13.1.2)

を展開する :

0 = DM (ω̂)eN
A −DN (ω̂) eM

A − 2ΨMΓAΨN (13.1.3)

また、 Lorentz generators MAB の vector 表現を用いて

DM (ω̂)eN
A = ∂MeN

A − ω̂M
A
B eN

B (13.1.4a)

DM (ω)eN
A = ∂MeN

A − ωM
A
B eN

B (13.1.4b)

と展開する。 vielbein postulate は

DM (ω)eN
A = ∂MeN

A − ωM
A
B eN

B = −ΓP
NM eP

A (13.1.5)

でなので、 微分項は簡単に非微分項に書き換えられて、 DM (ω̂)eN
A は

DM (ω̂)eN
A = ωM

A
B eN

B − ΓP
NM eP

A − ω̂M
A
B eN

B (13.1.6)
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となる。 (13.1.6) を (13.1.3) に代入すると 、

0 =
(
ωM

A
B eN

B − ωN
A
B eM

B
)
−

(
ω̂M

A
B eN

B − ω̂N
A
B eM

B
)

−
(
ΓP
NM eP

A − ΓP
MN eP

A
)
− 2ΨMΓAΨN (13.1.7)

が得られる。 これに EC
M と ED

N を作用させて、 見易く すると 、 最終的に ω̂ が得られる :

ω̂[C
A
D] = ω[C

A
D] + ΓA

[CD] −ΨCΓ
AΨD (13.1.8)

supersymmetry transformations も列挙しておこう :

δeM
A = 2εΓAΨM (13.1.9a)

δΨM = DM (ω̂)ε+ TM
NPQRε F̂NPQR (13.1.9b)

δCMNP = −6εΓ[MNΨP ] (13.1.9c)

ここで

TM
NPQR =

1

288

(
ΓM

NPQR − 8δ
[N
M Γ

PQR]
)

(13.1.9d)

である。

Clifford algebra から 、 Lorentz generator MAB の spinor 表現が直ちにわかる :

MAB =
1

2
ΓAB (13.1.10a)

また、 MAB の vector 表現も、 実際に計算することで

(MCD)AB = δAC ηBD − δAD ηBC (13.1.10b)

であることがわかる。

この表現を covariant derivative に代入すると 、 表現に依らない記述が

DM (ω) = ∂M −
1

2
ωM

ABMAB (13.1.11)

で与えられることがわかる。 よって、 この covariant derivative の commutator から 、 spin connection 由来の

curvature 2-form が得られる :

[DM , DN ] = −1

2
MAB∂MωN

AB +
1

2
MAB∂NωM

AB +
1

4
ωM

ABωN
CD[MAB ,MCD]

= −1

2
MAB

{
∂MωN

AB − ∂NωM
AB − ωM

A
CωN

CB + ωN
A
CωM

CB
}

≡ −1

2
MABR̃

AB
MN (13.1.12a)

∴ R̃AB
MN = ∂MωN

AB − ∂NωM
AB − ωM

A
CωN

CB + ωN
A
CωM

CB (13.1.12b)

しかし 、 この定義は differential form からの curvature 2-form を

R̃A
B = dωA

B − ωA
C ∧ ωC

B (13.1.13)



126 Notations and Conventions defined by de Wit

とすべし、 という要請が加わることになる。 (13.1.11) より 、 vielbein の covariant derivative も計算できるように

なって、

DMeN
A = ∂MeN

A − ωM
A
BeN

B (13.1.14)

であることがわかるので、 vielbein postulate

0 = D̃MeN
A = DMeN

A + ΓP
NMeP

A (13.1.15)

から 1、 affine connection 由来の curvature と spin connection 由来の curvature に関係を付けることができる。

これから 、 Cartan structure equation を見出そう 。 torsion free の場合を考えよう 。 (13.1.15) より 、

EA
PDMeN

A = −ΓP
NM = −ΓP

MN = EA
PDNeM

A (13.1.16)

なので、

0 = DMeN
A + ΓP

NMeP
A = ∂MeN

A − ωM
A
BeN

B − (EB
PDNeM

B)eP
A

= ∂MeN
A − ∂NeMA − ωM

A
BeN

B + ωN
A
BeM

B (13.1.17)

が得られる。 これは、 differential form で表すと

deA − ωA
B ∧ eB = 0 (13.1.18)

にほかならない。 (13.1.13), (13.1.18) は Cartan’s structure equations である。

curvature from affine connection と curvature from spin connection の関係を付けておこう 。 但しここでも

torsion free としておこう 。 まず affine connection から得られる curvature について。 covariant derivative ∇MAN

と 、 commutator [∇M ,∇N ]AP を定義、 計算する 2:

∇NAP = ∂NAP + ΓQ
PN AQ (13.1.19a)

∇M∇NAP = ∂M
(
∇NAP

)
+ ΓQ

NM ∇QAP + ΓQ
PM ∇NAQ

= ∂M
(
∂NAP + ΓQ

PN AQ

)
+ ΓQ

NM

(
∂QAP + ΓR

PQAR

)
+ ΓQ

PM

(
∂NAQ + ΓR

QN AR

)
(13.1.19b)

∇N∇MAP = ∂N
(
∂MAP + ΓQ

PM AQ

)
+ ΓQ

MN

(
∂QAP + ΓR

PQAR

)
+ ΓQ

PN

(
∂MAQ + ΓR

QM AR

)
(13.1.19c)

[∇M ,∇N ]AP =
{
∂MΓR

PN − ∂NΓR
PM − ΓR

QMΓQ
PN + ΓR

QNΓQ
PM

}
AR

≡ RR
PMNAR (13.1.20)

つまり

RR
PMN = ∂MΓR

PN − ∂NΓR
PM − ΓR

QM ΓQ
PN + ΓR

QN ΓQ
PM (13.1.21)

Riemann tensor RR
PMN にはいろんなルールがある :

RPQMN = −RQPMN = −RPQNM (13.1.22)
1ここまで触れなかったが、 affine connection の定義も TK とは逆符号である。 つまり ∇MAN = ∂MAN + ΓP

NMAP で定義される。
2affine connection の定義は、 TK とは符号が反対である。
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(13.1.15) より 、 ΓR
PN = −EA

R(DNeM
A) なので、 これを微分する :

∂MΓR
PN = −

(
∂MEA

R
)(
DNeP

A
)
− EA

R∂M
(
DNeP

A
)

(13.1.23)

また

∂MEA
R = −EA

QEB
R∂M (eQ

B) = −EA
QEB

RDM (eQ
B)− ωM

R
A (13.1.24)

であるので、

∂MΓR
PN = EA

Q(DNeP
A)EB

R(DMeQ
B) + ωM

R
A(DNeP

A)− EA
R∂M (DNeP

A) (13.1.25)

となる。 vielbein postulate より EA
Q(DNeP

A) = −ΓQ
PN なので、

∂MΓR
PN − ΓR

QMΓQ
PN = ωM

R
A(DNeP

A)− EA
R∂M (DNeP

A)

= ωM
R
A

(
∂NeP

A − ωN
A
B eP

B
)

− EA
R
(
∂N∂MeP

A − ∂MωN
A
B · ePB − ωN

A
B · ∂MePB

)
(13.1.26)

であることがわかる。 これを用いると affine curvature は

RR
PMN = EA

ReP
B
{
∂MωN

A
B − ∂NωM

A
B − ωM

A
CωN

C
B + ωN

A
CωM

C
B

}

= EA
RePBR̃

AB
MN (13.1.27)

と 、 spin curvature で記述できる。 符号に注意する必要がある。 Ricci tensor, scalar curvature はそれぞれ次のよ

う に定義する :

RM
N = gPRRM

PNR = EA
M EB

R R̃AB
NR = EA

M eN
B R̃AC

BC = EA
MeN

BR̃A
B (13.1.28a)

R̃A
B = R̃AC

BC (13.1.28b)

R = RM
M = R̃A

A (13.1.28c)

Ricci tensor を求める際、 de Wit [35] も普通に 2 つめと 4 つめの index を contract している。 そのため、 sphere

Sp の affine curvature は positive curvature として登場しない。 しかしそれはそれでよい。 de Wit は、 sphere

の curvature を minus で定義しているのである。 [35] の section 10 で登場する AdS4 × S7 の Riemann

curvature tensor も、 そこから得られる Ricci tensor/scalar も、 sphere のそれが負になるように定義さ

れている。 Cartan’s structure equation (13.1.18), (13.1.13) から得られる curvature は、 sphere Sp が negative

curvature (R̃ < 0) で登場する公式となっている。 de Wit の Lagrangian (13.1.1) から得られる equations of

motion、 特に metric のそれから得られる background の特性も、 それを反映した定義であることがわかる。

13.2 Summary of the Convention

de Wit の convention をまとめておこう :
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algebras and representations:

[MAB ,MCD] = ηADMBC + ηBCMAD − ηACMBD − ηBDMAC (13.2.1a)

MAB = 0 scalar (13.2.1b)

(MCD)AB = δACηBD − δADηBC vector (13.2.1c)

MAB =
1

2
ΓAB spinor (13.2.1d)

{ΓA,ΓB} = 2ηAB = 2 · 1 · diag.(−+++ · · ·+) (13.2.1e)

ΓM1M2···M11 = 1 · εM1M2···M11 (13.2.1f)

affine/spin connections, curvatures:

∇MAN = ∂MAN + ΓP
NMAP (13.2.2a)

DMeN
A = ∂MeN

A − ωM
A
BeN

B = −ΓP
NMeP

A (13.2.2b)

∂MeN
A − ∂NeMA − ωM

A
BeN

B + ωN
A
BeM

B = 0 (13.2.2c)

[∇M ,∇N ]AP = RR
PMNAR (13.2.2d)

RR
PMN = ∂MΓR

PN − ∂NΓR
PM − ΓR

QMΓQ
PN + ΓR

QNΓQ
PM (13.2.2e)

[DM , DN ]φ = −1

2
MABR̃

AB
MNφ (13.2.2f)

R̃AB
MN = ∂MωN

AB − ∂NωM
AB − ωM

A
CωN

CB + ωN
A
CωM

CB (13.2.2g)

RR
PMN = EA

RePBR̃
AB

MN (13.2.2h)

RM
N = gPRRM

PNR = EA
MeN

BR̃A
B (13.2.2i)

R̃A
B = R̃AC

BC (13.2.2j)

R = RM
M = R̃A

A = R̃ (13.2.2k)

Cartan’s structure equations:

TA = deA − ωA
B ∧ eB (13.2.3a)

RA
B = dωA

B − ωA
C ∧ ωC

B (13.2.3b)

Lagrangian and its convention:

L = −1

2
eR(e, ω)− 2eΨMΓMNPDN [ 12 (ω + ω̂)]ΨP −

1

96
eFMNPQF

MNPQ

− 1

2 · 124 ε
MNPQRSUVWXY FMNPQFRSUV CWXY

− 1

96
e
(
ΨRΓ

MNPQRSΨS + 12ΨMΓNPΨQ
)
(F + F̂ )MNPQ (13.2.4a)

ΨM = iΨ†
MΓ0 (13.2.4b)

DM (ω)ǫ =
(
∂M −

1

2
ωM

ABMAB

)
ǫ (13.2.4c)
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F̂MNPQ = 4∂[MCNPQ] + 12Ψ[MΓNPΨQ] (13.2.4d)

ω̂[C
A
D] = ω[C

A
D] + ΓA

[CD] −ΨCΓ
AΨD (13.2.4e)

supersymmetry transformations:

δeM
A = 2εΓAΨM (13.2.5a)

δΨM = DM (ω̂)ε+ TM
NPQRε F̂NPQR (13.2.5b)

δCMNP = −6εΓ[MNΨP ] (13.2.5c)

TM
NPQR =

1

288

(
ΓM

NPQR − 8δ
[N
M Γ

PQR]
)

(13.2.5d)
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TK notations との違い、 変換則を列挙しておこう :

TK transformation rule de Wit

gamma matrix Γ̂A Γ̂A = ΓA ΓA

Lorentz generator ΣAB ΣAB = iMAB MAB

covariant deriv. ∇MAN = ∂M − ΓP
NMAP ΓP

NM (TK) = −ΓP
NM (dW) ∇MAN = ∂M + ΓP

NMAP

DM = ∂M − i
2ωM

ABΣAB DM = ∂M − 1
2ωM

ABMAB

Cartan’s str. eqs. TA = deA + ωA
B ∧ eB ωAB(TK) = −ωAB(dW) TA = deA − ωA

B ∧ eB

RA
B = dωA

B + ωA
C ∧ ωC

B RA
B = dωA

B − ωA
C ∧ ωC

B

Riemann tensor 1
2R

R
PMN = ∂MΓR

PN + ΓR
QMΓQ

PN
1
2R

R
PMN = ∂MΓR

PN − ΓR
QMΓQ

PN

1
2 R̃

AB
MN = ∂MωN

AB + ωM
A
CωN

CB 1
2 R̃

AB
MN = ∂MωN

AB − ωM
A
CωN

CB

Ricci tensor RM
N = gPQRM

PNQ RM
N = gPQRM

PNQ

R̃A
B = R̃AC

BC R̃A
B = R̃AC

BC

Ricci scalar R = RM
M R = RM

M

R̃ = R̃A
A R̃ = R̃A

A

R4(TK) = −R4(dW)

R2(TK) = −R2(dW)

R(TK) = −R(dW)

(ex.) R(Sp) > 0 R(Sp) < 0

scale of fermion Ψ(TK) Ψ(TK) = 2
√
2Ψ(dW) Ψ(dW)

SUSY parameter εTK εTK =
√
2εdW εdW

Hilbert action eR −eR
scale of Lagrangian L(TK) L(TK) = 2L(dW) L(dW)



Chapter 14

Properties of the PP-wave

de Wit の定義では spin connection が TK とは異なる。
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14.1 Kowalski-Glikman background

Here we summarize several properties of the maximally supersymmetric pp-wave background. This solution was

found by Kowalski-Glikman [6, 7] and often called the KG solution. This is the unique pp-wave type solution

preserving maximal supersymmetries. The metric of this background is given by

ds2 = −2dx+dx− +G++(dx
+)2 +

9∑

I=1

(dxI)2 , (14.1.1a)

G++ = −
[(µ

3

)2 3∑

Ĩ=1

(xĨ)2 +
(µ
6

)2 9∑

I′=4

(xI
′

)2
]
, (14.1.1b)

or

gMN =




G++ −1
−1 0

1


 , gMN =




0 −1
−1 −G++

1


 ,

√−g = e = 1 , (14.1.2a)

ηAB =




0 −1
−1 0

1


 , ηAB =




0 −1
−1 0

1


 , (14.1.2b)

eM
A =




1 − 1
2G++

0 1

1


 , EA

M =




1 1
2G++

0 1

1


 , i.e., e+

− = −1

2
G++ , etc. (14.1.2c)

which is equipped with the constant flux

F+123 = µ 6= 0 . (14.1.3)

この µ は mass dimension +1 の real parameter である。 この変化は、 Penrose limit を採る時に、 light-cone

coordinates に、 scale factor や µ を weight として導入させると考えれば良いであろう (see, for example, chapter

6.1)。 ちなみに、 tangent space の metric ηAB は、 light-cone coordinates x± を定義する時の weight の選び方に

依らない。 つまり x+ = 1
2a (x

0 + x♮), x− = a(x0 − x♮) とした時、 metric ηAB の表示は “weight” a には依存し

ない。

In our consideration the contribution from torsion is not included, i.e., affine connection is symmetric under

lower indices: ΓP
MN = ΓP

NM . For the KG metric, the above quantities are written as

ΓĨ
++ =

1

2
∂ ĨG++ = −

(µ
3

)2

xĨ , ΓI′

++ =
1

2
∂I

′

G++ = −
(µ
6

)2

xI
′

, (14.1.4a)

Γ−

+Ĩ
= Γ−

Ĩ+
= ΓĨ

++ = −
(µ
3

)2

xĨ , Γ−
+I′ = Γ−

I′+ = ΓI′

++ = −
(µ
6

)2

xI
′

, (14.1.4b)

RJ̃
+Ĩ+ = R

J̃+Ĩ+ = −δ
ĨJ̃

(µ
3

)2

, RJ ′

+I′+ = RJ ′+I′+ = −δI′J ′

(µ
6

)2

, (14.1.4c)

curvature も先の Part とは異なる符号であることに注意。 定義が逆の符号である。
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spin connection を計算しよう 。 nontrivial な成分は ω+
I− だけであるのは知っているので、 それだけを見る。

vielbein postulate (13.1.15) より 、

ωP
AB = ηBCEC

M
(
∂P eM

A + ΓQ
MP eQ

A
)

(14.1.5)

となる。 eMA, EA
P , ΓQ

MP は上の値を用いよう 。 このとき、

ω+
I− = η−+E+

M
(
∂+eM

I + ΓQ
M+eQ

I
)

= −ΓI
++ = −1

2
∂IG++ (14.1.6)

となる。 すなわち、

ω+
Ĩ− = −ω+

−Ĩ =
(µ
3

)2

xĨ , ω+
I′− = −ω+

−I′

=
(µ
6

)2

xI
′

. (14.1.7)

It should be noted that the scalar curvature vanishes and the Ricci tensor is constant and proportional to µ2.

These are given by

R++ = −1

2
µ2 , R = 0 . (14.1.8)

つまり 、 Lorentz algebra、 spin connection、 affine connection の定義を変更しているので、 spin connection の値

の符号が反転される 1。 Riemann curvarture も符号が反転しているため、 Ricci tensor/scalar も符号が反転する。

de Wit は、 sphere Sp の curvature の符号を「 負」 で定義している。

14.2 Hamiltonian

Now let us discuss the Hamiltonian and its energy eigenvalue. We need to calculate and solve field equations for

fluctuation modes around the KG background. Then we will encounter Klein-Gordon type equations of motion

and have to evaluate its energy spectrum.

We shall consider a Klein-Gordon type equation of motion for a field φ(x):

(
�+ αµ i∂−

)
φ(x+, x−, xI) = 0 , (14.2.1)

where α is an arbitrary constant and x+ is an evolution parameter. The d’Alembertian � on the KG background

is given by

� = −∇P∇P = −∂P∂P

= − 1√−g ∂M
(√−ggMN∂N

)
= 2∂+∂− +G++ · (∂−)2 − (∂K)2 . (14.2.2)

The above Klein-Gordon type field equation will appear later as equations of motion of fluctuation modes.

Fourier transformed expression of φ(x)

φ(x+, x−, xI) =

∫
dp−d

9pI√
(2π)10

ei(p−x−+pIx
I) φ̃(x+, p−, pI)

1ちなみに、 [37]の spin connection (2.16)は、 ここの convention とはまた若干異なる。 deA−ωA
B∧eB = 0, RA

B = dωA
B−ωA

C∧ωC
B

はここと同じであるが、 ∇MAN = ∂M − ΓP
NMAP , RR

PMN = ∂NΓR
PM − ∂MΓR

PN + ΓR
NQΓQ

MP
− ΓR

MQΓQ
NP

であっても合わない。
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leads to the following expression:

0 = 2p− i∂+ − G̃++ · (p−)2 + (pI)
2 − αµp− , (14.2.3)

where G̃++ is defined as

G̃++ ≡
3∑

Ĩ=1

(µ
3

)2

(∂p
Ĩ
)2 +

9∑

I′=4

(µ
6

)2

(∂pI′
)2 . (14.2.4)

By rewriting the above equation and H = i∂+, we can obtain the explicit expression of Hamiltonian:

H =
1

−2p−
{
(pI)

2 − G̃++ · (p−)2 − αµp−
}
. (14.2.5)

The energy spectrum of this Hamiltonian can be derived by using the standard technique of harmonic oscillators.

Now we define “creation/annihilation” operators

aĨ ≡ 1√
2m̃

{
p
Ĩ
+ m̃∂p

Ĩ

}
, aĨ ≡ 1√

2m̃

{
p
Ĩ
− m̃∂p

Ĩ

}
, m̃ ≡ −1

3
µ p− , (14.2.6a)

aI
′ ≡ 1√

2m′

{
pI′ +m′∂pI′

}
, aI

′ ≡ 1√
2m′

{
pI′ −m′∂pI′

}
, m′ ≡ −1

6
µ p− , (14.2.6b)

whose commutation relations are represented by

[aĨ , aJ̃ ] = δĨJ̃ , [aI
′

, aJ
′

] = δI
′J ′

, [aĨ , aJ
′

] = [aI
′

, aJ̃ ] = 0 . (14.2.7)

Thus we express the Hamiltonian in terms of the above oscillators:

H =
1

3
µ
∑

Ĩ

aĨaĨ +
1

6
µ
∑

I′

aI
′

aI
′

+
1

2
µ (2 + α) . (14.2.8)

Note that the last term implies the zero-mode energy E0 of the system, which is represented by

E0 =
1

2
µ E0(φ) , E0(φ) = 2 + α . (14.2.9)

In the next section, we will use E0 to evaluate the energy of the zero-modes of fluctuation fields.



Chapter 15

Spectrum on the PP-wave with de Wit Rule



136 Spectrum on the PP-wave with de Wit Rule

15.1 Supergravity on Classical Background

まずは classical background での supergravity を復習する。 fluctuation については次の section で行う 。 なお、

書き換えが面倒なので、 gamma matrix の表記は TK と同じ記号にするが、 定義と意味は de Wit [35] のもので

ある。

15.1.1 Supergravity Action without Torsion

Lagrangian up to torsion from (13.1.1):

L = −1

2
eR− 2eΨM Γ̂MNPDNΨP −

1

96
e FMNPQF

MNPQ

− 1

48
eΨM Γ̃MNPQRSΨNFPQRS −

1

2 · (144)2 ε
MNPQRSUVWXY FMNPQFRSUV CWXY , (15.1.1a)

where the covariant derivative for local Lorentz transformation are defined as

DNΨP = ∂NΨP −
1

2
ωN

ABMABΨP . (15.1.2)

また εMNPQRSUVWXY は 11-dimensional spacetime における weight +1 の invariant tensor density であり 、 規

格化を

ε012···♮ = 1 (15.1.3)

と採る。 weight を +1 にしておかないと Chern-Simons term が scalar density とならない。

Γ̃NPQR
M = Γ̂NPQR

M − 8δ
[N
M Γ̂

PQR]
, (15.1.4a)

Γ̃MNPQRS = Γ̂MNPQRS + 12gM [P Γ̂QRgS]N . (15.1.4b)

MAB = 0 scalar (15.1.5a)

(MCD)AB = δACηDB − δADηCB vector (15.1.5b)

MAB =
1

2
Γ̂AB spinor (15.1.5c)

15.1.2 Classical Field Equations

0 = −1

2
gMNR+RMN −

1

96
gMNFPQRSF

PQRS +
1

12
FMPQRFN

PQR , (15.1.6a)

0 = Γ̂MNPDNΨP +
1

96
Γ̃MNPQRSΨNFPQRS , (15.1.6b)

0 = ∇Q
{
eFQMNP

}
− 18

(144)2
gMZ gNK gPL ε

ZKLQRSUVWXY FQRSUFVWXY , (15.1.6c)

0 = ∇[MFNPQR] , (15.1.6d)
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但し、 fluctuation field の運動方程式において、 2 次以上の寄与しかもたらさない項はここでは省略してある。 また

それに伴い、 metric の運動方程式は eM
A の変分ではなく gMN の変分で与えてある。 最後の式は Bianchi identity

である。

注意であるが、 Ricci tensor の変分は、 TK の符号とは反対になる。 何故なら 、 Riemann tensor の定義が TK

と de Wit とは逆だからである。 しかしこの classical field equation に寄与するのは、 純粋に metric の変分だけ

であるので、 そのことは気にならない。 fluctuation field equation を考える時、 δRMN が寄与するので、 符号の

反転が起こる。

15.2 Fluctuations

fluctuations:

gMN =
◦

gMN + hMN , gMN =
◦

gMN + h̃MN (15.2.1a)

ΨM = 0 + ψM (15.2.1b)

FMNPQ =
◦

FMNPQ + FMNPQ , FMNPQ = 4∂[MCNPQ] (15.2.1c)

From now on we omit the circle, which is the symbol of classical background.

other representations:

hMN = hNM (symmetric) , (15.2.2a)

h̃MN = −gMP gNQhPQ = −hMN , (15.2.2b)

δe =
1

2
e gMNhMN , (15.2.2c)

δΓM
NP = −1

2
gMR

(
∇NhPR +∇PhNR −∇RhNP

)
(torsion free) , (15.2.2d)

δRMN =
1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhMP −∇M∇PhNP +∇P∇PhMN

}

+RQ
MPNhQ

P − 1

2
RPNhM

P − 1

2
RPMhN

P

=
1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhMP −∇M∇PhNP

}
− 1

2
∆̂hMN , (15.2.2e)

δRMN = −h̃MP gNQRPQ − h̃NQgMPRPQ − gMP gNQδRPQ

= hRSg
MRgPSgNQRPQ + hRSg

NRgQSgMPRPQ − gMP gNQδRPQ , (15.2.2f)

δR = −h̃MNRMN − gMNδRMN = hPQg
MP gNQRMN − gMNδRMN . (15.2.2g)

Riemann tensor の定義が TK とは逆符号であるため、 それから派生する Ricci tensor も逆符号になる。 従って

variation δRMN , δR も逆になる。 また、 ここで ∆̂ は Lichnerowicz operator と呼ばれるものであり 、 rank-2

symmetric tensor や 11-dimensional space 上の 0-form φ, 1-form ωM
AB , 3-form CMNP に次のよう に作用する

[1]:

∆̂hMN = −∇P∇PhMN − 2RMPNQ h
PQ +RM

P hPN +RN
P hPM (15.2.3a)
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∆̂φ = −∇P∇Pφ (15.2.3b)

∆̂ωM
AB = −∇P∇PωM

AB +RM
P ωP

AB (15.2.3c)

∆̂CMNP = −∇Q∇QCMNP

− 2RMQNR C
QR

P + 2RMQPR C
QR

N − 2RNQPR C
QR

M

+RM
Q CQNP +RN

Q CMQP +RP
Q CMNQ (15.2.3d)

但し 、 ここでは torsion が入っている場合も考慮してある。 torsion free の場合は ∆̂CMNP の右辺第 2 行はゼロ

になる。 これらより 、 classical field equations (15.1.6) から得られる field equations for fluctuation fields は次の

よう に与えられる :

0 =
1

2

{
hMN R− hPQ gMN gRP gSQRRS + gMN

(
∇P∇Qh

QP −∇Q∇QhP
P
)}

+
1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhPM −∇M∇PhPN

}
− 1

2
∆̂hMN

− 1

96
hMN FPQRS F

PQRS − 1

48
FPQRS gMN FPQRS +

1

24
hPU gMN FPQRS FU

QRS

+
1

12

{
FMPQR FN

PQR + FNPQR FM
PQR

}
− 1

4
hPS FMPQR FNS

QR (15.2.4a)

0 = Γ̂MNP DNψP +
1

96
Γ̃MNPQRS FPQRS ψN

= Γ̂MNP
(
∂NψP −

1

2
ωN

AB MAB ψP

)
+

1

96

(
Γ̂MNPQRS + 12gM [P Γ̂QRgS]N

)
FPQRS ψN (15.2.4b)

0 = e
{1

2
hU

U gQR − hQR
}
∇RFQMNP + e∇QFQMNP

− e
{
FSMNP

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
+ FQSNP∇QhM

S + FQMSP∇QhN
S + FQMNS∇QhP

S
}

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gMZ gNK gPL FVWXY

− 18

(144)2
εZKLQRSUVWXY

(
hMZ gNK gPL + hNK gMZ gPL + hPL gMZ gNK

)
FQRSU FVWXY (15.2.4c)

0 = ∇[MFNPQR] = 4∂[M∂NCPQR] (15.2.4d)

見易く するために classical background であることを示す circle symbol は省略した。 また Freund-Rubin ansatz

を課すことで消える項は gray scale にしておいた1。 また Bianchi identity については、 affine connection の対称

性 ΓP
MN = ΓP

NM を用いることで、 共変微分にまで格上げできる事を用いた。 右辺は自明の式であろう 。

これを実際に解く 時には、 classical equations (15.1.6) を用いると良いだろう 。 (15.1.6a) より 、

R = − 1

144
FPQRS F

PQRS (15.2.5a)

RMN =
1

144
gMN FPQRS F

PQRS − 1

12
FMPQR FN

PQR (15.2.5b)

1Freund-Rubin ansatz を課さないでおけば、 この 3 つの field equations は generic である。
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が得られる。 これは R(Sp) < 0 の定義と consistent である。 この (15.2.5b) からの揺らぎは

δRMN =
1

2

{
∇N∇MhP

P −∇N∇PhMP −∇M∇PhNP

}
− 1

2
∆̂hMN

=
1

144
hMN FPQRS F

PQRS +
1

72
gMN FPQRS FPQRS −

1

36
hPU gMN FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
FMPQR FN

PQR + FNPQR FM
PQR

)
+

1

4
hPU FMPQR FNU

QR (15.2.6)

となる。 (15.2.4a) も (15.2.6) も元々 classical field equation (15.1.6a) から得られたものであるので、 どちらを用

いても良い。 また Duff, Pope [1] などはどうやら (15.2.6) を用いているよう である。 よってこれ以後、 (15.2.4a)

の代り にこの (15.2.6) を用いる。

gravitino equation (15.2.4b) も、 もう少し計算しやすい表記にしよう :

0 = Γ̂MNPDNψP +
1

96
Γ̂MNPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
gMP

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gMQ

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gMR
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gMS

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(15.2.7)

15.3 Light-cone Gauge Fixing

h−M = 0 h+M = 0 C−MN = 0 ψ− = 0 (15.3.1)

15.4 Field Equations for Fluctuations on the PP-wave Background

Here we write the field equations for fluctuation fields hMN , ψM and CMNP on the KG solution (14.1.1) and

(14.1.4) under the light-cone gauge-fixing condition (15.3.1).

• Since field equation for fluctuation hMN (15.2.6) has two uncontracted indices, we obtain six equations:

δR++ =
1

2

{
∇+∇+hP

P −∇+∇Ph+P −∇+∇Ph+P

}
− 1

2
∆̂h++

=
1

144
h++ FPQRS F

PQRS +
1

72
g++ F

PQRS FPQRS −
1

36
hPU g++ FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
F+PQR F+

PQR + F+PQR F+
PQR

)
+

1

4
hPU F+PQR F+U

QR (15.4.1a)

δR+− =
1

2

{
∇−∇+hP

P −∇−∇Ph+P −∇+∇Ph−P

}
− 1

2
∆̂h+−

=
1

144
h+− FPQRS F

PQRS +
1

72
g+− F

PQRS FPQRS −
1

36
hPU g+− FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
F+PQR F−

PQR + F−PQR F+
PQR

)
+

1

4
hPU F+PQR F−U

QR (15.4.1b)

δR+Ĩ
=

1

2

{
∇

Ĩ
∇+hP

P −∇
Ĩ
∇Ph+P −∇+∇Ph

ĨP

}
− 1

2
∆̂h+Ĩ
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= +
1

144
h+Ĩ

FPQRS F
PQRS +

1

72
g+Ĩ

FPQRS FPQRS −
1

36
hPU g+Ĩ

FPQRS FU
QRS

− 1

12

(
F+PQR FĨ

PQR + F
ĨPQR

F+
PQR

)
+

1

4
hPU F+PQR FĨU

QR (15.4.1c)

δR+I′ =
1

2

{
∇I′∇+hP

P −∇I′∇Ph+P −∇+∇PhI′P

}
− 1

2
∆̂h+I′

=
1

144
h+I′ FPQRS F

PQRS +
1

72
g+I′ FPQRS FPQRS −

1

36
hPU g+I′ FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
F+PQR FI′

PQR + FI′PQR F+
PQR

)
+

1

4
hPU F+PQR FI′U

QR (15.4.1d)

δR−− =
1

2

{
∇−∇−hP

P −∇−∇Ph−P −∇−∇Ph−P

}
− 1

2
∆̂h−−

=
1

144
h−− FPQRS F

PQRS +
1

72
g−− F

PQRS FPQRS −
1

36
hPU g−− FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
F−PQR F−

PQR + F−PQR F−
PQR

)
+

1

4
hPU F−PQR F−U

QR (15.4.1e)

δR−Ĩ
=

1

2

{
∇

Ĩ
∇−hP

P −∇
Ĩ
∇Ph−P −∇−∇Ph

ĨP

}
− 1

2
∆̂h−Ĩ

=
1

144
h−Ĩ

FPQRS F
PQRS +

1

72
g−Ĩ

FPQRS FPQRS −
1

36
hPU g−Ĩ

FPQRS FU
QRS

− 1

12

(
F−PQR FĨ

PQR + F
ĨPQR

F−
PQR

)
+

1

4
hPU F−PQR FĨU

QR (15.4.1f)

δR−I′ =
1

2

{
∇I′∇−hP

P −∇I′∇Ph−P −∇−∇PhI′P

}
− 1

2
∆̂h−I′

=
1

144
h−I′ FPQRS F

PQRS +
1

72
g−I′ FPQRS FPQRS −

1

36
hPU g−I′ FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
F−PQR FI′

PQR + FI′PQR F−
PQR

)
+

1

4
hPU F−PQR FI′U

QR (15.4.1g)

δR
ĨJ̃

=
1

2

{
∇

J̃
∇

Ĩ
hP

P −∇
J̃
∇Ph

ĨP
−∇

Ĩ
∇Ph

J̃P

}
− 1

2
∆̂h

ĨJ̃

=
1

144
h
ĨJ̃
FPQRS F

PQRS +
1

72
g
ĨJ̃
FPQRS FPQRS −

1

36
hPU g

ĨJ̃
FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
F

ĨPQR
F
J̃
PQR + F

J̃PQR
F
Ĩ
PQR

)
+

1

4
hPU F

ĨPQR
F
J̃U

QR (15.4.1h)

δR
ĨJ ′ =

1

2

{
∇J ′∇

Ĩ
hP

P −∇J ′∇Ph
ĨP
−∇

Ĩ
∇PhJ ′P

}
− 1

2
∆̂h

ĨJ ′

=
1

144
h
ĨJ ′ FPQRS F

PQRS +
1

72
g
ĨJ ′ F

PQRS FPQRS −
1

36
hPU g

ĨJ ′ FPQRS FU
QRS

− 1

12

(
F

ĨPQR
FJ ′

PQR + FJ ′PQR FĨ
PQR

)
+

1

4
hPU F

ĨPQR
FJ ′U

QR (15.4.1i)

δRI′J ′ =
1

2

{
∇J ′∇I′hP

P −∇J ′∇PhI′P −∇I′∇PhJ ′P

}
− 1

2
∆̂hI′J ′

=
1

144
hI′J ′ FPQRS F

PQRS +
1

72
gI′J ′ FPQRS FPQRS −

1

36
hPU gI′J ′ FPQRS FU

QRS

− 1

12

(
FI′PQR FJ ′

PQR + FJ ′PQR FI′

PQR
)
+

1

4
hPU FI′PQR FJ ′U

QR (15.4.1j)

• Field equation for fluctuation ψM (15.2.4b) has one uncontracted indices. So we obtain four equations:

0 = Γ̂+NPDNψP +
1

96
Γ̂+NPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
g+P

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− g+Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)
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− g+R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− g+S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(15.4.2a)

0 = Γ̂−NPDNψP +
1

96
Γ̂−NPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
g−P

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− g−Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− g−R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− g−S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(15.4.2b)

0 = Γ̂ĨNPDNψP +
1

96
Γ̂ĨNPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
gĨP

(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gĨQ

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gĨR
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gĨS

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(15.4.2c)

0 = Γ̂I′NPDNψP +
1

96
Γ̂I′NPQRSFPQRS ψN

+
1

96

{
gI

′P
(
Γ̂QRgSN − Γ̂QSgRN + Γ̂RSgQN

)
− gI′Q

(
Γ̂PRgSN − Γ̂PSgRN + Γ̂RSgPN

)

− gI′R
(
Γ̂QP gSN − Γ̂QSgPN + Γ̂PSgQN

)
− gI′S

(
Γ̂QRgPN − Γ̂QP gRN + Γ̂RP gQN

)}
FPQRS ψN

(15.4.2d)

• Field equation for fluctuation CMNP (15.2.4c) has three uncontracted indices.

– M = + case:

0 = ∇QF
Q+−Ĩ

− F
S+−Ĩ

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QS−Ĩ
∇Qh+

S − F
Q+SĨ

∇Qh−
S − FQ+−S∇Qh

Ĩ
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z g−K g

ĨL
FVWXY (15.4.3a)

0 = ∇QFQ+−I′

− FS+−I′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQS−I′∇Qh+

S − FQ+SI′∇Qh−
S − FQ+−S∇QhI′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z g−K gI′L FVWXY (15.4.3b)

0 = ∇QF
Q+ĨJ̃

− F
S+ĨJ̃

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ̃
∇Qh+

S − F
Q+SJ̃

∇Qh
Ĩ
S − F

Q+ĨS
∇Qh

J̃
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z gĨK g

J̃L
FVWXY (15.4.3c)

0 = ∇QF
Q+ĨJ ′

− F
S+ĨJ ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ ′∇Qh+
S − FQ+SJ ′∇Qh

Ĩ
S − F

Q+ĨS
∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z gĨK gJ ′L FVWXY (15.4.3d)
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0 = ∇QFQ+I′J ′

− FS+I′J ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSI′J ′∇Qh+

S − FQ+SJ ′∇QhI′

S − FQ+I′S∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g+Z gI′K gJ ′L FVWXY (15.4.3e)

– M = − case:

0 = ∇QF
Q−ĨJ̃

− F
S−ĨJ̃

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ̃
∇Qh−

S − F
Q−SJ̃

∇Qh
Ĩ
S − F

Q−ĨS
∇Qh

J̃
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g−Z gĨK g

J̃L
FVWXY (15.4.4a)

0 = ∇QF
Q−ĨJ ′

− F
S−ĨJ ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSĨJ ′∇Qh−
S − FQ−SJ ′∇Qh

Ĩ
S − F

Q−ĨS
∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g−Z gĨK gJ ′L FVWXY (15.4.4b)

0 = ∇QFQ−I′J ′

− FS−I′J ′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSI′J ′∇Qh−

S − FQ−SJ ′∇QhI′

S − FQ−I′S∇QhJ ′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU g−Z gI′K gJ ′L FVWXY (15.4.4c)

– M = I case:

0 = ∇QF
QĨJ̃K̃

− F
SĨJ̃K̃

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSJ̃K̃
∇Qh

Ĩ
S − F

QĨSK̃
∇Qh

J̃
S − F

QĨJ̃S
∇Qh

K̃
S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gĨZ gJ̃K g

K̃L
FVWXY (15.4.5a)

0 = ∇QF
QĨJ̃K′

− F
SĨJ̃K′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− F

QSJ̃K′∇Qh
Ĩ
S − F

QĨSK′∇Qh
J̃
S − F

QĨJ̃S
∇QhK′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gĨZ gJ̃K gK′L FVWXY (15.4.5b)

0 = ∇QF
QĨJ ′K′

− F
SĨJ ′K′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSJ ′K′∇Qh

Ĩ
S − F

QĨSK′∇QhJ ′

S − F
QĨJ ′S

∇QhK′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gĨZ gJ ′K gK′L FVWXY (15.4.5c)

0 = ∇QFQI′J ′K′

− FSI′J ′K′

(
∇QhQ

S − 1

2
∂ShQ

Q
)
− FQSJ ′K′∇QhI′

S − FQI′SK′∇QhJ ′

S − FQI′J ′S∇QhK′

S

− 1

576
εZKLQRSUVWXY FQRSU gI′Z gJ ′K gK′L FVWXY (15.4.5d)

light-cone gauge, Freund-Rubin ansatz を代入した後:

0 =
1

2

{
∇+∇+hP

P −∇+∇Ph+P −∇+∇Ph+P −�h++

}
−
(µ
3

)2

h
K̃K̃
−
(µ
6

)2

hL′L′
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+
1

3
µG++ ∂−C123 + µF+123 −

1

2
µ2 h

L̃L̃
(15.4.6a)

0 =
{
∂−∂+hP

P − ∂−∂Ph+P

}
+

1

3
µ∂−C123 (15.4.6b)

0 =
{
∇

Ĩ
∇+hP

P − ∂
Ĩ
∂Ph+P − ∂+∂PhĨP −�h+Ĩ

}
− 1

2
µ ǫ

ĨJ̃K̃
∂−C+J̃K̃

(15.4.6c)

0 =
{
∇I′∇+hP

P − ∂I′∂Ph+P − ∂+∂PhI′P −�h+I′

}
+

1

6
µ ǫ

J̃K̃L̃
F

I′J̃K̃L̃
(15.4.6d)

0 = ∂−∂−hP
P (15.4.6e)

0 = ∂I∂−hP
P − ∂−∂PhIP (15.4.6f)

0 =
{
∂
J̃
∂
Ĩ
hP

P − ∂
J̃
∂Ph

ĨP
− ∂

Ĩ
∂Ph

J̃P
−�h

ĨJ̃

}
− 4

3
µ δ

ĨJ̃
∂−C123 (15.4.6g)

0 =
{
∂J ′∂

Ĩ
hP

P − ∂J ′∂Ph
ĨP
− ∂

Ĩ
∂PhJ ′P −�h

ĨJ ′

}
− 1

2
µ ǫ

ĨK̃L̃
∂−CJ ′K̃L̃

(15.4.6h)

0 =
{
∂J ′∂I′hP

P − ∂J ′∂PhI′P − ∂I′∂PhJ ′P −�hI′J ′

}
+

2

3
µ δI′J ′ ∂−C123 (15.4.6i)

0 = Γ̂+NPDNψP (15.4.7a)

0 = Γ̂−NPDNψP −
1

4
µ Γ̂+−123I′

ψI′ − 1

8
µ ǫ

ĨJ̃K̃
Γ̂
ĨJ̃
ψ
K̃

(15.4.7b)

0 = Γ̂ĨNPDNψP +
1

4
µ Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃

(15.4.7c)

0 = Γ̂I′NPDNψP −
1

4
µ Γ̂+123

(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′ (15.4.7d)

0 = ∂−∂
QCQ+I (15.4.8a)

0 = ∂QF
Q+ĨJ̃

− ∂KG++∂−CKĨJ̃

+ µ ǫ
ĨJ̃L̃

(
∂Qh

QL̃
− 1

2
∂
L̃
hKK

)
− µ ǫ

ĨJ̃L̃
∂+h+L̃

+ µ ǫ
J̃K̃L̃

∂
K̃
h
ĨL̃
− µ ǫ

ĨK̃L̃
∂
K̃
h
J̃L̃

(15.4.8b)

0 = ∂QF
Q+ĨJ ′ − ∂KG++∂−CKĨJ ′ − µ ǫĨK̃L̃

∂
K̃
h
J ′L̃

(15.4.8c)

0 = ∂QFQ+I′J ′ − ∂KG++∂−CKI′J ′ − 1

24
µ εI

′J ′Q′R′S′U ′FQ′R′S′U ′ (15.4.8d)

0 = −∂−∂QCQIJ (15.4.8e)

0 = ∂QF
QĨJ̃K̃

+
1

2
µ ǫ

ĨJ̃K̃
∂+hLL − µ ǫJ̃K̃L̃

∂+h
ĨL̃

+ µ ǫ
ĨK̃L̃

∂+h
J̃L̃
− µ ǫ

ĨJ̃L̃
∂+h

K̃L̃
(15.4.8f)

0 = ∂QF
QĨJ̃K′ − µ ǫĨJ̃L̃∂+hK′L̃

(15.4.8g)

0 = ∂QF
QĨJ ′K′ (15.4.8h)

0 = ∂QFQI′J ′K′ − 1

6
µ εI

′J ′K′R′S′U ′

∂−CR′S′U ′ (15.4.8i)
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15.5 Bosonic Spectrum

15.5.1 Non-dynamical Fields

From (15.4.6e):

0 = hP
P (15.5.1)

さらにこの下で (15.4.6f) から

∂PhIP = 0 → hI+ =
1

∂−
∂JhIJ (15.5.2)

さらに上の (15.5.1) だけを用いて (15.4.6b) を書き換えると 、

0 = ∂−

{
∂Ph+P −

1

3
µ C123

}

→ ∂Ph+P =
1

3
µ C123 → h++ =

1

∂−

{
∂Ih+I −

1

3
µ C123

}
(15.5.3)

が得られる。

(15.4.8a) より

0 = ∂QCQ+I → ∂JC+IJ = 0 (15.5.4)

(15.4.8e) より

0 = ∂QCQIJ → C+IJ =
1

∂−
∂KCKIJ (15.5.5)

− 1

∂−
� ∂KCIJK − ∂KG++∂−CIJK = − 1

∂−
∂K

(
� CIJK

)
(15.5.6)

C
ĨJ ′ ≡

1

2
ǫ
ĨK̃L̃
C
K̃L̃J ′ C ≡ 2C123 (15.5.7)

ǫ
J̃K̃L̃
F

I′J̃K̃L̃
= 4∂[I′C

J̃K̃L̃] ǫJ̃K̃L̃

=
(
∂I′C

J̃K̃L̃
− ∂

J̃
C
K̃L̃I′ + ∂

K̃
C
L̃I′J̃

− ∂
L̃
C
I′J̃K̃

)
ǫ
J̃K̃L̃

= 6∂I′C123 − 6∂
J̃
C
J̃I′ (15.5.8)

先程の条件を再代入すると field equations は次のよう に reduce される :

0 =
1

2

{
−∇+∇Ph+P −∇+∇Ph+P −�h++

}
−

(µ
3

)2

h
K̃K̃
−
(µ
6

)2

hL′L′
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+
1

6
µG++ ∂−C + µF+123 −

1

2
µ2 h

L̃L̃
(15.5.9a)

0 =
2

3
µ∂

Ĩ
C + 1

∂−
� ∂

J̃
h
ĨJ̃

+
1

∂−
� ∂J ′h

ĨJ ′ + µ∂J ′C
ĨJ ′ (15.5.9b)

0 = −1

3
µ∂I′C + 1

∂−
� ∂

J̃
h
J̃I′ +

1

∂−
� ∂J ′hI′J ′ + ∂

J̃
C
J̃I′ (15.5.9c)

0 = �h
ĨJ̃

+
2

3
µ δ

ĨJ̃
∂−C (15.5.9d)

0 = �h
ĨJ ′ + µ∂−CĨJ ′ (15.5.9e)

0 = �hI′J ′ − 1

3
µ δI′J ′ ∂−C (15.5.9f)

0 = − 1

2∂−
∂
Ĩ

(
� C

)
− 1

∂−
∂J ′

(
� C

ĨJ ′

)
+ µ∂J ′h

ĨJ ′ + µ∂
Ĩ
h
J̃J̃

(15.5.10a)

0 =
1

∂−
∂
K̃

(
� C

K̃ĨJ ′

)
− 1

∂−
∂K′

(
� C

ĨK′J ′

)
+ µ ǫ

ĨK̃L̃
∂
K̃
h
J ′L̃

(15.5.10b)

0 = − 1

∂−
∂
K̃

(
� C

K̃I′J ′

)
− 1

∂−
∂K′

(
� CK′I′J ′

)
− 1

6
µ εI

′J ′Q′R′S′U ′

∂Q′CR′S′U ′ (15.5.10c)

0 = � C − 2µ∂−hĨ Ĩ (15.5.10d)

0 = � C
ĨJ ′ − µ∂−hĨJ ′ (15.5.10e)

0 = � C
ĨJ ′K′ (15.5.10f)

0 = � CI′J ′K′ +
1

6
µ εI

′J ′K′R′S′U ′

∂−CR′S′U ′ (15.5.10g)

但し (15.4.8b) に SO(3) Levi-Civita symbol ǫ
ĨJ̃K̃

を作用させてある。 さらに hP
P = 0 から h

K̃K̃
= −hL′L′ も用

いている。 同様に (15.4.8f), (15.4.8g) にも ǫ
ĨJ̃K̃

を作用させている。

15.5.2 Spectrum

ここは簡単にまとめておく に留める。 Field re-definition を行おう :

H
ĨJ ′ = h

ĨJ ′ + iC
ĨJ ′ H

ĨJ ′ = h
ĨJ ′ − iCĨJ ′ (15.5.11a)

h⊥
ĨJ̃

= h
ĨJ̃
− 1

3
δ
ĨJ̃
h
K̃K̃

h⊥I′J ′ = hI′J ′ − 1

6
δI′J ′hK′K′ (15.5.11b)

h = h
K̃K̃

+ iC h = h
K̃K̃
− iC (15.5.11c)

C⊕I′J ′K′ =
i

6
εI

′J ′K′W ′X′Y ′C⊕W ′X′Y ′ C⊖I′J ′K′ = − i
6
εI

′J ′K′W ′X′Y ′C⊖W ′X′Y ′ (15.5.11d)

このとき、

(
�− µi∂−

)
H

ĨJ ′ = 0
(
�+ µi∂−

)
H

ĨJ ′ = 0 (15.5.12a)

�h⊥
ĨJ̃

= 0 �h⊥I′J ′ = 0 (15.5.12b)
(
�− 2µi∂−

)
h = 0

(
�+ 2µi∂−

)
h = 0 (15.5.12c)

(
�− µi∂−

)
C⊕I′J ′K′ = 0

(
�+ µi∂−

)
C⊖I′J ′K′ = 0 (15.5.12d)
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をみたす。

よって、 spectrum を Table 15.1 に与える。

energy E0 bosonic fields (D) degrees of freedom

4 h(1) 1

3 H
ĨJ ′(18) C⊖I′J ′K′(10) 28

2 C
ĨJ ′K′(45) h⊥

ĨJ̃
(5) h⊥I′J ′(20) 70

1 H
ĨJ ′(18) C⊕I′J ′K′(10) 28

0 h(1) 1

Table 15.1: Bosonic zero-modes in eleven-dimensional supergravity on pp-wave background.

15.6 Fermionic Spectrum

boson 同様、 fermion についてもまとめておく 。 まずは non-dynamical field をみる。 そのために、 (15.4.7) を便

宜的に次のよう に書き直すと便利である :

Γ̂MNPDNψP = JM (15.6.1)

ただし JM は次のよう に表されている :

J+ = −J− = 0 (15.6.2a)

J− =
1

4
µ Γ̂+−123I′

ψI′ +
1

8
µ ǫ

ĨJ̃K̃
Γ̂
ĨJ̃
ψ
K̃

(15.6.2b)

J Ĩ = J
Ĩ

= −1

4
µ Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃

(15.6.2c)

JI′

= JI′ =
1

4
µ Γ̂+123

(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′ (15.6.2d)

さらに (15.6.1) から次の関係式が得られる :

Γ̂NDNψM − Γ̂NDMψN = JM −
1

9
Γ̂M Γ̂NJ

N (15.6.3)

(15.6.3) を用いると (15.4.7b) と同等な関係式は

Γ̂NDNψ− − Γ̂ND−ψN = J− −
1

9
Γ̂−Γ̂NJ

n (15.6.4)

となる。 ただし light-cone gauge-fixing (15.3.1), spin connection (14.1.4) や J− = 0 (15.6.2a) を用いるとさらに

簡単に

∂−
(
Γ̂NψN

)
=

1

9
Γ̂−Γ̂NJ

N (15.6.5)
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となる。 途中、 (14.1.1) からわかるよう に、 ∂−eMA = 0 を用いている。 この右辺はさらに変形できる :

Γ̂−Γ̂NJ
N = Γ̂−

{
Γ̂+J

+ + Γ̂−J
− + Γ̂

Ĩ
J Ĩ + Γ̂I′JI′

}

=
1

4
µ Γ̂+

{
Γ̂
Ĩ
Γ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ
J̃
− Γ̂I′ Γ̂+123

(
δI

′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′

}

= 0 (15.6.6)

但し Γ̂−Γ̂− = Γ̂+Γ̂+ = 0 を用いている。 これより ∂−(Γ̂
MψM ) = 0、 つまり

Γ̂MψM = 0 (15.6.7)

が得られる。

spinor の covariant derivative DNψP を整理しておこう 。 KG solution (14.1.4) を用いると 、 これは以下の様

に書き表すことができる :

D+ψP = ∂+ψP −
1

2

(
ω+

Ĩ−Γ̂
Ĩ− + ω+

I′−Γ̂I′−

)
ψP = ∂+ψP +

1

4
∂IG++Γ̂I−ψP (15.6.8a)

D−ψP = ∂−ψP (15.6.8b)

DIψP = ∂IψP (15.6.8c)

では (15.4.7) を個別に考察しよう 。 まずは (15.4.7a) である。 ここで Γ̂+NP を書き換える :

Γ̂+NP = gP+Γ̂N − gPN Γ̂+ +
1

2

(
Γ̂+Γ̂N − Γ̂N Γ̂+

)
Γ̂P . (15.6.9)

So (15.4.7a) is rewritten as

0 = gP+Γ̂NDNψP − gPN Γ̂+DNψP +
1

2

(
Γ̂+Γ̂N − Γ̂N Γ̂+

)
Γ̂PDNψP . (15.6.10)

We find that the first and third term are deleted by light-cone gauge-fixing and (15.6.7). Thus we can reduce

(15.6.10) to 0 = Γ̂+(−∂−ψ+ + ∂IψI). So ψ+ can be expressed as

ψ+ =
1

∂−
∂IψI , (15.6.11)

and we see that ψ+ is a non-dynamical field.

Here we shall reduce (15.4.7c) to

0 = Γ̂+
(
∂+ +

1

2
G++∂−

)
ψ⊕

Ĩ
+ Γ̂−∂−ψ

⊖

Ĩ
+ Γ̂K∂K(ψ⊕

Ĩ
+ ψ⊖

Ĩ
) +

1

4
µΓ̂+123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ⊕

J̃
, (15.6.12)

where we decomposed gravitino as ψ
Ĩ
≡ ψ⊕

Ĩ
+ ψ⊖

Ĩ
. The ψ⊕

Ĩ
and ψ⊖

Ĩ
are defined as

ψ⊕

Ĩ
≡ −1

2
Γ̂−Γ̂+ψ

Ĩ
, ψ⊖

Ĩ
≡ −1

2
Γ̂+Γ̂−ψ

Ĩ
, (15.6.13)

which satisfy the projection conditions: Γ̂−ψ⊕

Ĩ
= Γ̂+ψ⊖

Ĩ
= 0. When we act Γ̂+ on (15.6.12) from the left, ψ⊖

Ĩ

can be expressed in terms ψ⊕

Ĩ
as follows:

ψ⊖

Ĩ
=

1

2∂−
Γ̂+Γ̂K∂Kψ

⊕

Ĩ
. (15.6.14)
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Thus ψ⊖

Ĩ
is not independent of ψ⊕

Ĩ
. Similarly, when we act Γ̂− on (15.6.12) from the left and utilize (15.6.14),

we obtain the following equation:

0 = �ψ⊕

Ĩ
+

1

2
µΓ̂123

(
δ
ĨJ̃
− Γ̂

Ĩ
Γ̂
J̃

)
∂−ψ

⊕

J̃
. (15.6.15)

In order to solve this equation, we shall introduce the following fields:

ψ⊕⊥

Ĩ
≡

(
δ
ĨJ̃
− 1

3
Γ̂
Ĩ
Γ̂
J̃

)
ψ⊕

J̃
, ψ

⊕‖
1 ≡ Γ̂Ĩψ⊕

Ĩ
= Γ̂Ĩψ⊕

Ĩ
, (15.6.16)

and decompose ψ⊕

Ĩ
in to the Γ̂-transverse mode and Γ̂-parallel mode. Acting Γ̂Ĩ on (15.6.15) from the left and

contracting the index Ĩ, we get

0 = �ψ
⊕‖
1 + µΓ̂123∂−ψ

⊕‖
1 . (15.6.17)

On the other hand, when we act (δ
K̃Ĩ
− 1

3 Γ̂K̃
Γ̂
Ĩ
) on (15.6.15), we find

0 = �ψ⊕⊥

K̃
+

1

2
µΓ̂123∂−ψ

⊕⊥

K̃
. (15.6.18)

Moreover, in order to solve (15.6.17) and (15.6.18), we decompose ψ⊕⊥

Ĩ
and ψ

⊕‖
1 according to the chirality in

terms of iΓ̂123 as follows:

ψ⊕⊥

ĨR
≡ 1 + iΓ̂123

2
ψ⊕⊥

Ĩ
, ψ⊕⊥

ĨL
≡ 1− iΓ̂123

2
ψ⊕⊥

Ĩ
, (15.6.19a)

ψ
⊕‖
1R ≡

1 + iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
1 , ψ

⊕‖
1L ≡

1− iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
1 . (15.6.19b)

These variables satisfy the following chirality conditions:

iΓ̂123ψ⊕⊥

ĨR
= +ψ⊕⊥

ĨR
, iΓ̂123ψ⊕⊥

ĨL
= −ψ⊕⊥

ĨL
, (15.6.20a)

iΓ̂123ψ
⊕‖
1R = +ψ

⊕‖
1R , iΓ̂123ψ

⊕‖
1L = −ψ⊕‖

1L . (15.6.20b)

Multiplying 1
2 (1± iΓ̂123) to (15.6.17) on the left, we get

0 =
(
�− µ i∂−

)
ψ
⊕‖
1R , 0 =

(
�+ µ i∂−

)
ψ
⊕‖
1L . (15.6.21)

Similarly, when we multiply 1
2 (1± iΓ̂123) to (15.6.18) on the left, we obtain

0 =
(
�− 1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥

ĨR
, 0 =

(
�+

1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥

ĨL
. (15.6.22)

From these equations, we can read off the zero-mode energies and degrees of freedom of ψ⊕⊥

ĨR
and ψ⊕⊥

ĨL
:

E0(ψ⊕⊥

ĨR
) =

3

2
, E0(ψ⊕⊥

ĨL
) =

5

2
, D(ψ⊕⊥

ĨR
) = D(ψ⊕⊥

ĨL
) = 8× (3− 1) = 16 . (15.6.23)

We will discuss these quantities of ψ
⊕‖
1R and ψ

⊕‖
1L later.

Then let us investigate (15.4.7d):

0 =
{
Γ̂+

(
∂+ +

1

2
G++∂−

)
+ Γ̂−∂− + Γ̂K∂K

}
ψI′ − 1

4
µΓ̂+123

(
δI′J ′ − Γ̂I′ Γ̂J ′

)
ψJ ′ . (15.6.24)
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In the same way as the case of ψ
Ĩ
, we decompose ψI′ into the Γ̂-parallel mode and Γ̂-transverse mode, and

obtain

0 =
(
�+

5

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
2R , 0 =

(
�− 5

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
2L , (15.6.25a)

0 =
(
�+

1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥
I′R , 0 =

(
�− 1

2
µ i∂−

)
ψ⊕⊥
I′L , (15.6.25b)

where the Γ̂-transverse mode and Γ̂-parallel mode are defined as

ψ⊕
I′ = −1

2
Γ̂−Γ̂+ψI′ , (15.6.26a)

ψ⊕⊥
I′R =

1 + iΓ̂123

2
ψ⊕⊥
I′ , ψ⊕⊥

I′L =
1− iΓ̂123

2
ψ⊕⊥
I′ , (15.6.26b)

ψ
⊕‖
2R =

1 + iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
2 , ψ

⊕‖
2L =

1− iΓ̂123

2
ψ
⊕‖
2 . (15.6.26c)

From (15.6.25b), we find that the zero-mode energies and degrees of freedom of are given by ψ⊕⊥

ĨR
and ψ⊕⊥

ĨL
:

E0(ψ⊕⊥
I′R) =

5

2
, E0(ψ⊕⊥

I′L ) =
3

2
, D(ψ⊕⊥

I′R) = D(ψ⊕⊥
I′L ) = 8× (6− 1) = 40 . (15.6.27)

Now we have finished the study of the Γ̂-transverse part. The remaining task is to analyze the Γ̂-parallel

mode. In order to investigate the Γ̂-parallel mode, we perform a linear combination of (15.6.21) and (15.6.25a),

and define new Γ̂-parallel modes as

ψ
⊕‖
R ≡ 2

5
ψ
⊕‖
1R − ψ

⊕‖
2R , ψ

⊕‖
L ≡ 2

5
ψ
⊕‖
1L − ψ

⊕‖
2L . (15.6.28)

Then, by the use of (15.6.11), we can easily see that the re-defined fermions satisfy the equations:

0 =
(
�+

3

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
R , 0 =

(
�− 3

2
µ i∂−

)
ψ
⊕‖
L . (15.6.29)

Thus the zero-mode energies and degrees of freedom of them are represented by

E0(ψ⊕‖
R ) =

7

2
, E0(ψ⊕‖

L ) =
1

2
, D(ψ⊕‖

R ) = D(ψ⊕‖
L ) = 8 . (15.6.30)

Now we have fully solved the field equations for fermionic fluctuations, and have derived the spectrum of

gravitino in the case of pp-wave. As a result, we have found that the spectrum is splitting with a certain energy

difference in the same manner with the spectrum of bosons. Summarizing (15.6.23), (15.6.27) and (15.6.30), we

obtain the spectrum of gravitino as in Table 15.2:
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energy E0 fermionic fields (D) degrees of freedom

7
2 ψ

⊕‖
R (8) 8

5
2 ψ⊕⊥

ĨL
(16) ψ⊕⊥

I′R(40) 56

3
2 ψ⊕⊥

ĨR
(16) ψ⊕⊥

I′L (40) 56

1
2 ψ

⊕‖
L (8) 8

Table 15.2: Fermionic zero-modes in eleven-dimensional supergravity on pp-wave background.



Chapter 16

Differential Forms with de Wit Notations

chapter 8 とは若干異なる。 それは Lorentz algebra, spin connection, Cartan’s structure equations の定義の変更

に起因する。

大雑把にいう と 、 spin connection と Riemann tensor の各成分の符号が反転する。 Ricci tensor/scalar は不変

である。
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16.1 AdS4 × S7

16.1.1 Curved Spacetime Coordinates and Metric

Supergravity on PP-wave background を見越して、 AdS4 × S7 の計量として次のもの (global coordinates) を採

用する [32]:

ds211 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

2

}
+R2

S

{
cos2 θ · dϕ2 + dθ2 + sin2 θ · dΩ′

5
2
}

(16.1.1)

=
{
− (dX−1)2 − (dX0)2 +

3∑

i=1

(dXi)2
}
+
{ 8∑

m=1

(dY m)2
}
.

ここで、 AdS4, S
7 はそれぞれ

AdS4 : −R2
A = −(X−1)2 − (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 (16.1.2a)

S7 : R2
S = (Y 4)2 + (Y 5)2 + (Y 6)2 + (Y 7)2 + (Y 8)2 + (Y 9)2 + (Y 10)2 + (Y 11)2 (16.1.2b)

で代数的に定義されている (13-dimensional flat space への埋め込み)。 座標 {XA;Y B} を polar coordinates を用

いて表す。 まず AdS4 については

X−1 = RA cosh ρ cos t X2 = RA sinh ρ sinφ1 cosφ2 (16.1.3a)

X0 = RA cosh ρ sin t X3 = RA sinh ρ sinφ1 sinφ2 (16.1.3b)

X1 = RA sinh ρ cosφ1 (16.1.3c)

ここで 0 ≤ φ1 ≤ π, 0 ≤ φ2 ≤ 2π であり 、 S7 については

Y 4 = RS sin θ sinφ3 cosφ4 Y 8 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (16.1.3d)

Y 5 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 cosφ5 Y 9 = RS sin θ cosφ3 (16.1.3e)

Y 6 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 Y 10 = RS cos θ sinϕ (16.1.3f)

Y 7 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 Y 11 = RS cos θ cosϕ (16.1.3g)

ただし 0 ≤ φi ≤ π (i = 3, · · · , 6), 0 ≤ φ7 ≤ 2π である。 この座標系の時、 立体角 dΩ2
2, dΩ

′
5
2 を表そう :

dΩ2
2 =

2∑

i=1

i−1∏

k=1

sin2 φk dφ
2
i , dΩ′

5
2 =

7∑

j=3

j−1∏

k=3

sin2 φk dφ
2
j . (16.1.4)

Freund-Rubin ansatz や Penrose limit を用いるので、 各座標の役割をまとめておこう :

coordinates ρ Ω2 t ϕ Ω′
5 θ

before Penrose limit AdS4 S7

after Penrose limit flat (SO(3)) light-cone (+,−) flat (SO(6))
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また、 11-dimensional curved spacetime coordinates を、 Penrose limit を採った時に flat space などが見やす

いもので記述しよう 。 (16.1.3) は 13-dimensional flat space R
2,11 への埋め込みなので、 11-dimensional にするに

は次の constraint が必要である :

(X−1)2 = R2
A − (X0)2 +

3∑

i=1

(Xi)2 X−1dX−1 = −X0dX0 +
∑

i

XidXi (16.1.5a)

(Y 11)2 = R2
S −

10∑

m=4

(Y m)2 Y 11dY 11 = −
∑

m

Y mdY m (16.1.5b)

この下で、 座標と計量を次で与えよう :

x0 = X0 = RA cosh ρ sin t y4 = Y 4 = RS sin θ sinφ3 cosφ4 (16.1.6a)

x1 = X1 = RA sinh ρ cosφ1 y5 = Y 5 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 cosφ5 (16.1.6b)

x2 = X2 = RA sinh ρ sinφ1 cosφ2 y6 = Y 6 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 (16.1.6c)

x3 = X3 = RA sinh ρ sinφ1 sinφ2 y7 = Y 7 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 (16.1.6d)

y8 = Y 8 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (16.1.6e)

y9 = Y 9 = RS sin θ cosφ3 (16.1.6f)

y10 = Y 10 = RS cos θ sinϕ (16.1.6g)

(16.1.5), (16.1.6) を (16.1.1) に代入しよう :

ds211 = −
{
1 +

( x0

X−1

)2}
(dx0)2 +

3∑

i=1

{
1−

( xi

X−1

)2}
(dxi)2 +

3∑

i=1

2x0xi

(X−1)2
dx0dxi −

3∑

i,j=1

2xixj

(X−1)2
dxidxj

+

10∑

m=4

{
1 +

( ym
Y 11

)2}
(dym)2 +

10∑

m,n=4

2ymyn

(Y 11)2
dymdyn

≡ gMNdxMdxN ≡ gµν dx
µdxν + gmn dy

mdyn (16.1.7)

つまり 計量の各成分は次のよう に与えられる :

gµν = ηµν − ηµρ ηνσ
xρxσ

(X−1)2
gmn = δmn + δmp δnq

ypyq

(Y 11)2
(16.1.8)

ここで xµ ∈ AdS4, y
m ∈ S7 である 1。 これらをまとめて xM = {xµ; ym} と書き表すことがある。 さらに gMN は

gµν = ηµν +
xµxν

R2
A

gmn = δmn − ymyn

R2
S

(16.1.9)

となる 2。 metric の determinant はそれぞれ

det(gµν) = − R2
A

(X−1)2
det(gmn) =

R2
S

(Y 11)2
(16.1.10)

となる。 11-dimensional spacetime 全体ではこの積

det(gMN ) = − R2
AR

2
S

(X−1)2(Y 11)2
= −

( 1

cosh ρ cos t cos θ cosϕ

)2

(16.1.11)

1vielbein (16.1.3), (16.1.13) を意識してこの順序にしてある。
2/notes/tk-notes/sugra-ads/tk/maplefiles/030824/affine-ads4s7-030824.tex 参照。
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となる。 また、 この座標系での affine connection が求められる :

Γρ
µν =

1

R2
A

xρ

X

{
ηµσ ηνλ x

σxλ − ηµνX
}

X = (X−1)2 = R2
A + ηµν x

µxν (16.1.12a)

Γp
mn =

1

R2
S

yp

Y

{
δmq δnr y

qyr + δmnY
}

Y = (Y 11)2 = R2
S − δmny

myn (16.1.12b)

16.1.2 Differential Forms, Vielbein, Affine-spin Connection, Curvature

metric (16.1.1) (ds211 = ηABe
A eB , ηAB = diag.(−++ · · ·+)) から 、 vielbein を次のよう に定義しよう :

e0 = RA cosh ρdt e6 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 dφ5 (16.1.13a)

e1 = RAdρ e7 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 dφ6 (16.1.13b)

e2 = RA sinh ρdφ1 e8 = RS sin θ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 dφ7 (16.1.13c)

e3 = RA sinh ρ sinφ1 dφ2 e9 = RSdθ (16.1.13d)

e4 = RS sin θ dφ3 e10 = RS cos θ dϕ (16.1.13e)

e5 = RS sin θ sinφ3 dφ4 (16.1.13f)

この exterior derivative deA を列挙しよう :

de0 = − 1

RA

tanh ρ e0 ∧ e1 (16.1.14a)

de1 = 0 (16.1.14b)

de2 = − 1

RA

1

tanh ρ
e2 ∧ e1 (16.1.14c)

de3 = − 1

RA

1

tanh ρ
e3 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ1
e3 ∧ e2 (16.1.14d)

de4 = − 1

RS

1

tan θ
e4 ∧ e9 (16.1.14e)

de5 = − 1

RS

1

tan θ
e5 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e5 ∧ e4 (16.1.14f)

de6 = − 1

RS

1

tan θ
e6 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e6 ∧ e4 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 ∧ e5 (16.1.14g)

de7 = − 1

RS

1

tan θ
e7 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e7 ∧ e4 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e7 ∧ e5

− 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6 (16.1.14h)

de8 = − 1

RS

1

tan θ
e8 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e8 ∧ e4 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e8 ∧ e5

− 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e8 ∧ e6 − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7 (16.1.14i)

de9 = 0 (16.1.14j)

de10 =
1

RS

tan θ e10 ∧ e9 (16.1.14k)
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Cartan’s structure equation deA − ωA
B ∧ eB = 0 より 3、 affine-spin connection ωA

B が与えられる :

ω0
1 = − 1

RA

tanh ρ e0 ω3
1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e3 (16.1.15a)

ω2
1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e2 ω3

2 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ1
e3 (16.1.15b)

ω4
9 = − 1

RS

1

tan θ
e4 ω6

9 = − 1

RS

1

tan θ
e6 (16.1.15c)

ω5
9 = − 1

RS

1

tan θ
e5 ω6

4 = − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e6 (16.1.15d)

ω5
4 = − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e5 ω6

5 = − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 (16.1.15e)

ω7
9 = − 1

RS

1

tan θ
e7 ω8

9 = − 1

RS

1

tan θ
e8 (16.1.15f)

ω7
4 = − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e7 ω8

4 = − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ3
e8 (16.1.15g)

ω7
5 = − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e7 ω8

5 = − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

tanφ4
e8 (16.1.15h)

ω7
6 = − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ω8

6 = − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e8 (16.1.15i)

ω8
7 = − 1

RS

1

sin θ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ5

1

tanφ6
e8 (16.1.15j)

ω10
9 =

1

RS

tan θ e10 (16.1.15k)

affine-spin connection の反対称性 ωC
B ηCA + ωC

A ηCB = 0 に注意する :

ω0
I = ω1

0 , ωI
J = −ωJ

I (I, J = 1, 2, · · · , 10)

exterior derivative of affine-spin connection: dωA
B

dω0
1 =

1

R2
A

e0 ∧ e1 dω3
1 =

1

R2
A

{
e3 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

1

tanφ1
e3 ∧ e2

}
(16.1.16a)

dω2
1 =

1

R2
A

e2 ∧ e1 dω3
2 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ
e3 ∧ e2 (16.1.16b)

dω4
9 = − 1

R2
S

e4 ∧ e9 (16.1.17a)

dω5
9 = − 1

R2
S

{
e5 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

1

tanφ3
e5 ∧ e4

}
(16.1.17b)

dω5
4 = − 1

R2
S

1

sin2 θ
e5 ∧ e4 (16.1.17c)

dω6
9 = − 1

R2
S

{
e6 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

( 1

tanφ3
e6 ∧ e4 + 1

sinφ3

1

tanφ4
e6 ∧ e5

)}
(16.1.17d)

3注意!
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dω6
4 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

{
e6 ∧ e4 − cosφ3

sin2 φ3

1

tanφ4
e6 ∧ e5

}
(16.1.17e)

dω6
5 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3
e6 ∧ e5 (16.1.17f)

dω7
9 = − 1

R2
S

{
e7 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

( 1

tanφ3
e7 ∧ e4 + 1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e7 ∧ e5 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6

])}
(16.1.17g)

dω7
4 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

{
e7 ∧ e4 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e7 ∧ e5 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6

)}
(16.1.17h)

dω7
5 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

{
e7 ∧ e5 − cosφ4

sin2 φ4

1

tanφ5
e7 ∧ e6

}
(16.1.17i)

dω7
6 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4
e7 ∧ e6 (16.1.17j)

dω8
9 = − 1

R2
S

{
e8 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

( 1

tanφ3
e8 ∧ e4

+
1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e8 ∧ e5 + 1

sinφ4

{ 1

tanφ5
e8 ∧ e6 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

}])}
(16.1.17k)

dω8
4 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

{
e8 ∧ e4 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e8 ∧ e5 + 1

sinφ4

[ 1

tanφ5
e8 ∧ e6 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

])}

(16.1.17l)

dω8
5 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

{
e8 ∧ e5 − cosφ4

sin2 φ4

( 1

tanφ5
e8 ∧ e6 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

)}
(16.1.17m)

dω8
6 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

{
e8 ∧ e6 − cosφ5

sin2 φ5

1

tanφ6
e8 ∧ e7

}
(16.1.17n)

dω8
7 = − 1

R2
S

1

sin2 θ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

1

sin2 φ5
e8 ∧ e7 (16.1.17o)

dω10
9 = − 1

R2
S

e10 ∧ e9 (16.1.17p)

curvature 2-form RA
B = dωA

B − ωA
C ∧ ωC

B を求める 4:

RÃ
B̃

=
1

R2
A

η
B̃C̃

eÃ ∧ eC̃ for AdS4 , RA′

B′ = − 1

R2
S

δB′C′ eA
′ ∧ eC′

for S7 (16.1.18)

よって、 Riemann tensor RA
BCD, Ricci tensor RA

B , scalar curvature R4(7) が具体的に計算される :

RÃ
B̃C̃D̃

=
1

R2
A

(
δÃ
C̃
η
B̃D̃
− δÃ

D̃
η
B̃C̃

)
RÃ

B̃
= RÃ

C̃B̃D̃
ηC̃D̃ =

3

R2
A

δÃ
B̃

R4 =
12

R2
A

(16.1.19a)

RA′

B′C′D′ = − 1

R2
S

(
δA

′

C′ δD′B′ − δA′

D′ δC′B′

)
RA′

B′ = RA′

C′B′D′ ηC
′D′

= − 6

R2
S

δA
′

B′ R7 = − 42

R2
S

(16.1.19b)

curvature の定義が先の Part と異なるため、 ここでは S7 が negative curvature を持つ定義となっていることに

注意。 また、 Penrose limit を取る際には RS = 2RA に固定する。

4注意!
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16.2 AdS7 × S4

16.2.1 Curved Spacetime Coordinates, Metric

先の計算を応用して AdS7 × S4 の global coordinates を見る [32]:

ds211 = R2
A

{
− cosh2 ρ · dt2 + dρ2 + sinh2 ρ · dΩ2

5

}
+R2

S

{
cos2 θ · dϕ2 + dθ2 + sin2 θ · dΩ′

2
2
}

(16.2.1)

=
{
− (dX−1)2 − (dX0)2 +

6∑

i=1

(dXi)2
}
+
{ 11∑

m=7

(dY m)2
}
.

ここで、 AdS7, S
4 はそれぞれ

AdS7 : −R2
A = −(X−1)2 − (X0)2 + (X1)2 + (X2)2 + (X3)2 + (X4)2 + (X5)2 + (X6)2 (16.2.2a)

S4 : R2
S = (Y 7)2 + (Y 8)2 + (Y 9)2 + (Y 10)2 + (Y 11)2 (16.2.2b)

で代数的に定義されている (13-dimensional flat space への埋め込み)。 座標 {XA;Y B} を polar coordinates を用

いて表す。 AdS7 については

X−1 = RA cosh ρ cos t X3 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 cosφ5 (16.2.3a)

X0 = RA cosh ρ sin t X4 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 (16.2.3b)

X1 = RA sinh ρ cosφ3 X5 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 (16.2.3c)

X2 = RA sinh ρ sinφ3 cosφ4 X6 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (16.2.3d)

ただし 0 ≤ φi ≤ π (i = 3, · · · , 6), 0 ≤ φ7 ≤ 2π である。 S4 については

Y 7 = RS sin θ sinφ1 cosφ2 Y 10 = RS cos θ sinϕ (16.2.3e)

Y 8 = RS sin θ sinφ1 sinφ2 Y 11 = RS cos θ cosϕ (16.2.3f)

Y 9 = RS sin θ cosφ1 (16.2.3g)

ここで 0 ≤ φ1 ≤ π, 0 ≤ φ2 ≤ 2π である。 この座標系の時、 立体角 dΩ′
2
2, dΩ5

2 は

dΩ2
2 =

2∑

i=1

i−1∏

k=1

sin2 φk dφ
2
i , dΩ′

5
2 =

7∑

j=3

j−1∏

k=3

sin2 φk dφ
2
j , (16.2.4)

で表される (sinφ0 ≡ 1)。

Freund-Rubin ansatz や Penrose limit を用いるので、 各座標の役割をまとめておこう :

coordinates ρ Ω5 t ϕ Ω′
2 θ

before Penrose limit AdS7 S4

after Penrose limit flat (SO(6)) light-cone (+,−) flat (SO(3))
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なおここで、 Penrose limit で flat space が見えやすく なる座標系を用意しよう 。 11-dimensional space は、 先

に記述されるよう に 13-dimensional flat space R
2,13 の埋め込みで記述される。 13-dim. coordinates は (16.2.3)

で与えられているので、 これに constraint を課して 11-dimensional space に埋め込もう :

(X−1)2 = R2
A − (X0)2 +

6∑

i=1

(Xi)2 X−1dX−1 = −X0dX0 +
∑

i

XidXi (16.2.5a)

(Y 11)2 = R2
S −

10∑

m=7

(Y m)2 Y 11dY 11 = −
∑

m

Y mdY m (16.2.5b)

この下で座標と計量を与えよう :

x0 = X0 = RA cosh ρ sin t y7 = Y 7 = RS sin θ sinφ1 cosφ2 (16.2.6a)

x1 = X1 = RA sinh ρ cosφ3 y8 = Y 8 = RS sin θ sinφ1 sinφ2 (16.2.6b)

x2 = X2 = RA sinh ρ sinφ3 cosφ4 y9 = Y 9 = RS sin θ cosφ1 (16.2.6c)

x3 = X3 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 cosφ5 y10 = Y 10 = RS cos θ sinϕ (16.2.6d)

x4 = X4 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 cosφ6 (16.2.6e)

x5 = X5 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 cosφ7 (16.2.6f)

x6 = X6 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 sinφ7 (16.2.6g)

(16.2.5), (16.2.6) を (16.2.1) に代入しよう :

ds211 = −
{
1 +

( x0

X−1

)2}
(dx0)2 +

6∑

i=1

{
1−

( xi

X−1

)2}
(dxi)2 +

6∑

i=1

2x0xi

(X−1)2
dx0dxi −

6∑

i,j=1

2xixj

(X−1)2
dxidxj

+

10∑

m=7

{
1 +

( ym
Y 11

)2}
(dym)2 +

10∑

m,n=7

2ymyn

(Y 11)2
dymdyn

≡ gMNdxMdxN ≡ gµν dx
µdxν + gmn dy

mdyn (16.2.7)

つまり 計量の各成分は次のよう になる :

gµν = ηµν − ηµρ ηνσ
xρxσ

(X−1)2
gmn = δmn + δmpδnq

ypyq

(Y 11)2
(16.2.8)

ここで xµ ∈ AdS7, y
m ∈ S4 である 5。 これらをまとめて xM = {xµ; ym} と書き表すことがある。 また、 これか

ら得られる gMN は

gµν = ηµν +
xµxν

R2
A

gmn = δmn − ymyn

R2
S

(16.2.9)

である。 metric の determinant はそれぞれ

det(gµν) = − R2
A

(X−1)2
det(gmn) =

R2
S

(Y 11)2
(16.2.10)

となる。 11-dimensional spacetime 全体では

det(gMN ) = − R2
AR

2
S

(X−1)2(Y 11)2
= −

( 1

cosh ρ cos t cos θ cosϕ

)2

(16.2.11)

5vielbein (16.2.13) を意識してこの順序にしてある。
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である。 affine connection は

Γρ
µν =

1

R2
A

xρ

X

{
ηµσ ηνλ x

σxλ − ηµνX
}

X = (X−1)2 = R2
A + ηµν x

µxν (16.2.12a)

Γp
mn =

1

R2
S

yp

Y

{
δmq δnr y

qyr + δmnY
}

Y = (Y 11)2 = R2
S − δmny

myn (16.2.12b)

である 6。

16.2.2 Differential Form, Vielbein, Affine-spin Connection, Curvature

metric (16.2.1) (ds211 = ηAB e
A eB , ηAB = diag.(−++ · · ·+)) から vielbein を書き下そう :

e0 = RA cosh ρdt e6 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 sinφ6 dφ7 (16.2.13a)

e1 = RAdρ e7 = RS sin θ dφ1 (16.2.13b)

e2 = RA sinh ρdφ3 e8 = RS sin θ sinφ1 dφ2 (16.2.13c)

e3 = RA sinh ρ sinφ3 dφ4 e9 = RSdθ (16.2.13d)

e4 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 dφ5 e10 = RS cos θ dϕ (16.2.13e)

e5 = RA sinh ρ sinφ3 sinφ4 sinφ5 dφ6 (16.2.13f)

この exterior derivative deA を列挙しよう :

de0 = − 1

RA

tanh ρ e0 ∧ e1 (16.2.14a)

de1 = 0 (16.2.14b)

de2 = − 1

RA

1

tanh ρ
e2 ∧ e1 (16.2.14c)

de3 = − 1

RA

1

tanh ρ
e3 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e3 ∧ e2 (16.2.14d)

de4 = − 1

RA

1

tanh ρ
e4 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e4 ∧ e2 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e4 ∧ e3 (16.2.14e)

de5 = − 1

RA

1

tanh ρ
e5 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e5 ∧ e2 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e5 ∧ e3

− 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e5 ∧ e4 (16.2.14f)

de6 = − 1

RA

1

tanh ρ
e6 ∧ e1 − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e6 ∧ e2 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 ∧ e3

− 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e6 ∧ e4 − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ3

1

tanφ6
e6 ∧ e5 (16.2.14g)

de7 = − 1

RS

1

tan θ
e7 ∧ e9 (16.2.14h)

de8 = − 1

RS

1

tan θ
e8 ∧ e9 − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ1
e8 ∧ e7 (16.2.14i)

de9 = 0 (16.2.14j)

6/notes/tk-notes/sugra-ads/tk/maplefiles/030824/affine-ads7s4-030824.tex を参照。
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de10 =
1

RS

tan θ e10 ∧ e9 . (16.2.14k)

deA − ωA
B ∧ eB = 0 より 7、 affine-spin connection ωA

B が得られる :

ω0
1 = − 1

RA

tanh ρ e0 ω3
1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e3 (16.2.15a)

ω2
1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e2 ω3

2 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e3 (16.2.15b)

ω4
1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e4 ω5

1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e5 (16.2.15c)

ω4
2 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e4 ω5

2 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e5 (16.2.15d)

ω4
3 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e4 ω5

3 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e5 (16.2.15e)

ω5
4 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e5 (16.2.15f)

ω6
1 = − 1

RA

1

tanh ρ
e6 (16.2.15g)

ω6
2 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

tanφ3
e6 (16.2.15h)

ω6
3 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

tanφ4
e6 (16.2.15i)

ω6
4 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

tanφ5
e6 (16.2.15j)

ω6
5 = − 1

RA

1

sinh ρ

1

sinφ3

1

sinφ4

1

sinφ5

1

tanφ6
e6 (16.2.15k)

ω7
9 = − 1

RS

1

tan θ
e7 ω8

7 = − 1

RS

1

sin θ

1

tanφ1
e8 (16.2.15l)

ω10
9 =

1

RS

tan θ e10 ω8
9 = − 1

RS

1

tan θ
e8 (16.2.15m)

affine-spin connection の反対称性 ωC
B ηCA + ωC

A ηCB = 0 に注意する :

ω0
I = ω1

0 , ωI
J = −ωJ

I (I, J = 1, 2, · · · , 10)

exterior derivative of affine-spin connection:

dω0
1 =

1

R2
A

e0 ∧ e1 (16.2.16a)

dω2
1 =

1

R2
A

e2 ∧ e1 (16.2.16b)

dω3
1 =

1

R2
A

{
e3 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

1

tanφ3
e3 ∧ e2

}
(16.2.16c)

dω3
2 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ
e3 ∧ e2 (16.2.16d)

7注意!定義が異なる。
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dω4
1 =

1

R2
A

{
e4 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

( 1

tanφ3
e4 ∧ e2 + 1

sinφ3

1

tanφ4
e4 ∧ e3

)}
(16.2.16e)

dω4
2 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

{
e4 ∧ e2 − cosφ3

sin2 φ3

1

tanφ4
e4 ∧ e3

}
(16.2.16f)

dω4
2 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3
e4 ∧ e3 (16.2.16g)

dω5
1 =

1

R2
A

{
e5 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

( 1

tanφ3
e5 ∧ e2 + 1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e5 ∧ e3 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e5 ∧ e4

])}
(16.2.16h)

dω5
2 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

{
e5 ∧ e2 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e5 ∧ e3 + 1

sinφ4

1

tanφ5
e5 ∧ e4

)}
(16.2.16i)

dω5
3 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

{
e5 ∧ e3 − cosφ4

sin2 φ4
e5 ∧ e4

}
(16.2.16j)

dω5
4 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4
e5 ∧ e4 (16.2.16k)

dω6
1 =

1

R2
A

{
e6 ∧ e1 + cosh ρ

sinh2 ρ

( 1

tanφ3
e6 ∧ e2

+
1

sinφ3

[ 1

tanφ4
e6 ∧ e3 + 1

sinφ4

{ 1

tanφ5
e6 ∧ e4 + 1

sinφ5
+

1

tanφ5
e6 ∧ e5

}])}
(16.2.16l)

dω6
2 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

{
e6 ∧ e2 − cosφ3

sin2 φ3

( 1

tanφ4
e6 ∧ e3 + 1

sinφ4

[ 1

tanφ5
e6 ∧ e4 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e6 ∧ e5

])}

(16.2.16m)

dω6
3 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

{
e6 ∧ e3 − cosφ4

sin2 φ4

( 1

tanφ5
e6 ∧ e4 + 1

sinφ5

1

tanφ6
e6 ∧ e5

)}
(16.2.16n)

dω6
4 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

{
e6 ∧ e4 − cosφ5

sin2 φ5

1

tanφ6
e6 ∧ e5

}
(16.2.16o)

dω6
5 = − 1

R2
A

1

sinh2 ρ

1

sin2 φ3

1

sin2 φ4

1

sin2 φ5
e6 ∧ e5 (16.2.16p)

dω7
9 = − 1

R2
S

e7 ∧ e9 dω8
7 = − 1

R2
S

1

sin2 θ
e8 ∧ e7 (16.2.17a)

dω10
9 =

1

R2
S

e10 ∧ e9 dω8
9 = − 1

R2
S

{
e8 ∧ e9 − cos θ

sin2 θ

1

tanφ1
e8 ∧ e7

}
(16.2.17b)

curvature 2-form RA
B = dωA

B − ωA
C ∧ ωC

B は次のよう にまとめることが可能である 8:

RA′

B′ =
1

R2
A

ηB′C′ eA
′ ∧ eC′

for AdS7 , RÃ
B̃

= − 1

R2
S

δ
B̃C̃

eÃ ∧ eC̃ for S4 (16.2.18)

よって、 Riemann tensor RA
BCD, Ricci tensor RA

B , scalar curvature R7(4) が具体的に計算される :

RA′

B′C′D′ =
1

R2
A

(
δA

′

C′ ηB′D′ − δA′

D′ ηB′C′

)
RA′

B′ = RA′

C′B′D′ ηC
′D′

=
6

R2
A

δA
′

B′ R7 =
42

R2
A

(16.2.19a)

RÃ
B̃C̃D̃

= − 1

R2
S

(
δÃ
C̃
δB̃
D̃
− δ

D̃Ã
δ
C̃B̃

)
RÃ

B̃
= RÃ

C̃B̃D̃
ηC̃D̃ = − 3

R2
S

δÃ
B̃

R4 = − 12

R2
S

(16.2.19b)

curvature の定義が先の Part と異なるため、 ここでは S7 が negative curvature を持つ定義となっていることに

注意。 また、 Penrose limit を取る際には RA = 2RS に固定する。
8注意。 定義が異なる。





Chapter 17

Coset Construction

In this appendix we discuss the coset construction of AdS4(7)×S7(4) spacetime, which leads to the KG solution

in the Penrose limit. In this construction we define supervielbeins to all order in θ, the superspace coordinates

(SO(10, 1) Majorana spinor coordinates) in eleven dimensions[33, 34, 35].

なお、 ここでは KG solutionの coset representationは構成しない。 また、 AdS×S spacetimeの “cosmological

constant” f と KG solution の parameter µ の関係は議論しない。
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17.1 Superalgebra

まずここで、 de Wit [35] を真似て、 AdS4 × S7 background の Freund-Rubin ansatz を

F
M̃ÑP̃ Q̃

= 6f eE−1

M̃ÑP̃ Q̃
(17.1.1)

で与える。 但し M̃, Ñ , · · · は 4-dimensional curved indices であり 、 e =
√
| det gMN |は 11-dimensional spacetime

の vielbein determinant、 f は real である 1。 また E−1

M̃ÑP̃ Q̃
は 4-dimensional space での weight −1 の invariant

tensor density であり 、 E−1
0123 = 1 と規格化されている。 このもとでは

F M̃ÑP̃ Q̃ = −6f

e
EM̃ÑP̃ Q̃ (17.1.2)

である。 負号は、 11-dimensional space が Minkowski であることに起因し 、 EM̃ÑP̃ Q̃ は weight +1 の invariant

tensor density (E0123 = 1) である。 invariant tensor density の議論は、 例えば chapter 6.1 を参照せよ。 これら

を用いると

F
M̃ÑP̃ Q̃

F M̃ÑP̃ Q̃ = (6f)2 (eE−1

M̃ÑP̃ Q̃
) ·

(−1
e
EM̃ÑP̃ Q̃

)
= −36 · 4! f2 (17.1.3)

となることに注意する。 この ansatz の下での 4-dimensional space, 7-dimensional space の Riemann curvature

はそれぞれ

R
M̃ÑP̃ Q̃

= 4f2
(
g
M̃P̃

g
ÑQ̃
− g

M̃Q̃
g
ÑP̃

)
, (17.1.4a)

RM ′N ′P ′Q′ = −f2
(
gM ′P ′ gN ′Q′ − gM ′Q′ gN ′P ′

)
, (17.1.4b)

で与えられる (see (16.1.19))。 但し 、 de Wit [35] の (86) とは逆符号である。 [35] では、 “Pauli-Källén conven-

tion” という物を用いている。 それは、 completely antisymmetric tensor の縮約をする際などに、 spacetime

signature を気にしない、 という ものである。 つまり 、 (17.1.3) ではなく 、 F
M̃ÑP̃ Q̃

F M̃ÑP̃ Q̃ = (6f)2 · 4! としてい
る。 この点が大きく 異なるため、 Riemann tensor の符号が [35] (86) の様になる。 しかし 、 現時点 (2003 10/27)

では、 この “Pauli-Källén convention” が非常に不自然に感じられる。 何故なら 、 spacetime signature は非常に重

要な factor だからであるが、 それを無視しているからである。

説明を続けよう 。 (17.1.4) に登場する indices M ′, N ′, · · · は 7-dimensional curved indices である。 f2 > 0 の

場合は AdS4 × S7 であり 、 f2 < 0 の場合は AdS7 × S4 である。

coset construction を議論する前に、 AdS4 × S7 (適当に変更させれば AdS7 × S4 にもなる ) を準備しよう 。

AdS4 × S7 は

AdS4 × S7 ≃ SO(3, 2)

SO(3, 1)
× SO(8)

SO(7)

であるので、 この coset の generator の algebra を定義すればよい。 ただ、 全部を一から導出するには理解が足

り ない。 ここでは de Wit [35] に登場する式を引用しておこう 。 generator はすべて anti-Hermitian であるとす

る (Pauli-Källén sense)。 なお、 MAB は isotropy group の generator であると同定することができる。 symmetry

1R(S7) < 0 の定義である。 de Wit [35] では f は pure imaginary で与えれば R(S7) < 0 を与える。 [35] の (86) は我々の与える

curvature とはどこか定義が異なるのだろうか。



17.1 Superalgebra 165

breaking の言葉を借用すると、 MAB は unbroken generator であり 、 PA は broken generator である。 それぞれ、

SO(3, 2)× SO(8), SO(3, 1)× SO(6) の generator である。

まず、 本文では Lorentz algebra (1.1.1) を用いているので、 これは変更しない。 de Wit [35] では Pauli-Källén

convention を用いているが、 ここではそれを用いないため、 f の役割が変わる。 そのため Riemann tensor は

(17.1.4) である。 これを後で議論する coset construction で与えるためには、 次のよう な algebra を用意すればよ

い2:

[P
Ã
, P

B̃
] = 4f2M

ÃB̃
, [PA′ , PB′ ] = −f2MA′B′ , (17.1.5a)

[P
Ã
,M

B̃C̃
] = η

ÃB̃
P
C̃
− η

ÃC̃
P
B̃
, [PA′ ,MB′C′ ] = ηA′B′ PC′ − ηA′C′ PB′ , (17.1.5b)

[M
ÃB̃
,M

C̃D̃
] = η

ÃD̃
M

B̃C̃
+ η

B̃C̃
M

ÃD̃
− η

ÃC̃
M

B̃D̃
− η

B̃D̃
M

ÃC̃
, (17.1.5c)

[MA′B′ ,MC′D′ ] = ηA′D′ MB′C′ + ηB′C′ MA′D′ − ηA′C′ MB′D′ − ηB′D′ MA′C′ , (17.1.5d)

[P
Ã
, Qaa′ ] = −i f (γ

Ã
γ5)a

bQba′ , [PA′ , Qaa′ ] = − i
2
f (ΓA′)a′

b′ Qab′ , (17.1.5e)

[M
ÃB̃
, Qaa′ ] = −1

2
(γ

ÃB̃
)a

bQba′ , [MA′B′ , Qaa′ ] = −1

2
(ΓA′B′)a′

b′ Qab′ , (17.1.5f)

{Qaa′ , Qbb′} = −C ′
a′b′

{
2(γ

Ã
C)ab P

Ã + 2i f (γ
ÃB̃
γ5C)abM

ÃB̃
}

− (γ5C)ab

{
2(ΓA′C ′)a′b′ P

A′ − i f (ΓA′B′C ′)a′b′ M
A′B′

}
(17.1.5g)

但し 、 indices a, b は spinor indices in 4-dimensional space、 a′, b′ は spinor indices in 7-dimensional space であ

る。 また、 γ
Ã
, γ5, Cab は gamma matrices and charge conjugation matrix in 4-dimensional space であり 、 ΓA′ ,

C ′
a′b′ は gamma matrices and charge conjugation matrix in 7-dimensional space である。 なお、 f2 < 0 のとき

は、 この algebra は AdS7 × S4 の coset construction で使用される。

ただ、 どう しても気になるのは (17.1.5) の中の、 f が入っている項である。 上にも書いている様に、 de Wit

[35] とここの本文とでは、 f2 の符号が互いに逆になっている。 だからといって、 algebra の中の符号を変更すれ

ばそれで事足り るのだろうか。

“momentum generator” PA は anti-Hermitianであると定義されるとする。 このとき、 この微分表現は PA = ∂A

である (i∂A とすると 、 それは Hermitian となる )。 微分 ∂A と covariant derivative DA はほとんど同じなので、

momentum generator の微分表現を

PA ≃ DA (17.1.6)

としよう 。 このとき、 (13.1.12) より 、

[PA, PB ] = [DA, DB ] = −1

2
R̃CD

AB MCD (17.1.7)

2de Wit [35] (88), (89), (90) で登場する f を if に置き換える。
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である。 さらに、 Freund-Rubin ansatz (17.1.1) の下での Riemann tensor は (17.1.4) で与えられるので、 これを

代入すると 、

[P
Ã
, P

B̃
] = −1

2
· 4f2

(
δC̃
Ã
δD̃
B̃
− δC̃

B̃
δD̃
Ã

)
M

C̃D̃
= −4f2M

ÃB̃
, (17.1.8a)

[PA′ , PB′ ] = −1

2
· (−f2)

(
δC

′

A′ δD
′

B′ − δC′

B′ δD
′

A′

)
MC′D′ = f2MA′B′ (17.1.8b)

が得られる。 これは、 f2 の符号が de Wit とは逆であっても、 安易に algebra の中の符号まで変更してはいけな

い、 という ことを物語り 、 さらに、 algebra は de Wit [35] の (88), (89), (90) がここでも通用することを示すの

ではなかろうか。

しかし 、 この convention を採用すると、 coset construction で正しい curvature を導出しない。 そのた

め、 この疑問はここでは解決していないが、 (17.1.5) を採用して (super)vielbein を構成しよう 。

de Wit [35] では、 Freund-Rubin ansatz (17.1.1) を用いる時に Pauli-Källén convention を用いているため、

係数 f が pure imaginary でないと AdS4 × S7 の curvature を正しく 出さなかったが、 Pauli-Källén convention

なしのときは、 f は real である。 そのため algebra (17.1.5) に登場する f は de Wit [35] とは異なる。 しかし 、

それは convention によるものでしかない。 TK の f を fTK, de Wit のそれを fdW と書いておけば、

fdW = ifTK

であれば事足り る。

整理しよう 。 Freund-Rubin ansatz (17.1.1) でもし Pauli-Källén convention を採用しなければ、 algebra は

(17.1.5) となり 、 採用すれば (17.1.1) の係数を fTK → fdW に「 手で」 置き換え、 de Wit [35] で与えられる (88),

(89), (90) になる。 それだけである。

Pauli-Källén convention を採用するしないに関らず、 (17.1.5) を元々の flux と 11-dimensional notation で記

述すると (Pauli-Källén convention に関係のない表記に戻すと )、 algebra (17.1.5) は

[PA, Q] = QTA
BCDE FBCDE , (17.1.9a)

[MAB , Q] =
1

2
Q Γ̂AB , (17.1.9b)

{Q,Q} = −2Γ̂AP
A +

1

144

{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
MAB , (17.1.9c)

という 、 簡単なものにまとめられる (Q = iQ†Γ̂0)。 ただ、 この表記ももちろん coset (とその smooth deformation

された coset) にのみ有効なものである。 KG solution は AdS4(7)×S7(4) の Penrose limit で与えられるので、 KG

solution でもこの表記は有効である。

17.2 Coset Space Representatives

17.2.1 General Discussion

まずは一般論の復習を挙げておこう 。 P. van Nieuwenhuizen [4] を参照。
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coset manifold M = G/H がある。 isometry group H の generator を Hi で、 G/H の generator を KA で記

述しよう (generator は anti-Hermitian で reductive)。 これらは tangent space において次の algebra をみたす:

[Hi, Hj ] = fij
kHk , (17.2.1a)

[Hi,KA] = fiA
BKB (17.2.1b)

[KA,KB ] = fAB
iHi + fAB

CKC (17.2.1c)

where

i, j, · · · : unbroken generator index A,B, · · · : G/H tangent space index

G/H の representative L(x) (x: coordinates on M) は、 例えば generator KA を用いて

L(x) = exp(xAKA) , xA = eM
A xM (17.2.2)

と表現される (M,N, · · · : curved spacetime index)。 この representative の、 isometry G による変換則 (g ∈ G) は

G : L(x) → L(x′) = gL(x)h−1(x, g) (17.2.3)

で与えられる。 isotropy group H の元 h(x, g) は、 coset manifold M 上の点が G によって移動したとき再び M

の上に乗るための、 いわば「 引き戻し 」 の操作を行う ことによるので、 x と g に依存している。

isometry group G の作用に対して left invariant 1-form、 Maurer-Cartan 1-form α を次で定義する 3:

α = L−1dL = êAKA − ΩiHi . (17.2.4)

但し右辺は representative L(x) を展開すると得られる一般的な形式であり 、 generator の係数 êA, Ωi はそれぞれ

vielbein, H-connection と呼ばれ、

êA(x) = êM
A(x) dxM , Ωi(x) = ΩM

i(x) dxM (17.2.5)

である。 Maurer-Cartan 1-form α は、 その定義から 、

dα = −α ∧ α (17.2.6)

が成立する。 これを vielbein, H-connection に対してあてはめると

dêAKA − dΩiHi = −
(
êBKB − ΩjHj

)
∧
(
êCKC − ΩkHk

)

= −1

2
êB ∧ êC [KB ,KC ]−

1

2
Ωj ∧ Ωk[Hj , Hk] + Ωj ∧ êB [Hj ,KB ]

である。 algebra (17.2.1) を用いると

= −1

2
êB ∧ êC

(
fBC

AKA + fBC
iHi

)
− 1

2
Ωj ∧ Ωk

(
fjk

iHi

)
+Ωj ∧ êB

(
fjB

AKA

)

= −
(1
2
fBC

AêB ∧ êC − fjBAΩj ∧ êB
)
KA −

1

2

(
fBC

iêB ∧ êC + fjk
iΩj ∧ Ωk

)
Hi

3deA − ωA
B ∧ eB = 0, RA

B = dωA
B − ωA

C ∧ ωC
B の定義に沿う よう に符号が定義される。
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となるので、

deA = −1

2
fBC

A êB ∧ êC + fjB
A Ωj ∧ êB (17.2.7a)

dΩi =
1

2
fBC

i êB ∧ êC +
1

2
fjk

i Ωj ∧ Ωk (17.2.7b)

が得られる。 ここで Cartan’s structure equation を定義しよう :

dêA − ω̂A
B ∧ êB = 0 , ω̂A′

B ηA′A + ω̂B′

A ηB′B = 0 (17.2.8a)

R̂A
B = dω̂A

B − ω̂A
C ∧ ω̂C

B =
1

2
R̂A

BCD ê
C ∧ êD (17.2.8b)

ここで ω̂A
B = ω̂C

A
B ê

C = ωM
A
B dxM である 4。 ここで安直に、

ω̃A
B = −1

2
fCB

A êC + fjB
A Ωj (17.2.9)

と置いて、 ω̃A
B を affine-spin connection ω̂A

B とするのは誤り である。 何故なら 、 structure constant fAB
C は、

定義において A,B の交換で反対称であっても、 B,C の交換で反対称とは限らず、 結果として ω̃AB 6= −ω̃BA と

なる場合があるからである。 index の交換について反対称であるためには、 (17.2.8a) に支障をもたらさない程度

に、 (17.2.9) に余分な項を手で付加すればよい。 結果としては

ω̂A
B = ω̃A

B −
1

2
êC ηAA′(

fA′C
B′

ηB′B + fA′B
B′

ηB′C

)

= −1

2
fCB

A êC + fjB
AΩj , (17.2.10a)

fCB
A = fCB

A + ηAA′(
fA′C

B′

ηB′B + fA′B
B′

ηB′C

)
(17.2.10b)

とすれば良い。 このよう にして、 Cartan’s structure equation を用いることで、 affine-spin connection ω̂A
B , cur-

vature 2-form R̂A
B は vielbein と H-connection から得られる。

H-connection Ωi は、 representative L(x) と Maurer-Cartan 1-form α の定義から原理的に書き下すことが可

能である。 ここでは L(x) = exp(xAKA) の表記からの展開を考えよう :

L(x) = exp(xAKA) ,

L−1dL = exp(−xAKA) d exp(x
BKB) · 1

=
{
d + [−xAKA, d] +

1

2!

[
− xAKA, [−xBKB , d]

]
+ · · ·

}
· 1

= dxAKA +
1

2
dxA xB

(
fAB

iHi + fAB
CKC

)
+ · · ·

=
(
dxA +

1

2
fCD

A dxC xD + · · ·
)
KA −

(
− 1

2
fAB

i dxA xB + · · ·
)
Hi

但しここで appendix にある展開公式を用いた。 これにより 、

eA = dxA +
1

2
fCD

A dxC xD + · · · = eM
A dxM (17.2.11a)

Ωi = −1

2
fAB

i dxA xB + · · · (17.2.11b)

と与えられる。
4一般には、 dêA − ω̂A

B ∧ êB = T̂A のように、 torsion 2-form T̂A = 1
2
T̂A

BC êB ∧ êC が導入されるが、 coset space では torsion free

であるので、 導入されていない ([4] (6.6) 式参照。 )。
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17.2.2 Representatives and Supervielbein

先の subsection を踏まえ、 本題に戻す。 algebra は (17.1.9) で与えられるものである。 また、 coordinates はこ

こでは superspace coordinates Z = (xA, θ) を (implicit に) 用いる。 ここで θ は SO(10, 1) Majorana spinor

coordinates (fermionic, anti-commuting coordinates) である。

さて、 coset spaceなので、 torsion freeの関係式を構成しよう 。 まずは representative L を用いて Maurer-Cartan

one-form α を

α = L−1dL = E − Ω (17.2.12)

で定義する。 ここで E, Ω は supervielbein と H-connection (に generator を付加したもの) である :

E = EA PA + EQ , Ω =
1

2
ΩAB MAB (17.2.13)

Maurer-Cartan one-form (17.2.12) はその定義から次の方程式をみたす:

dα+ α ∧ α = 0 , (17.2.14)

(17.2.12), (17.2.13) を (17.2.14) に代入すると 、 Cartan’s structure equations が得らえる :

0 = dΩ− Ω ∧ Ω− 1

2
EA ∧ EB [PA, PB ]−

1

288
E
{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
EMAB , (17.2.15a)

0 = dEA − ΩA
B ∧ EB − E Γ̂A ∧ E , (17.2.15b)

0 = dE + EA ∧ TABCDE E FBCDE −
1

4
ΩAB ∧ Γ̂AB E . (17.2.15c)

fermionic contribution をすべて neglect して、 bosonic part だけ考察すると 、 きちんと Riemann tensor (17.1.4)

を再現する。

さて、 supervielbein E, EA の計算を実際に進めるにあたり 、 representative L(Z) を

L(Z) = ℓ(x) · L̂(θ) , ℓ(x) = exp(xAPA) and L̂(θ) = exp(θQ) (17.2.16)

の様に、 bosonic part と fermionic part に分離すると便利である。 勿論、 [P,Q] 6= 0 であるので、 ℓ(x) と L̂(θ) は

commuting でなく 、 交換に対しておつり が出るが、 それは追跡できるものである。 その追跡の煩わしさを越えて、

bosonic part だけの Maurer-Cartan, fermionic part の Maurer-Cartan を計算できる、 という利点をこの分離方

法は持つ。

また、 ここで trick を使う 。 詳細は de Wit [35] の section 11 に任せるが、 fermionic coordinates θ を θ → tθ

のよう に rescale させておいて (t ∈ [0, 1])、 Maurer-Cartain one-form (17.2.12) などを t で微分し 、 それを解く 、

という方法を採る。 rescale された (17.2.12) を t で微分すると 、

d

dt
(E − Ω) = dθQ+ (E − Ω)θQ− θQ(E − Ω) (17.2.17)

が得られるので、 これを整理すると 、

d

dt
EA = 2θΓ̂AE , (17.2.18a)
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d

dt
Ea =

(
dθ + EA TA

BCDEθ FBCDE −
1

4
ΩAB Γ̂ABθ

)a
, (17.2.18b)

d

dt
ΩAB =

1

72
θ
{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
E , (17.2.18c)

が得られる。 これは first-ordered linear differential equation なので解く ことができる。 その解は θ の all order

で与えられる :

EA(x, θ) = eA + θΓ̂ADθ + 2

15∑

n=1

1

(2n+ 2)!
θ Γ̂AM2nDθ , (17.2.19a)

E(x, θ) = Dθ +

16∑

n=1

1

(2n+ 1)!
M2nDθ , (17.2.19b)

ΩAB(x, θ) = ωAB +
1

72

15∑

n=0

1

(2n+ 2)!
θ
{
Γ̂ABCDEF FCDEF + 24 Γ̂CD F

ABCD
}
M2nDθ , (17.2.19c)

Dθ =
d

dt
E
∣∣∣
t=0

= dθ + eATA
BCDEθ FBCDE −

1

4
ωABΓ̂ABθ , (17.2.19d)

where

eA = eM
A dxM , ωAB = ωM

AB dxM , (17.2.20)

and

(M2)ab = 2
(
TM

NPQR θ
)a
FNPQR

(
θΓ̂M

)
b

− 1

288

(
Γ̂MN θ

)a(
θ
[
Γ̂MNPQRS FPQRS + 24 Γ̂PQ F

MNPQ
])

b
. (17.2.21)
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Others

notation がまた別のもの、 もしく は notation に依存しない物理の話を挙げておく 。
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A.1 Field Contents, Clifford Algebra

この section は、 TK, de Wit に共通の convention である。

11-dim. spacetime signature: (−,+,+,+,+,+,+,+,+,+,+)

field contents:

eM
A : vielbein , EA

M : inverse vielbein (A.1.1a)

ΨM : gravitino (Majorana spinor) (A.1.1b)

CMNP : completely antisymmetric tensor (A.1.1c)

ωM
AB : spin connection (A.1.1d)

gMN = eM
A eN

B ηAB , ηAB = EA
M EB

N gMN , e = det eM
A (A.1.2a)

Ψ = iΨ†Γ̂0 (A.1.2b)

We are using the convention that M,N,P, · · · refer to 11-dim. world indices and A,B,C, · · · refer to 11-dim.

tangent space indices. εMNPQRSTUVWX is an invariant tensor density in 11-dimensional spacetime (weight 1),

and

ε012···♮ = 1 . (A.1.3)

任意の時空次元での spinor の構成方法は Polchinski [25] appendix B を参照。 自分の supergravity note [27]

もこれに従っている。 但し 、 本文ではここの表示まで忠実に従う 必要はない。 The eleven-dimensional gamma

matrices are satisfied

{Γ̂A, Γ̂B} = 2ηAB (A.1.4a)

(Γ̂A)† = Γ̂A = −Γ̂0Γ̂A(Γ̂0)−1 (A.1.4b)

Γ̂M1M2···Mn
≡ Γ̂[M1

Γ̂M2
· · · Γ̂Mn] =

1

n!
sgn(σ)Γ̂Mσ1

Γ̂Mσ2
· · · Γ̂Mσn

(A.1.4c)

where ηAB is the metric in the tangent space. なお、 Γ̂AB は anti-Hermitian である :

(Γ̂AB)† =
1

2
(Γ̂AΓ̂B − Γ̂BΓ̂A)† = −1

2

(
Γ̂A†Γ̂B† − Γ̂B†Γ̂A†

)

= −1

2
Γ̂0

(
Γ̂AΓ̂B − Γ̂BΓ̂A

)
(Γ̂0)−1 = −Γ̂AB (A.1.4d)

The spinors appearing in the above action are anti-commuted and satisfied the Majorana condition

Ψ = ΨTC , (A.1.5)

where the charge conjugation matrix C is antisymmetric and defined by

CΓ̂AC−1 = −(Γ̂A)T , (A.1.6a)
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CΓ̂A1···AnC−1 = (−1)[n+1
2 ](Γ̂A1···An)T , (A.1.6b)

[n+1
2 ] = {1, 1, 2, 2, 3, 3, · · · } where n = 1, 2, 3, · · · , (A.1.6c)

C = B1Γ̂
0 = Γ̂3Γ̂5Γ̂7Γ̂9Γ̂0 = −C−1 = −CT (A.1.6d)

Polchinski [25] における charge conjugation matrix C とは定義が同じであるが、 fermion Ψ の定義が異なる。 つ

まり (Ψ)TK = i(Ψ)Polchinski である。 これは問題はない。 [25] は、 ψ と ψTC が同じ変換則に従う とはいっている

が、 一致するとは言っていない。 つまり phase は自由に採ってよい。 [25] では ψψ を anti-Hermitian として定義

しているが、 我々はこれを Hermitian で定義したいため、 Dirac bar を ψ = iψ†Γ̂0 と定義仕直している。 なお、

d-dimensional spacetime における charge conjugation matrix の定義の詳細は [25] を参照すべし 。

d = 2k + 2-dimensional spacetime での chirality operator Γ̂ は

Γ̂ ≡ i−kΓ̂0Γ̂1 · · · Γ̂d−1 (A.1.7)

で定義される。 すなわち、 d = 4 では

γ5 = i−1γ0γ1γ2γ3 (A.1.8)

である。

A.2 Identity

Γ̂M1M2···Mp Γ̂N1N2···Nq

=

min(p,q)∑

k=0

(−1) 1
2k(2p−k−1) p! q!

(p− k)!(q − k)!k!δ
[M1

[N1
· · · δ Mk

Nk
Γ̂
Mk+1···Mp]

Nk+1···Nq ]
, (A.2.1)

where

Γ̂M1···Mp = Γ̂[M1 Γ̂ M2 · · · Γ̂Mp] =
1

p!
sgn(σ)Γ̂Mσ(1) Γ̂Mσ(2) · · · Γ̂Mσ(p) (A.2.2)

A.3 Killing Vectors, Killing Spinors

[21] に概略がある。

A.4 Supersymmetry in Anti-de Sitter Space and its Algebra

[19]
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