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Introduction

Dans cette thése, nous étudions une théorie géométrique, la géométrie relative, qui trouve son origine dans [TV], et qui
prend pour cadre une catégorie monoidale symétrique € munie d’hypothéses adéquates que nous appellerons ”contexte
relatif” (cf section . Dans cette théorie, on dispose d’une notion de schéma affine, la catégorie des schémas affine
n’étant autre que la catégorie opposée a la catégorie des monoides commutatifs dans C. Il existe de plus une topologie
de Grothendieck sur la catégorie des monoides commutatifs qui permet de les recoller pour former des schémas relatifs
a C.

Dans ce degrés de généralité, peu de choses sont connues, néanmoins on s’attend a retrouver une théorie géométrique
assez réguliére qui permettra non seulement de retrouver la plupart théories connues, telle que la théorie des Z-schémas,
la théorie des schémas (pré)-logarithmiques (JKK] et [FK]|) mais aussi d’ouvrir la voie & des théories nouvelle ou plus
récemment apparues, telle que la théorie des Fy-schémas ([D], [DI],[TV],[S][CC]), ou F; est le corps & un élément ou
encore la théorie des N-schémas pour laquelle on nourrit I’espoir d’un lien avec la géométrie tropicale. Notons que le
cadre général que ’on se fixe posséde des propriété de régularité qui ne se vérifient pas toujours. Un contre exemple que
nous expliciterons lorsque nous définiront la notion de contexte relatif est fourni par la théorie des schémas différentiels
(IKE]), le probléme vient du fait que un produit tensoriel d’anneaux différentiels de présentation finie n’est plus de
présentation finie.

Nous nous sommes intéressés dans cette thése & deux questions. La premiére est de décrire précisément ’espace
topologique de Zariski associé a un schéma affine dont 'existence est prouvée en toute généralité dans [T'V]. La seconde
est de donner une définition de morphisme lisse relatif, ce qui nécessite un important travail d’algébre homotopique
dont nous expliquerons tant les motivations que les aboutissants.

Nous donnons maintenant des explications détaillées sur ces deux questions. Puis nous discuterons largement des
perspectives de ce travail qui 'ont en grande partie motivé.

Des Ouverts Zariski, des Filtres...

Il est prouvé dans [TV] qu’il existe un lieu Zariski associé 4 un schéma affine X, dont les objets sont les ouverts Zariski
de X et que ce lieu admet un espace topologique associé. Néanmoins il ne semble pas aisé de décrire cet espace. Un
des principaux problémes vient de I’absence d’hypothése d’additivité, qui empéche le raisonnement usuel que nous
donnons en section dans cette thése, pour le cas € = Z — mod qui est abélien. On contourne cette difficulté en
faisant notamment appel & la théorie des faisceaux enrichis de Borceux et Quinteiro. Il est en effet possible d’associer
a4 une schéma une sous catégorie localisante de A — mod, i.e. une sous catégorie pleine dont le foncteur d’oubli
admet un adjoint & gauche exact. En rappelant que A — mod n’est autre que la catégorie des préfaisceaux sur BA,
la catégorie enrichie sur C, & un objet *, et dont les endomorphismes de * sont donnés par l'objet A € C, il vient
que l'on fait correspondre & tout ouvert Zariski une sous catégorie de faisceaux, au sens enrichi, de A — mod. 1l
advient alors que ces catégories de faisceaux sont associés a des topologies de Grothendieck au sens enrichi (on a
une correspondance bijective, [BQ]) qui ne sont autre que des filtres d’idéaux, caractérisables par des propriétés bien
identifiables. Dans un contexte relatif, nous montrons en effet que les structures algébriques usuelles, telles que les
idéaux, les idéaux premiers, ou encore les localisations d’un monoide par un de ses éléments, de méme que la notion
d’image ou d’ensemble générateur se généralisent. Les filtres que nous auront ainsi mis en évidence seront nommeées
filtres de Gabriel. On montre en particulier le fait suivant.

THEOREME 1. Soit C un contexte relatif. Soit A un monoide, Spec(B) un ouvert Zariski affine de Spec(A) et F un
ouvert de Spec(A). Alors

o Le filtre de Gabriel Gp associé a B est quasi-compact primitif.

o Le filtre de Gabriel associé o F est localement primitif et il est quasi-compact primitif si F' est quasi-compact.

Un filtre G est quasi-compact pour si tout idéal ¢ du filtre G, G contient un sous idéal finiement engendré de q.



Il est primitif si il est engendré par un seul idéal, plus précisément, G est primitif s’il existe ¢ tel que G soit
Pensemble des idéaux contenant une puissance de g (au sens du produit d’idéaux définit en .

Il est localement primitif s’il est engendré par les éléments d’un seul idéal, plus précisément, G est localement
primitif s’il existe ¢ tel que G soit ’ensemble des idéaux de contenant une puissance de chaque élément d’un ensemble
générateur de q. La notion d’ensemble générateur est donné en [1.4.25] un élément de f de ¢ est un élément d’un
ensemble Home(k,q) ot k est de présentation finie dans €. Une puissance de cet élément est alors un morphisme
E®m — q.

On a en particulier les deux faits suivants. Un filtre primitif est localement primitif. Un filtre localement primitif
quasi-compact est primitif.

Ce résultat n’est toutefois pas satisfaisant car nous ne savons pas & quelle condition un filtre admet un ouvert
Zariski associé. Pour cela nous formulons une hypothése supplémentaire, celle de la conservativité du foncteur ensemble
sous-jacent, définit comme suit

(=)o :C— Ens
X — Xo:= Home(1,X)

On dit aussi que 1 est générateur. Sous cette hypothése, les idéaux d’'un monoide A admettent tous des ensembles
générateurs dans Ay et on peut donc les caractériser par leur ensemble sous-jacent gg. Nous montrons alors la réciproque
du théoréme précédent et nous pouvons écrire les deux théorémes suivants.

THEOREME 2. Soit C un contexte relatif d’unité génératrice et Spec(A) un schéma affine. Alors les ouverts Zariski
de la forme Spec(Ay) forment une base d’ouverts du lieu des owverts Zariski de Spec(A).

THEOREME 3. Soit C un contexte relatif d’unité génératrice et Spec(A) un schéma affine. Alors les ouverts Zariski
de A sont en correspondance bijective avec les filtres de Gabriel localement primitifs. De plus F est un ouvert Zariski
quasi-compact de A si et seulement si son filtre associé est quasi-compact.

Nous travaillons ensuite sur les filtres associés aux ouverts Zariski pour montrer qu’ils sont caractérisés par leurs
ensembles d’idéaux premiers. Nous prouvons le théoréme suivant.

THEOREME 4. Soit C un contexte relatif d’unité génératrice et Spec(A) un schéma affine. Le lieu des ouverts Zariski
de Spec(A) est le lieu des ouverts d’un espace topologique sobre Lp(A) dont les points sont les idéaux premiers de A
et les ouverts sont les ensembles d’idéaux premiers appartenant au méme filtre de Gabriel localement primitif.

On conclut ’étude de cette premiére question en citant les exemples connus ou des études similaires ont déja été
effectués et ou le méme résultat a été trouvé. Il s’agit du cas usuel des Z-schémas, du cas des Fi-schéma ([D]) ou
encore du cas des schémas différentiels.

Et des Morphismes Lisses

Nous nous intéressons ensuite & la question de la notion de morphisme lisse dans un contexte relatif. L’idée qui permet
de construire la définition que nous recherchons, vient du fait que I'on sait relier la lissité dans les anneaux & des
propriétés d’algébre homologique. Il s’agit par ailleurs du point de vue adopté par Kontsevitch pour parler de lissité
en géométrie non commutative, pour des dg-algébres. Ces propriétés peuvent alors étre traduites dans le langage
de 'algébre homotopique par I'intermédiaire de ’équivalence de Dold-Kan. Nous écrivons le théoréme suivant, qui
exprime la lissité en terme d’algébre homologique

THEOREME 5. Soit A — B un morphisme d’anneauz. Il est lisse si et seulement si
o L’anneau B est de présentation finie dans A — alg.
o L’anneau B est plat sur A.
o L’anneau B est un complexe de B ® 4 B-modules parfait.

La définition générale de lissité que nous donnons est quant & elle exprimée en terme d’algébre homotopique. Cela
signifie que pour un contexte relatif G, nous considérons la catégorie des objets simpliciaux dans €, s€ := €2”. Les
catégories de modules et d’algébres dans cette catégorie simpliciales sont aussi notées avec un préfixe s. Dans le cas,
C =Z —mod, on a une équivalence (de Dold-Kan) entre sA — mod et les complexes de chaine de A-modules en degrés
positifs qui induit une équivalence sur les structures de modéles dont sont munies ces catégories. Dans le cas relatif, on
munie la catégorie sC (et ses catégories de modules et d’algébres) définie & partir du contexte relatif d’une structure
de catégorie de modéles monoidale, en formulant une hypothése de monadicité sur une catégorie sEns”’ ot J est un
ensemble.

On rappelle qu'une A-algébre B est homotopiquement de présentation finie dans A — mod (resp A — alg), si le
foncteur



Ma'pA—mod(37 _) (resp MapA—alg(Ba _))

commute aux colimites homotopiques filtrantes.

Pour donner une définition relative de lissité, nous remplagons les propriétés de finitudes par des propriétés
de finitude homotopique, mieux adaptées. Nous choisissons de ne pas généraliser naivement la platitude mais de la
remplacer par une hypothése de Tor-dimension nulle. Rappelons qu’il y a équivalence entre les deux pour € = Z—mod,
cependant cette équivalence ne se prolonge pas au cas général d'un contexte relatif. Ce choix vient du fait que 1’on
constate dans la catégorie des ensembles qu’aucun monoide commutatif n’est plat sur Fy, et on s’attend donc a ce que
les morphismes lisses que nous étudierons ne soient en général pas plats. La définition de lissité s’écrit

DEFINITION 1. Soit C un contexte relatif. Soit uw : A — B un morphisme de monoides commutatifs dans C, alors u
est lisse st

> Le monoide commutatif B est homotopiquement présentation finie dans sA — alg.
> Le monoide commutatif B est de Tor Dimension nulle sur A.
> Le monoide commutatif B est homotopiquement de présentation finie dans sB ® 4 B — mod.

De plus, si u ne vérifie que la troisieéme propriété énoncée ci-dessus, on dit qu’il est formellement lisse.

Pour I’équivalence de cette définition avec la lissité usuelle dans Z — mod, on se référe notamment a [HAGII|
ou il est prouvé qu’un morphisme d’anneaux homotopiquement de présentation finie est de présentation finie et
qu’un morphisme lisse est homotopiquement de présentation finie. On sait aussi que la platitude est équivalente a
la Tor-Dimension nulle pour les anneaux. Enfin, il est dit dans [HAGII| que la correspondance de Dold-Kan induit
en particulier une correspondance entre complexes parfaits de modules et modules simpliciaux homotopiquement de
présentation finie.

Nous avons donc définit une notion de lissité qui généralise la notion de morphisme d’anneaux lisse. Nous avons
aussi montré que cette notion était stable par composition et pushouts homotopiques d’algébres. Nous avons choisi
dans la suite de la thése de nous intéresser a la recherche d’exemples de morphismes lisses. Cette recherche nous a
amené en particulier & étudier la théorie cohomologique des préfaisceaux simpliciaux. Nous donnons en particulier
un résultat pratique, la proposition [3.2:34] permettant de mettre en évidence des objets formellement lisses au sens
définit ci-dessus, pour le contexte € = Ens. C’est en effet la propriété dont il est le plus difficile de vérifier la validité.
Nous expliquons aussi comment les morphismes formellement lisses ou homotopiquement de présentation finie (dans
les algébres) du contexte Ens donnent par changement de base des morphismes respectivement formellement lisses ou
homotopiquement de présentation finie dans le contexte €. En particulier, on a le théoréme suivant

THEOREME 6. La droite affine, x — N, du contexte (Ens, x,Fq) est lisse.

et cela implique notamment que la droite affine est lisse dans tout contexte ou elle est de Tor dimension nulle.

Perspectives

Plusieurs questions suivant le cours du travail présenté dans cette thése. Tout d’abord, on peut constater que dans
la premiére partie, on a associé & un schéma affine un espace topologique que l'on va pouvoir munir d’un faisceaux
structurel. Il sera alors intéressant de montrer que cet espace muni de ce faisceaux définit dans le cadre relatif permet
de retrouver les définitions déja existantes données dans plusieurs contextes connus tel que celui de la géométrie sur
F; (notamment [D]), ou de la log-géométrie.

Une multitude d’exemples de contexte s’offrent alors a nous et nécessitent chacun une étude particuliére. Il serait
intéressant de retrouver les log schémas et de réduire le théoréme valable pour les prélog schémas a ceux-ci, voire de
formaliser la question pour en tirer un résultat plus général, i.e. une notion de contexte ot ’on restreint la classe
des schémas affines. Nous pouvons aussi tenter de montrer un analogue de ce premier théoréme dans le contexte
différentiel. Ce dernier contexte est en effet trés classique mais peut étudier de maniére géométrique intrinseque. Le
fait qu’il ne soit pas aussi régulier qu'un contexte géométrique en fait un exemple intéressant ot aspect géométrique
de l'espace Zariski associé reste encore & comprendre. On peut encore de s’intéresser plus en détail au contexte des
schémas au dessus du corps a un élément qui est une source d’applications comme une source d’inspiration pour des
énoncés plus généraux. Enfin, ose poser la question de I'existence d’un lien entre géométrie tropicale et géométrie au
dessus de N.

Les mémes questions se posent aussi pour la notion de lissité. Il serait intéressant de la comparer aux notions
déja existantes, notamment dans le contexte logarithmique (JFK]). Mais la priorité est sans doute d’étudier la lissité
des exemples connus donnés dans [TV]. Le développement d’outils de calculs supplémentaires tels que le complexe
cotangent relatif s’avérera certainement indispensable pour comparer mieux cerner la lissité, probablement dans des



contextes additifs. A ce sujet Jacob Lurie donne une définition trés générale dans ses travaux, dont I'idée d’origine peut
s’appliquer ici. Cela est basé sur une équivalence de catégorie bien connue, vraie dans le cas abélien, entre B — mod
et Ab(Comm/(C)/B) (la catégorie des objets en groupe abélien dans Comm(€)/B) pour un monoide commutatif B.
Le complexe cotangent L/, est construit en remarquant que si A — B est un morphisme de monoides commutatifs,
alors B € A—alg/B donc B®4 B € B —alg/B. On prend donc 'image de B ® 4 B par le foncteur abélianisation.
Il est alors connu que si on a travaillé dans Z — mod, on retrouve le module des différentielles de Kéhler, et si on a
travaillée dans sZ — mod := Z — mod®”", on retrouve le complexe cotangent pour les anneaux. La question est alors de
savoir quelle propriété vérifie le complexe cotangent d’un morphisme lisse et si ’on peut caractériser la lissité a partir
de propriétés vérifiées par le complexe cotangent. Enfin, il faut comparer ce complexe cotangent relatif & ceux déja
définis dans les contextes cités précédemment.

Il reste aussi, de maniére plus générale, de nombreuses question & étudier, la lissité des ouverts Zariski, la localité
(ou pas) des morphismes lisses, le lien avec d’autres points de vue tels que les extensions infinitésimales. sur cette
derniére question, il faudrait déterminer quelles sont les hypothéses nécessaire a I’existence de tels objets. Il est apparut
aussi au cours de ce travial qu’il serait sans doute possible de donner une définition de morphisme lisse un peu plus
faible en supposant seulement la Tor dimension finie et en se référant & une conjecture de Quillen sur le complexe
cotangent ([Q]) prouvée par Avramov. Cette remarque est une preuve supplémentaire de 'importance du complexe
cotangent dans un contexte additif et de son potentiel dans des contextes additifs, et pourquoi pas dans contextes
semi-additifs ou généraux.

La notion de morphisme lisse définie dans cette thése est un premier pas dans la construction d’une théorie relative
des champs algébriques (au sens de Artin). Il semble assez naturel de se tourner alors vers la théories des infini champs
de Bertrand Toén et Gabriele Vezzosi dans [HAGII|. Une telle théorie a potentiellement un immense champ d’actions
et d’applications, en particulier dans ’étude des problémes de modules et ce dans chaque contexte cité précédemment.

La notion de lissité méne enfin & une notion de morphisme étale. Un morphisme étale dans les anneaux peut en
effet étre regardé comme un morphisme lisse a diagonale lisse. Cela ouvre la voie & la construction d’une notion de
topologie étale en géométrie relative mais aussi & toutes sorte de mathématiques dans lesquelles la notion de morphisme
étale est essentielle, ne serait-ce que par exemple que la théorie de Galois des schémas.



Chapitre 1

Structures Catégoriques

1.1 Généralités

Nous débuterons cette grande partie de rappels par quelques définitions et lemmes utiles sur les catégories.

Definition 1.1.1. Soit C une catégorie
> La catégorie € est dite compléte si elle admet des limites petites.
> La catégorie € est dite cocompléte si elle admet des colimites petites.

> La catégorie € est dite bicompléte si elle est compléte et cocompléte.

Definition 1.1.2. Conditions de finitudes

i. Soient D une catégorie cocompléte , X € D, on dit que X est de présentation finie dans D si le foncteur
Homq (X, —) commute aux colimites filtrantes dans D.

ii. Soient D une catégorie cocompléte , u : X — Y € D, on dit que u est de présentation finie si Y est de
présentation finie dans X/D.

Lemme 1.1.3. Soit C une catégorie bicompléte. On suppose que les colimites filtrantes sont exactes dans C, alors les
objets de présentation finie sont stables par colimite finie.

Preuve
Soient J une catégorie finie et F': J — C tel que F(i) soit de présentation finie pour tout ¢ dans J. Soient J une petite
catégorie filtrante et G:J — C. On a

Home(Colim;egF (i), ColimjegG(j)) = LimiegHome (F (i), ColimjegG(7))
w Lim;egColimjegHome (F (i), G(j
« ColimjegLim;cgHome(F (i), G(j
« ColimjegHome(ColimcgF (1), G(j

—_ —

)
)
)
¢

Corollaire 1.1.4. Soit C une catégorie bicompléte. On suppose que les colimites filtrantes sont exactes dans C, alors
les morphismes de présentation finie de source X sont stables par colimite finie dans X/C. Plus précisément, si J est
un diagramme fini et F' : I — C un foncteur tel que pour tout i € I, F (i) est de présentation finie dans X/C alors
Colim(F) est de présentation finie dans X/C.

Remarque 1.1.5. Dans une catégorie monoidale symétrique D, ou il existera deux notions de morphismes de monoides
de présentation finie (une dans la catégorie elle méme et une dans la catégorie des monoides commutatifs), on emploiera
le terme d’objet compact pour désigner un objet de présentation finie dans la catégorie D elle méme.

Lemme 1.1.6. Soient X,Y dans C et i et s deux morphismes tels que i : X — Y, s:Y — X etios = Idy alors si
i est un monomorphisme ou si s est un épimorphisme, s et i sont des isomorphismes.

Preuve
Supposons que ¢ soit un monomorphisme. Soit Z € €, on a des morphismes d’ensembles induits:



(to—=)z : Home(Z,X) — Home(Z,Y)
(so—)z:Home(Z,Y) — Home(Z,X)

De plus ¢ étant un monomorphisme, I’évaluation en Z (i o —)z de la transformation naturelle (i o —) est injective, et
(io=)zo(so—)z(f)=io0so f=fdou (io—)z surjective. On a donc que pour tout Z, (i o© —)z est une bijection.
Par conséquent la famille des (i o —)z définit un isomorphisme fonctoriel de hx dans hy image de i par le foncteur
de Yoneda (de €°P). Comme ce dernier est pleinement fidéle, il est conservatif et donc i est un isomorphisme. La
démonstration de 'autre cas est identique.

¢

1.2 Catégories Monoidales Symétriques

Dans un premier temps, nous allons expliciter la structure de base sur laquelle nous allons travailler, c’est & dire pour
commencer, la structure monoidale. C’est ce point de vue catégorique qui permet une généralisation de la théorie des
schémas et se pose en base de la géométrie relative.

Definition 1.2.1. Une catégorie monoidale symétrique est la donnée d’un triplet (€, ®, 1) muni des structures suiv-
antes:

i. Une catégorie C.
ii. Un foncteur produit tensoriel — ® —: € x € — C
iii. Un objet identité 1 dans C pour le produit tensoriel.

iv. Pour X|Y, Z € €, des isomorphismes fonctoriels :

aX7y7zl(X®Y)®Z—>X®(Y®Z)
Ix:1X — X
ry: X®1—X
SX,)Y): XY -Y®X

Tels que les diagrammes suivants commutent VX, Y, W, Z € C :

WeX)e(Y®Z)

(WeX)oY)® 2) We XY e2)
\Law,x,y®1dz Idw®Ax,Y,zT
We(XeY)eZ wxerz We(XeY)® Z)
XeloY XLy Xo(loy) Xo1l—2Y 19X xev )
rx®Idy S(Y,X)
Tdx ®ly 1d(X®Y)

(X®Y) X®Y
(X®Y)®Z*‘>Z®(X®Y) X®(Y®Z) ZY@Z)@X)
aX,Y,Z\L \Laz‘ly‘x aX’ly’Z\L lﬂy,z,x
X®((Y®2) (ZoX)QY (XeY)®Z Y ®(Z®X)

IdX®S(Y,Z)\L ls(Z,X)@Idy S(X,Y)@Idzl l[dy@S(Z,X)
X®(ZQY)—= (X®2Z2)QY YRX)®Z > Y®X®Z

“Xizy
Definition 1.2.2. Un foncteur monoidal faible symétrique de (€, ®,1) dans (€', ®,1’) est la donnée
i. D’un foncteur F': € — C'.
ii. Pour tout couple (X,Y) € €, d’'un morphisme Sp(X,Y): F(X)0 F(Y) - F(XQY).
iii. D’un morphisme 1;:1" — F(1).



Tels que, pour X,Y, Z € C, les diagrammes suivant commutent

Sp(X,Y)OId Sr(XQ®Y,Z)

l
(FX)oFY)0F(Z) T FXeY)oF(Z) T F(XeY)®Z) 1'6FX) — s F(X)
aF(X),F(Y),F(Z)\L iF(aX’Y’Z) 1F®Idl TF(IX)
F(X)o (F(Y)® F(2)) F(X)oF(Y ® 2) FX®(Y®Z) F1)oFX)—F1X)
IdoSF(Y,2) Sr(X,Y®Z) 7(1,X)
TF(X) F(X,Y)
F(X)o1 F(X) FX) o FYS" Y pix o v)
zd@ul Tmrx) s<F<x>,F<Y>>l lnsoc,y»

Definition 1.2.3. Un foncteur monoidal fort symétrique est la donné d’un foncteur monoidal faible symétrique F'
dont les morphismes structurels 1z et Sg sont des isomorphismes.

La complexité de ces définitions est contrebalancée par le théoréme de cohérence de Mc Lane, pour lequel nous
nous référons a [Mcl], qui permet de considérer les isomorphismes structurels d’associativité et d’unité comme des
égalités pour vérifier des propriétés stables par équivalences de catégories.

THEOREME 1.2.4. Soit C une catégorie monoidale, alors elle est équivalente, via deux foncteurs monoidaux forts a une
catégorie monoidale stricte, i.e. ot les morphismes d’associativité et d’unité sont des identités.

Dans la suite, pour toutes les démonstrations concernant des propriétés stables par équivalences, on pourra donc
se restreindre sans perte de généralités au cas d’une catégorie monoidale ou les morphismes d’associativité et d’unité
seront des identités. On conservera parfois les notations utilisées pour les morphismes d’unité qui clarifient des
détails techniques et facilite la rédaction au cours de certaines démonstrations. En réalité, 'apport de cette démarche,
notamment au niveau de la lisibilité, vient surtout de la possibilité de considérer les morphismes d’associativité comme
des identités. Pour certaines démonstration, il ne sera pas possible de se ramener a des identités et il est utile de
rappeler le théoréme suivant que 'on peut trouver dans [McL].

THEOREME 1.2.5. Soit C une catégorie monoidale symétrique. Pour tout n-uplet (X;);=1., d’objets de C et tout couple
de mots (v,w) de longueur n formés des X;, il existe un unique morphisme naturel de permutation o : v — w obtenue
a partir du morphisme de symétrie.

Les catégories monoidales que nous considérerons, auront pour ’essentiel les propriétés définies ci-dessous.
Definition 1.2.6. Une catégorie monoidale est dite fermée si pour tout couple d’objets (X,Y’) de C, le foncteur:

C°P — Ens
Z — Home(Z @ X,Y)

est représentable par un objet Home(X,Y) € C.
Cette derniére propriété trouve une utilité pratique immédiate dans le lemme suivant.

Lemme 1.2.7. Soit C une catégorie monoidale symétrique fermée. Alors le produit tensoriel est distributif par rapport
auz colimites petites.

Preuve
Soit J un diagramme petit. Soit X,Y des objets de C. Alors

Home(colimgZ; @ X,Y) = Home(colimgZ;, Home(X,Y))
« limgHome(Z;, Home(X,Y)) = Home(colimg(Z; @ X),Y)
¢

Nous allons maintenant décrire plus précisément les structures des objets d’une catégorie monoidale: monoides
commutatifs et modules. Ce sera précisément la catégorie des monoides commutatifs qui jouera le role de catégorie
des schémas affines.

Definition 1.2.8. Un monoide commutatif dans € est la donnée de :



i. Un objet A
ii. Un morphisme my: A® A — A
iii. Un morphismeig:1 — A
tels que les diagrammes suivant commutent:

s(A,A)

A ApAd—2 L agaA A2 (A AJYE 40 A

Ida®ia _
\ m % “nA@IdA)OaA,lA,Ai \LmA
A

A@A?A

/m

Definition 1.2.9. Un morphisme u de monoides de A dans B est un morphisme de C tel que les diagrammes suivants
commutent:

1®

1——1 A A—5>B®B
iAl l’iB MA\L lmB
A?B A B

Definition 1.2.10. Soit A un monoide commutatif dans €, Un A-module est la donnée de:
i. Un objet M € €
ii. Un morphisme pp : AQ M — M

Tels que les diagrammes suivant commutent:

ma®Ildy 1A®IdM

ARA)oM—“—A4eM 1M ————>ARM
(IdA®M1\4)°(aA,A,J\4)l lﬂM \ /
A M M

Notons que les diagrammes commutatifs ci-dessus, implique pour tout monoide commutatif A dans € et pour tout
A-module M que le diagramme suivant est aussi commutatif

Mol —td®ia Tdy ®ia o Td®ia i A

\ %9(1»1 A)

Definition 1.2.11. Un morphisme u de A-module de M dans N est un morphisme de € tel que le diagramme suivant
commute:

Ida®u

AQM —=A® N
“M\L \LHN
M——>N

Definition 1.2.12. On notera Comm/(C) la catégorie des monoides commutatifs dans C et A — mod la catégorie des
A-modules dans € pour A dans Comm/(C).

Remarque 1.2.13. La définition de module donnée ici est en fait la définition de module & droite. On a de méme une
définition de module & gauche. La catégorie € étant symétrique, ces deux catégories sont isomorphes. Cela explique
pourquoi nous parlons de la catégorie des modules, sans préciser s’il s’agit de module & gauche ou a droite. Chacun de
ces modules est muni d’une structure de module a gauche comme d’une structure de module & droite. La multiplication
de module & gauche est obtenue en composant avec I'isomorphisme structurel de symétrie a partie de la multiplication
a droite. Par abus de notation, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguités, nous noterons ces deux multiplications de la méme
maniére, i.e. up; pour un module M.
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On démontre d’abord la proposition suivante.

Proposition 1.2.14. Soit C une catégorie monoidale fermée
o Si C est complete alors pour tout A dans Comm(C), A — mod est compléte.
o Si C est cocompléte alors pour tout A dans Comm(C), A —mod est cocompleéte.
o Si C est compléte alors Comm(C) est compleéte.

o Si € est cocompléte alors Comm/(C) est cocompléte.

Preuve
Ces propriétés sont stables par équivalence, on se raméne donc pour commencer au cas ou les morphismes structurels
sont des identités. On en fera apparaitre certain par commodité lors de la rédaction en les notant de maniére usuelle,
chacun d’entre eux étant égal & un morphisme identité.

- Soit A € Comm(@), le foncteur d’oubli ¢ de A — mod dans € créé les limites petites.

En effet, soit ' : J — A — mod un foncteur d’une catégorie petite J dans A — mod. 1l nous faut munir
M := lim(i o F) dans C d’une structure A-module telle que les morphismes naturels M — F(j) soient des
morphismes de A-modules. On a M ® A = limjcg(io F(j)) ® A. Les morphismes naturels

limjes(i o F() ® A — F(j) ® A — F(j)

induisent donc un morphisme pp; : M ® A — M. De plus, pour j € J, les diagrammes suivants, commutatifs
dans €, montrent que ce morphisme fait bien de M un A-module et que les morphismes M — F(j) sont bien
des morphismes de A-modules.

MARA Idy®@ma

T

Idp;y®@m .
FHHoAs AL FiHleoA<—Me A

MF(.;’)®1dAi lwm luM

NP0 9 A () o
HWN\‘ /
37
M®A
M M M ® 1
//
/
//
®1l /

TF ()

Idy®ia

) F(5)
(

F(j)® A

|

M®A

On en conclut donc que la limite de F' dans A — mod est représentable et que lim(i o F) « lim(F') dans C.

- Soit A € Comm(C), le foncteur d’oubli ¢ de A —mod dans € créé les colimites petites.

En effet, soit F : J — A — mod un foncteur d’une catégorie petite J dans A — mod. Il nous faut munir
M := Colim(i o F) dans € d’une structure A-module telle que les morphismes naturels F(j) — M soient
des morphismes de A-modules. On a M ® A = Colimjej(i 0 F(j)) ® A = Colimes(i(F(j) ® A)) d’aprés
Les morphismes naturels pp;)F(j) ® A — F(j) — Colimjegio F(j) = M induisent donc un morphisme
ty M ® A — M. De plus, pour j € J, les diagrammes suivants, commutatifs dans €, montrent que ce
morphisme fait bien de M un A-module et que les morphismes F(j) — M sont bien des morphismes de A-
modules.

11



M@A®A Idy®@ma

T

Idp i \®@m
FiloAdes ALY FlHled— Mo A

MF(j)®IdAi \L”F(j) lum

F(j) ® A———> F(j) M
pav@Ida
122,74

M®A
’ : /M o

TF () AR

m %@U '
F(]) ®A Idy Qia

|

M®A
On en conclut donc que la colimite de F' dans A — mod est représentable et que Colim(io F') = Colim(F) dans
C.
¢
Le foncteur d’oubli de Comm/(C€) dans €, que nous appellerons toujours ¢ par commodité, crée les limites petites.

En effet, soit F' : I — Comm(C) un foncteur d’une catégorie petite J dans Comm(€). Il nous faut munir
A :=lim(io F) dans C d’une structure monoide commutatif telle que les morphismes naturels A — F(j) soient
des morphismes de monoides commutatifs. On a A® A = lim(io F') ® lim(i o F'). Les morphismes naturels

lim(i o F) @ lim(i o F) — F(j) ® F(j) — F(j)

induisent donc un morphisme my : A ® A — A. Le morphisme d'unité i4 : 1 — A est quant & lui induit
naturellement par les morphismes ip ;) : 1 — Fj. De plus, pour j € J, les diagrammes suivants, commutatifs
dans C, montrent que ces morphismes font bien de A un monoide commutatif et que les morphismes A — F(5)
sont bien des morphismes de monoides commutatifs.

ARARA Ida®ma

F(j) ® F(j) @ FGV50F (j) @ F(j) ~—— A® A

mF(j>®de(j>l lmm') lMA

F@) @ F@) F(j)

A
MF ()
ma®Ilda \
ma

AR A

TA

TF(4)

k dr ) QiF(j)

F(j) © F(j) Has

|

A®A
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1® F(j)
lr(j)
\;‘FX W”-” g

AR A

On en conclut donc que la limite de F' dans A — mod est représentable et que lim(i o F') = lim(F') dans C.
¢

Pour la cocompetude, nous allons commencer par montrer que le foncteur d’oubli i créé les colimites filtrantes.
Soit F' : J — Comm(C) un foncteur d’un diagramme filtrant petit J dans Comm(€). Il suffit de montrer que
B := Colimgi o F est un monoide et que les morphismes naturels F(j) — B sont des morphismes de monoide.
Pour cela remarquons que B® B = ColimjcgF(j) ® Colimyeg F (k) © Colim; peq2 F(j) ® ) d’aprés _ Or
J étant filtrant, pour tout couple (j, k), il existe [ tel que j — I et k — [ on a donc F(j) ® F(k) F()® F().
Notons C := Colim;c;F(l) ® F(l), on a alors par propriété universelle de la colimite qu’il existe un morphisme
B® B — C et un morphisme C' — B® B. Leur composition sur B® B (resp sur C') est 'unique endomorphisme
commutant avec les morphismes F(j) ® F(k) — B® B, k,j € J (resp les morphismes F(I) ® F(I) — C, 1 €7J)
i.e. est l'identité. On en déduit donc C « B ® B. En particulier, les morphismes F(I) ® F'(I) — B induisent
un morphisme mp : B® B — B. On doit maintenant définir le morphisme unité ig de B. On choisi j € ]
et on pose i := 1 — F(j) — B. Il faut vérifier que cette définition ne dépend par du choix de j, pour cela,
prenons j,k € J et vérifions qu’ils induisent le méme morphisme. J étant filtrant, il existe [ tel que j — I et
k — I et on a donc i = ily = i%. On vérifie finalement que ces morphismes munissent B d'une structure de
monoide en remarquant que comme précédemment B ® B ® B = colimc; F(I) @ F(I) ® F(l) et en construisant
les diagrammes commutatifs suivants:

B®B®B Idp®@mp

T

F(l)® F(l ®F(

mF(l)®IdF(l)i

VY 2OR() @ (1) —= Be B

lmF(Z) J{mB

F() B

mp®Ildp

mp

B®B

B po B/@ 1
/
/
7
/
- F)@1
m /I{y@iz«*(z) )
F(l) @ F(l) ldp&in

|

B®B
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ANN ZB 7

10 Fl) /
lr@)
\m WF(Z)

F(l)® F(l)

|

B®B

S(B,B)
B® B B®B

\q\\

\ F(l)® F() F(l)® F(1)

meg(1)
mp ME(1)

S(F0),F (1))

Finalement, la colimite filtrante de F' est représentable dans Comm(C) et on a un isomorphisme dans € Colim/(io
F) = colim(F). Le foncteur d’oubli Créé donc les colimites filtrantes dans Comm/(C). Or Les sommes disjointes
finies sont elles méme représentables dans Comm(C) d’apreés Et Comm(€) admet I'unité de € comme
objet initial. D’aprés le dual du théoréme 2, partie V.2 de [McL], les colimites finies sont représentables dans
Comm(C). Si on se donne maintenant un foncteur F' : J — Comm(C), ot J est une petite catégorie. Pour toute
sous catégorie finie J de J, Fy := colimg(F) est représentable dans Comm(C) et colimg(F') est isomorphe a la
colimite filtrante Colimgcy fini Fy qui est représentable dans Comm/(C).

Proposition 1.2.15. Supposons que C admette des conoyauz. Soit A dans Comm(C)
o La catégorie A —mod est une catégorie monoidale symétrique d’unité A admettant le produit tensoriel suivant:
[(uaroS(X,A)@Idn]oay, 4

(M,N) — M ®4 N := Coker( M @ (A® N) M®N)
Idm®pn

o Les monoides dans A-mod forment une catégorie équivalente aux monoides de C au dessus de A i.e.:
Comm(A — mod) = A/Comm/(C)
On notera A — alg cette catégorie.

Preuve:

- On ne peut se réduire & une catégorie monoidale stricte car il faudrait alors montrer que ’équivalence permet
de construire une structure de catégorie monoidale sur le A — mod de notre catégorie de départ a partir de la
structure stricte que nous déduirions facilement pour le A —mod de la catégorie stricte. Et cela reviendrait a la
méme démonstration.

On procéde donc & une démonstration directe. On construit les morphismes structurels d’associativité, d’unité
et de symétrie. Soit X € A —mod, On a

X @4 A= Coker( X @ (A® A) X®A)

De plus, le morphisme pux : X ® A — X est scindé par le morphisme (Idx ® i) o r;(l, ie. Idxy = pux o
(Idx ®1ia)o0 r)_(l. Le morphisme px induit un morphisme toujours noté rx : X ® 4 A — X. Comme px est un
épimorphisme, il est clair que X vérifie la propriété universelle de cette colimite et donc que rx ainsi construit
est un isomorphisme. On construit le morphisme unité [y par une méthode parfaitement symétrique.

Pour le morphisme de symétrie, remarquons que pour X,Y € A — mod, on a
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XR4Y 2Coker( X@ARQY X®Y)
On a un morphisme naturel

S(X,Y)
foS(X,Y)i= XV Y @X —=Y @4 X

On commence par montrer qu’il égalise les deux fléches
X@ARY ___X®Y
Notons f: Y ® X - Y ®4 X,on a
foS(X,Y)o((uxoS(X,A)®@Idy)oaxyy = fo(ldy ® (ux o S(X,A) 0 S(X @A, Y)oax!,y
— fo(Idy ® px) o (Idy @ S(X,A)) 0 S(X ® A, V) oaxlyy
Or f égalise Idy ® px et ((uy 0 S(Y,A)) ® Idx) o ay'y  donc
= fo((uy o S(Y,A)) ® Idx) oayy x o (Idy ® S(X,A)) o S(X ® A, Y)oax',y
= fo(uy ® Idx) o (S(Y,A) @ Idx) o ay'y y o (Idy ® S(X, A))) o S(X ® A, Y)ax' sy
D’apres la composé de morphisme de symétrie et d’associativité qui apparait ici est égale & Sx 4gy d’ol
=fo(uy ®Idx)oSx agy = foS(X,Y)o(ldx @ puy)

Comme foS(X,Y) égalise ces deux fleches, on a un morphisme induit X ® 4 Y — Y ®4 X. Ce morphisme que
nous noterons toujours S(X,Y’) est notre morphisme structurel de symétrie.

Pour 'associativité, on se donne X,Y, Z dans A — mod et on cherche un morphisme
axy,z: (XQ®aY)Q4Z —>X R4 (Y ®a4Z)

On note f le morphisme naturel X ® (Y ® Z) - X ®4 (Y ®4 Z). On commence par remarquer que foax.y z
égalise les deux morphismes

(XeY)e(A®Z)_ _(XeY)®~Z

_—

On cherche a calculer
g:=foaxyzo (hxey o S(X®Y,A))®@1Idz)o a)_(}gY,A,Z
Or le produit de deux A-modules est muni d’une structure de A-module qui peut étre décrite par
txey = (px ®@Idy)oay'yy AR (X®Y) > X QY
Ce qui donne donc
g="foaxyzo(((nx @ Idy)oaylsy) o S(X ®Y,A) @ Idz)oaygy 4 5
=foaxyzo(ux ®Idy ® Idz) oo
Ou ¢ est le morphisme de permutation canonique donné par [I.2.5]
c:(XRY)@(A®Z) - (AX)QY)® Z
d’o
g=fo(px ®Idy ®Idz)oasgxy,zo0 = fo(ux ®Idy ® Idz) oo’

Ot o’ est I'unique morphisme canonique (X @ Y)® (A® Z) - (A® X) ® (Y ® Z) On obtient Or f égalise
Idx®pygz et (uxoS(X, A))®IdY®Z)oA;(’1A}Y®Z. Et on aaussi pygz = (Idy®uz)oc”.onc” : AQ(Y®Z) —
Y ® (A® Z). On obtient donc

g=fo(ldxgy ® pz)oo®
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avec 03 (X ®Y)®(A®Z) - X ® (Y ® (A® Z)) soit finalement, par fonctorialité de 1’associativite.

g=foaxyzo(ldxey ® pz)
Donc foay y,z égalise les deux fleches du conoyau et il y a donc un relévement de ce morphisme (X ®Y)®42Z —
X®a4(Y®a2).

On obtient par une méthode similaire ’existence d’un relévement, que nous noterons toujours ax,y,z
axy,z: (XQaY)Q4Z - X R4 (Y Qa4 Z)
Ce relévement est notre morphisme d’associativité.

Tous les diagrammes commutatifs structurels des morphismes que I'on vient de définir s’obtiennent comme dans
la proposition précédente, i.e. en montrant & l'aide de diagrammes que les digrammes commutatifs structurels
des morphismes structurels de C se reléve naturellement.

¢

- Pour démontrer ’équivalence de catégorie Comm(A—mod) = A/Comm(C), on construit d’abord deux foncteurs.
Soit B € Comm(A — mod). Rappelons que le morphisme unité B ® 4 A — B est induit par le morphisme de
multiplication ug : B® A — B. On va montrer que B est munit naturellement d’une structure de monoide
commutatif au dessous de A et par conséquent qu’il existe un foncteur d’oubli de Comm(A — mod) dans
A/Comm(€). On rappelle que on utilise les méme notations pour les morphisme structurels des catégories

monoidales A — mod et €. Le morphisme unité de B est donné par 1 A AiHB- B et le morphisme

multiplication par B B—— B ®4 BZZ ~ B . On construit les diagrammes commutatifs suivants pour
vérifier que ces morphismes munissent B d’une structure de monoide commutatif dans C.

oSBB
B®AA*>B B®AB—>B®AB A®ABLLB (

S(B,B)
2 N 1 e

B®A B®1 B®B*>B<7B B A®B=<——1®B
®ia iA®ldp

a5 S(B,B)
B®B®B IdpGmn B®B
\ - ///
mp®Ildp B®ysB®y4 B B®a B /
/mB
IdB@AmBi imy
B® B B®ys B B B

mp

Une vérification analogue permet de montrer que tout morphisme de Comm(A — mod) définit un morphisme
de monoide commutatif au dessous de A et que l'on a donc un foncteur d’oubli (fidéle), que l'on notera i, de
Comm(A — mod) dans A/Comm(C).

Soit maintenant B € A/Comm(€C). On a un morphisme naturel de monoides commutatifs A — B qui fait de
B un A-module dont le morphisme structurel est donné par B® A — B ® B — B. De maniére analogue a la
premiére partie de la preuve, les diagrammes structurels commutatifs du monoide B permettent de construire
des diagrammes similaires pour la A-algébre B. On vérifie, toujours par la méme méthode, qu’un morphisme de
A/Comm(C) est dans Comm(A—mod). Cela construit un foncteur d’oubli adjoint. On vérifie alors aisément que
ces deux foncteurs définissent des isomorphismes inverses de catégorie entre A/Comm/(C) et Comm(A — mod).

¢

Proposition 1.2.16. Les sommes amalgamées sont représentables dans Comm(C), on les décrit de la maniére suiv-
ante. Soient C' € Comm(C) et A,B € C—alg, alors A®c B = Al], B. En particulier, siC =1 on a A9 B = A[[ B.

Preuve
11 suffit de montrer dans € que pour A, B € Comm/(C), A® B vérifie la propriété universelle de la somme disjointe. Soit
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donc D € Comm(C) tel qu’il existe f1 : A — D et fo : B — D. On définit alors un morphisme de A ® B dans D par
h:=mpo(fi ® fz). On veut montrer qu'il est 'unique morphisme de A® B dans D tel que ho (Ids ®ip)o rgl =f1
et ho(ia®Idg)o r;l = f2. Soit donc f un morphisme vérifiant cette méme propriété. Calculons h = mp o (f1 ® fa)
en fonction de f.

mpo (fi® fo) =mpo[fo(lda®@ip)or,' @ fo(ia®Ildg)ory']
Par compatibilité de o et ®, on a
=mpo(f®f)o[(Ida®ip)or,' @ (ia®Idg)ory']
Et f est un morphisme de monoides donc
= fomagpo[(Ida®ip)or,' @ (ia®Idg)ory']
Or magp = (ma®mp)o (Ida® S(B,A)® Idp)
Dot mp o (fi® f2) = fo[(mao(lda®ia)ory’)® (mpo(ip®Idg)ory)

= f d’aprés les diagrammes structurels d’unité des monoides A et B.

¢

Proposition 1.2.17. Soit C une catégorie monoidale fermée bicompléte alors, pour tout A dans Comm(€), A —mod
est fermée. Soit M € A — mod, alors le foncteur M ® 4 — : A — mod — A — mod & un adjoint & droite défini par:

*

e
Homy_ oM, =) := M' — ker[ Home (M, M") Home(M @ A, M') ]
g

ot g est définit comme étant I’adjoint du morphisme
Home(M,M')® A — Home(M, M © A) "2 Home(M, M)

Preuve
Le Hom interne ainsi définit admet bien les diagrammes structurels attendus. On le vérifie encore grace au foncteur
Colimg pour I := * *

Ecrivons ’adjonction voulue plus précisément

Homp—moa(M @4 N, M') = Homa—moa(M,Hom 4_,...(N, M"))

On doit montrer que la définition que 'on a donnée vérifie bien cette propriété. On a :

pr®@Idy
Homa—moa(M @4 N, M) = Hom g _moq(Coker( M @ AQ N M®N ), M)
Idy@pN

(b ®IdN)*
« Ker( Homa—moa(M & N, M) Homp—moa(M @ AQ N, M’))
(Idm®un)*

*
Har

« Ker( Homa—moa(M, Home (N, M'")) Homa—moa(M @ A, Home(N, M")) )

« Ker( Homa—moa(M, Home (N, M')) Homp—moa(M, Home(A® N, M")) )

Il nous faut maintenant décrire les deux derniers morphismes. Le morphisme (Idy; ® pn)* se transforme naturellement
en Hom a_moed(M, 1) pour lequel nous choisirons la notation plus commode (u})«. Pour décrire le second morphisme,
on écrit les deux diagrammes commutatifs suivants, le premier concerne la A-linéarité des morphismes considérés et le
second les propriétés de commutativité des adjonctions. Soit f un morphisme de A-module de M dans Home(N, M').
On rappelle que Home (N, M’) est muni d’une structure de A-module dont la multiplication est 'adjoint de g, que
nous noterons ¢’, décrit dans la définition ci-dessus.

d
Mo A % Homo (N, M) ® A

M—— Home(N, M)
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Ida)™
HOmA_mOd(M ® A, Home (A & ]\/v7 M/))(]&)HomA—mod(Hom@(Nv M/) & A77H0mG(Na M/))

Homa—mod(M, Home(N, M")) < Homu_moa(Home(N, M'), Home (N, M'))
On obtient donc d’apreés le premier diagramme, en considérant le morphisme
why s Homg_moa(M, Home(N,M")) — Hom g_moa(M @ A, Home(N, M"))
que le morphisme p3,(f) = fopunr est égal au morphisme ¢'o(f ®Id4)* et d’aprés le second diagramme, ce morphisme
est égal & f*(g) = g o f. Finalement, on obtient
g
Homp—moa(M ®4 N, M) = Ker( Homa—moa(M, Home (N, M')) Homp—moa(M, Home(A® N, M")) )

()«

Et comme ces deux morphismes ne dépendent pas de M:

g
 Hom A—mod(M, ker| Hom (N, M") Home(N® A, M) ])

KN

1.3 Adjonctions dans une Catégorie Monoidale Symétrique

Nous allons ici détailler les adjonctions entre une catégorie monoidale symétrique € et les catégories associées Comm/(C),
A —mod, A € Comm(C). D’ou nous déduirons des résultats analogue pour les catégories monoidales symétrique
A —mod, A € Comm(C).

Proposition 1.3.1. Le foncteur monoide libre engendré définit par:

L:C— Comm(C)
X = L(X) = [Len(X®")/Sn

Ou S, est le groupe des permutations d’un ensemble de n élément, est adjoint & gauche au foncteur d’oubli.

Preuve
Tout d’abord,on doit montrer que L est bien défini, pour cela on se doit d’expliciter le produit que l'on prend pour
L(X) ainsi que le morphisme 1 — L(X). Pour le morphisme unité 1 — L(X), rappelons que par convention, on prend
X®0:=1 et cela nous définit bien un morphisme unité. On note p,, et j, les morphismes naturels

Pn s XO — XOn/G
Jn s 2x®/S, — L(X)
Pour la multiplication, on a le diagramme commutatif suivant:

Id P(n+m)
xen g xom X®bm) — s (YOO S

pn@pwzl \LP("H»'"L) lj(”+7”)

Y(n,m) J(n+m)

(XE7)/S0 @ (XE™) /Sy ——= (XEHM) /S, L(X)

j’VL®j’VTLi ljd

L(X) ® L(X) L(X)

mr(x)

Ol V() est induit par pe,m) o Id et mp(x) est induit par ji,4m) © V(n,m)-

On doit vérifier que la multiplication ainsi définie est commutative et respecte 'unité. Pour I'unité, compte tenu
du fait qu’il s’agit de I'inclusion jo, il suffit de remplacer m par 0 dans le diagramme précédent. Pour la commutativité,
on a le diagramme commutatif suivant:
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S((X®")/Sn (X®™)/Sm)

(XEm)/Sn @ (XE™) /S (XEm)/Sm @ (X7) /Sy

jn@jrn j7n®jn,
Y(m,n)
S(L(X),L(X))

Yo L(X) @ L(X) L(X) ® L(X)
mr(x)
n+m Id n+m m
(X®( + ))/S(n+m) (X®( * ))/S(ner) LX)
J(n+m)
J(n+m)
L(x) _ L(x)

On doit, pour terminer de montrer que L est bien défini, montrer que pour u: X — Y € € L(u) = [], cn(u®")/Sn
est un morphisme dans Comm(C). On écrit en fait le diagramme commutatif:

(u®™)/Sn @ ™)/ S
(X®7)/Sp ® (X2™) /S, (Yo) /S @ (YO™) /S

Pn@Pm Pn@Pm

u®n®u®1n
X8n g xom yen gyem
V(n,m) Id Id V(n,m)
2 ®(n+m)
X®(ntm) y@(ntm)
P(n+m) P(n+m)
(X®(n+m))/s(n+m) (Y®(n+m))/s(n+m)

\_-/

(u®("+m))/5(n+m)

et on obtient donc aussi :

RXn Sn RXm S7n
(XY /S, @ (X®™)/S,, (u®")/Sn@u®™)/

W

(YY) /Sn @ (YE™) /S,

Y(n,m)
)

L(u)®L
V) L(X) ® L(X) (e LY)® L(Y)
(u®(’”+””))/sn mr(x)
(X®(n+m))/5(n+m) (Y@(n+m))/s(n+m) mr(y)
J(ntm)
L(X) L(Y)

L(u)

Passons maintenant a ’adjonction en elle méme, on construit, pour X € C et A € Comm(C):

Y Home(X, A) — Homcomm(e)(L(X), A)
U — mo L(u)

Ot 7 est le morphisme induit par les multiplications (A%®")/S,, — A. On définit alors ¢)~! par :
v—voj
11 est alors clair que ¥ ~! o9 = Id. Pour l'autre sens, il faut montrer:

mo [pen((v o)) /Sn = v

19



11 suffit de montrer que ¥n € N:
mo HneN((U 0j1)®")/5n 0 jn =00 jn

Or mo [[,en((v0j1)®"/Sn 0 jn = vianm o (voji1)®")/Sy(avec v(4 ) induit par (m4)®™=1) par construction de p.
On remarque ensuite que 'on a: mpx) o j1 ® j1 = j2 0 ¥(1,1) (reprendre le diagramme commutatif avec n = m = 1).
Or v(1,1) = p2 par construction. En itérant on a de méme:

(mpx)®mY o j@" = j, op,
On obtient les diagrammes commutatifs suivants :

.®n
v®n

xon — s [(X)8n s gen

.igm S, A
pnl (]/ \L(mL(X))‘g)(n_l) /\‘(mA)®("l)

(X)) Sp — L(X) A

Jn v

™)/ S, v®™) /5,
xon /s, L xyemy s L (a0my s,

Idl J/”(L(X)m) l”(Am)

Ot V(4 n) et V(1,(x,n)) sont induit par (ma)®=1 et (mL(X))®(”*1). Finalement le dernier diagramme donne le résultat
cherché.

¢

Corollaire 1.3.2. Pour A € Comm(C), on dispose d’un foncteur A-Algeébre libre associée, noté L de A —mod dans
A — alg adjoint & gauche au foncteur d’oubli.

Preuve
On applique la proposition précédente a la catégorie monoidale (A — mod, ® 4, A).

Proposition 1.3.3. Le foncteur A-Module associé définit par:

€ — A—mod
X—-X®A

est adjoint a gauche du foncteur d’oubli.

Preuve
Pour commencer, remarquons que ce foncteur est bien définit. On choisi en effet pxga = Idx ® m4. Pour X dans C
et M dans A — mod, on doit construire une application bijective de Home(X, M) dans Hom g meqd(X ® A, M). On
définit ¢ et son inverse comme suit:

o:f—pumolda® f
o lig—go(ldx @iaory')
Commencons par montrer ¢! o ¢ = Id. On réécrit p(f) et p~1(g) comme suit:

Id

Tx

! Idx®ia
X X
g =X Xol

X®A-L>M
On peut donc décomposer ¢! o ¢(f) de la fagon suivante :

X Idx ®i ®Id
e Tx r®1 X®ZAX®Af AM®AHL>M

Or par compatibilité du produit tensoriel et de la composition, on a:
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(f®IdA)O(Idx®iA) =fRig= (IdM ®iA)Of®Id1
On obtient donc :

ret A
X X Xol f®1d1M®1IdM®AM®AHM M

Or ppr o (Idy ®i4) =rpy. On a donc:

Id
Xo1 2% e

On a donc o~ top(f) = f
Passons maintenant au second sens. Il faut donc montrer p o ¢ ~!(g) = g. On décompose ce morphisme comme suit:

1235

Id 3 Id ®Id
x®1a®Ida X®A®Ag A Mo A M

ry ®Ida
XQA—"—XR1I®A

Or g€ A—mod donc ppro(g®@1Ida) =go (Idx ® ma). On a donc:

< ®Id Idx®ia®Id Id
X@A— X" X o1pA X010 v oA 1M x oAty

Or (Idx @ ma)o (Idx ® (ia®1Ida)) =Idx @ (mao (ia®1Ida)) =rx @ Ida.
Pour la derniére égalité, il faut écrire le diagramme:

d 7 d
X@loA—0x@uelds o 4gA

T‘% % A

X®A

On a enfin go (ry' @ Ida) o (rx ® Ida) = g.
¢

Corollaire 1.3.4. Pour A — B dans Comm(C), on dispose d’un foncteur — ®4 B de A —mod dans B —mod, qui &
X associe X ® 4 B adjoint a gauche du foncteur d’oubli.

Preuve
On applique la proposition précédente a la catégorie monoidale (A — mod, ® 4, A).

¢

Corollaire 1.3.5. Pour A — B dans Comm(CQ), on dispose d’un foncteur — @4 B de A —alg dans B —alg, qui a C
associe C ® 4 B adjoint a gauche du foncteur d’oubli.

Preuve
Par restriction aux algébres de ’adjonction donnée par le corollaire précédent. Il faut vérifier I'image d’une Algébre
par un de ces foncteur a une structure d’algébre canonique.

Soit C' € B — alg, il faut le munir d’une structure de A-algébre. La multiplication et 'unité sont donnés par

C®sC—-C®pC—C
A— B—-C
On vérifie que ces morphismes munissent C' d’une structure de A-algébre par une méthode analogue a celle développée

dans la preuve i.e. en construisant chaque diagrammes pour mettre en évidence le fait que les diagrammes
structurels pour B — alg se relévent en des diagrammes structurels pour A — alg.

Pour C € A — alg, il nous faut munir C ® 4 B d’un structure de B-algébre. L’unité est donnée par le morphisme
naturel

B—-C®sB
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et d’aprés ce qui préceéde, B est muni d’une structure de A-algébre et la multiplication est donné par (on peut ici
considérer les morphismes d’associativité et de symétrie comme des identités)

CRIABINCRINB—-CR,C4B4B—C®sB

L’existence des diagrammes commutatifs structurels est encore donnée par la méthode de

¢

Corollaire 1.3.6. Soient C une catégorie monoidale symétrique et A € Comm/(C). Soient X dans C (resp A —mod)
et B,C dans Comm(C) (resp A —alg). Si X est compact alors L(X) (resp La(X)) est de présentation finie dans
Comm(C) (resp A —alg)) et X @ B (resp X ®4 B) est de présentation finie dans B — mod.

Preuve
Les foncteurs adjoints préservent les colimites filtrantes, d’aprés

d

1.4 Catégories w-Localement Présentables et Contextes Relatifs

Definition 1.4.1. Une catégorie € est dite w-localement présentable si la sous catégorie Cy petite formée des objets
de présentation finie est génératrice, dans le sens ou le foncteur de Yoneda :

i: C—— Pr(C)
est pleinement fidéle. Ou Pr(Cy) est la catégorie des préfaisceaux sur Cp.
Dans le cadre de cette thése, toutes les catégories w-localement présentable que nous regarderons seront bicom-
plétes.
Remarque 1.4.2. Si € est w-localement présentable on a donc pour tout morphisme v : X — Y € €, ’équivalence
suivante

u est un isomorphisme < wu, : Home(Z,X) — Home(Z,Y) est un isomorphisme VZ € €

De plus, si € est cocompléte, pour tout X dans € on a X = colimyee,/xY. On dit aussi que la catégorie Co est
génératrice par épimorphismes stricts. On peut en effet montrer que tout objet de € est un quotient d’un objet de €
par un épimorphisme strict. Un épimorphisme strict étant un épimorphisme X — Y tel que ¥ « X/(X xy X)

On définit la catégorie suivant qui nous sert a construire un adjoint de 3.

Definition 1.4.3. Soit F' € Pr(Cp). La catégorie des éléments de F, notée CJ est donnée par
> Un ensemble d’objets formé des couples (k, f) ou k € Cqg et f € F(k)

> Pour deux objets (u, f), (v, f’), un ensemble de morphismes formé des morphismes u : k — k' tels que
u* : F(k') — F(k) envoi f' sur f.

Lemme 1.4.4. Soit C w-localement présentable et bicompléte, le foncteur K : Pr(Cy) — € définit par
K(F) := Colimerk
est adjoint a gauche de 1.

Preuve
Pour X € Cet F € Pr(Cy) on doit construire un isomorphisme de Homp,(e,)(F,i(X)) dans Home(K(F), X).
Soit p : F — i(X). Le morphisme p induit naturellement un foncteur p : C§' — G, on a donc un morphisme
associé C’olimgok — C’oliméﬁ)k. Comme on a un morphisme naturel de diagrammes de C dans le diagramme
constant égal & X, on a C’olimé(ok — X et on obtient par composition avec le morphisme précédent un morphisme
o(p) : Colimgok — X. Le morphisme ¢ : p — ¢(p) est par construction injectif.

Réciproquement, on se donne un morphisme p : K(F) — X. On définit pour tout k¥ un morphisme py; F(k) —
Home(k,X) qui & f associe le morphisme induit ¥k — K(F) — X. Cette famille est fonctorielle en k car la famille
des morphismes de k dans K(F) Dest.

Cela prouve finalement que le morphisme ¢ est non seulement injectif mais aussi surjectif.
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Definition 1.4.5. Un catégorie monoidale (€, ®, 1) est dites w-localement présentable si
> Elle est w-localement présentable en tant que catégorie.
> Son unité 1 est compacte.

> Les objets compact dans € sont stable par produit tensoriel.

Definition 1.4.6. Soit k € Cgy, on définit les foncteurs "ensemble sous-jacent”
> (—)o: X — Xo:= Home(1,X)
> (*)k X — Xk = Hom@(k,X)

Lorsque nous parlerons dorénavant d’éléments d’un objet X € C, on fera référence & un élément d’'un de ces
ensemble sous-jacent.

Dans le lemme suivant, nous présentons les conséquences immédiate de cette propriété qui vont par la suite étre
utile dans notre construction. Ce lemme nécessite d’introduire au préalable les notions suivantes.

Definition 1.4.7. Un épimorphisme est dit régulier si c’est le conoyau d’un couple de morphismes.

Definition 1.4.8. Une catégorie compléte et cocompléte est dite réguliére au sens de Barr si les épimorphismes
réguliers sont stables par changement de base.

Remarque 1.4.9. La régularité au sens de Barr est en fait définie pour toute catégorie, mais il faut alors ajouter a la
définition des propriétés d’existences de certaines limites ou colimites.

La régularité au sens de Barr fait partie des notions nécessaires a la théorie des faisceaux enrichis. Nous n’utiliseront
explicitement que le fait que Pr(Cp) est réguliére et uniquement dans le lemme suivant.

Definition 1.4.10. Soient € une catégorie et X € C

> On définit Cx la sous catégorie de X/C dont les objets sont les couples (Y, j), ot j est un monomorphisme et
dont les morphismes sont les monomorphismes (au dessous de X).

> Un sous objet de X est la donnée d’une classe d’isomorphismes dans Cx. On note Sub(X) la catégorie des
sous objets de X.

Lemme 1.4.11. Soit C une catégorie w-localement présentable bicompléte.

i. Un morphisme f de C tel que i(f) est un épimorphisme est un épimorphisme.

ii. La famille des sous objets d’un objet donné X i.e. des classes d’isomorphisme de couples (Y, j), ot Y o x
et j est un monomorphisme, est un ensemble.

1i. Les colimites filtrantes sont exactes dans C.

Preuve

i. Soit X — X' € @ tel que ¢(X) — i(X’) soit un épimorphisme. Or dans un topos tout épimorphisme est
—_—

i(X) or i commute aux limites car il provient

régulier. i(X') est en effet le conoyau de i(X) x;(x+) i(X)
du foncteur de Yoneda d’ott i(X) x;(x) i(X) =i(Y) avec Y = X xx X. par conséquent i(X’) est un conoyau
—_—

X .

d’objet qui sont dans I'image de i et est lui méme dans I'image de 4, donc X’ est conoyau de X x x X

C’est donc un épimorphisme.

ii. Les classes d’isomorphismes d’objets de €y forment un ensemble. Notons ¢l(Cp) la catégorie des classes
d’isomorphismes d’objets de Cy. Les sous objets d’un objet F' donné de Pr(Cp) se plongent dans

Hied(eo) subset(F'(i))

qui est en tant que produit d’ensembles sur un ensemble est lui méme un ensemble. Le foncteur 7 étant fidéle
et préservant les produits, donc les monomorphismes, la famille des sous objets d’un objet donné de € s’injecte
dans cet ensemble et forme donc elle-méme un ensemble.

¢
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iii. Le foncteur ¢ est pleinement fidéle, il commute aux limites petites et aux colimites filtrantes par définition de
Cp. Comme les colimites filtrantes sont exactes dans les catégories de préfaisceaux, elles le sont aussi dans C.

¢

Remarque 1.4.12. C’est le point 2 qui va nous permettre maintenant de définir la notion d’image ci-dessous. Nous
avons besoin en effet de prendre une limite sur une famille d’objets inclus dans la famille des sous objets du but. Et
pour que cette limite existe, il faut que les objets de sa catégorie d’indices forment un ensemble.

passons maintenant a la notion d’image.

Definition 1.4.13. Soit f: X — Y un morphisme de C, catégorie w-localement présentable bicompléte.

i. Un sous objet Z de Y contient ltmage de X si il existe un diagramme commutatif

f

X—Y

NS

Z

On notera suby(Y) la catégorie des sous objets de Y contenant l’image de f, ayant pour morphismes les inclusions
(classes d’isomorphisme de monomorphismes).

ii. L’'image de f: X — Y est donnée par
Im(f) = limguy,(v)Z
Ou la limite est prise dans C.

Remarque 1.4.14. L’image ne dépend pas des représentants choisis pour les classes d’isomorphismes (les sous objets).
L’'image de u : X — Y étant définie comme une limite de sous objets de Y, on vérifie I'm(u) xy Im(u) = I'm(u) qui
implique que I'm(u) est lui méme un sous objet de Y.

On a un premier résultat.

Lemme 1.4.15. Soient C une catégorie w-localement présentable bicompléte et uw : X — Y € € un monomorphisme,

alors X = Im(u).

Preuve
L’objet X est un sous objet de Y, par conséquent il est initial dans la catégorie Sub,(Y). On a donc X = I'm(u).

¢

La pleine fidélité du foncteur i nous indique qu’il s’agit de la notion d’image dans la sous catégorie pleine de Pr(Cy)

image par i de C. Cela revient a dire que I'image de X dans Y est le plus petit sous objet Ims(x) de Y tel que pour
tout k dans Cy, Home(k, Imy(z)) contient 'image par Home(k, f) de Home(k,x).
Nous devons nous assurer d’une certaine cohérence de cette notion et pour cela on va remarquer que I’on peut I’obtenir &
I’aide d’une autre propriété universelle donnée par une colimite filtrante. Cela nous permettra, a I’aide d’une hypothése
donnée dans la suite, d’assurer que les morphismes images par Yoneda des C préservent la structure d’étre dans L’image
essentielle par i de C. En particulier cela assure que pour u: X — Y € Cy, Xo — Im(u)o est surjectif. Ce qui revient
a dire que les morphismes de € = 1 — mod sont ceux qui préservent la structure de 1-module dans Pr(Cp)... ce qui est
tautologique et est donc nécessaire pour assurer la cohérence des hypothéses.

Definition 1.4.16. Soit C une catégorie w-localement présentable bicompléte réguliére au sens de Barr et u : X —
Y € €. Alors on définit

|u| := Conoyau( X xy X X)

ou le Conoyau est pris dans C.

Proposition 1.4.17. Soit C une catégorie w-localement présentable bicompléte réquliere au sens de Barr et u : X —
Y € C. Alors

Im(u) < |ul
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Preuve

On montre d’abord qu’il existe un unique morphisme de |u| vers I'm(u) qui commute avec les inclusions dans les sous
objets Y’ de Y contenant I'image de u. Soit en effet j : Y/ < Y un sous objet de Y tel que le morphisme u se
factorise par un morphisme v’ : X — Y’. On a alors deux morphismes de X xy X dans Y’ qui sont égalisés par
le monomorphisme j donc égaux. Le morphisme u’ égalise donc les deux morphismes de X xy X dans X. Par la
propriété universelle du conoyau, il existe par conséquent un unique morphisme de |u| vers Y’ qui factorise u. Cela
étant vrai pour tout sous objet de Y contenant I'image de u (au sens de 1) et 'image étant une limite prise sur
ces sous objets, il existe donc un unique morphisme de |u| vers Im(u).

Pour la réciproque, il nous faut montrer que |u| est un sous objet de Y, soit que le morphisme I(u) — Y, est un
monomorphisme. Pour cela, on va montrer que |u| Xy |u| = |u|. Commengons tout d’abord par remarquer le fait
suivant,

lu| Xy |u| = Conoyau( X xy X xy |u] X Xy |ul)

Nous allons prouver que X Xy |u| = |u|. On commence par remarquer que X — |u| est un épimorphisme régulier. La
catégorie étant supposée réguliére, ceux-ci sont stables par changement de base. On a donc

lul xy X = Conoyau( X xy X xy X —___ X xy X))

On note p : X xy X — X alors on remarque que ce dernier conoyau est |p|. Le morphisme p admet une section,
s, telle que p o s = Id. On note r le morphisme X xy X — |p|, ¢ le morphisme |p| — X, et t = r o s. On écrit le
diagramme commutatif

X><yX—>

N

Onaqot=goros=pos=Id. On montre toqg = Id. comme r est un épimorphisme, il suffit de montrer togqor = r.
Ortogor=rosogor. Par construction de g, onaqor =petdonctogor=rosop=r.

On obtient donc |u| Xy X = X. L’isomorphisme |u| Xy |u] = |u| en découle directement.

On conclut en remarquant que |u| étant un sous objet de Y qui factorise u, Im(u) envoi de maniére naturelle sur
lui. On a donc Id,y : |u| — Im(u) — |u| qui fait du morphisme Im(u) — I(u) un épimorphisme scindé. Comme c’est
aussi un monomorphisme, c’est un isomorphisme (|1.1.6]).

¢

Pour assurer la cohérence de cette notion, on aura besoin d’une hypothése particuliére sur €, décrite dans le
définition suivante.

Definition 1.4.18. Une catégorie monoidale symétrique w-localement présentable bicompléte (C,®,1) respecte les
images si l'unité 1 est projective par rapport auz épimorphismes réguliers. Plus précisément, (=)o envoi les épimor-
phismes réguliers sur des surjections.

Afin de nous faciliter la tache au lecteur compte tenu du nombre d’hypothéses sur la catégorie C étudiée dans cette
theése, nous donnons un récapitulatif de ses hypothéses et nous nommons dorénavant les catégories qui les vérifient,
contextes relatifs. Compte tenu de 'importance de la définition précédente, il était nécessaire d’attendre jusque la
pour donner cette caractérisation des objets étudiés.

Definition 1.4.19. Une catégorie monoidale (€, ®,1) définit un contexte relatif C si
> La catégorie (G, ®, 1) est monoidale symétrique fermée.
> La catégorie (C, ®, 1) est une catégorie monoidale w-localement présentable.
> La catégorie € est bicompléte.
> La catégorie € est réguliére au sens de Barr.

> La catégorie C respecte les images.

Remarque 1.4.20. Dans un contexte relatif, pour v : X — Y, le morphisme X — I'm(u) est un épimorphisme régulier.
En particulier, comme € respecte les images, on obtient que Xo — Im(u)o est un épimorphisme régulier d’ensembles
i.e. un morphisme surjectif. Par conséquent Im(u)g = {y € Yo tq 3z € Xo tq u.(x) = y} i.e. est limage de u, dans
la catégorie des ensembles.
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Nous continuons par deux propositions qui assurent la cohérence de notre notion de contexte relatif en montrant
qu’elle se prolonge naturellement aux catégories A—mod et qu’elle assure une certaine régularité des catégories A—alg,
A € Comm(C). Pour cela on rappelle un résultat important de [SGAIV], section I.7.2.

THEOREME 1.4.21. Soit C une catégorie cocompléte. Alors C est w-localement présentable si et seulement si tout objet
X de C, la catégorie Co/X est filtrante et X = colime xY .

Proposition 1.4.22. Soient C un contexte relatif et A € Comm(C). Alors A — mod est un contexte relatif.

Preuve
On sait déja que A — mod est monoidale symétrique fermée bicompléte. Il est clair qu’elle est réguliére au sens de
Barr et respecte les images. On montre donc qu’elle est w-localement présentable.

Soit A — mody la sous catégorie pleine de A — mod formée des objets de présentation finie. On considére C4 o, la
plus petite sous catégorie de A —mod contenant A —mod et stable par colimite filtrante indicées par des diagrammes
de la forme A — /M, M € A — mod. Cette catégorie est une catégorie formée de Ind-objets. En se référant au
corollaire 8.8.2 de [SGAIV], Cy étant stable par colimite finie, on en déduit que la catégorie des Ind-objets dans Cqy
est elle méme stable par colimite finie. Cela implique donc que €4 o est stable par colimite finie.

Or C4 o contient les A-modules libres, i.e. les modules de la forme A ® X, X € C, car €y est génératrice dans C
donc

X = Colime, /xk
Ce qui implique, € étant fermée, que
A® X = colimage,/x)A®k
D’aprés les objets A ® k sont compact dans A — mod. De plus,cette colimite est filtrante, on a des morphismes
colim gg (e, /x)A @ k — Colima_mod,j(aex)k — A® X
Dont la composition est un isomorphisme, ce qui implique
Colim A_mody/(Aex)k 2 AR X

On conclut en remarquant que tout A-module est un conoyau, donc une colimite finie, de A-module libre. En effet
M= M ®4 A qui est définit comme un conoyau de modules libres.

¢
Proposition 1.4.23. Soit C un contexte relatif, alors Comm(CQ) est une catégorie w-localement présentable.

Preuve
La démonstration est analogue a celle de la proposition précédente. On note Comm(C), la catégorie des monoides de
présentation finie et C.o la plus petite sous catégorie pleine de Comm(C) contenant C.q et stable par colimite filtrante
indexées pare des diagrammes de la forme C.q/A, A € Comm/(C). Cette catégorie contient les monoides libres, i.e. les
monoides de la forme L(X), X € C. En effet, on a

X = Colime, /xk

et donc

L(X) = Colimpey)/nx)L(k)
Et d’aprés les objets L(k) sont de présentation finie dans Comm/(C). de plus, on a une composition

Colimp, ey nx)L(k) — Colimcomm(e),/L(x)k — L(X)

Et donc

Colimcomm(e)o/L(x)k 2 L(X)
Or, comme dans la preuve précédente, C.y est stable par colimite finie et pour tout A € Comm(C), on a

A = Conoyau( L(L(A)) —___ L(A))

_—
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En effet, L(A) — A égalise clairement ces deux fleches et pour tout monoide B en dessous de L(A), on a par adjonction
un diagramme commutatif

|

A

Ot le morphisme de A dans B hérite d’une structure de morphisme de monoide en tant que composé du morphisme
A — L(A) et du morphisme L(A) — B.
Finalement, tout objet de Comm/(C) est colimite finie d’objets de €. soit appartient & C..

¢

Notons qu'’il n’est pas nécessaire que Comm/(C) respecte les images au sens large dans la mesure ou une image
dans Comm(C) est en fait une image dans €. Nous le prouvons dans le lemme suivant.

Lemme 1.4.24. Soit C un contexte relatif. Soit u: A — B € Comm(C), alors l'image de u dans C est munie d’une
structure de monoide commutatif et est isomorphe & l’image de u dans Comm(C).

Preuve
Notons w' : A — Im(u). On a un morphisme unité u’ o i4. Le produit tensoriel ® est distributif par rapport aux
colimites petites (€ est fermée). On a donc

Im(u) @ Im(u) = Conoyau( A xp A® Im(u) A®Im(u))

Or comme remarqué dans la proposition précédente, le foncteur d’oubli de A — mod dans € commute aux colimites
petites donc aux images. Le morphisme u étant un morphisme de A-modules, Im(u) est muni d’une structure de
A-module. On a donc un morphisme naturel gy, ) @ A ® I'm(u) — I'm(u). Il nous faut montrer qu'il égalise les
deux fléches du conoyau précédent. La catégorie monoidale € étant fermée, les foncteurs de la forme Z ® —, Z € €
préservent les épimorphismes de €. On en déduit donc que le morphisme Id @ v : Axp A® A — Axpg A® Im(u)
est un épimorphisme. On a un diagramme commutatif

AxpA®A AR A

Id®u’l iIdA@)u’

Axp A® Im(u) A® Im(u)

Wj

Im(u)

Dans lequel le morphisme Ids ® u' égalise les deux morphismes du haut car A ® Im(f) est leur conoyau. On en
déduit donc que fify,(,) égalise les deux morphismes de A xp A ® A dans A ® Im(u). Finalement, Id ® u' étant
un épimorphisme, fir,,(,) égalise les deux morphismes de A xp A ® Im(u) dans A ® I'm(u) et se reléve donc en un
morphisme 1y, () de leur conoyau vers I'm(u), soit

M) - Im(u) @ Im(u) — Im(u)

Les diagrammes commutatifs structurels sont construits de maniére analogue & la preuve de Cela ne présente
pas de difficulté particuliére.

¢

On termine par quelques remarques essentielles sur les générateurs, plus précisément les objets engendrés par une
famille d’éléments de leurs ensembles sous-jacents et quelques résultats les concernant.

Definition 1.4.25. Soit C un contexte relatif. Soient X € C et F' = (f;);c; une famille d’éléments de X (i.e. de
I'ensemble [, ce Xk). On note Cr la sous catégorie pleine de Sub(X) dont les objets sont les sous objets Y de X
contenant la famille F. Alors, on définit I'objet engendré par la famille F' par

XF = leeFY

ou la limite est prise dans C.
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L’existence dans € de cette limite est donnée par le fait que Cp est petite (lemme [1.4.11). La limite ne dépend
pas des représentants choisis pour les classes d’isomorphismes.

Comme pour I'image, on dispose d’une définition équivalente. Nous allons montrer ’équivalence en question dans
le lemme suivant. On donne tout d’abord une définition.

Definition 1.4.26. Soient C un contexte relatif, X € C et F' = (f;)ic; une famille d’éléments de X. Alors le
préfaisceaux associé a F', noté F' est définit par

Flik—=Fk)={feXyt¢Ih:k—-Ketge FNXp tqf=goh}

Remarquons qu’il s’agit bien d’un préfaisceau par construction, en fait il s’agit de 'image du morphisme de
préfaisceaux [ [ & — X. De plus il est clair que si 'on considére la famille, toujours notée F’, F’ := [], F'(k), on a
XF/ ha XF

Lemme 1.4.27. Soient C un contexte relatif, X € C, F = (f;)icr une famille d’éléments de X et F' son préfaisceau
associé.

o On a un morphsime naturel
p: K(F'):= Colimeop/k; - X

o On a un isomorphisme entre l'image de ce morphisme et Xp.
Ou Y est définie en .

Preuve
Il est clair par adjonction avec 7 que les catégories données dans la définition de 'image (pour le morphisme p), sub,(X)
et dans la définition d’objet engendré (pour F') Cp sont isomorphes. Les deux limites indexées par ces catégories sont
donc elle-méme isomorphes.

¢
Lemme 1.4.28. Soient C un contexte relatif et X € C engendré par F = (fi)icr-
i. SoitY € Sub(X). Alors FCY =Y = X.
it. Soient Y,Y' € Sub(X) alors si ils ont les mémes générateurs, ils sont isomorphes.
iii. Si (=)o est conservatif, alors X est une famille génératrice de X.
iv. Soitu:X —Y € C alors u.(F) engendre Im(u).
v. La famille F' est épimorphique.
vi. Toute famille épimorphique d’éléments est génératrice.
vit. Un morphisme est un épimorphisme si et seulement si il préserve les familles génératrices.
viii. Soit A, B € € alors i(A) x i(B) engendre A® B.
ixz. Soientu: A — B et C, dans C. Alors L’image de u® Idc est engendrée par Im(u) ® C.
x. Soit G le diagramme des parties finies de F', dont les morphismes sont les inclusions. Alors X = ColimgegXa.

zi. Si X est de présentation finie dans C, il admet une sous famille finie de F génératrice.

Preuve

i. Par définition.

ii. Par définition.
¢

iii. Supposons (—)o conservatif. X contient les éléments de Xy. Soit Y engendré par Xy, on a alors Y C X, mais
aussi Xg C Yy d'ott Xy = Y). Finalement, par conservativité X =Y.

¢
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1v.

vi.

vii.

viii.

1X.

xi.

1.5

Il est clair que I'm(u) contient I'image de la famille génératrice. Notons I'm(u); le sous objet de I'm(u) engendré
par cette famille. Pour montrer 1’égalité, il suffit de montrer que u se factorise par Im(u);. Or F — Im(u);
donc par la propriété universelle de ’ensemble générateur F', le morphisme u se factorise par I'm(u); dans C.

Immédiat, & partir des points précédents.
¢

Soit F’ une famille épimorphique. Alors pour tout Y dans €, on a Home(X,Y) = Home(K(F'),Y) soit
X « K(F') par Yoneda (opposé).

¢
Immeédiat d’aprés le point précédent.
¢
Ona A® B = K(i(A)) ® K(i(B)), d’ou
A® B = colimy, g) (v, fryceaxesk @ k' = K(F)
ou F:=i(A) xi(B).
¢

Le morphisme u®Id¢ se factorise naturellement par I'm(u)®C qui admet comme ensemble générateur i(Im(u)) x
i(C). Or le morphisme i(A4) x i(C) — i(Im(u)) x i(C) est surjectif. On en déduit que I'image de u ® Idc est
isomorphe a l'image de Im(u) ® C — B ® C. Cette image est par définition le sous objet de B ® C' engendré
par i(Im(u)) x i(C).

¢

On commence par montrer que la colimite des X est un sous objet de X. Comme le foncteur de Yoneda i : € —
Pr(Cp) commute aux colimites filtrantes, il suffit de calculer cette colimite dans Pr(Cp). On a colim(X¢g)i =
Colim((X¢g)k). Les (X¢)r étant des sous objets de Xy, leur colimite est elle méme un sous objet de Xj. Ceci
étant vrai pour tout k, on obtient donc que la colimite des X est un sous objet de X dans C. De plus, tout
élement de i(X) appartient a I'un des i(X¢) et par conséquent & la colimite. Leurs préfaisceaux sous-jacent
étant isomorphes, X est isomorphe par conservativité a la colimite des Xq.

¢

On considére J la catégorie dont les objets sont les sous-ensembles finis de I et les morphismes sont les inclusions
et G:J — Sub(X) qui envoi J sur X et qui envoi une inclusion sur le monomorphisme correspondant. On
a alors X v« Colim(G) car Colim(G) contient la famille génératrice F. X étant de présentation finie, on en
déduit qu’il existe J fini tel que cet isomorphisme se factorise par X ;. Le morphisme X; — X est donc un
monomorphisme et un épimorphisme scindé, c’est donc un isomorphisme (lemme . La sous-famille finie
(f;)jes engendre donc X.

¢

Catégories Enrichies

Dans cette partie, € sera une catégorie monoidale symétrique fermée. Toutes les notions dont on va avoir besoin se
trouvent dans [K|. On va regarder des catégories enrichies sur € que l'on va appeler C-catégories. Suivant la notation
standard, les notions enrichies seront précédés du préfixe C-. Une C-catégorie a une catégorie sous-jacente dont les
Homs sont les images par (—)o des Homs enrichis. Le foncteur (=) := Home(1, —) joue donc ici un role important,
en particulier, on a toujours Home(1,—) = Id.

Definition 1.5.1. Une C-catégorie B est la donnée d’un ensemble d’objets 0b(B), pour chaque couple d’objets (X,Y),
d’un objet de € Homy(X,Y), pour tout objet X dans €, d’'un morphisme ’identité’ i : 1 — Homy (X, X) et d’une loi
de composition

Mx v,z : Homg(Y, Z) @ Homg(X,Y) — Homg (X, Z)

vérifiant pour W, X, Y, Z dans B:
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Mx y,z®Id

(M‘B(er) ®M’B(X7Y)) ®M‘B(VV’X)

a

Mw,x,z
Homgy (Y, Z) @ (Homg (X,Y) @ Homqy (W, X))
Id@Mw, x,y
M
Homy (Y, Z) @ Homg(W,Y) ——2 Homg (W, Z)

Homy (Y, Z) jHom,B YY)® Homy (Y, Z)
- My.,y, z

iRI1d

1d®i Homg (Y, Z)
]\/IYZ{ %
Homy (Y, Z) @ Homg(Z,Z) 1® Homg (Y, Z)

Remarque 1.5.2. Une C-catégorie admet une catégorie sous-Jacente. Les objets de cette catégorie sont les mémes et
les morphismes sont donnés par Homg(X,Y) = Homg(X,Y)o. Dans les cas qui vont nous intéresser, la structure
sous-jacente sera toujours explicite et il n’est donc pas nécessaire de la définir & partir de la structure enrichie. De
plus nous noterons la catégorie sous-jacente et la catégorie enrichie de la méme fagon.

Donnons maintenant les définitions essentielles concernant le cadre enrichi.
Definition 1.5.3. Soit € une catégorie monoidale.

> Un C-foncteur de B dans B’ est la donnée pour tout objet X de B d’un objet F(X) de B’ et pour tout couple
d’objet (X,Y) de B d’'un morphisme dans €

Fxy

Homg(X,Y) —> Homg, (F(X),F(Y))

tel que, pour X, Y, Z € B, les diagrammes suivant commutent

Homg (X,Y) ® Homg (Y, Z) 222 Home, (F(X), F(Y)) ® Homg, (F(Y), F(Z))
Fx,y®Fy,zl anx),F(Y),F(m
Homg(X, Z) Homg, (F(X), F(Z))

Fx z

Homyy(X,Y) ——"~ Homa,:(p(x),r(v)

\/

> Un C-foncteur F : B — B’ est C-pleinement fidele si pour tout X,Y € B, Fx y est un isomorphisme dans C.

> Une C-transformation naturelle entre deux C-foncteurs F' et G de B dans B’ est la donnée pour chaque X dans
B d’un morphisme nyx : 1 — Homg (F(X), G(X)) vérifiant:

l—l

Homy(X,Y) 1® Homg(X,Y)
T—ll in}f@)Fx,y
Homy(X,Y)®1 Homy(F(Y),G(Y)) ® Homg (F(X), F(Y))
S(X,Y)®nxl ime»F(YxG(Y)
Homg (G(X),G(Y)) ® Homg (F(X),G(X)) Homgy (F(X),G(Y))

Mpx),ax).a(v)
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> Une équivalence de C-catégorie est la donnée d’un C-foncteur C-pleinement fidéle dont le foncteur sous-jacent
est essentiellement surjectif.

> Un C-foncteur F' : B — B’ est adjoint a gauche s’il existe un foncteur G : B’ — B, et des transformation
naturelles 7 : Id — GF (unité) et € : FG — Id (counité) satisfaisant les égalités triangulaires Ge.nG = Id et
eF.Fn=Id.

Il existe une autre définition équivalente (cf [K]), comme dans le cas des ensembles. Pour tout B € B, B’ € B’
on a ainsi un isomorphisme dans €

Homp (B, G(B')) = Homp, (F(B), B)
qui fait commuter des diagrammes décrit dans [K], 1.7 que nous n’avons pas besoin de décrire ici.
On a alors aussi besoin de la notion de C-module qui est liée & celle de C-catégorie.
Definition 1.5.4. Un C-module est la donnée de:
i. une catégorie B
ii. un foncteur € x B — B qui envoi (X,Y) sur X Qeyzt Y
iii. Des isomorphismes naturels dans B, pour (X,Y, Z) dans €? x B

bX,Y,Z : (X & Y) ®emt Z—X ®ezt (Y ®ext Z)
ez 1 Qegt £ — 7

Tels que les diagrammes suivants commutent YW, X,Y, Z € €3 x B :

W ® X ®ezt Y ®ext

((W ® X) ® Y) ®€l’t w ®ezt (X ®ezt (Y ®ert Z))

iaw,x,w@eu[dz IdW@emth,Y,ZT

bw,.x®Y,z

(W®(X®Y)) ®eth - W®ext ((X®Y) ®emt Z)
b
(X ® 1 ®emt oLE X ®ezt 1 ® Z)
X Qextldz
dx Qecxtez
X ®ea:t Z

Definition 1.5.5. Un Morphisme de C-module de B dans B’ est la donnée d’un foncteur F et pour tout (X,Y) dans
€ x B d’un isomorphisme naturel vxy : F(X ®ept V) 2 X ®epe F(Y) vérifiant, pour tout W, X, Y dans €% x B:

W ®emt F X ®emt Y
W \%
(W ®ext (X ®emt Y W ®ea:t X ®ezt F(Y))
F(bW,X,Y)T bw,x,p(y)T
F((W®X) ®ezt Y) (W@X) ®emt F(Y)

VW RX,Y

Definition 1.5.6. Une équivalence de C-modules B et B’ est la donné d’un morphisme de C-modules F' de B dans
B’ essentiellement surjectif et pleinement fidéle.

Les catégories enrichies ont aussi une notion propre de limite et colimite, qui seront incontournables par la suite.
Nous allons voir que cette notion est en fait assez proche de la notion classique de limite et de la notion d’objet
exponentiel.

Definition 1.5.7. Limites et colimites enrichies
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¢ Soit B une C-catégorie . Soient K une C-catégorie petite et F' un C-foncteur de K dans €. Soit G un C-foncteur
de X dans B. Alors si le foncteur:

Erg:B?—C

B — Homex (F, Homy(B,G—))

est représentable par un objet limp(G), on dit que G admet une C-limite suivant F'.

¢ Une C-catégorie B est dite C-compléte si pour toute C-catégorie petite K, pour tout C-foncteur F de X dans
C et pour tout C-foncteur de X dans B, le foncteur Ef ¢ est représentable. On a alors une adjonction:

Homg (B, limp(GQ)) = Homex (F, Homg (B, G—))

¢ Soit B une C-catégorie. Soient K une C-catégorie petite et F' un C-foncteur de X dans €. Soit G un C-foncteur
de KX dans B. Alors si le foncteur:

Qpg:B— ex
B — Homexer (F, Homg (G—, B))

est représentable par un objet colimp(G), on dit que G admet une C-colimite suivant F.

o Une C-catégorie B est dite C-cocompléte si pour toute C-catégorie petite K, pour tout C-foncteur F' de KP
dans € et pour tout C-foncteur de X dans B, le foncteur Qp ¢ est représentable. On a alors une adjonction:

Homg (colimp(Q), B) = Homexor (F, Homyz (G-, B))

¢ Une C-catégorie X est finie si I’ensemble de ses objets est fini et pour tout couple d’objets (X,Y"), Homy (X,Y)
est de présentation finie dans C.

¢ Une C-limite (resp C-colimite) est finie si elle est indexée par un foncteur F : K(respX°P) — € tel que X est
fini et C" est une sous catégorie pleine de € formée d’objets de présentation finie. (dans le cas d’une catégorie
w-localement présentable, on aura toujours €' = Cy.)

¢ Un C-foncteur est C-exact & gauche (resp a droite) si il commute aux C-limites finies (resp aux C-colimites
finies). Il est C-exact sl est C-exact & gauche et a droite.

o Si K = % est la C-catégorie unité i.e. a un seul objet tel que Homy (x,*) = 1. Alors des C-foncteurs F': x — €
et G : x — B s’identifient respectivement & des objets X € € et B € B et on note BX := limp(G). Cet objet
est appelé objet exponentiel, il joue une role dual a celui du produit tensoriel, en particulier Homg (A, BX) =
Homy(X, Homy, (A, B)).

Remarque 1.5.8. L’existence des C-limites et son lien avec les limites et colimites classiques trouve une réponse dans
les chapitres 2 et 3 de [K|. Nous allons maintenant étudier ce probléme de fagon détaillée.

Definition 1.5.9. Soient A, B deux C-catégories. On leur associe une C-catégorie A ® B dont I’ensemble d’objet est
ob(A)x0b(B) et tel que pour tout couple (X,Y), (Z,T) € (ob(A)x0b(B))?, Hom 405 ((X,Y),(Z,T)) := Hom, (X, Z)®
Homy (Y, T). (cf [K] 1.4)

Definition 1.5.10. Soient T : X°? @ X — € un C-foncteur et A, B € X.
o Le morphisme py p : T(A, A) — Home(Homq (A, B),T(A, B)) est définit comme étant I’adjoint du morphisme

T(A,—-)

Hﬂj{(AaB) M@(T(AvA)>T<A’B))

¢ Le morphisme o4 g : T(B,B) — Home(Homq (A, B),T(A, B)) est définit comme étant I’adjoint du mor-
phisme

T(77B)

Homyon (B, A) Home(T(B, B), T(A, B))

o Le End de T, s’1l existe, est définit par

P
fKef}(j T(K7 K) = cok‘er( HKEfK T(K’ K) >HK,K/GfKiHomG(iHomK(K7KI)7T(K7KI) )
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La notion de End va nous permettre de faire le lien voulu entre limites simples et limites enrichies, dans la mesure
ou il est définit uniquement a 1’aide de limites et colimites simples.

Lemme 1.5.11. K]/ 3.10
Soit T : K°P @ K — € un C-foncteur. Alors

Jrcea TU K) 2 limpom, (T).

A partir de ce lemme, on extrapole pour définir une notion de Coend de la fagon suivante

Definition 1.5.12. Soit T : X°? @ X — € un C-foncteur. Alors le Coend de T est définit par
JEEXT(K, K) o= colim prom,. (T)

On va maintenant voir dans les lemmes suivants que toute colimite ou limite enrichie peut s’exprimer sous certaines
conditions a l'aide de End et de Coend.

Definition 1.5.13. Soit B une C-catégorie. Alors on dit que B est munie d’une structure de C-module si elle les
C-colimite suivant le diagramme final * sont représentables et si le foncteur

— Qext —:CxB—B
X,B — X gt B :=ColimxB

muni B d’une structure de G-module.

Lemme 1.5.14. [K| 3.69, 3.70
Soit B une C-catégorie munie d’un structure de C-module et admettant des objets exponentiels. Soit K, une C-catégorie
petite. Sotent F: KX — C, F' : X°? — C et G: KX — B des C-foncteurs.

e La limite de G suivant F est donné par
limp(G) 2 [1eqe GU)FE)
e La colimite de G suivant F' est donné par
colimp(G) = [** F(K) ® G(K)
On en déduit donc le corollaire suivant

Corollaire 1.5.15. Soient B, B’ deux C-catégories bicomplétes munies de structures de C-module et admettant des
objets exponentiels. Soit F': B — B’ un C-foncteur. On a les résultats suivants

o Si les colimites filtrantes sont exactes dans C et si C est w-localement présentable, alors les colimites filtrantes
sont C-exactes dans C.

o La C-catégorie B est C-bicompléte.

o Le C-foncteur F' commute aux C-limites finies si et seulement si il commute aux limites finies et aux exponen-
tiation par des objets de présentation finie.

o Le C-foncteur F commute aux C-limites petites si et seulement si il commute aux limites petites et aux expo-
nentiation.

En particulier, si on prend B = €, cela implique que les C-limites petites sont représentables dans C.

Les Ends jouent aussi un role essentiel dans le chapitre 2 de [K] ou est définie une version enrichie de la catégorie
des foncteurs d’une catégorie enrichie A dans un catégorie enrichie B. Nous rappelons ici cette définition.

Definition 1.5.16. Soit A et B deux catégories enrichies sur €. Alors la catégorie enrichie des foncteurs enrichis de
A dans B, notée [A, B], admet pour objets les foncteurs enrichis de A dans B et pour deux foncteurs enrichis T, S, de
I'objet de €

(A, BI(T, S) := [4ep Homy (T(A), S(4)).

On donne maintenant la proposition que nous utiliserons par la suite pour mettre en évidence une équivalence
enrichie.
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Proposition 1.5.17. Soit B une C-catégorie munie d’une structure de C-module. Alors pour tout X dans C et B, B’
dans B, on a une adjonction:

Homp (X ®ext B, B') = Home (X, Homy (B, B'))

En particulier, si B’ est une autre telle C-catégorie, Toute équivalence de C-module entre B et B’ induit une équivalence
de C-catégorie.

Preuve
L’adjonction est donnée par la structure de colimite enrichie de X ®c,r B (cf[K]). Plus précisément, notons x la
catégorie 4 un objet et un morphisme Id,, soit F' := x — €, G := x — B définis par F(x) = X et G(x) = B. On
obtient X ®¢yt B = Colimp(G). Si lon suppose maintenant que B et B’ sont équivalentes en tant que C-module,
notons H le foncteur qui réalise I’équivalence, on obtient

Home(X ®eut B, B') = Home(X ®ert H(B), H(B'))
qui donne par adjonction, pour tout X:
Home (X, Homy (B, B')) « Home(X, Homg (H(B), H(B')))

D’ou I'isomorphisme, par Yoneda.

1.6 Théorie des Faisceaux Enrichis

Cette théorie, développée par Francis Borceux et Carmen Quinteiro en 1996, va permettre dans la suite de la thése de
mettre en évidence une correspondance entre les ouverts Zariski d’'un monoide commutatif A tels qu’ils sont définis dans
[TV] et des filtres d’idéaux de A que nous nommerons filtres de Gabriel et qui nous permettrons de construire I’espace
topologique de Zariski associé. Ces notions seront définies plus précisément dans la suite, quand nous étudierons
cette question. Cette correspondance nous aménera au premier résultat de cette thése, concernant la classification des
ouverts Zariski d'un schéma affine.

La théorie des faisceaux enrichie se situe dans le cadre d’un catégorie de base € monoidale fermée, w-localement
présentable, réguliére au sens de Barr.

Introduisons maintenant les notions élémentaires de la théorie.

Definition 1.6.1. Soient C une catégorie monoidale symétrique fermée w-localement présentable et B une C-catégorie
. Une sous catégorie localisante de la catégorie enrichie des préfaisceaux enrichis [B, €] est une sous-C-catégorie pleine
de [B, €] telle que le foncteur inclusion ait un C-adjoint a gauche C-exact a gauche.

Vient maintenant la notion essentielle de la théorie, celle de topologie de Grothendieck enrichie, qui généralise la

notion standard (cf[1.6.5)).

Definition 1.6.2. Soit B une C-catégorie petite. Une C-topologie de Grothendieck sur B est la donnée pour tout
objet B € B d’une famille T'(B) de sous objets, dans la catégorie des foncteurs de B dans €, notée Fon(B,C), du
C-préfaisceau représentable h g, satisfaisant aux axiomes suivants:

> Le C-préfaisceau hp est dans T(B) pour tout B € B.

> Soient A € T(B), k € €y et f € Homqy(C, B)y, alors 'objet f~1(A) défini par le diagramme cartésien (dans
Fon(B,C)) ci-dessous est dans T'(C).

fHA) —— 4k

hc—>h%

Ott le morphisme hc — h% est induit par adjonction par le morphisme f : k — Homg (C, B).
> Soient A € T(B) et O~ hp telque VD € B,k € Co, Vf € Homg (A, D)y f~1(C) € T(D), alors C € T(B).

Une notion de faisceau est alors associée a celle de topologie.
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Definition 1.6.3. Soit B une petite catégorie munie d’une C-topologie de Grothendieck T'. Un C-préfaisceau P € [B, C]
est un (G, T)-faisceau si pour tout B € B, k € Cy, C € T(B), tout morphisme C — P* se reléve de maniére unique a
hp.

Nous allons maintenant donner une version abrégée du théoréme démontrée par les auteurs. Cette version cible la
partie du théoréme dont nous allons par la suite avoir besoin.

THEOREME 1.6.4. (Borceuz-Quinteiro)
Soit B une C-catégorie petite. Il y a une bijection entre les localisations de [B, €| et les C-topologies de Grothendieck
sur B. De plus, la localisation associée o une topologie T est exactement la C-catégorie des (C,T)-faisceau.

Le lemme suivant permet de vérifier que cette théorie forme une généralisation de la théorie classique, lorsque
C = Ens. Notons avant d’énoncer ce lemme que nous avons choisi de fixer une sous catégorie génératrice formée des
objets de présentation finie. Le travail de Borceux et Quinteiro est réalisé dans un cadre plus général ou ’on suppose
seulement que la catégorie génératrice est stable par produit tensoriel et contient I'unité. Ce degré de généralité est
essentiel pour montrer que la théorie des faisceaux enrichis est une généralisation de la théorie usuelle des faisceaux.

Lemme 1.6.5. Les notions de C-topologie de Grothendieck et de (C,T)-faisceau ne dépendent pas du choix de la
catégorie génératrice Cy pour la catégorie presque w-localement présentable C.

N

On remarque donc en particulier que dans Ens, on peut prendre Cy = x la catégorie & un objet réduit a un
point dont le seul morphisme est 'identité du point. On retrouve alors toutes les notions classiques de topologies de
Grothendieck et faisceau.

Nous donnons enfin une description du foncteur faisceautisation donné par Borceux et Quinteiro.

Definition 1.6.6. Soit B une C-catégorie et [B, C] sa catégorie de préfaisceaux. Soit T' une topologie enrichie sur B
et Shr([B, C]) la localisation associée. Alors on définit le foncteur

ET : [37 G} — ShJ([B,C’])
C — ColimReT(C)Hom[&e](R, p)

Proposition 1.6.7. Soit B une C-catégorie et B, C] sa catégorie de préfaisceauz. Soit J une topologie enrichie sur
B et Shy([B,C)) la localisation associée. Alors l'adjoint & gauche de l'oubli est donné par le foncteur LpXr.

1.7 Géométrie Relative

Dans cette section, nous allons donner les bases de la théorie géométrique relative définie dans [T'V]. On sa donne une
catégorie monoidale symétrique fermée (C,®,1) bicompléte.

Definition 1.7.1. La catégorie des schémas affines est Af fe := Comm(C)°P. Suivant les notations initiées dans [TV],
on notera symboliquement Spec(A) le schéma affine correspondant au monoide commutatif A € Comm/(C).

Nous commencons par donner la définition d’ouvert Zariski et de topologie de Zariski.

Definition 1.7.2. Soient f : Spec(B) — Spec(A) € Af fe
> Le morphisme f est plat si le foncteur — ® 4 B : A — mod — B — mod est exact.
> Le morphisme f est C-plat si le foncteur — ® 4 B : A — mod — B — mod est C-exact (cf|1.5.15]).

> Le morphisme f est un épimorphisme si pour tout A’ € Comm(€), le morphisme f* : Homcomm(e)(B, A’) —
Homcomm(ey(A, A’) est injectif.

> Le morphisme f est un ouvert Zariski formel (ou une immersion Zariski ouverte formelle) si le morphisme
correspondant A — B € Comm/(C) est un épimorphisme C-plat.

> Le morphisme f est un ouvert Zariski (ou une immersion Zariski ouverte) si c’est un ouvert Zariski formel tel
que le morphisme correspondant A — B € Comm/(C) est de présentation finie.

Definition 1.7.3. Une famille de morphismes (Spec(A;) — Spec(A));cr dans Af fe est un recouvrement Zariski si
> Le morphisme Spec(A;) — Spec(A) est un ouvert Zariski Vi € 1.

> Il existe un sous-ensemble fini J C I, tel que le foncteur
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HjeJ_®AAj :A—modHHjeJAj—mod
est conservatif.

Remarque 1.7.4. Cette famille de recouvrements définit une prétopologie de Grothendieck. La topologie associé
;nommée Topologie de Zariski sera l'outil de base de construction des schémas relatifs. Cette topologie est sous
canonique (cf [TV] proposition 2.5). Le foncteur de Yoneda h : Af fe — Pr(Af fe) se factorise donc en un foncteur
pleinement fidéle h : Af fe — Sh(Affe), ot Sh(Af fe) est la catégorie des faisceaux sur Af fe pour la topologie de
Zariski.

Les schémas relatifs vont étre définis comme des faisceaux possédant un recouvrement Zariski par des schémas
affines. Il va donc falloir introduire cette notion de recouvrement pour les faisceaux.

Definition 1.7.5. Ouverts Zariski dans Sh(Af fe).

> Soient X € Affe et F — X € Sh(Affe) un sous faisceau de X. F est un ouvert Zariski de X si il existe
un famille (X; — X);e; d’ouverts Zariski affines de X tels que F' soit I'image du morphisme de faisceaux
Hiel Xz — X.

> un morphisme f: F — G € Sh(Af fe) est un ouvert Zariski si pour tout X affine et tout morphisme X — G,
le morphisme induit F' xg X — X est un monomorphisme d’image un ouvert Zariski de X.
Lemme 1.7.6. (de cohérence)
o Les ouverts Zariski sont stable par changement de base et composition.
o Un morphisme f : X — Y € Affe est un ouvert Zariski au sens de si et seulement si c’est un ouvert
Zariski au sens de[L7.3.

Preuve: cf [TV].

On peut maintenant donner la définition de schéma.

Definition 1.7.7. Un faisceau F € Sh(Af fe) est un schéma relatif a C si il existe une famille (X;);cr € Af fe telle
que pour tout 4, il existe X; — F, vérifiant

> Le morphisme induit p : [],.; X; — F est un épimorphisme de faisceau.

i€l
> Le morphisme X; — F' est un ouvert Zariski de F' pour tout 1.

Une telle famille de morphismes est appelée un recouvrement Zariski affine de F.

On notera Sch(C) la sous catégorie pleine de Sh(Af fe) formée des schémas relatifs. Notons que cette définition
d’atlas affine est bien cohérente dans le sens ol un atlas affine quasi-compact d’un schéma affine n’est rien d’autre
qu’un recouvrement pour la topologie de Zariski. Nous démontrons cela dans le lemme suivant.

Lemme 1.7.8. Soient A € Comm(C) et (A4;)icr € Comm(C) une famille finie d’ouverts Zariski de A. Alors le foncteur
induit F : A —mod — [];c; Ai — mod est conservatif si et seulement si le morphisme p : [[;o; Spec(A;) — Spec(A)
est un épimorphisme de faisceauz.

iel

Preuve
Supposons tout d’abord que F' soit conservatif. Alors les X; := Spec(A4;) forment un recouvrement Zariski de X =
Spec(A). Soit donc Y — X € Af fe, la famille (Y; := Y xx X;);cs forme par changement de base un recouvrement
Zariski de Y. Et chaque morphisme Y; se factorise par X; donc par [[,.; X;, donc p est un épimorphisme de faisceau.

Supposons maintenant que p est un épimorphisme. Considérons le morphisme Idy, alors il existe un recouvrement
Zariski (Y; := Spec(Bj))jcs de X tel que les morphismes Y; — X se factorisent par [],.; X;. On considére le sous
recouvrement formé par les Spec(Bi’j) =Y, =Y X,e; X X;. La famille (X;);c; étant couvrante pour ]_[ig X,
on en déduit que pour tout j, (Y;;)icr est couvrant pour Y;. Par composition (Y; ;) jerxs forme un recouvrement
de X. Finalement si un morphisme de A-mod envoi par F sur un isomorphisme, il envoi sur un isomorphisme dans

L jerxs Bij — mod et est donc lui méme un isomorphisme. F est donc conservatif.

¢

Proposition 1.7.9. Quelques propriétés sur les schémas relatifs données dans [TV].
o Un ouvert Zariski d’un schéma est un schéma.

o Un morphisme de schémas f : F — G est un ouvert Zariski si et seulement si
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o Le morphisme f est un monomorphisme.

o Le schéma F admet un recouvrement Zariski affine (X; — F);er tel que chaque morphisme X; — G soit
un ouvert Zariski.

o La sous catégorie Sch(C) de Sh(Af fe) est stable par réunion disjointe et produit fibreé.
o Soit (F;)icr € Sh(Af fe) alors pour tout i, le morphisme F; — ][,

o Soit F — G € Sh(Affe) avec G € Sch(C). Si il existe un recouvrement Zariski affine (X;);er de G tel que
pour tout i, F' xqg X est un schéma, alors F est un schéma.

F; est un ouvert Zariski.

1.8 Schémas Relatifs & Z-mod

Nous rappelons briévement dans cette partie le recollement de la théorie des schémas relatifs et de la théorie usuelle
des schémas au dessus de Z lorsque la catégorie de base est (Z —mod, ®z,Z). On notera Ann la catégorie des anneaux
commutatifs, Sch(Z) la catégorie des schémas relatifs & Z — mod et Af fz la catégorie Ann°?. On notera Sch la
catégorie usuelle des Z-schémas et Af f la catégorie usuelle des Z-schémas affines.

Definition 1.8.1. Soit F' € Sch(Z). On définit 'ensemble des points de F' par |F| := E(F)/ ~ ou E(F) est
I’ensemble des couples (K, x) ot K est un corps et © € F(Spec(K)) et ol ~ est la relation d’équivalence donné par
(K,z) ~ (K',2') si et seulement si il existe L un corps et i : K — L, j : K/ — L tels que F(i)(z) = F(j)(2'). Cela
deéfinit un foncteur | — | : Sch(Z) — Ens.

Lemme 1.8.2. Soit u: F — G € Sch(Z) et Spec(A) € Affz
o L’ensemble |Spec(A)| est isomorphe & 'ensemble des idéaux premiers de A.
o Siu est une immersion Zariski ouverte alors |u| : |F| — |G].

o Si|F| =0 alors F = ).

Preuve

- Soit prem(A) 'ensemble des idéaux premiers de A. On considére le morphisme
@ |X| — prem(A)
(K,z) — Ker(x)

On vérifie que ce morphisme est bien définit. L’idéal Ker(z) est premier car K est un corps. et si (K,z) ~
(K',2"), K et K’ s’injectent dans un méme corps L par des morphismes qui égalisent x et 2’ donc Ker(x) =
Ker(a').

Montrons que ce morphisme est injectif. Soit (K, z) et (K’,2") deux points tels que ker(x) = ker(z’) = p. Alors
K et K’ s’injectent dans L := K ®,4,, K’ par un morphisme qui égalise x et 2’. (K,z) et (K',2') sont donc
équivalents. Montrons que ce morphisme est surjectif. Soit p € prem(A), alors p = ker(A — A, — A,/p).

¢

- Supposons maintenant que w soit une immersion Zariski ouverte alors c¢’est en particulier un monomorphisme
dans Sch(Z), son image par E est donc un morphisme injectif. La compatibilité avec ~ implique que le
morphisme est toujours injectif pour | — |.

¢

- Supposons que |F| = ), alors soit (X;);cr un atlas affine de F, on a d’apreés le point précédent |X;| = ) pour
tout i. Donc d’apreés le premier point, les A4; tels que X; = Spec(4;) n’ont pas d’idéaux premiers propres, ils
sont donc nuls. Enfin, on a un épimorphisme () = [],.; X; — F donc F est initial dans Sch(Z), par conséquent
F 0.

¢

On doit maintenant définir une topologie sur I’ensemble des points. Pour cela remarquons que la catégorie des
ouverts Zariski d’un objet F' € Sch(Z), dont les morphismes sont les immersions Zariski ouvertes, notée Ouv(F), est
un lieu. Une intersection de deux ouverts Zariski X1, X5 de F' est donné par X1 N X5 := X7 X g X5, une union d’ouverts
est donnée par la définition suivante

Definition 1.8.3. Soit F' € Sch(Z) et (X;)ier une famille d’ouverts Zariski de F. Alors I'union des X; est donné par

I'image au sens des faisceaux du morphisme de faisceaux p : [],o; Xi — X, notée U;erU;.
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Il est alors intéressant de remarquer que cette union s’obtient en fait par le conoyau dans Sch(Z)(cf|1.4.17)
Uier X; := coker( I jer Xi N X [icr Xi)
Lemme 1.8.4. Le foncteur | — | : Ouv(F) — P(|F|) commute aux sommes petites et aux produits finis.

Preuve
Le foncteur | — | commute aux limites finies dans Sch(Z) car pour tout corps K, le foncteur Homgcyz)(Spec(K), —)
commute aux limites petites, et | — | est définit par la colimite filtrante de cette famille de foncteurs, indexée par une
famille petite de classes d’équivalences de corps, donc commute aux limites finies. On en déduit que | — | commute
aux produits finis.

Pour les unions petites, prenons (X;);cr une famille d’ouverts Zariski de F. On a un monomorphisme X; — U;c1X;
que 'on met en évidence en écrivant la réunion comme une limite. il induit un morphisme injectif | X;| — | User X;]
pour chaque i et il y a donc un morphisme résultant U;cr|X;| < | Uier X;|. Montrons qu'il est surjectif. Soit
x: Spec(K) — X := U;er X; un point de X. Soit Z; := Spec(K) x x X;, alors par changement de base, c’est un ouvert
Zariski de Spec(K), ils sont donc vide ou isomorphes a Spec(K). Supposons qu'ils soient tous vides, en remarquant
que par changement de base, § = [;c; Zi — Spec(K) est un épimorphisme, on en déduit Spec(K) = 0, ce qui
est absurde. Par conséquent, il existe ¢ € I tel que x se factorise par X; i.e. est un point dans |X;|. Finalement
| Uier Xi| = Uier| Xil.

¢

Remarque 1.8.5. Si F est un schéma qui admet un atlas affine (X;);cr, on obtient alors F' = U;crX;. cela étant vrai
pour tout sous schéma ouvert de F, les ouverts affines forment une base d’ouvert de |F|.

Definition 1.8.6. Soit F' € Sch(Z), on définit une topologie 7 sur |F| dont les ouverts sont les images par | — | des
ouverts Zariski de F. L’ensemble |F| muni de la topologie 7 est appelé 'espace topologique sous-jacent a F' et est
noté |F'|. Une base de cette topologie est donné par les images par | — | des ouverts affines de F'.

Remarque 1.8.7. on retrouve bien par cette méthode les ouverts au sens usuel d’un schéma affine. En effet, les ouverts
affines Spec(B) d’un schéma affine Spec(A) sont exactement les spectres des anneaux B tels que A — B soit un
épimorphisme plat de présentation finie. La platitude enrichie étant ici équivalente a la platitude simple. Les affines
formant une base d’ouverts, cette définition redonne tous les ouverts au sens usuel d’un schéma affine et définit un
isomorphisme sur les catégories Ouv associées. Notons que ’on retrouve aussi les ouverts d’un schéma non affine, car
ceux-ci sont définis a partir des ouverts des schémas affines (|1.7.5|).

Definition 1.8.8. Soit F' € Sch(Z), On définit le faisceau structurel en anneau commutatif O sur les ouverts affines.

OF : Ouv(|F|) — Ann
|U| — A si U = Spec(A)

Cette définition s’étend naturellement & tout ouvert par recollement.

Definition 1.8.9. Soit F' un schéma. L’espace topologique |F| muni du faisceau Op est appelé l’espace annelé
sous-jacent au schéma F'.

THEOREME 1.8.10. La catégorie des Z-schémas est équivalente a la catégorie Sch(Z). L’équivalence est donnée par
jeu de foncteurs suivant

Sch(Z) " Sch

ot h : Sch — Pr(Sch) — Pr(Af fz) est le foncteur de Yoneda.

Ebauche de preuve
Pour définit correctement le foncteur de Yoneda de Sch, il faut préciser quelles sont les familles couvrantes dans Sch
qui prolongent la topologie de Grothendieck sur Af fz. En se référant au lemme [I.7.8] il est clair que les atlas affine
quasi-compacts, i.e. dont on peut extraire un sous recouvrement fini, prolonge naturellement la topologie de Af fz. Si
X € Sch, et (U;)ier est une famille couvrante de X, on a alors X = U;c;U;. En effet U;c;U; — X est clairement un
épimorphisme de faisceaux et c’est aussi un monomorphisme. C’est donc un isomorphisme. En prenant 'image par
Homgcn(—, X) du conoyau qui définit la réunion , on obtient que hx est un faisceau. Montrons maintenant
que c’est un schéma relatif. Soit (Uj)icr un atlas affine de X, on a un morphisme p : [[,.; hy, — hx induit par
les immersions ouvertes U; — X. Soit Y un schéma affine et f : Y — X, alors la famille (hy, Xp, hy)icr est un
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recouvrement Zariski de hy tel que les morphismes hy, X, hy — hx se factorisent par p. On en déduit que p est un
épimorphisme de faisceau. En remarquant enfin que pour tout schéma affine Y, le changement de base hy, X, hy
est un ouvert Zariski de hy, on obtient que hy, est un ouvert Zariski de hx pour tout 7. En particulier h préserve les
ouverts affine d’un schéma.

On a donc montré que le foncteur de Yoneda se factorisait en un foncteur h : Sch — Sch(Z). On peut alors
montrer que ce foncteur reste pleinement fidéle en se ramenant aux affines.

Il nous reste & voir que ce foncteur est essentiellement surjectif. Remarquons que en nous restreignant aux schémas
affines, il est bien connu que Af fz = Af f. Soit F' € Sch(Z), on a en particulier une équivalence entre les sous catégories
pleines de Ouv(F), Ouv(|F|) et Ouv(hp)) formées des ouverts affines. Plus généralement, on a Ouv(F) <= Ouv(|F]).
de plus, si U est un ouvert de F, alors hjyy| — h|p| est un monomorphisme par lequel tout ouvert affine de h;| envoi
sur un ouvert affine de bz, parc’est donc un ouvert de h|p|. On obtient donc Ouv(F') — Ouv(h|p|). Or ces deux
catégories sont des catégories d’ouverts d’espaces topologiques ayant la méme base d’ouverts, donc sont équivalentes.

De plus, si F' s’écrit comme P'union UX; ou les X; := Spec(A;) sont affines, alors |F| = U|X;|. Soit donc
A € Comm(C), X = Spec(A), on a un morphisme naturel

oA F(A) = Homgepzy(hx, F) — hip|(A) = Homsen (X, |F|)
f—1fl

On vérifie que ce morphisme est bijectif en utilisant le fait qu’il est bijectif sur les affines.

1.9 Catégories de Modéles Compactement Engendrées
On donne dans cette section les résultats démontrés dans [HAGII].

Definition 1.9.1. Soit M une catégorie de modéles simpliciale engendrée par cofibrations et I I’ensemble des cofi-
brations génératrices.

i. Un objet X € I — cell est strictement fini si il existe une suite finie

0= X, X, X, =X
et V ¢ un pushout :

X, — X

|

B

w;
ou u; € 1.
ii. Un objet X € I — cell est fini si il est faiblement équivalent & un objet strictement fini.

iii. Un objet X est homotopiquement de présentation finie si pour tout diagramme filtrant Y;, le morphisme :
Hocolim;Map(X,Y;) — Map(X, Hocolim;Y;)

est un isomorphisme dans Ho(sEns)

iv. Une catégorie de modéles simpliciale M est compactement engendrée si elle est cellulaire, si les colimites filtrantes
y sont exactes, si elle est engendrée par cofibrations et si les domaines et les codomaines des cofibrations
génératrices et des cofibrations génératrices triviale sont cofibrants, w-compact et w-petit (Relativement a M).

Proposition 1.9.2. Soit M une catégorie de modéles compactement engendrée.

1. Pour tout diagramme filtrant X;, Le morphisme naturel Hocolim;X; — Colim;X; est un isomorphisme in
Ho(M).

1. Les objets homotopiquement de présentation finie dans M sont exactement les objets faiblement équivalent o des
rétracts d’objets de I — cell strictement finis.
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Chapitre 2

Structures algébriques relatives

On se donne pour tout ce chapitre un contexte relatif €, dont on rappelle ici la définition.

Definition 2.0.3. Soit (C,®,1) une catégorie monoidale. On dira que € est un contexte relatif si
> La catégorie monoidale (C,®, 1) est symétrique fermée.
> La catégorie C est bicompléte.
> La catégorie monoidale (€, ®,1) est w-localement présentable.
> La catégorie C est réguliére au sens de Barr.

> La catégorie C respecte les images.

Dans ce chapitre, on se donne un contexte relatif (€, ®,1). Dans cette partie nous allons montrer que les objets
usuels de 'algébre commutative, i.e. idéaux, localisations par un élément, peuvent étre définis dans € et nous allons
ensuite étudier plus en détail le probléme de 'existence d’un espace topologique de Zariski associé & un schéma relatif
et de sa description.

Remarque 2.0.4. Donnons ici quelques contextes connus qui sont ou ne sont pas des contextes relatifs.
o La catégorie (Z — mod, ®z,7Z) définit un contexte relatif de catégorie de base abélienne.

o La catégorie (N — mod, ®y,N) définit un contexte relatif dit "semi-additif" ( En particulier ses sommes sont
des produits d’ensembles).

o La catégorie (Ens, x,F;) définit un contexte relatif.

o La catégorie (Z — mod x Ens,®%,(Z,F;) définit un contexte relatif pour les préschémas logarithmiques ou
le produit tensoriel est donné par (M,E) ®° (M',E")) = (M ®z M',E x E'). 1l est & noter qu'un effort
supplémentaire est a fournir si I’on veut se restreindre aux schémas logarithmiques.

o La catégorie (Z—mod®/f ®,(Z,0)) définit un contexte pour les schémas différentiels qui n’est pas un contexte
géométrique. Le produit tensoriel d’objet de présentation finie n’est pas de présentation finie. Cela implique en
particulier que toute localisation différentielle d’'un anneau A par un de ses élément f n’est pas plate au sens
enrichi. Il est néanmoins possible d’étudier ce contexte car cela signifie qu’il y a moins d’ouverts Zariski et il est
fortement probable qu’en se restreignant aux localisations différentielles qui sont des ouverts, on retrouve une
base d’ouvert pour ’espace Zariski associé.

2.1 Modules et Idéaux

Rappelons pour commencer que d’apres [I.4.22] les catégories de modules sur une algébre données sont des contextes
relatifs. Tous les résultats sur la notion d’image sont donc valables, notamment ses deux définitions équivalentes
ou encore le fait que I'image dans les algébres d’un morphisme d’algébre est isomorphe & 'image dans
les modules de cet objet 11.4.24 . Il en est de méme pour la notion de générateurs ot 'on a aussi deux définition

équivalentes [1.4.25| et [1.4.27| et quelques résultats (1.4.28|).

Definition 2.1.1. Soient A € Comm/(C), M € A —mod et Cyps la catégorie des couples (N,u) ot u: N — M est un
monomorphisme.
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> Un sous-A-module de M est la donnée d’un classe d’isomorphismes de C;. On note comme précédemment
Sub(M) la catégorie des sous A-modules de M.

> Un idéal de A est la donnée d’un sous-A-module de A.

Si g est un idéal de A, le monomorphisme associé sera noté j, : ¢ — A. La catégorie des idéaux ¢ de A, munie des
monomorphismes j, sera notée I(A) .

Remarque 2.1.2. Pour A € Comm(C), la catégorie I(A) est un poset admettant des intersection finie et des unions
petites. L’intersection de deux idéaux ¢, ¢’ est donnée par ¢ N ¢’ := ¢ X 4 ¢’ et 'union d’une famille d’idéaux (g;):es
par I'image du morphisme naturel p : [[,.; ¢ — A qui peut se voir comme un conoyau ou une limite (1.4.17).

Definition 2.1.3. Soient u : A — B € Comm(C), j, : ¢ — A un idéal de A. Alors I'image du morphisme
mpo ((uoj,) ® Idg) : q®4 B — B est un idéal de B que nous noterons ¢B.

Lemme 2.1.4. Soient u : A — B € Comm(C), j, : ¢ — A un idéal de A. L’ensemble sous-jacent de l'image du
morphisme u o j, dans A — mod est générateur dans B — mod de ¢B, i.e. gB est le plus petit idéal de B dont les
ensembles sous-jacents, qi, contiennent les Im(uojq)r, k € Co. Autrement dit ¢B est le plus petit idéal de B contenant

Uimage de q au sens de[1.].13

Preuve
L’idéal ¢B est définit comme étant la limite des sous objets de Y qui recoivent ¢ ® 4 B or par adjonction cela revient
a dire qu’ils contiennent I'image de ¢ au sens de [[.4.13] ¢B est donc le plus petit idéal de B qui contient 'image de q.

¢

Avant de démontrer des propriétés sur les idéaux d’un monoide commutatif A, on va donner les définitions néces-
saires & la compréhension de la notion de multiplication par un élément de A (i.e. de ses ensembles sous-jacents).

Definition 2.1.5. Soit A € Comm(C), f € Ay et M € A —mod

> On définit 7¢ la multiplication par f dans A comme étant ¢(f) € Homa—mod(A ® k, A) (cf|1.3.3]). Lorsque
k =1 on retrouve bien le cas plus intuitif d’'un endomorphisme de A.

> On définit la multiplication par f dans M par le diagramme commutatif suivant

d
M®AA®/<:IL@f>M®AA

TM®Id)¢\L l""]%

M®k M

Tf

Remarquons que l'on peut regarder le diagramme commutatif suivant, ot l'on oubli les produit tensoriels au
dessous de A.

Id
MoAdo k2L yea

pa @Idy i iﬂM

Mek M

Tf
et en particulier, 7y peut se décomposer

iaory  @Idy Tdn®

Un phénoméne limitatif se produit maintenant. L’ensemble Ay est un monoide commutatif dans les ensembles, par
contre Ay n’a pas de structure naturelle de monoide commutatif dans Ens. Ay sera en fait muni d’une structure de
Ag-module. Nous avons les lemmes suivant.

Definition 2.1.6. Soit A un monoide commutatif dans €, on définit ’ensemble des éléments de A par Elt(A) :=

(Hree, (Ar))/ ~= Ob((@é(A)))/ ~ (cf def , ot la somme est prise dans la catégorie des ensembles et ou deux

objets de GE(A) sont équivalents s’ils sont isomorphes dans GS(A).

Lemme 2.1.7. Soit A un monoide commutaitf dans C, alors Elt(A) est un monoide commutatif dans les ensembles.
Le produit est donné par
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@:f,g€ A X Ay —wmao fRgE Aggr -

Preuve
Il est clair que cela définit bien une loi de monoide. LA commutativité de cette loi vient du fait que 'on & quotienter
par les isomorphisme de Gé(A) et donc en particulier par les isomorphsimes structurels de symmeétrie de C de la forme

Sk, k).
¢

Lemme 2.1.8. Soit A € Comm(C) alors Ay est muni d’une structure de monoide commutatif dans Ens et le mor-
phisme d’adjonction ¢ : Ay — Enda—mod(A) est un morphisme de monoide commutatif dans Ens.

Preuve
On définit un morphisme unité pour Ay par (i4)g. Soit f,g € Ag. On montre maintenant que ¢ est un morphisme de
monoide, ce qui prouvera que les deux morphismes structurels que nous venons de définit pour Ay forment bien une
structure de monoide sur Ag. Il est clair que ¢((i4)o) = Ida. Il faut prouver o(f @ g) = ©(f) o v(g).

Rappelons que ¢(f) = mg o (Id, ® f). On peut donc faire les décompositions suivantes:

(Ida®ry yor, !t 1d m m
o(fog = A—20 0101220 ¢ A0 A1974 4o a4 5 4
5! 1da® m
o(floplg)= A—> A1 —F A A —2 >4
r7t
A
A A®A A®1
Or on a
IdA®Tf1:T21®Id1 etho(IdA®mA)zon(mA®IdA)
Soit
(r3'®Idy)oryt Id m m
p(fog=A—2 "0 0101 2 0 A 412 % A a2t s 4
Soit
2l (mao(Ida®f)or,")® m
p(fog) = A—"> A0l T T Ag AT 4
ormao(Ida® f)ory' = o(f)
on a donc
Pt olda)®(Idao m
<p(f®g)=A A Aol (p(f)olda)®(Idaog) Ao A A A
qui donne
it Id Id
@(f@g)z a A Aol A®g X(f@ AA A*>A
et o(f) € A—mod donc ma o (p(f) @ Ida) = o(f) omy
donc
Id m f
PfOg) = A—e 41 % g g g ma g 20y

Soit finalement ¢(f @ g) = ¢(f) o ¢(9).
¢

Les multiplications vérifient des propriétés analogues au cas plus classique ot € = Z — mod. On a en particulier
le lemme suivant

Lemme 2.1.9. Soient A € Comm(C), M,N € A—mod et u € Home(M,N). Alors u € A —mod si et seulement si
il commute auz multiplications 7y, f € [[ce, Ax au sens ot 7p o (u® Idy) =uo7y. De plus, si (—)o est conservatif,
la commutativité par rapport aur éléments de Ay suffit.
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Preuve
Supposons que u € A — mod, alors les diagrammes suivant sont commutatifs

u Id
MeAde " e a® U Negs Meodckl"Ne 4t PN g A
HM®Idkl HM\L i“N #NI@Idkl #N®Idki iﬂN

Clairement (Idy @ ¢(f))o(u®Ids) = (u®Ida)o(Idp @¢(f)). On obtient donc que pps @ Idy, égalise les morphismes
Tr o (u® Idy) et wors. Or ppy @ Idy est I'image de 'épimorphisme pps par le foncteur — ® k qui préserve les
épimorphismes. En effet, si X — Y est un épimorphisme de C, on a pour tout Z

Home(Y,Z) — Home(X, Z)
et donc
Home(Y ® k,Z) = Home(Y, Home(k, Z)) — Home(X, Home(k,Z)) = Home(X ® k, Z)

Soit pps ® Idy est un épimorphisme et les morphismes égalisés par pps ® Idy sont égaux.

Réciproquement, il faut montrer w o s = py o (u ® Ida) or pour tout f € Ag, uopup o (Idy @ f) =pno(u®
Ida)o(Idy ® f). La famille [ ], .o, Ak est épimorphique, donc la famille image de cette famille par M ®@ — l'est aussi,
pour la méme raison que précédemment. D’ou 1’égalité voulue.

Si maintenant on suppose (—)o conservatif, d’apres [1.4.28] Ag est une famille génératrice de A. Toujours d’aprés
1.4.2§] il s’agit d’un famille de morphismes épimorphique de but A. On peut alors reprendre la démonstration ci-dessus
en se restreignant a cette famille.

¢

Les multiplications sont enfin compatibles avec les idéaux, on a les propriétés suivantes

Proprietes 2.1.10. Soit A € Comm(C) et ¢ € I(A)
- On a un morphisme injectif (j, )i : gx — A
- Si f € qr C Ay alors 75 se factorise par j, : ¢ — A.
- Soit f,g € Ag x Ay, alors Im(f @ g) = Im(firm(y))

Preuve
Le premier point est immeédiat. Le second vient du fait que ¢(j, 0 f) = j, 0 ¢(f). Le troisiéme découle directement de
la propriété universelle de I'image (en tant que limite).

¢

On redémontre alors des résultats classiques.
Proposition 2.1.11. Soit A € Comm/(C) et q un idéal de A contenant un élément inversible f € Ag. Alors ¢ = A

Preuve
Le morphisme ¢(f) est donc un automorphisme de A-module de A qui se factorise par j, d’aprés la propriété 2 de
Le morphisme j, est donc un monomorphisme et un épimorphisme scindé, soit un isomorphisme par

¢
Lemme 2.1.12. Soit u: A — B € Comm(C) tel que B est plat sur A et q un idéal de A. Alors ¢B = q®4 B.

Preuve
Notons ¢ 4 I'adjonction entre ¢ ® 4 — et I'oubli. Le foncteur — ® 4 B étant exact, il préserve les monomorphismes. Par
conséquent j, ® 4 Idp est un monomorphisme. Il est donc isomorphe & son image ([1.4.15)).

¢
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2.2 Localisations

Pour un monoide commutatif A de € on va maintenant définir une notion de localisation par un systéme multiplicatif
d’éléments de Ag. Notons que comme expliqué précédemment, il est complexe de généraliser cette definition aux
éléments des Ay, k € Cy car ils ne sont pas munis de structures de monoides. De plus, il n’est pas clair dans les
exemples connus actuellement que cette généralisation ai un vrai potentiel d’applications. Nous traiterons donc en
détails le cas d’éléments de Ag et nous donnerons les conditions nécessaires a la classification des ouverts Zariski d’un
schéma affine par ces seules localisations. Cette condition consistera & demander que 1 soit générateur i.e. que le
foncteur (—)g soit conservatif.

Definition 2.2.1. Soient A € Comm(C) et S un systéme multiplicatif d’éléments de Ag. une localisation de A suivant
S est un couple (S71A4,wg), ott wg : A — STLA € Comm(C), satisfaisant les propriétés suivantes:

i. L'image des éléments de S est inversible, i.e. wg.(S) C (STLA).

ii. Tout morphisme de Comm/(C) vérifiant i se factorise de maniére unique par wg. Plus précisément, V u : A —
B € Comm(C), si u.(S) C Bf alors il existe un unique morphisme v tel que le diagramme suivant commute

u

A B

> A

S—1A

Si S est engendré par un seul élément f, alors S™!A sera noté Ay et wg sera noté w.

Remarque 2.2.2. Pour tout monoide commutatif A et tout systéme multiplicatif S de Ag, le morphisme wg, s'il existe,
est un épimorphisme.

Cette définition se fait par l'intermédiaire d’une propriété universelle, les lemmes suivants vont donc servir a
montrer I'existence, pour tout monoide commutatif et tout systéme multiplicatif d’éléments de ce monoide, que la
localisation existe. On commence par s’intéresser au cas le plus simple ol S est engendré par un élément f.

La proposition suivant est basée sur I'idée que rendre f inversible revient a quotienter A[X], ce dernier étant définit
comme la A-algebre libre associée & A, i.e. La(A) tel que noté dans la proposition. Intuitivement, il faut penser a ce
quotient comme a A[X]/P(X) ou P(X) = X f— 1. Il s’écrit alors comme un conoyau, la catégorie de base n’étant pas
additive.

Proposition 2.2.3. Soient A € Comm/(C) et f € Ag. Soient jo et j1 les morphismes naturels de A :== A®40/S, et
A = A®a1/S, dans La(A) = [1,ey A®4"/Sn. Soit § := jioma o (Ida ® f) ory". Notons s Uadjonction entre le
foncteur Ly : A — mod — A — alg et oubli. Alors

$a(9)
Ay = coker( La(A) L4(A))

¥ a(jo)

Le conoyau est pris dans Comm(C).

On commence par montrer que cette colimite vérifie la propriété universelle de Ay. Soit donc A — > B dans
! '=ip.
o rgl. On a le diagramme

son inverse, on a alors mpo(g®g~1)or;
1

Comm/(C) tel que g := u, f = wo f soit inversible dans By. Notons g~
On définit un morphisme h de L 4(A) dans B par 'adjoint du morphisme 8 =mpou® g~
commutatif suivant:

A Bod
Pt
A
Ida®ry!
ARl —AR1®1 B
Ida®f lIdA®f®Id1 TmB
Ids®ry!
ARA—ARAR®1 B®B
ma lmA(@Idl Tu@gl
p——

ARl —A®1
Ida
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u®g_10mA®Id1=(u0mA)®g_1

et on a de plus
(woma)®g ") o(Ida® f@Idi) = ((uoma)o(Ida® f))®g~*

On remarque ensuite que u est un morphisme de monoide donc vérifie mpg o (u @ u) =uomy

donc
(woma)o(Ida® f)) @ g~ = (mpo(u@u))o(lda® f))®g~"
qui donne
mpo(u®(uo f))®g™!
On a donc

Bod=mpo(mpo(u®(uof)®@g')o(Idaor;)ory

Soit par associativité de mpg
fod=mpo(u®(mpo((uof)@®g))oUdsory)ory'
Soit
Bod=mpo e (mso((wof)®g ) oryh)ors!
qui donne
ﬁoészo(u@)ib)orATl =u

De plus il est clair que Fojy = u donc 3 égalise les deux fléches, il y a donc un unique morphisme du conoyau des deux
fleches vers B qui commute a u. Le conoyau vérifie donc la propriété universelle de Ay. A ce stade, il reste & montrer
que f devient inversible dans ce conoyau. Nous choisissons de noter A le conoyau et de noter w le morphisme naturel
de A vers ce conoyau.

On montre maintenant U'inversibilité de f dans Ay. Il existe un morphisme p : L4(A) — Ay tel que pod = w.
Soit p : A — Ay le morphisme donné par p := w;l(ﬁ). Alors, le morphisme p égalise ©¥4(0) et ¥4 (jo) donc p vérifie
pomago(Ida® f) 07“21 = w. De plus, on a par adjonction entre A —mod et Ay —mod, ma, o(wo(poia)) orlg1 =p.
Donc p joue un réle analogue 4 3 définit ci-dessus, et p o iq joue le role de g—'. Par conséquent, un calcul analogue

donne:
woiyr=pomao(lda@ f)ory oix=ma, o((wof)@(poia))or;’

Finalement le produit de wo f et poia est I'élément unité de (Ay)o.

¢

Lemme 2.2.4. Soit S un systéme multiplicatif. On lui associe la catégorie suivante, toujours notée S. Les éléments
sont les éléments de S et pour tout couple f,g € S, Homg(f,g) :== {h € Stq f xh = g}. Alors STt A est donné par
la colimite filtrante

S™1A <« ColimgAy

Preuve
Il est clair que cette colimite vérifie la propriété universelle de S~ A, de plus par composition avec w, chaque élément
f y devient inversible.

¢

Pour caractériser plus précisément ces localisations, on fait aussi référence a la catégorie de modules associée. Le
résultat attendu, que nous démontrons un peu plus loin, est que les S~ A-modules sont exactement les A-modules pour
lesquels les multiplications par les éléments de S sont inversibles. Nous allons donner une autre fagon de déterminer
une localisation dans le cas ou S est engendré par un seul élément. cette autre méthode, inspiré du cas usuel, clarifiera
les démonstrations en simplifiant certaines justifications.

Proposition 2.2.5. Soient A € Comm(C), f € Ay et ¢ le morphisme d’adjonction entre — ® A et loubli. Alors
lobjet
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B = colim( A e (f) A o (f) A w(f) )

est muni d’une structure de monoide et est isomorphe & Ay en tant que monoide.

Preuve

Nous devons commencer par montrer que B est muni d’une structure de monoide. Comme il s’agit en fait d’'un monoide
au dessus de A, nous allons directement mettre en évidence une structure de A-algébre pour B. Le morphisme unité,
noté ip est donné par le morphisme de la premiére composante A de la colimite vers B. Il nous faut définir maintenant
le morphisme mp : B®4 B — B. Soit NT! la catégorie des entiers naturels strictement positifs ot il existe un unique
morphisme wu; ; de ¢ vers j si et seulement si j =7+ 1. Soit F' € N définit par F(i) = A, F(u;i+1) = ¢(f). Alors
B®a B = Colimy+1 (B®a F) = Colim+1y:F ®4 F. Or B = Colimy+1 (F) vérifie clairement la propriété universelle
de cette derniére colimite. D’ott B&®4 B = B. On définit mp comme étant le morphisme réalisant cet isomorphisme. 11
reste & vérifier que ces morphismes munissent B d’une structure de A-algébre. Pour 'associativité, mp : B&a B — B
est un morphisme de A — mod on a donc un diagramme commutatif

I
BoaBo s A2 B, A
,UIB®AB®AIdAl l/“B
B®a B proges B

Et pour tout n € N*1, up o (Idg @4 ¢(f)") o (mp ®a Ida) = pp o (mp @4 Ida) o (Idpg,5 @ of").

On a donc un diagramme corlnmutatif induit dans GNH, ol les objets B ®4 B et B sont pris comme diagrammes
constants. Si on note F,G € CN'" définis par F(i) = B®aB®a Aet F(u;i11) =Idpg 5 @4 ¢f et G(i) = BR4 A,
G(u;i+1) = Idp ®4 pf Ce diagramme s’écrit, pour tout i

Idp® ;
PG )
(MB®A3®AIdA)il i(HB)i
B®a B e B
En appliquant le foncteur Colimy+1 & ce diagramme, on obtient le diagramme d’associativité de B.

Les diagrammes d’unité s’obtiennent de maniére analogue & partir du diagramme de A — mod, ainsi que le diagramme
de symétrie.

Nous allons maintenant montrer que g := ip o f est inversible dans Homa_mod(A, B) = By. Par définition de
B, il existe un morphisme de la seconde composante A de la colimite vers B que nous choisissons innocemment de

noter g~!. ce morphisme vérifie g~ o ¢(f) = ig. On cherche a retrouver Iidentité mp o (97! ®4 g) o 7';‘1. Or

o(f)y=mao(Ida®a f) orgl, on a donc
ip=g 'op(f)=g tomao(Ida®a f)ory'
Or g~ ! est un morphisme de A-modules donc
=ppo(g ' ®alda)o(Ida®a f)ory'
ol pug =mpo (ldg ®aip)
Soit
=ppo(gt®af)or,
Et par définition de pp
mpo (g7t ®ag)ory'

Il nous faut maintenant prouver que B vérifie le point 2 de la définition de Ay. Soit h : A — C' € Comm/(C) tel
que g := ho f est inversible dans Cy d’inverse g—!. Alors par un calcul analogue & celui réalisé précédemment, le

diagramme suivant commute

it h®g*t m
A" 401 coc™ s o

w(f)T

A h
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De méme, un diagramme analogue commutera pour g&™ et o(f)". On construit ainsi une famille de morphisme du
diagramme de la colimite vers C. Il existe donc un unique morphisme s: B — C tel que soig = h.

Les diagrammes commutatifs de morphisme A-algébre de s s’obtiennent comme précédemment pour la structure de
A-algébre de B. On a déja le diagramme d’unité, on considére donc le diagramme

Bo, A% 0w, A

B——>C

R . . 1 . )
Qui induit un diagramme commutatif dans CN' qui envoi par Colimy+: sur

Bo,BE% 0w, B

B——F>C

or pio = me o (Idp ® s). On a donc le diagramme commutatif désiré.

¢

On en arrive a I’étude voulue, pour cela commengons par remarquer le fait suivant qui découle directement de la
proposition.

Corollaire 2.2.6. Soient A € Comm(C), ¢ € A — mod, f € Ay et S un systéme multiplicatif de Ag. Notons
5 = q®a Ay

i. On a un isomorphisme g5 = Colim( q s ).
ii. On a un isomorphisme ¢ @4 S™'A = colimfesqy.
iii. Le morphisme A — S~ A est C-plat.

Preuve

D’apres et [2.2.5] le foncteur A — S~!A est décrit par une colimite filtrante. Par conséquent, le fait que ¢ ® 4 —
commute aux colimites implique ¢ et 4. La proposition [I.5.15] implique .

¢

On revient maintenant aux catégories de modules associées. On formule un premier résultat classique avant de
donner un second résultat qui découle du travail que ’on vient de faire.

Proposition 2.2.7. Soit g: A — B € Comm(C). Le foncteur d’oubli g* est pleinement fidéle si et seulement si g est
un épimorphisme.

Preuve
Un morphisme g : A — B est un épimorphisme si et seulement si il induit un isomorphisme B — B[, B. Or ici
B1], B = B®4 B. Rappelons que pour un A-module M, 'unité de 'adjonction est donnée par le morphisme

GMZ(IdM®A’L'B)OT]T/IltM—>B®AM
et la counité par le morphisme
puyp i BRa M — M

Passons maintenant a la preuve. Si g* est pleinement fidéle, la counité est un isomorphisme donc en particulier yp
est un isomorphisme. Son inverse est donné naturellement par ep qui est donc un isomorphisme. Donc g est un
épimorphisme.

Réciproquement, si g est un épimorphisme alors, pour tout M € B — mod le foncteur M ® 4 —, qui est adjoint
a gauche du Hom interne, préserve les épimorphismes. On en déduit que Idy; ® g est un épimorphisme, i.e. que
l'unité est un épimorphisme pour les B-modules. On sait déja que c’est un monomorphisme scindé, c’est donc un
isomorphisme. On écrit alors le diagramme (ou le foncteur d’oubli est noté 4):
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— Bo1i
Homemod(M7 N) 24 Homemod(M ®A B7N®A B)

HomAfmod(M, N) HomAfmod(M ®aA B, N ®a B)

i0o—®aB

Alors —® 4 Boi et io—®4 B définissent des isomorphismes dans ce diagramme. On en déduit que — ® 4 B, au centre
du diagramme, est surjectif et injectif donc bijectif. Par conséquent les deux occurrences de ¢ sont bijectives dans le
diagramme. Finalement g* est pleinement fidéle.

¢

Corollaire 2.2.8. Soient A € Comm(C) et S un systéme multiplicatif de Ag. La catégorie S~ A-mod est exactement
la sous catégorie pleine de A-mod des modules M pour lesquels Ty est inversible pour tout f dans S.

Preuve
Soit ¢ € ST'A — mod, alors par définition de la multiplication par un élément, 75 est inversible pour tout f € S.
Réciproquement soit ¢ € A — mod tel que 7 soit inversible pour tout f € S. Alors le corollaire précédent implique
qs = g pour tout f dans S. Soit ¢ ®4 ST'A = ¢ et finalement ¢ € ST'A — mod.

¢

On en arrive maintenant a la question des ouverts Zariski. Et pour commencer nous donnons une proposition qui
met en évidence des exemples types.

Proposition 2.2.9. Soient A € Comm(C), f € Ag et S C Ag un systéme multiplicatif. Alors
o Le schéma relatif affine Spec(S™1A) est un ouvert Zariski formel de Spec(A).
o Le schéma relatif affine Spec(Ay) est donc un ouvert Zariski de Spec(A).

Preuve
Pour tout systéme multiplicatif S de Ag, le morphisme wg est un épimorphisme par construction. De plus d’aprés
m il est C-plat. Si S est engendré par un seul élément, alors d’aprés 2.2.3|, Ay est une colimite finie d’objets de
présentations finie, il est donc lui-méme de présentation finie d’apres [[.1.3]

¢

Remarque 2.2.10. Notons que si S est engendré par un nombre fini d’éléments f;, alors S est en fait engendré par

g= Hzf’b

2.3 Filtres de Gabriel

Les Filtres de Gabriel fournissent une notion clef pour comprendre la classification des ouverts Zariski d’un schéma
affine relatif. Ils forment en fait un cadre beaucoup plus général qui contient les ouverts formels. Commencgons par
donner les bases de la théorie.

2.3.1 Filtres de Gabriel

Definition 2.3.1. Soit A € Comm/(C),
> On définit BA la C-catégorie & un objet * et dont les morphismes sont données par Homg 4 (%, %) 1= A.
> On définit Pr(BA) la C-catégorie des C-préfaisceaux sur BA i.e. des C-foncteurs F': BA — C.

> Le C-foncteur de Yoneda est définit sur les objets par h.(x) := A et sur les morphismes par l'adjoint h, :=
A — Ende(qy de ma.

Lemme 2.3.2. La catégorie Pr(BA) est muni d’une structure de C-module.

Preuve
On définit, pour F € Pr(BA) et X € C, X ®¢qt F := %+ — X ® F(*). Le morphisme naturel A — Ende(X ® F(*)) est
obtenu en composant avec la tensorisation par X, X ® —. Les morphismes structurel d’associativité et d’unité sont
ceux de C.

¢

Proposition 2.3.3. Le C-foncteur de Yoneda associé ¢ BA se factorise par A — mod et définit une C-équivalence de
Pr(BA) dans A —mod.
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Preuve
Ces deux catégories sont munies de structure de C-catégories et de C-modules, au sens de|1.5.13] Il faut donc montrer
qu’elles sont équivalentes en tant que C-modules. On commence par définir le foncteur:

F:Pr(BA) — A—mod
(G:BA— C) — G(x)

Soit G € Pr(BA), alors G(x) est un objet de € muni d’un morphisme A — Ende(G(*)) qui par adjonction revient a
A ® G(x) — G(*). ce morphisme muni G(*) d’une structure de A-module, les diagrammes structurels de A-linéarité
découlant directement des diagramme structurels de C-linéarité de Pr(BA) ( Dans[1.5.4] poser W = 1).

Le foncteur définit se factorise donc par A—mod. de plus il est clairement surjectif sur les objets. Pour M un A-module
on a en effet un foncteur G : BA — € qui envoi * sur M et qui est définit sur les morphismes par A — Endo(M)
adjoint de ppr : A M — M.

Reste a voir que ¢’est un foncteur pleinement fidéle compatible au produit tensoriel. Pour la pleine fidélité, remarquons
que F envoi une transformation naturelle entre G et G’ sur son évaluation en *. Cette application est donc clairement
injective, il faut montrer que ces transformations naturelles évaluées en * sont bien des morphismes de A-modules et
que cette évaluation est surjective. Or la donnée d’une telle transformation naturelle est la donnée d’un morphisme 7
de G(x) dans G'(x) qui vérifie que le diagramme suivant commute:

G

A End(G(x))

End(G'(x)) — Hom(G(x), G’ ())

Qui est adjoint au diagramme:

G @A L e A
Hc(*)i i#c'(*)
G(x) ———> (%)

i.e. cela définit bien un morphisme de A-module. De plus, il est clair & partir de ces deux diagrammes que tout
morphisme de A-module de G(*) dans G’(*) induit une transformation naturelle.

Pour la compatibilité avec le produit tensoriel extérieur remarquons que F(X ¢yt G) est le A-module X @ G(x).
On doit vérifier que le morphisme naturel qui définit la structure de A-module de F(X ®.,: G) est bien l'adjoint du
morphisme du morphisme jg() ® Idx. Notons g : A — Ende(G(x)) le morphisme qui définit cette structure. On
peut décomposer

(99ipnde(x))OT 4
_—

End(G(+)) © Ende(X) — End(X @ G(x))
Par adjonction, on obtient

9®iEnde (x)®1da (e x

N

rt@Idg . x /
A®G(*)®XM>A®1®G(*)®X Ende(G(%) ® Ende(X) @ X @ G(x) —= G(*) @ X

ou le dernier morphismes correspond aux morphismes naturels de composition (composés avec la symétrie nécessaire
en remarquant que pour tout Y € €, Home(1,Y) = Y. Par compatibilité entre ® et o, on a donc:

IdA®iEnde (x)®1da (e x

r7 ' @Idc .
AGH) e X 220 o106 o X~ A®Ende(X)® X © G(x)

lszQaS(Ende(x),G(*))@de

ARG(x)® X Gx)® X

HG(x)®@Idx
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Toujours par compatibilité entre o et ® et grace au diagramme structurel du morphisme de symétrie S dans €, on en
déduit que ce morphisme est le produit tensoriel du morphisme fig(«).a9G. —a(+) €t du morphisme X — X donné par

Idx Qignae(x.

7";(1
X—X®1 X@Ende(X)HX

qui en remarquant que X est un Ende(X)-module, donne Idx.

La structure de A-module sur X ® G(*) obtenu a partir du préfaisceau X ®,,¢ G est bien la structure naturelle
du A-module X ® G(x). Pour terminer, nous devons vérifier que le diagramme de C-linéarité de F' commute. Or ce
diagramme est donné par le diagramme pentagonal de C.

¢

Nous donnons maintenant la définition de filtre de Gabriel. Cette définition reprend dans un cas particulier la
définition de C-topologie de Grothendieck donnée par Borceux et Quinteiro dans [BQ).

Definition 2.3.4. Une C-topologie de Grothendieck sur BA est la donnée d’un ensemble G d’idéaux de A tels que
i. L’objet A est dans G.
ii. Pour tout idéal ¢ € G, pour tout k € Cy, et tout f € Ay 'objet f~(q) = ¢* x 4» A est dans J.
iii. Pour tout idéal 7 tel qu'il existe un idéal g € G tel que pour tout f € [[,ce, T f~Yr) e JalorsreG.

Une telle topologie sera appelée un filtre de Gabriel. Dans le point ii, le morphisme A — A* = Hom(k, A) est adjoint
au morphisme ¢(f): A® k — A.

Notre but a présent est de comprendre cette notion pour en faire un outil plus pratique destiné & 1’étude des
ouverts Zariski. Commengons déja par le lemme suivant, qui précise 3.

Lemme 2.3.5. Soient G un filtre de Gabriel, ¢ € G, k € Cqy et f € Ay, alors f~1q est le plus grand idéal (pour
Uinclusion) qui s’envoi dans q par multiplication par f.

Preuve
L’objet f~'q est définit par une limite, or les foncteurs (—); commutent aux limites. On a donc pour tout &’ € Cy,
un diagramme commutatif dans Ens.

*

Tf
Ak/ —_— Ak/®k
(ftq) —— Wk

ol la commutativité implique que le morphisme du bas est 7'}‘, i.e. les éléments de f~'q envoi par 7¢ dans ¢q. L’image

par 7y de f ~1q est donc incluse dans ¢. De plus, soit ¢’ un idéal tel que ¢’ envoi par 7 dans ¢, alors on a un diagramme
commutatif

Aok—L>4

]

’ T
qd @k ——>4q
qui par adjonction donne un diagramme commutatif
A
ql

*>Ak
q

11 existe donc un monomorphisme ¢’ — f~'¢ qui factorise le morphisme ¢’ — A.

¢

Nous reprenons la terminologie de Borceux-Quinteiro pour les catégories de faisceaux. Cela peut préter a confusion
compte tenu du fait que I'on parle déja de localisations pour les monoides, nous ferons donc particuliérement attention
de bien préciser a quel type de localisation on fait référence par la suite.
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Definition 2.3.6. Une localisation de A — mod est la donnée d’une sous-C-catégorie pleine réflexive de A — mod telle
que l'adjoint & gauche de I'oubli soit C-exact.

THEOREME 2.3.7. (Borceuz-Quinteiro)
Soit A € Comm(C), ’ensemble des filtres de Gabriel de A est en bijection avec 'ensemble des localisations de A—mod.

Ce sont bien des ensembles par [I.4.11] De plus, ces ensembles sont en fait des posets. Les deux lemmes suivant
précisent d’une part le théoréme pour le premier et d’autre part leur structure pour le second.

Lemme 2.3.8. [BQ)/

> Soit L une localisation de A —mod. Alors le filtre de Gabriel associé a L est l’ensemble G, des idéaux q de A
vérifiant pour tout M dans L

MAfmod(Aﬂ M) = MAfmod((L M)

> Soit G un filtre de Gabriel alors la localisation associée a G est la sous-C-catégorie pleine Lo de A — mod des
A-modules M vérifiant pour tout ¢ dans G

MA—’mod(/L M) = MA—mod(q’ M)

Lemme 2.3.9. Soient A € Comm(C). Notons GabA et LocA les catégories de filtres de Gabriel sur A et de local-
isations de A — mod munies respectivement des inclusions et des C-adjonction dont l'adjoint & gauche est C-exact.
L’isomorphisme d’ensemble GabA = LocA induit un isomorphisme contravariant de poset.

Preuve
Les propriétés des foncteurs faisceautisation et des topologies enrichies de Grothendieck impliquent que l'isomorphisme
considéré définit naturellement un isomorphisme contravariant de poset.

¢
Lemme 2.3.10. Les posets GabA et LocA admettent des intersection et des unions petites.

Preuve
La catégorie GabA admet des intersections petites. Une intersection petite dans GabA est une intersection d’ensembles.
Par I'isomorphisme de poset, on en déduit des Unions petites dans LocA. La catégorie LocA admet des intersections
petites. La catégorie LocA admet des intersection finie. L’intersection d’une famille finie £; de localisations est la
sous catégorie pleine de A — mod dont les objets sont donnés par l'intersection des ensembles d’objets des L; et dont
le foncteur faisceautisation est la composé des foncteurs faisceautisation des catégories L;.

Soit (L;)ier une famille petite de localisations, quitte a ajouter toutes les intersections finies de L; a cette famille,
on peut la supposer filtrante. Notons I; le foncteur faisceautisation associé a L;. Alors N;c7L;, ou l'intersection est
prise au sens des ensemble d’objets est une localisation dont le foncteur faisceautisation est donné par Colim;eyl;. On
note 7; et €; I'unité et la counité de la C-adjonction entre A — mod et L;. L’unité de la C-adjonction est donnée par

n:X — L;(X) — colimierl;(X) dans A — mod.
le morphisme composé 7 ne dépend pas du choix de ¢. La counité est engendrée par la famille de morphismes
€ :Li(X)— X
qui se reléve en un morphisme
€: Colim(l;(X)) - X

Les identités triangulaires de 7; et €; se relévent naturellement en des identités triangulaire pour 7 et €. cela se vérifie
de maniére analogue & la preuve de
L’isomorphisme de poset implique alors que GabA admet des unions petites.

Remarques 2.3.11. Ajoutons quelques remarques sur ces objets essentiels

- L’union petite d’une famille (G;);cs de filtres de Gabriel est donnée par le plus petit filtre contenant chaque
G;.

- L’union petite d’une famille de localisations (£;);c; est donnée par la plus petite localisation contenant chaque
L;.
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- Les catégories LocA et GabA ne sont pas des lieux. En fait ces catégories contiennent trop d’éléments et il va
falloir nous restreindre & des sous catégories plus pertinente pour se rapprocher des ouverts Zariski qui forment
eux un lieu.

Faisons maintenant un premier lien avec les ouverts Zariski d’un schéma affine

Proposition 2.3.12. Soient Y := Spec(B) un ouvert affine formel de X := Spec(A) € Af fe. Alors B — mod est
une localisation de A — mod.

Preuve
Le morphisme A — B est un épimorphisme C-plat. D’apreés B — mod est une sous catégorie pleine de A — mod.
Par conservativité de € — Pr(Cp), on en déduit que c’est une sous-C-catégorie pleine. L’adjoint & gauche de l'oubli
est donné par B ® 4 — qui est C-exacte par définition.

¢

Proposition 2.3.13. Soit Y := Spec(B) un ouvert affine formel de X := Spec(A) € Af fe. Alors le filtre de Gabriel
associé & B — mod est I’ensemble des idéaux q tel que g @4 B = B.

Preuve
En reprenant la formule du lemme 2:3:8] on a par adjonction pour tout M € B — mod

HﬂBfmod(Ba M) = MBfmod(q ®A 37 M)

Qui implique par Yoneda (opposé) q ®4 B = B.
¢

Pour un schéma affine X := Spec(A), et un sous schéma affine ouvert Y := Spec(B) de X on parlera dorénavant
du filtre de Gabriel associé & Y, ou B. Etudions maintenant les exemples types mis en évidence dans la section
précédente, i.e. les localisations S™1A de A € Comm(C).

Proposition 2.3.14. Soient A € Comm(C), f € Ay et S C Ag un systéme multiplicatif.
o Le filtre de Gabriel Gy associ€é a Ay est ’ensemble des idéaux contenant une puissance de f.

o Le filtre de Gabriel Gg associé a S™'A est UpesGy.

Preuve
Soient Gy le filtre de Gabriel associé & Ay et G ’ensemble des idéaux de A qui contiennent une puissance de f.
Montrons G C Gy. Soit ¢ € G, on doit montrer gy :=q®4 Ay » Ay. Il existe n € N tel que f" € ¢, par conséquent,
Iimage de f™ dans Ay est dans gy. L’idéal gf contient donc un élément inversible de Ay, et d’aprés on a

qf = Af.
Réciproquement, Soit g € Gy, alors iy, est un isomorphisme. le diagramme suivant commute

Ao ——="As0 = Ag(ry)

I

go — 40 = qo(ry).

On remarque alors que qg(;;), est donné par I’ensemble

{(z,f" €qoxN)}/ ~

Avec (z, f*) ~ (y, f™) si et seulement si il existe p € N tel que fP*"y = fP*™z. En particulier f € qo(,,. donc il
existe T € qo,n € N tels que f ~ (x, f*) soit il existe p € N tel que fP*"*! = fPx € ¢y. Donc ¢ € G. Finalement
G =Gy.

Pour S7A, on a UsesGy C Gg et I'inclusion réciproque s’obtient de maniére analogue en regardant les ensembles
sous-jacents.

¢
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2.3.2 Filtres Localement Primitifs et Filtres Primitifs Quasi-compacts

Nous

allons maintenant exposer une notion de filtre qui va jouer un role particuliérement important. En effet, les filtres

associés a des ouverts Zariski ont des propriétés de régularité plus fortes que les filtres de Gabriel définis précédemment.
Donnons d’abord les définitions essentielles et les lemmes assurant la pertinence et la cohérence de ces définitions.

Definition 2.3.15. Soit A € Comm(C)

Lem

> Soient ¢,q" deux idéaux de A. Leur produit, noté ¢.q’ est I'image du morphisme ¢ ® ¢/ - A® A — A.

> Un idéal p de A est premier s’il est différent de A et si pour tout idéal ¢ et ¢’ tels que ¢q.¢' C p, alors g ou ¢
est inclus dans p.

> Un ensemble G d’idéaux de A est filtrant si pour tout ¢ C ¢’ € I(A) alors ¢ € G = ¢’ € G.
> Un ensemble d’idéaux de A est commutatif s’il est stable par produit d’idéaux.

> Un ensemble d’idéaux de A de A est quasi-compact si pour tout ¢ € G isomorphe & une colimite filtrante
Colimgq; dans I(A), il existe i € J tel que ¢; € G.

me 2.3.16. Soit A € Comm(C)

o Un filtre de Gabriel Commutatif de A est un monoide dans les ensembles.

o Tout filtre de Gabriel de A est filtrant.

o Tout filtre de Gabriel de A est stable par intersection finie.

o Une intersection petite de filtres de Gabriel commutatifs de A est un filtre de Gabriel commutatif.

o Une intersection finie ou une réunion finie de filtres de Gabriel de A quasi-compacts est un filtre de Gabriel
quasi-compact.

o Un ensemble d’idéaux G filtrant est quasi-compact si et seulement si pour tout idéal q de G il existe un sous
idéal de q finiement engendré dans G.

o Soient q,q" € I(A) et F' = (Fy)kee, une famille génératrice pour q alors, on considére la famille de morphisme
¢ @k —¢, feq ona

q.¢ = UrepIm(ty)
dans le poset I(A).

Preuve

Soit G un filtre de Gabriel commutatif. Alors la multiplication de deux idéaux est associative et commutative
car ® l’est et car les images de deux morphismes isomorphes sont égales. De plus, I’élément neutre est donné
par A, car A2 q®4 A=q.

¢

- Soient G un filtre de Gabriel de A et ¢ C ¢/, ¢ € I(A). Alors pour tout élément f de ¢, I'image par 7; de A est

incluse dans ¢ donc dans ¢’; on en déduit d’aprés que f~1¢ = A € G pour tout f € q. D’ou d’aprés le
point 4i¢ de la définition de filtre, ¢’ € G.

¢

- Soient G un filtre de Gabriel et ¢,¢’ € G. Alors pour tout f € ¢, 7¢ envoi ¢’ dans ¢N¢’. Donc ¢’ C f~1(gN¢’).

D’aprés le premier point, f~!(¢Nq’) € G pour tout f € g et donc d’aprés iii dans la définition de filtre, gNg’ € G.
¢

- Soit (G;)ier une famille de filtre de Gabriel commutatifs avec I petit. Alors pour tout ¢,¢" dans l'intersection,

q.q" est dans chaque G; donc dans I'intersection.

¢

- Soit (G;)ier une famille finie de filtres de Gabriel de A. Soit ¢ € U;crG; tel que ¢ = Colimyg; alors il existe ¢

tel que ¢ € G; et donc il existe j tel que ¢; € G € U;jeG;. Donc UierG; est quasi-compact.

Soit maintenant ¢ € N;erG; tel que g » Colimygg;. Alors pour tout 4, ¢ € G; donc il existe j; tel que ¢;, € G;.
Comme I est fini et J est filtrant, il existe j au dessus des j; et ¢; € G; pour tout i. Soit ¢; € Nier Gy et Nier G
est quasi-compact.

¢
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- Soit G un ensemble d’idéaux de A. Supposons que G est quasi-compact, soit ¢ € G, ¢ est I'union de ses sous
idéaux finiement engendrés donc d’apres [[.4.28] il s’écrit comme leur colimite. Comme G est quasi-compact, il
contient un idéal de cette colimite, soit un idéal finiement engendré contenu dans q. Réciproquement, Soit G un
filtre de Gabriel o pour tout idéal g, il existe un sous idéal g de ¢ dans G finiement engendrés (par une famille
finie F'). Supposons qu'’il existe § filtrant tel que ¢ « Colim;jcgq;. Alors gr s’envoi sur cette colimite. L’image
de chaque générateur f € F de gqr est inclus dans un idéal q;,. F étant fini et J étant filtrant, il existe j au
dessus des js tel que ¢; contienne I'image de chaque élément de F'. Par conséquent I'image de i(gr) — i(g;) est
un monomorphisme donc ¢ reflétant les monomorphismes par pleine fidélité, gr — ¢; est un monomorphisme et
G étant filtrant, ¢; € G.

¢

- Onag=Im(K(F)— q) et 'image de K(F') par ce morphisme est définit pas une colimite qui commute donc
au produit tensoriel et on a de plus ¢’ = K(i(¢') = Im(K(i(¢')) — ¢')) ot i(q’) est le préfaisceau de Yoneda
associé a ¢’ sur Cy. D’aprés [1.4.28] I'image du morphisme K(F) ® ¢ — ¢® ¢ est ¢® ¢'.

On a donc:

gRq = Im(COZim(k,f),(k/,f/)eegxeg(q’)k QK —q®4q)

Et en particulier, ¢.¢' admet comme ensemble générateur F X i(q’), et pour tout k € Cg, on a

:ZC ® q' ha} C’olzm Eeé(q/)k ® k/

(k1)
Soit Im(7y) est engendré par {f} x i(¢"). Par conséquent, tout générateur de ¢.¢' est inclus dans un objet de la
forme Im(7y), f € F et donc UgepIm(7y) 2 q.q'.

¢

La derniére propriété nous permet de démontrer le lemme suivant qui fait le lien entre le produit d’éléments et le
produit d’idéaux.

Lemme 2.3.17. Soit A un monoide commutatif. Le morphisme Elt(A) — GabA qui a f associe l'idéal (f) engendré

n

par f est un morphisme de monoides, i.e. (f @ g) = (f).(9). En particulier (f™) = (f)".

Preuve
Le monoide Elt(A) est définit en 2.1.6] Soit f € Ay,g € Ap deux éléments de A. Le produit f @ g de f et g est
Pélément de Aggys donné par fo(g® Idy). La formule (f @ g) = (f).(g) est une conséquence immédiate de la derniére
propriété du lemme [2.3.16

¢

Remarquons d’ores et déja le fait suivant qui permet déja de se faire une idée précise du lien entre ces filtres et les

fermés de la topologie Zariski tels qu’ils sont définis dans le cas usuel. La description des filtres d’idéaux engendrés

par un idéal joue un role central dans la théorie, de méme que la description ci-dessous de leurs ensembles d’idéaux
premiers.

Proposition 2.3.18. Un ensemble d’idéaux G de A € Comm(@) est un filtre de Gabriel si et seulement si
o L’ensemble G est non vide.
o L’ensemble G est filtrant.

o L’ensemble G vérifie la condition iii de la définition de filtre de Gabriel.

Preuve
Tout filtre de Gabriel est non vide et filtrant. Un filtre de Gabriel vérifie donc ces trois conditions. Réciproquement,
si ¢ € G, pour tout f dans A, on a ¢ C f~1(q) d’aprés donc f~!q € G. Donc G est un filtre de Gabriel.

¢
THEOREME 2.3.19. Soit A un monoide commutatif. Alors tout filtre de Gabriel de A est commutatif.

Preuve
Soit G un filtre de Gabriel de A et p,q € G. Alors pour tout f € p, le morphisme 77 : ¢ — ¢ se factorise par p.qg — gq.
Par conséquent ¢ C f~1(p.q). G étant filtrant, on obtient que pour tout f dans p, f~*(p.q) € G. Finalement par la
condition 7ii, p.q € G.

¢
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Proposition 2.3.20. Un ensemble d’idéaux G de A € Comm(Q) est un filtre de Gabriel Quasi-Compact, si et
seulement si

o L’ensemble G est non vide.
o L’ensemble G est commutatif.
o L’ensemble G est filtrant.

o L’ensemble G est quasi-compact.

Preuve
Supposons que G soit un filtre de Gabriel quasi-compact. Alors il est non vide car A € G,il est filtrant et il est
commutatif. Donc il vérifie bien ces quatre propriétés.

Réciproquement, soit G un filtre vérifiant ces quatre propriétés. Il est non vide et filtrant donc il contient A et le
point i de la définition de filtre est vérifié. Pour tout ¢ € G et f € A, on a q C f~'q d’aprés m Donc comme G
est filtrant f~'q € G et donc G vérifie le point ii de la définition de filtre. Soit maintenant ¢ un idéal de A et ¢’ € G
tel que pour tout f € ¢/, f~1(q) € G, alors ¢’ contient un idéal de finiement engendré ¢" qui est lui méme dans G et
admet un ensemble fini F' générateur et on pose p := Nserf~'q. p € G car G est stable par intersection finie. On sait
que 7 : p — q donc I'm(7;) C q pour tout f € F. D’aprés la caractérisation du produit de deux idéaux dans
cela implique ¢".p C ¢q et donc q € G.

¢

Definition 2.3.21. Un filtre de Gabriel G est dit primitif s’il est engendré par un idéal g, i.e. G est le plus petit filtre
de Gabriel contenant gq. On le notera alors G,.

On prouve l'existence de tels filtre et on donne leur description dans la proposition suivante.

Proposition 2.3.22. Soit ¢ un idéal finiement engendré de A € Comm(Q) alors le plus petit filtre de Gabriel contenant
q est quasi-compact et décrit par

Gy ={peI(A)tq3neNtqgq" Cp}
De plus, si q = (f):
Gyi={p€I(A)tq3neNtq fo" Cp}

Preuve
On note G I'ensemble des idéaux contenant une puissance de g. D’aprés[2.3.20| c’est un filtre de Gabriel donc G4 C G.
Ses objets étant construits par produits et inclusions, on a aussi G C G,. D’ou I'égalité.

¢

Corollaire 2.3.23. Soient A € Comm(C) et ¢ un idéal de A finiement engendré. Soit G4 le filtre primitif engendré
par q. Alors l’ensemble des idéauzr premiers de G, est 'ensemble des idéauz premiers de A qui contiennent q.

Preuve
On applique la proposition précédente.

¢

Lemme 2.3.24. Soit A un monoide commutatif dans C et Spec(B) un ouvert Zariski de Spec(A), alors le filtre de
Gabriel associé a B, Gpg, est quasi-compact.

Preuve
Soit ¢ € G et I un diagramme filtrant tel que ¢ = colim;crq;. Alors q®4 B = B donc B = colim;er(q; ® 4 B). Comme
B est de présentation finie dans A — mod, il existe i telle que ce morphisme se factorise par ¢; ® 4 B. De plus, u est
plat donc ¢; ® 4 B = ¢;.B est un idéal de B. Le morphisme ¢; — B est donc un monomorphisme et un épimorphisme
scindé donc un isomorphisme.

¢

Remarque 2.3.25. - Les filtres quasi-compacts sont presque les filtres associés aux ouverts Zariski quasi-compacts.
Il leur manque en fait une seule condition, celle d’étre engendré par un seul idéal ¢ en un sens que nous donnons
dans la suite. Dans le cas quasi-compact, les filtres primitifs donnent la bonne notion de filtre engendré par un
idéal.
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- On parlera de localisation quasi-compacte de A — mod, A € Comm(€) pour une localisation dont le filtre de
Gabriel associé est quasi-compact.

Nous pouvons alors donner une description précise des objets qui vont nous intéresser tout particuliérement dans
la suite, i.e. la bonne notion de filtre de Gabriel engendré par un idéal. La notion de filtre primitif fonctionne pour les
filtres quasi-compacts mais pas en toute généralité pour un probléme de stabilité, plus précisément une intersection
petite infinie de filtres primitifs n’est pas un filtre primitif. Nous pallions & ce probléme en donnant une autre notion
de filtre engendré par un idéal, nous dirons "associé” plutot qu’engendré, qui est stable par intersections petites.

Definition 2.3.26. Soit A € Comm(C)
> Soit ¢ un idéal de A. On associe a ¢ un filtre de Gabriel G4 décrit par

G1=n fqu f
Plus précisément, les idéaux de G7 sont les idéaux de A qui contiennent une puissance de chaque élément de q.

> On appellera filtre de Gabriel localement primitif un filtre de Gabriel de la forme G¢ pour un idéal ¢ de A
donné.

Remarque 2.3.27. Les idéaux premiers du filtre G¢ sont les idéaux premiers contenant q.

Proposition 2.3.28. Soit ¢ un idéal de A € Comm(C) alors le filtre de Gabriel primitif G, est inclus dans le filtre
de Gabriel localement primitif G1. Si q est finiement engendré, G, est quasi-compact et on a égalité G4 = G9.

Preuve
Il est clair que G? est un filtre de Gabriel contenant ¢g. Par conséquent il contient G;. Supposons maintenant que
q est finiement engendré. La proposition nous donne une description de G,. L’idéal ¢ admet un systéme fini
de générateurs F'. Soit p € GY, alors pour tout f € F, il existe ny tel que f™/ € p. Si m est un entier naturel, les
générateurs de ¢ sont tous les m-uplet de générateurs de ¢g. Soit m = Card(F) * Maxs(ny), alors tout générateur
de ¢ est dans p. Donc ¢ C p.

¢
Corollaire 2.3.29. Soit ¢ un idéal de A € Comm(C), alors

o Si I C qo est une famille génératrice alors G = NycpGy. Réciproqguement si G = NycpGy alors G = GI¥
ot qr est l'idéal engendré par F'.

o Siq=Uerqi on a G912 N;ic;G%. Réciproquement si G = N;c1Gy, alors G1 = GYicl i,

Preuve
- Soit g € go. Supposons que F' est génératrice. Notons (g) 'idéal engendré par ’élément g, donné par K ({g})
(1.4.27). On remarque que par [1.4.28
q = colimpricp, fini(Urer crqr)

Comme (g) est un idéal finiement engendré, il est facile de voit que le morphisme d’inclusion de (g) dans ¢ se
factorise par un gps. En effet, le morphisme {g} — i(q) o i: € — Pr(Cp) est le foncteur de Yoneda se factorise
par un élément de la colimite. Cette factorisation se reléve a (g) par ’adjonction entre 7 et K. On en déduit
que tout idéal qui contient une puissance de chaque f € F, contient une puissance de g. Ceci pour tout g € q,
d’ou I’égalité. La réciproque est immédiate.

¢

- Méme preuve que le point précédent.

Ces relations passent bien entendu aux filtres quasi-compacts.
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2.4 Le Lieu des Ouverts Zariski d’un Schéma Affine

Le théoréme de classification que 'on donne nécessite une hypothése supplémentaire comme cela a été évoqué un
peu plus tot. Nous maitrisons mal les éléments d’un idéal qui appartiennent aux g lorsque k # 1. Par contre, nous
savons par et que si 'unité est génératrice, alors pour tout idéal ¢, gy est générateur et caractérise bien
le filtre localement primitif associé a q. On se raméne donc par cet intermédiaire & des objets que nous maitrisons
bien. La question d’une généralisation de ce théoréme au cas ou 1 n’est pas générateur n’est pas une priorité vis a vis
des exemples connus. Cette question revient en fait & caractériser les filtres Gy d’un monoide commutatif A lorsque
f € Ay. L’auteur a tenté de trouver des ouvert affines correspondant, or s’il existe bien un candidat affine Ay a cette
fonction, qui envoi sur A par un épimorphisme de présentation finie, sa platitude n’est absolument pas claire (sans si
k est un monoide). Il se pourrait donc que I’ ouvert associé ne soit pas affine ou pire qu’il n’y ai pas d’ouvert associé.

Nous préciserons dans quelle proposition ou theoreme cette hypothése est indispensable. Nous commengons par
I’écrire de maniére précise.

Hypothése 2.4.1. On dit que 'unité de € est génératrice si le foncteur (—)g est conservatif. En particulier, tout A
module est alors générateur dans A — mod.

Cette hypothese est utilisé dans[2.4.10} a la fin de la partie de classification des ouverts affines d’un schéma affine,
pour montrer que les Spec(Ay) forment alors une base d’ouverts. Elle est ensuite utilisée dans qui permet
de démontrer le théoréme [2.4.17] Dans ce cas, 'hypothése permet de pallier une déficience. On ne sait pas en effet
reconnaitre les filtres primitifs qui sont associé¢ a des ouverts affine de A, sauf dans le cas des filtres Gy, f € Ao,
associés aux Spec(Ay). Il nous est donc nécessaire de pouvoir nous ramener a ces filtres particuliers pour mettre en
évidence un isomorphismes entre Ouverts Zariski et Filtres localement primitifs.

2.4.1 Classification des Ouverts Affines d’un Schéma Affine

On entre maintenant dans le vif du sujet. la premiére étape est donc de montrer que les filtres associés aux ouverts
affine d’un schéma affine vérifient bien les propriétés de régularité annoncées.

On va maintenant montrer que le fait d’associer & un ouvert Zariski affine, un filtre de Gabriel quasi-compact
respecte les unions finies et les intersections finies du poset des ouverts affines. Bien entendu, toute union finie
d’ouverts affines n’est pas affine. Cette preuve et la réciproque qui suit (theoreme sur la question des unions
forment un des points les moins formels et les plus techniques de cette partie de la thése.

Proposition 2.4.2. Soient X := Spec(A) € Af fe, Y := Spec(B), Y' := Spec(B’) deux ouverts Zariski affines de X
et Gp,Gp: leurs filtres de Gabriel associés. Alors Y X x Y’ est un ouvert affine de X dont le filtre de Gabriel associé
est Gg UGpr.

Preuve
OnaY xx Y = Spec(B®4 B'). 1l est alors plus simple de passer par les localisation de A — mod. On sait que
B —modN B’ —mod est une localisation de A—mod. De plus ses objets sont les mémes que les objets de B® 4 B’ —mod,
qui est elle méme une localisation. Les deux sous catégories localisantes sont donc égales en tant que sous-C-catégorie
pleine de A — mod. Et on obtient en particulier que leurs foncteurs faisceautisation sont tous deux des adjoints a
gauche d’un méme foncteur d’oubli donc sont isomorphes. D’ou ’égalité.

¢

Intéressons nous de plus prés aux unions de Filtres de Gabriel. On peut les décrire un peu plus précisément &
I’aide des deux résultats suivants.

Lemme 2.4.3. Soient G, et Gy deux filtres de Gabriel primitifs de A € Comm/(C), alors la réunion de ces deuz filtres
dans le poset des filtres de Gabriel primitifs est donné par Gg.q. De plus, les idéaux premiers de G4.o sont donné par
Punion disjointe dans les ensembles de l’ensemble des idéaux premiers de G4 et de l’ensemble des idéaux premiers de

Gy

Preuve
Dans le cas quasi-compact, qui revient a supposer que g et ¢’ sont finiement engendrés, c’est une conséquence directe
de la proposition précédente et de la définition d’idéal premier.

Dans le cas général, il suffit de remarquer que G4 contient G, et G4 et que si G, les contient aussi, il contient
Gy.q-

Ce dernier lemme ne traite pas le cas qui nous intéresse vraiment lorsque les filtres ne sont pas quasi-compacts.
Pour cela on a le lemme suivant.
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Lemme 2.4.4. Soit A € Comm(C) et q,q" deux idéauz de A alors G¢U G7 = @Ged,

Preuve
OnaGIUGT =NgeqreqgGrUGH =GTUGY =Nteq peqGrop = GIT.

Il est aussi utile de savoir ce qui se passe pour les idéaux premiers.

Corollaire 2.4.5. Soient G, G’ deuz filtres de Gabriel localement primitifs de A € Comm(C). Alors les idéaux
premiers de G UG’ sont exactement les idéaux premiers contenus dans G ou G'.

Preuve
Immeédiat & partir du lemme précédent.

¢

Nous allons maintenant donner le théoréme qui assure une correspondance entre Quverts Zariski et Filtres de
Gabriel. Plus précisément il s’agit de la réciproque a la compatibilité aux réunion, i.e. si un ouvert affine contient une
union d’affine et que les filtres sont égalisé, 'ouvert était au départ égal & I'union qu’il contient.

THEOREME 2.4.6. Soit Y := Spec(B) un ouvert affine de X := Spec(A) € Affe et (Ui = Spec(B;))icr une famille
finie d’ouwverts Zariski de Y. Alors cette famille est un recouvrement Zariski affine si et seulement si Gp = NijerGp;-

Preuve
On rappelle que la famille Y; — Y est couvrante si le foncteur B — mod — [[ B; — mod est conservatif.

On définit [ le foncteur qui & tout A-module M associe
I(M):=ker([];; M ®a B; ®p B, [, M®aB;)

Ce foncteur commute aux limites enrichies finies car il est définit par des limites finies et un produit tensoriel C-exact.
On en déduit de méme, par platitude, qu’il commute au produit tensoriel par les ouverts Zariski de A, i.e. pour tout
A-module M et tout i, (M) @4 B; 2 (M ®4 B;).

Pour montrer [? = [, Montrons que [ vaut l'identité sur B; — mod pour tout i. Soit M un B;-module, alors on a
un unique monomorphisme M — [(M) qui égalise les deux fleches du noyau. De plus on a un morphisme

I(M) = Tlje; M ©aBj - M&a B =M

Dont la composé sur M est 'identité et la composé sur I(M) est I'unique endomorphisme de (M) & égaliser les deux
fleches du noyau, soit l'identité. D’ou M = I(M).
On vérifie maintenant que [? = [, pour tout M € A — mod

2(M) = Ker(]]; ;i(M)®aBi®aB; 1],

(M) @4 By )
Or pour tout 7 on a

On en déduit donc que [?(M) est isomorphe & I(M).

On va montrer que la catégorie L donnée par I'image essentielle de [ est une localisation. On commence par
démontrer que [ est adjoint de 'oubli. L’unité de ’adjonction est donnée par le morphisme naturel

M — (M)

La counité de ’adjonction est donné pour N = [(M) dans 'image essentielle de [ par I’ isomorphisme

qui induit un isomorphisme
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Les identités triangulaires de l'unité et de la counité se vérifient comme dans[I.2.14]en relevant les identités triangulaires
des unités et counités des adjonction pour les B; — mod.

Finalement, [ est un foncteur localisation dont la localisation associée L est donnée par son image essentielle. De
plus, cette localisation contient les B; — mod donc leur réunion. Enfin, elle est contenue dans B — mod car pour tout
M, I(M) est une limite de B-modules donc est un B-module.

On peut maintenant conclure dans le cas I fini. Si B — mod = U;er(B; — mod) dans le poset LocA, alors L étant
compris entre B —mod et la réunion des B; —mod, on a L = B —mod. Pour tout B-module M, on a alors M = (M),
ce qui assure la conservativité du foncteur B — mod — [, B; — mod.

Réciproquement, si la famille de foncteurs — ® 4 B; est conservative. Alors on remarque, pour M € B — mod,
l(M) ®a B; = l(M®A Bi) M ®y B;

D’ou (M) = M. et donc B —mod = L.
¢

Notons que la résultat précédente peut étre établi pour une famille I petite. Un recouvrement Zariski étant quasi-
compact, il sera simple de montrer que pour un tel recouvrement Zariski le filtre résultant est 'intersection des filtres.
Pour la réciproque nous aurons besoin d’un résultat de quasi-compacité sur les filtres de la forme G g (ou de maniére
équivalente sur les catégories d’aprés de la forme B — mod). Ce résultat est donné dans

Toutes ces preuves avaient pour but de définit un morphisme de poset respectant les unions finies et les intersections
finies. Nous avons un premier résultat.

Corollaire 2.4.7. Le morphisme U qui a un ouvert Zariski affine B de A dans Comm(C@) associe son filtre de
Gabriel est injectif, compatible auzx unions finies dans les ouverts affine de A (lorsqu’elles existent) et compatible aux
intersections finies dans les ouverts affines de A.

Preuve
Il s’agit simplement de formuler les deux propositions précédentes et leur conséquence immédiate en une seule phrase.

¢

THEOREME 2.4.8. Alors soit A un monoide commutatif
o Tout filtre de Gabriel associé & un ouvert affine de A est primitif.

o Supposons que l'unité 1 soilt génératrice i.e. que le foncteur (=)o soit conservatif, alors tout ouvert Zariski
affine de Spec(A) est union finie d’ouverts de la forme Spec(Ay).

Preuve
Ce theoreme est I’aboutissement de la premiére partie et c’est aussi le point crucial ou ’hypothése de conservativité
de (=)o devient incontournable.

- On montre pour commencer que le filire G est primitif. Soit Y := Spec(B) un ouvert affine de X. On écrit
GB = UgeaGq
donc
Lp=NgeazLyq

En particulier — ® 4 B = Coliml, ot les [, dont les foncteurs localisation associés aux L,. Comme B est de
présentation finie en tant que A-algébre, 'isomorphisme B « colim(l,(A)) implique Pexistence d’un idéal ¢ de
Gp et d’un morphisme r : B — [,(A) tel que por = Id ou p est le morphisme naturel de [,(A) dans B. On en
déduit en particulier que [4(A) € B — mod. Or les foncteurs faisceautisation I, sont des identités sur B — mod.
On a donc, pour tout ¢’ € Gpg,

ly olg(A) = 1q(A)
Soit
B« i,(A)
Et en particulier

B —mod x ;A — mod
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On montre pour terminer que L, est une localisation de B — mod. Pour cela il suffit de montrer que pour tout
A-module M, I,(M) est un B-module. Or le foncteur [, est C-adjoint & gauche donc commute aux C-colimites.
En particulier pour tout X dans C et Y dans A —mod, X @ Y € A — mod et

[(X®Y)=Xa,(Y)
Si maintenant X,Y sont deux A-modules, on a
X@aY =coker( X®@A®Y ____X®Y)
En appliquant ce qui précéde, on obtient
(X ®4aY) 2 X ®41,(Y)

En particulier, en appliquant le foncteur [, & M et aux diagramme structurel de A-linéarité de M on obtient
un l4(A)-module I,(M).

Cela implique finalement Gpg = Gy, i.e. le filtre Gp est primitif

¢

- On suppose maintenant que (—)g est conservatif, alors d’apres|1.4.28] ¢ est engendré par go. De plus, Gp étant
quasi-compact, on peut choisir ¢ finiement engendré soit admettant un ensemble générateur fini F inclus dans
qo- On obtient donc

Gp =Gy =NfcrGy
Et d’aprés la famille finie (Spec(Ay¢))fer forme donc un recouvrement Zariski affine de Spec(B).

¢

Corollaire 2.4.9. Soit Spec(B) un ouvert affine de Spec(A) et (Spec(B;))icr une famille d’ouverts affines. Alors
cette famille forme un recouvrement Zariski de Spec(B) si et seulement si B — mod = U;er(B; — mod) dans le poset
LocA.

Preuve
La seule difficulté est de montrer que si B — mod = U;ej(B; — mod), on peut se ramener & une union finie. On a
G, = Gp = Nie1Gy, ou Gy, := Gp,. L’idéal ¢ est engendré par les ¢;, on peut donc l'écrire, comme dans
comme la colimite filtrante des unions finies de g;. L’idéal ¢ étant finiement engendré, on met facilement en évidence
un ensemble J C I fini et un morphisme ¢ — U;csq; dont la composé avec le morphisme inclusion Uyq; — ¢ est
I'identité. On a donc ¢ = Uje sq;.

On a alors d’aprés que les (Spec(Bj)) e forment un recouvrement Zariski de Spec(B) et donc qu’il en est de
méme pour les (Spec(B;))icr. Réciproquement, si les (Spec(B;))ier forment un recouvrement Zariski, on peut extraire
par quasi-compacité une sous-famille finie couvrante (Spec(B;));es qui par donne

B —mod = U;c;B; — mod
Et on a
UjeJBj — mod C UieI(Bi — mod) C B —mod

D’ou I'égalité voulue.

¢

Corollaire 2.4.10. Soit A un monoide commutatif. Les ouverts affines de Spec(A) de la forme Spec(Ay), f € Ag
forment une base d’ouvert du lieu des ouverts Zariski de Spec(A).

Preuve
Les ouverts affines forment une base d’ouvert et sont tous recouverts par des ouverts de la forme Spec(Ay).
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2.4.2 Classification des Ouverts Zariski d’un Schéma Affine

On en arrive maintenant au premier résultat de classification le plus important concernant les ouverts Zariski d’un
schéma affine. Nous devons d’abord donner la définition suivante.

Definition 2.4.11. Soit F' un ouvert Zariski de X := Spec(A) € Af fe. Alors il existe une famille d’ouverts Zariski
affines de X tel que F soit I'image de [, ; Spec(B;) — X. On définit le filtre de Gabriel associ¢ & F' comme étant
I'intersection des filtres de Gabriel associés aux B;.

Lemme 2.4.12. Soit F' un ouvert Zariski de Spec(A) € Af fe alors le filtre de Gabriel associé a F' ne dépend pas du
recouvrement choisi.

Preuve
Soit (B;) et (Bj) deux familles dans Comm(€) dont I'image par Spec forment des atlas affine de F. Alors (B; ®4 B;)
est aussi un recouvrement de F. Le filtre associ¢ & F' par ce dernier recouvrement est M;Gy,q,q,- Or a i fixé, on a
Gq; = GUjquq; le filtre associé a F' par le recouvrement (B; ®4 Bj) est égal au filtre associé a F' par le recouvrement
(B;). Les roles des deux recouvrement de départ étant symétrique, on en déduit la méme chose pour le filtre associé
a F par (Bj). D’ou 'égalité.
¢

Proposition 2.4.13. Soit X := Spec(A) € Af fe.

o Le filtre de Gabriel associé a un ouvert Zariski F' de X est localement primitif, i.e. de la forme G4, q € I(A).
De plus il est quasi-compact si F' est un ouvert quasi-compact.

o On suppose que 1 est générateur, i.e. (—)o est conservatif. On a une bijection entre ’ensemble des ouverts
Zariski de X et l’ensemble des filtres de Gabriel localement primitifs X. Cette bijection induit par restriction
une bijection entre les ouverts quasi-compacts de X et les Filtres de Gabriel quasi-compacts primitifs de A.

Notons avant de commencer que c’est bien dans le second point de cette démonstration que I’hypothése de con-
servativité de (—)o va étre fondamentale. On a en effet besoin de cette hypothése pour se ramener aux ouverts
élémentaires Spec(Ay).

Preuve

- Soit F' un ouvert de Spec(A). Il admet un atlas affine Spec(B;). D’aprés le filtre de Gabriel de chaque
Spec(B;) est primitif. Le filtre de Gabriel associé & F est donc

Nie1Gp, = NierGq; = Nier,feq, Gy = GY
ou q est 'idéal engendré par les g; d’apreés|2.3.29

Il est enfin clair que les ouverts quasi-compacts s’envoient sur des filtres quasi-compacts. En effet, un ouvert
quasi-compact admet un recouvrement fini par des affines. Son filtre associé est donc une intersection finie de
filtres quasi-compact, il est par conséquent quasi-compact.

¢

- On suppose maintenant que 1 est générateur. On un morphisme bien définit des ouverts Zariski vers les filtres
de Gabriel commutatifs de la forme G?, ¢ € I(A). On montre la surjectivité. Soit G¢ un filtre de Gabriel
commutatif associé¢ a un idéal g. On a G? = Ngeq,Gy. L'ouvert Zariski , image de J[,c, Spec(Af) — A envoi
donc sur GY.

On montre maintenant I'injectivité. Soit F', F’ deux ouverts Zariski qui ont le méme filtre de Gabriel associé. Les
ouverts F' et F admettent chacun un recouvrement par des ouverts affines, plus précisément, soit (Spec(Ay) res
recouvrant F et (Spec(Ay)) ey recouvrant F'. Leur filtres de Gabriel associés sont G¢ et G4 ol ¢ et ¢’ sont
engendrés respectivement par des familles J et J’ d’éléments de A. On suppose G = G?. Pour tout f€qo,il
existe n tel que f* € ¢’. Or Agn v Ay, donc tout ouvert Zariski Ay de la famille couvrante de F' est un ouvert
Zariski de F'. Comme F et F’ sont des schémas, cela implique que F' est un ouvert Zariski de F’. Ces derniers
jouant des roles symétriques, on a égalité.

Il est enfin clair que si GY est quasi-compact alors on peut 1’écrire comme une intersection finie de G ¢ et par
conséquent 'ouvert Zariski associé admet un recouvrement fini par des Spec(Ay) et est donc quasi-compact.

¢

61



Definition 2.4.14. Soit A un monoide commutatif dans €. On définit Ip(A) le colieu dont les objets sont les filtres de
Gabriel localement primitifs. La structure de colieu provient de I'isomorphisme contravariant de posets avec Ouv(A).

Il existe un espace topologique clairement identifiable et toujours noté Ip(A) associé a ce colieu. Ses points sont
les idéaux de A modulo la relation d’équivalence donnée par g ~ ¢’ si G4 = G4 et ses fermés sont les filtres de Gabriel
localement primitifs. Décrivons de méme plus précisément ses points. Pour les idéaux finiement engendrés, q,q" g ~ ¢’
si il existe deux entiers n,m, tels que ¢" C ¢’ et ¢'™ C ¢ (ils engendrent le méme filtre de Gabriel primitif) et pour
les autres idéaux g ~ ¢’ si pour chaque élément f de ¢, il existe une puissance de f dans ¢’ et réciproquement. La
question que l'on se pose alors concerne la sobriété de Ip(A). La réponse que nous allons donner est que cet espace
n’est pas sobre et que son sobrisé admet comme point les idéaux premiers de A.

Il ne nous reste maintenant plus qu’une seule étape pour retrouver le résultat plus intuitif d’une caractérisation
des ouverts Zariski de A par ses idéaux premiers. Pour cela commengons par le lemme suivant qui décrit les fermés
de l'espace.

Lemme 2.4.15. Soit A € Comm(Q). On considére le poset des fermés Ip(A) associé a Ouv(A).

> Soit p un idéal de A alors GP est un fermé irréductible si et seulement si il admet un représentant p premier.
De plus, dans ce cas, p est l'unique représentant premier de GP.

> Deux fermés irréductibles sont égaux si et seulement si ils ont les mémes idéaux premiers.

> Deux fermés sont égaux si et seulement si ils ont les mémes idéaux premiers.

Preuve

- L’assertion il existe q,q" tel que GP = G U G? est équivalente a D'assertion il existe q,q" tel que p = q.¢'. On
a par conséquent GP est irréductible si et seulement si pour tout ¢, ¢’ tel que GP = G? U Gq/, alors q ou ¢’ est
isomorphe a p si et seulement si pour tout q,q’ tel que p = q.¢’, g ou ¢’ est isomorphe & p si et seulement si p
est premier.

Montrons maintenant I'unicité. Soit G? et GP" deux fermés irréductibles égaux. Alors soit f € p, il existe n € N
tel que f™ C p’ donc f € p’. On a donc p C p’ et par symétrie des roles, p = p'.

¢

- Soit GP, GP" deux fermés irréductibles. S'ils ont les mémes idéaux premiers, alors p € G d’ou p’ C p. De méme,
par symétrie, p C p’. Finalement p = p’.

¢

- Soit G4, G4 deux fermés. On les écrit comme union de fermés irréductibles, i.e. G4 = U;e;GPi et G7 = UjesGP3.
Pour tout ¢, il existe j tel que p; C p; donc GP* C GPi. Soit GY C GY'. Par symétrie des roles, on a de méme
G4 c G4, d’ou I'égalite.

¢

On peut maintenant donner les résultats obtenus, sous forme d’un theoreme.

Definition 2.4.16. L’espace Zariski associé & A € Comm(C), noté Lp(A), est 'espace topologique dont les points
sont les idéaux premiers de A et dont les fermés sont les ensembles d’idéaux premiers GP" appartenant & un méme
filtre de Gabriel G € Ip(A).

THEOREME 2.4.17. Supposons que 1 soit générateur. Soit A € Comm(C). L’espace Zariski Lp(A) associé a A est
sobre et sa topologie définit un colieu isomorphe a lp(A) et un lieu isomorphe & Ouv(A).

D’apres [2.4.15] le lieu définit par sa topologie est isomorphe a Ouv(A). Il est de plus clair que cet espace est sobre
car les fermés irréductibles sont engendrés par un unique idéal premier.

¢
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Chapitre 3

Algebre Homotopique

3.1 Une Théorie Homotopique Relative

On se fixe une catégorie de base (€, ®,1), monoidale symétrique fermeée, w-localement présentable, bicompléte. On
considére les catégories simpliciales associées, c’est a dire les catégories s€ := C2”, Comm(s@) v sComm(C) :=
Comm(C)2"" et pour A € sComm(C), sA — mod := A — mod®”" et sA —alg :== A — alg™”. On désire ajouter
des hypothéses sur C de maniére a ce que ces catégories soient munies de structures de modéles simpliciales et telle
que les adjonctions entre ces catégories soient de Quillen. On désire de plus que ces structures de modéles soient
compactement engendrées.

3.1.1 Une Structure de Modéles

L’hypothése que nous avons retenue permet de simplifier de nombreux cas mais il n’est pas exclu qu’il soit nécessaire
de montrer l'existence de ces structures de modéles par d’autres moyens dans certains exemples. Donnons tout de
suite la définition qui nous intéresse.

Definition 3.1.1. Soit J un ensemble. Une catégorie simpliciale D est monadique sur sEns” si il existe une monade
simpliciale T sur sEns’ telle que D = T — alg.

Definition 3.1.2. Soit J un ensemble. Une théorie simpliciale sur sEns” est une monade simpliciale commutant aux
colimites filtrantes.

Hypotheses 3.1.3. Soit €y la sous catégorie génératrice de € donnée en premiére partie, notons J 1’ensemble des classes
d’isomorphisme d’objets de Cy. Nous supposerons dans cette section que la catégorie de base (C, ®, 1) vérifie

i. L’adjonction induite entre sC et sEns’ est monadique et la monade associée est une théorie simpliciale.

ii. L’adjonction induite entre sComm(C) et sEns”’ est monadique et la monade associée est une théorie simpliciale.

Notons que I’ensemble J considéré est canoniquement associé a C.

On se base alors sur un travail de Rezk ([R]) pour assurer l'existence de structures de modéles satisfaisantes.

THEOREME 3.1.4. |[R]

Soit J un ensemble et T une théorie simpliciale sur sEns? alors la catégorie T — alg des algébres simpliciales sur T
admet une structure de modéles simpliciale propre & droite. Un morphisme dans T — alg est une équivalence faible
ou une fibration si son image dans sEns’ est respectivement une équivalence faible ou une fibration pour la structure
projective.

On note (sK, si) 'adjonction induite par i et K entre sC et sEns”.

Corollaire 3.1.5. Les catégories sC et sComm(C) sont munies de structures de modéles simpliciales propres & droite.
Un morphisme A — B pour ces structures est une équivalence faible ou une fibration si son image dans sEns’ est
respectivement une équivalence faible ou une fibration, i.e. si pour tout k € Cy, Ar — By est respectivement une
équivalence faible ou une fibration d’ensembles simpliciauz. De plus, l'adjonction entre sC et sComm(C) est une
adjonction de Quillen.

Pour un monoide commutatif simplicial de €, A, on a des résultats équivalents. Ceci est une conséquence du
théoréme de Borceux sur la caractérisation des catégories monadiques.
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THEOREME 3.1.6. [Bd] p 212.
Soit F': A — B un foncteur. F est monadique si et seulement si

i. Il a un adjoint & gauche.
. Il est conservatif.

i1i. Pour toute paire u,v : X Y € A telle que (F(u), F\(v)) admette un conoyau scindé, alors (u,v) admet
un conoyau qui est préservé par F.

La composition de I’adjonction entre sC (resp sComm(€)) et sEns’ avec 'adjonction entre sC et sA — mod (resp
sComm(C) et sA — alg) préserve clairement ces trois propriétés dans la mesure ou le foncteur d’oubli sA — mod — sC
est conservatif, admet un adjoint & gauche et commute aux conoyaux. On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.7. Soit A € sComm(C). Les catégories sA — mod et sA — alg sont munies de structures de modéles
simpliciales propres a droite. Un morphisme pour ces structures est une équivalence faible ou une fibration si son image
dans sEns”’ est respectivement une équivalence faible ou une fibration. De plus, les adjonction entre sC et sA — mod
et entre sComm(C) et sA — alg sont des adjonctions de Quillen.

Proposition 3.1.8. La Catégorie sC (resp sA —mod) est une catégorie de modéles monoidale.

Preuve:
Les preuves pour sC et sA —mod sont analogues, nous le prouverons donc pour sC. Soient I, I’ les ensembles respectifs
de cofibrations génératrices et cofibrations triviales génératrices. I et I’ sont les images par le foncteur adjoint & gauche
respectivement des cofibrations génératrices et des cofibrations triviales génératrices de sEns”. 1l suffit de montrer
(cf [H] chap. IV) que I0OI est un ensemble de cofibrations et que IO et I'0I sont des ensembles de cofibrations
triviales. Cela est vrai pour les cofibrations génératrices et les cofibrations triviales génératrices de sEns”’. De plus, les
cofibrations génératrices et les cofibrations triviales génératrices de sEns’ sont données par les morphismes de sEns”’
égaux respectivement & une cofibration génératrice ou & une cofibration triviale génératrice de sEns & un niveau j et
au morphisme () — () sur les autres niveaux. Or, si Z € sEns’ C sPr(Cp) est concentré en un niveau j, son image par
le foncteur

sK = sEns’ — sC
induit par le foncteur K définit en @ est I'image de Z; par le foncteur
sKy: sEns — sC
X = (Xyp)nen — sKo(X) = (Hxn k)nen

Et ce foncteur préserve les cofibrants (il est de Quillen a gauche). En particulier, si Z, Z’ sont deux objets concentré
en des degrés respectifs j et 7/, leur produit est non nul si et seulement si j = j’ et dans ce cas

sK(Z x Z') = sKo(Zj x Z}) = sKo(Z;) @ sKo(Z}) = sK(Z) @ sK(Z')

On en déduit donc que sK commute au [J de morphismes concentrés au méme niveau. Les [ qui nous intéresse sont
précisément concentrés en un niveau fixe j. En effet, sEns’ est une catégorie monoidale. Prenons alors f : X — Y
et g: Z — T sont des cofibrations génératrices dans sEns”, leur O est le morphisme () — ) si elles sont concentrées
en deux niveau distinct, et est une cofibration sinon. De plus cette cofibration est triviale si f ou g est triviale. Le
foncteur s K commutant avec les cofibration, les cofibrations triviales, les produits tensoriel concentrés au méme niveau
et les [J concentré au méme niveau, il advient que sK(f)OsK (g) est une cofibration dans sC et qu’elle est triviale si
f ou f est triviale. Comme les cofibrations et cofibrations triviales génératrices de sC sont exactement les images des
cofibrations et cofibrations triviales génératrices de sEns”, cela termine la preuve.

Comme 'unité 1 est cofibrante, le second point de la définition de catégorie de modéles monoidale est clairement
vérifié.
¢

Proposition 3.1.9. i. La catégorie de modéles simpliciale sEns’ est compactement engendrée.
1. Toute catégorie d’algébres simpliciales sur une théorie simpliciale est compactement engendrée.

Preuve
Les catégories d’algébres simpliciales sont cellulaires. Les colimites filtrantes y sont exactes. Elles sont engendrées par
cofibration. Les domaines et codomaines des cofibrations et cofibrations triviales génératrices sont cofibrants, comme
remarqué précédemment. De plus, ils sont images par I’adjoint & gauche, qui préserve les objets compacts ou petits,
d’une sphére de sEns de dimension n concentré en un degrés j ou de la frontiére d’une telle sphére, donc sont compacts
et petits.

¢
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Lemme 3.1.10. Soit A € sComm(C). Soit (u?)jc; la famille des images par A ® — o sK dans sA — mod (resp
sA — alg) des éléments (x;)jcs de sEns’ définis par * au niveau j et ) sur les autres miveauz. Tout but d’une
cofibration génératrice de sA —mod (resp sA — alg) est faiblement équivalent & un objet de la forme u’. toute source
d’une cofibration génératrice est faiblement équivalente, pour un j fixé, a un objet obtenu a partir de l’objet initial ()
et de u? en un nombre fini de pushouts homotopiques.

Preuve

Les cofibrations génératrices de sA — mod sont les images des cofibrations génératrices de sEns’ par A ® — o sK.
Les cofibrations génératrices de sEns sont les morphismes de la forme JAP — AP. Les cofibrations génératrices de
sEns’ pour la structure de modéles projective sont les morphismes de sEns”’ égaux a une cofibration génératrices
de sEns pour un niveau j et a I'unique morphisme # — () sur les autres niveaux. Leur but est contractile, il est
faiblement équivalent a ;. Le foncteur sK préservant les équivalences faibles entre cofibrants, I'image de leur but est
donc faiblement équivalent & v/ pour un j fixé.

Pour les sources, considérons la relation

SAPTL o APFLTTE CAPHL o 5 T2, % avec A = )

les sources des cofibrations génératrices de sEns’ pour la structure de modéles projective sont les objets de la forme
(0APT) e N, jev définis au niveau i # j by () et au niveau j par 6AP et ils vérifient

; h
(GAPT) 2 [T (5 A0-1.0) %5

Clairement §A%/ = () et AT = x;. Soit uP/ 'image de AP, Pour tout j, uP~ s’obtient & partir de u/ en un nombre
fini de pushouts.

¢

Corollaire 3.1.11. de|5.1.9,(|3.1.1(] et|1.9.9

i. Les catégories de modeéles simpliciales sC, sA—mod (A € sComm(C)), sComm(C) et sA—alg (A € sComm(C))
sont compactement engendrées.

it. Les objets homotopiquement de présentation finie dans sA — mod (respsA — alg) sont exactement les objets
faiblement équivalent o des rétracts d’objets de I — Cell strictement finis.

iii. La sous catégorie pleine de Ho(sA — mod) (resp Ho(sA — alg)) Ho(sA — mod). (resp Ho(sA — alg).) des
objets homotopiquement de présentation finie est la plus petite sous catégorie pleine de Ho(sA — mod) (resp
Ho(sA — alg)) (pour Vinclusion) contenant la famille (u)jcv (resp (ul?)jev), 0 et stable par rétract et
pushout homotopique.

Preuve de it ‘
Soit D la plus petite sous catégorie pleine de Ho(sC) contenant (u’);ey (resp (u’y);jev), Uobjet initial () et stable
par rétract et pushout homotopique. Clairement, par 2, comme les morphismes () — u/);cy sont des cofibrations
génératrices de sC, soit sont homotopiquement de présentation finie (cf [HAGII|, p33), Ho(sC). contient la famille
(u?)jev, 0. Comme cette catégorie est stable par rétract et pushout homotopique, on a D C Ho(sC)..
Réciproquement, soit X € Ho(sC)., par 2, X est isomorphe & un rétract d'un objet de I — cell strictement fini. Par
conséquent, il existe n € N et une famille finie (X;);e[o,n telle que:

= Xo X, X, =X
et Vj € {0,..,n — 1}, 3k — [, une cofibration génératrice telle que:

XJ —_— Xj+1

]

k——1

est un pushout. Finalement, comme les sources et les buts des cofibrations génératrices sont dans D, X est dans D.

¢

65



3.1.2 Catégories Homotopiques de Modules et d’Algébres
Proposition 3.1.12. Soient A dans sComm(C) et B € sA — alg, cofibrant dans sA — mod.
o Le foncteur d’oubli de sB — mod dans sA — mod préserve les cofibrations.

o Le foncteur d’oubli de sA — alg dans sA — mod préserve les cofibrations dont la source est cofibrante dans
sA — mod. En particulier, il préserve les objets cofibrants.

Preuve
Dans chaque cas, on commence par réaliser la preuve pour les cofibrations génératrices. On montre ensuite a 'aide de
I’argument du petit objet que cela est alors vrai pour toute cofibration.

- On commence par se fixer une cofibration génératrice dans s B —mod. Les cofibrations génératrices de sB —mod
étant exactement les images des cofibrations génératrices de sEns”, il suffit donc de fixer L — M une cofibration
génératrice dans sEns”. Notons K 4 et Kp les foncteurs adjoints & gauche qui vont respectivement de sA —mod
et sB — mod dans sEns’. On montre alors que la cofibration génératrice Kp(L) — Kpg(M) de sB — mod est
une cofibration dans sA — mod. Pour cela, on applique I'axiome de stabilité par (0 de sA — mod. 11 vient que le
morphisme

(0 — B)O(Ka(L) — Ka(M))
est une cofibration dans sA — mod. Or ce morphisme s’écrit
Kp(L)>B®4 Ka(L) > B4 Ks(M) = Kg(M)

et est donc exactement note cofibration génératrice. Ceci étant vrai pour toute cofibration génératrice de
sB —mod, on en déduit que celles-ci sont des cofibrations dans sA —mod. On généralise a toutes les cofibrations
de sB — mod par 'argument du petit objet.

¢

- Comme pour le point précédent, il faut commencer par fixer N — M une cofibration génératrice dans sEns”.
Soit L* le foncteur "Monoide libre associ¢” de la catégorie monoidale sEns?. On rappelle que le foncteur
monoide libre associé de sA — mod dans sA — alg est noté sL4. On montre que la cofibration génératrice
SLA(N) — sLa(M) de sA — alg est une cofibration dans sA —mod. Pour cela on constate que le diagramme

Ky

sEns”’ sA — mod

le lm

sComm(Ens”) e sA —alg

est commutatif pour les objets concentrés en un degrés fixe j € J. Cela vient du fait que nous avons remarqué
en que le foncteur sK 4 vérifie sKa(Z x Z') = sKs(Z) @4 sKa(Z') pour Z,Z' concentrés en un méme
degré. Donc, la cofibration génératrice de sA — alg correspondant au morphisme N — M € sEns” revient
a isomorphisme prés & sK4(L°(N)) — sK4(L*(M)). Le morphisme L*(N) — L*(M) est clairement injectif
car les morphismes N®" /S, — M®"/S, sont injectifs et il s’agit donc d'une cofibration de sEns’. Son image
est par le foncteur de Quillen a gauche sK 4 est donc une cofibration de sA — mod. Finalement, la cofibration
génératrice sLg o SKA(N) — sLa o sKa(M) de sA — alg est une cofibration dans sA — mod. On en conclut
donc que toute cofibration génératrice dans sA — alg est une cofibration dans sA — mod.

Pour passer a toutes les cofibrations par I’arguments du petit objet, il faut encore montrer que les opérations
par lesquelles on passe des cofibrations génératrices aux cofibrations dans sA — alg préservent les cofibrations
de sA—mod i.e. qu'un pushout homotopique dans A —alg d’une cofibration de A —mod, par un objet cofibrant
dans A — mod est une cofibration de A — mod. Or cela est vrai par 'axiome de stabilité par OJ, i.e. si B
est une A-algébre cofibrante dans A — mod et v : C — D € A — alg est cofibrant dans A — mod, Notons
v: @ — B. Alors, dans la catégorie monoidale C' — mod, d’aprés ce qui précede, v et u sont des cofibrations et
on a v[u := B — B ®¢ D qui est une cofibration. On applique le foncteur d’oubli de C — mod dans A — mod
et v[Ju est une cofibration dans A — mod.

Par Pargument du petit objet toute cofibration de source cofibrante dans sA — alg est une cofibration dans
sA — mod, en particulier comme A est cofibrant dans sA — mod, tout objet cofibrant dans sA — alg est aussi
cofibrant dans sA — mod.
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Lemme 3.1.13. Soit f : A — B € sComm/(C) une cofibration triviale entre objets cofibrants. On a une équivalence
de catégorie

Ho(sA —mod) = Ho(sB — mod)

Preuve
Il faut montrer que pour X cofibrant dans sA — mod et Y fibrant dans sB — mod, pa(f) : X ®4 B — Y est une
équivalence faible dans sB — mod si et seulement si f : X — Y est une équivalence faible dans sA — mod. D’aprés
le lemme précédent, A — B est une cofibration triviale dans sA — mod. Donc, comme X est cofibrant, par 'axiome
de stabilité par [J, le morphisme g := X — B ® 4 X est une équivalence faible dans sA — mod. Par construction de
I’adjonction ¢4, Le diagramme suivant est commutatif :

palf)

/’4‘___\
X—>X®uB——Y ®s B Y

!

Donc f = gopa(f). Finalement, p4(f) est une équivalence faible dans s A—mod si et seulement si ¢’est une équivalence
faible dans sB — mod et 'axiome du deuz sur trois termine la preuve.

¢

Proposition 3.1.14. Soit f : A — B € sComm(C) une équivalence faible entre objets cofibrants. On a une
équivalence

Ho(sA — mod) = Ho(sB — mod)

Soit r. le foncteur remplacement fibrant de sComm/(C). D’apreés le lemme précédent, les catégories homotopiques
de modules sur A et r.A (resp B et r.B) sont équivalentes. Donc A et B peuvent étre choisis fibrant sans perte de
généralité et f est alors une équivalence d’homotopie i.e. il existe g tel que f o g et g o f sont homotopes a 'identité.
Il existe un monoide commutatif simplicial B; et des diagrammes commutatifs dans sComm/(C):

B Ho(B — mod)
: Id .
0 ) ‘0 1d
By ——B Ho(By — mod) ~ Ho(B — mod)
i1 - (fog)™
fog 1
b Ho(B — mod)

Ou ig et 7 sont des cofibrations et ont le méme inverse a droite p i.e. poi; = poig = Idg. Le morphisme h est une
fibration triviale donc i est une équivalence faible. D’aprés le lemme précédent, i est une équivalence de catégories.
Par conséquent il en est de méme pour p*. Comme 7] et if sont tout deux inverses de p*, ils sont isomorphes et i}
est aussi une équivalence. Finalement, h* est une équivalence, ce qui implique que (f o g)* en est elle méme une. Une
méthode analogue prouve que (g o f)* est aussi une équivalence.

¢

3.1.3 Propriétés de Finitude
Definition 3.1.15. Soient ¢, le remplacement cofibrant de sComm(€) et f : A — B un morphisme de sComm/(C).

> Le morphisme f est homotopiquement fini (noté hf) si et seulement si B est homotopiquement de présentation
finie dans sq.A — mod.

> Le morphisme f est homotopiquement de présentation finie (noté hpf) si et seulement si B est homotopiquement
de présentation finie sq.A — alg.

Remarque 3.1.16. Le morphisme A — B est hf (resp hpf) si et seulement si le morphisme A — ¢.B est hf (resp
hpf). Le morphisme ¢.B — B est hf.

Lemme 3.1.17. Les morphismes hf (resp hpf) sont stables par composition.

Preuve
Les preuves pour les morphismes hf et hfp sont analogues, nous le prouvons donc pour les morphismes hf. Soit
A — B — D la composition de deux morphismes A f. On a un diagramme commutatif:
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QCA — @B ——q.D

L

A B D

Et des foncteurs d’oubli Fy : sq.D — mod — sq.B — mod et Fy : sq.B — mod — sq.A — mod. L’image F(q.D)
de g.D est homotopiquement de présentation finie dans sq.B — mod donc faiblement équivalent & un rétract d’une
colimite homotopique finie de ¢.B dans sq.B — mod. Le foncteur d’oubli Fy préserve les rétracts , les équivalences
faible, les colimites finies, les objets cofibrants et les cofibrations de source cofibrante. Par conséquent, il préserve
aussi les colimites homotopiques finies et envoi finalement g.D sur un rétract d’une colimite homotopique finie de
g.B dans sq.A — mod. Comme ¢.B est homotopiquement de présentation finie sq.A — mod, et comme les objets
homotopiquement de présentation finie sont stables par rétracts, équivalences et colimites homotopiques finies, D est
envoyé par Fy o Fy dans sq.A — mod,.. Plus précisément A — D est hf.

¢
Lemme 3.1.18. Les morphismes hf (resp hpf) sont stable par pushout homotopique de monoides simpliciauz.

Preuve

Les preuves pour les morphismes hf et hfp sont analogues, nous le prouvons donc pour les morphismes hf. Soient
A — B et A — D des morphismes de sComm(C) dont le premier est hf. Soit g.4 le foncteur remplacement cofibrant
de q.A — alg. qca est faiblement équivalent a ¢, et I’ objet g.4B est homotopiquement de présentation finie dans
$q.A —mod. Montrons que B ®"4 D = q.aB ®4,4 q.C (dans Ho(q.A — mod), lemme de Reedy) est homotopiquement
de présentation finie dans gq.D — mod. Le foncteur d’oubli sq.D — mod — sq.A — mod préserve les colimites filtrantes
et les équivalences faibles donc préserve les colimites homotopiques filtrantes. Par conséquent le foncteur dérivé
— ®gq.4 q.C préserve les objets homotopiquement de présentation finie. Finalement B ®fg C' est homotopiquement de
présentation finie dans Ho(q.D).

¢

Remarque 3.1.19. En particulier, un morphisme A — B dans sComm(Q) est fini si et seulement si sq.A — sq.B est
fini.

3.2 Cohomologie des Préfaisceaux Simpliciaux

Cette théorie nous permet de donner des exemples concrets de schémas relatifs lisses. La théorie de 'obstruction qui
en découle permet en effet d’exprimer de maniére plus concréte certaines propriétés de finitude homotopique inhérentes
a la définition que nous donnerons de lissité relative.

Nos principales références sur ce sujet sont [GJ| et [T1]. La théorie de [T1] traite le cas pointé connexe. Nous
allons nous intéresser a un cas non connexe et expliquerons donc comment se ramener & des préfaisceaux connexes.
Dans un premier temps, nous rappelons les bases de la théorie puis nous traitons successivement le cas pointé connexe
et le cas général.

3.2.1 Définitions

Dans toute cette partie, D est une catégorie. On considére la catégorie sPr(D) des préfaisceaux simpliciaux sur D.
On regarde D comme étant munie de la topologie de Grothendieck triviale.

On rappelle que pour un préfaisceau simplicial, il existe une tour de Postnikov de ces n-tronqués (7<nF'))nen.
Cette tour est définie objet par objet dans [GJ|VI.3. Cette tour défini en particulier un diagramme

Pn+1 Pn n—1

Pp1
TgnF Tgn,1 *>-~-*>T§0F

Definition 3.2.1. Un préfaisceau simplicial sur D pointé est la donnée d’un préfaisceau F' € sPr(D) et d’un mor-
phisme s : * — F.

Definition 3.2.2. La catégorie (D/F) est la catégorie dont les objets sont les couples (X, f) ot f : X — F et les
morphismes de (X, f) dans (Y, g) sont les triangles commutatifs

X—Y

A
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Notons que I'on donnera dans la suite une autre définition de la catégorie des objets de D au dessus de F' qui sera
mieux adaptée a la théorie homotopique. Cela explique la notation, avec un 0 en indice. Cela dit on peut se contenter
de cette définition simple pour définir le 7,,, comme suit.

Definition 3.2.3. Soit F' un préfaisceau simplicial

> On définit un foncteur 7o(F) : D — Ens par
7o(F) i= X — mo(F(X))
> Pour tout entier naturel n > 1, on définit un foncteur m,(F) : (D/F)y — Gp par
Tn(F):=(u:X = F) - m,(F(X),u)
> Pour tout entier naturel n > 1 et tout pointage s : * — F, on définit un foncteur 7, (F) : D — Gp par
T (F ) i= (X) = mn (F(X), 5%(7))
Ou ¢ est 'unique morphisme de X dans 'objet final *.

Ces deux définitions sont parfaitement compatibles, la premiére étant en fait une généralisation de la seconde
au cas non pointé. Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que cela correspond & la définition des groupes
d’homotopie donnée dans [T1] lorsque la topologie de Grothendieck sur D est triviale.

Definition 3.2.4. Un préfaisceau simplicial pointé et connexe sur D est la donnée d’un préfaisceau F € sPr(D) et
d’un morphisme s : * — F qui induit un isomorphisme * — 7o (F).

La définition suivante est essentielle dans la théorie cohomologique

Definition 3.2.5. Un systéme local M sur un préfaisceau simplicial pointé et connexe F est la donnée d’un préfaisceau
en groupes abéliens M et d’une action de 7 (F,s) sur M. Un morphisme de systéme locaux est un morphisme de
préfaisceaux en groupes compatible avec action de 71 (F, s).

La catégorie abélienne des systéme locaux sur F' sera notée SysLoc(F'), suivant les notations de [T1].

Dans la suite, le role de M sera joué par les préfaisceaux , (F, s), pour n > 2.

On reprend maintenant les définitions de classifiant que le lecteur pourra aussi retrouver dans [T1]

Definition 3.2.6. Soit G un ensemble simplicial muni d’une structure de groupe.

> On définit un ensemble bisimplicial F(G, 1) par
E(G1)p,q =G}
> On définit un ensemble bisimplicial sK (G, 1) par
sK(G,1)pq = Gg/Gp
> On définit le classifiant de G, K (G, 1) comme étant le sous-ensemble diagonal de sK (G, 1), i.e.
K(G, 1)y =Gy /G

Remarque 3.2.7. - L’ensemble simplicial K(G,1) est naturellement pointé par l'image de l'identité du sous-
ensemble simplicial diagonal de F(G, 1). 1l existe des isomorphismes naturels 7, (K(G,1),*) = m,_1(G,eq). Si
le groupe simplicial G est abélien alors K (G, 1) est un groupe simplicial abélien.

- Cette construction est fonctorielle en G et s’étend donc en une construction analogue pour les préfaisceaux en
groupes abéliens simpliciaux, que nous noterons de la méme maniére.

Definition 3.2.8. Pour tout entier naturel m > 2, on définit un endofoncteur K (—,m) des groupes abéliens simpli-
claux (resp des préfaisceaux en groupes abéliens simpliciaux, cf second point) par

K(—,m):=K(—,1)°"

On peut maintenant donner la proposition suivante, qui fait le lien entre F' et ses n-tronqués. Cette proposition
reprend une proposition de [T1] dans notre cas particulier, i.e. avec une topologie de Grothendieck triviale sur D.

Proposition 3.2.9. Soit (F,s) un préfaisceau simplicial pointé et connexe. Le morphisme naturel
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F — HolimyenT<n F
est une équivalence faible.

L’hypothése qui apparait pour cette proposition dans [T1] est toujours vérifiée lorsque la topologie de Grothendieck
est triviale car elle consiste en ’annulation des groupes d’homotopies (tels que définis précédemment) pour des rem-
placement fibrant de K (m,(F,s),n + 1) pour la structure de modéles locale. Or les équivalences faible pour cette
structure sont les morphismes qui induisent des isomorphismes sur les faisceaux associée aux m,. Ici, le foncteur
faisceaux associé est U'identité, et les K (m,(F,s),n + 1) vérifient clairement les propriétés d’annulation demandées.

Avant de donner la définition de la cohomologie d’un préfaisceau simplicial pointé et connexe, il nous faut encore
introduire un objet.

Definition 3.2.10. Soit G un préfaisceau en groupe opérant sur un préfaisceau en groupes abéliens M. Notons p le
morphisme de groupe p : G — Autp,p)(M). Alors G opere de fagon naturelle sur K(M,n — 1), n > 0.

> Le groupe simplicial G x, K(M,m — 1) est le produit semi direct de G et K(M,n — 1).
> On définit le groupe simplicial K (G, M,n) par
K(G,M,n):= K(G x, K(M,m—1),1)

Remarque 3.2.11. On a en particulier un morphisme naturel p : K(G, M,n) — K(G,1). Plus de détails sur cet objet
se trouvent dans [T1]. Dans lexemple ot nous allons appliquer cette théorie, G sera trivial, on aura par conséquent
K(M,n) = K(G, M,n).

Nous allons maintenant Donner la définition et les propriétés de la cohomologie des préfaisceaux simpliciaux,
d’abord dans le cas connexe.

3.2.2 Théorie Cohomologique Pointée Connexe
Définitions

Soit F' un préfaisceau simplicial pointé et connexe, M un systéme local sur F' et p : m1(F,s) — Autp,p)(M). On
considéere le morphisme naturel ¢ : F' — 7<1 I et le morphisme p.

Definition 3.2.12. Le n-éme groupe de cohomologie de (F,s) a coefficient dans M est donné par
H"(F, M) := moMap,prp)/r, r[(F}1), (K (G, M,n),p)]

Nous allons par la suite généraliser le théoréme suivant de [T1] au cas non connexe. Dans le cas (F,s) :=
(K(G,1),*) pour un préfaisceau en groupe G, le théoréme affirme que les H™(F, M) sont en fait des foncteurs dérivés.

THEOREME 3.2.13. Soit G un préfaisceau en groupes sur D et (F,s) := (K(G,1),%). Alors pour tout entier n, le
foncteur H™(F, M) : SysLoc(F) — Ab est isomorphe au n-éme foncteur dérivé du foncteur HO(F,—).

Corollaire 3.2.14. Soit X € D. On considére le site D/X muni de la topologie triviale. Alors le foncteur H™ (X, —)
est isomorphe au n-éme foncteur dérivé du foncteur des sections globales T' : Ab(D/X) — Ab. La cohomologie des
préfaisceaux simpliciauzr coincide donc sur les objets représentables avec la cohomologie définie par foncteur dérivés.

Théorie de I’Obstruction

On va expliquer ici la théorie de 'obstruction qui découle de cette cohomologie dans le cas connexe pointé. Soit (F, s)
un préfaisceau simplicial connexe pointé sur une catégorie D. On a un diagramme homotopiquement cartésien.

TgnF T§1F

| |

T<n—1F —— K(m(F,s), 7 (F,s),n + 1)

Et par conséquent un morphisme d'un préfaisceau simplicial H dans 7<,_1F se reléve & 1<, F' si et seulement si il
envoi de maniére commutative sur le diagramme du produit fibré homotopique ci-dessus. Cela revient a demander que
le morphisme se factorise par 7<1F, qui est I'objet nul de la catégorie des préfaisceaux pointés au dessus de lui-méme.
Le morphisme se reléve donc si il s’annule dans le groupe

WOMapsPr(D)/TglF(Ha K('/Tl(Fa S)a 7Tn(F‘v 8)777‘ + 1))

Ou le morphisme K (71 (F, s), m,(F,s),n+ 1) — 7<1F est donné par le morphisme naturel cité en [3.2.11] et le fait que
K(?Tl (F, S), 1) = T§1F
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3.2.3 Théorie Cohomologique Générale
Définitions

Prenons maintenant un préfaisceau F'. On veut se ramener & un cas que l'on sait traiter. Pour cela on remarque que
le 1-tronqué de F' est un ensemble simplicial équivalent au nerf du groupoide fondamental G := 71(F'), noté NG. On
considére alors la construction de Grothendieck associé & G (cf [SGAI| exposé VI,9). Il s’agit d’une catégorie cofibrée

sur D, que l'on peut voir aussi comme une catégorie fibrée car G est un préfaisceau en groupoides. Nous la noterons
D/G.

Definition 3.2.15. La catégorie D/G est décrite comme suit
i. L’ensemble de ses objets est I’ensemble des couples (X, z) ot z : X — NG (soit z € G(X)).

ii. Pour deux objets (X, ), (Y,y), 'ensemble des morphismes de (X, z) dans (Y, y) est 'ensemble des couples (f, )
ot f est un morphisme de sPr(D), f: X — Y et u un isomorphisme dans G(X) := m (F (X)), u:yo f = z.

Remarquons que

On a un plongement naturel de D/G dans Ho(sPr(D)/NG), en particulier
Homp (X, 2), (Y,y)) = moMapsprpy/na (X, 2), (Y,y))
On commence par considérer le foncteur suivant, dont on veut construire une extension de Kan
(/:/) :D/G — sPr(D)/NG

La catégorie de départ étant une sous catégorie de la catégorie homotopique associée a la catégorie d’arrivée, il nous
faut pour construire ce foncteur, donner un modéle fibrant dans sPr(D)/NG d’un objet X € D/G.

Definition 3.2.16. Soit (X,z) € D/G, on lui associe le préfaisceau en groupoide Gx , donné par
GX@ = D — Gpd
S — Gx »(95)

L’ensemble des objets de Gx ,(S) est donné par ’ensemble des triplets (u,y,h) ot u: S — X, y € G(S) et h est
un morphisme de G(S) tel que h: xou = y.

Pour deux triplets (u,y, h), (v',y’, h’), 'ensemble des morphismes Home ., (s)((u,y,h), (u',y',h')) est donné par
I’ensemble des endomorphismes k de S tels que

kE*(h:zou—y)=h":2"ou =y
Definition 3.2.17. Soit (X,z) € D/G, on note (X, #) := NGx .,

Il s’agit presque la du foncteur (A—/) que nous cherchions. On a en particulier, pour (X, z) € D/G un diagramme
commutatif dans les préfaisceaux en groupoide sur D

Xxw/a

GX,ac

Ou l'on note toujours (X, z) € Prgpa(D). Pour tout S € D le morphisme j est donné par
Jj(S): Homp (S, X) — Gx »(S)
(u:8—X)— (u,zou,ld)

En particulier, j est une équivalence de groupoides par niveau. De plus, le morphisme [ est donné pour tout S par la
projection sur G(S), (u,y,h) — y. On a donc clairement [ o j = 2. On obtient done, en appliquant le foncteur Nerf,
un diagramme commutatif dans sPr(D)

X———= NG

N A
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Le morphisme Nj définit une équivalence faible de X dans X. Le morphisme # est donné par NI.

Lemme 3.2.18. L’application des objets de D/G dans les objets de sPr(D)/NG

9

(=) : (X,2) — (X, %)
définit un foncteur

Preuve
On le calcule donc sur les morphismes. Soit w : (X, 2) — (Y, y) un morphisme dans D/G, on a en particulier you = x
dans G(X). On obtient donc, en prenant I'image par j, pour tout S dans sPr(D)

J(@)(S) : Gx2(5) = Gyy(S)
(v,2) = (uow,z)

On remarque alors que le diagramme

T

NG

Commute strictement dans sPr(D).

¢

On remarque alors que si X est un modéle fibrant pour X, on a encore besoin de prendre un remplacement

cofibrant (dans sPr(D)/NG) pour obtenir une foncteur (—) de Quillen.

Definition 3.2.19. On définit le foncteur

(=):D/G — sPr(D)/NG
(X,z) — (X,7) = Q(X, %)

Definition 3.2.20. Le foncteur (—) induit par extension de Kan un foncteur toujours noté
(f;J) : sPr(D/G) — sPr(D)/NG

Remarque 3.2.21. La catégorie sPr(D/G) n’est autre que la catégorie des objets simpliciaux dans Pr(D/G). Or un
préfaisceau H sur D/G n’est autre qu'un préfaisceau interne sur G. Plus précisément, pour tout X € D, H(X, —) est
un foncteur de G(X) dans Ens muni d’une action naturelle de G(X) et d’une projection naturelle vers le foncteur
ensemble sous-jacent qui a G(X) associe 'ensemble de ses objets. On a en particulier un diagramme commutatif

H<;G1><GOH4>H

L

Go Gl - GO

b

Ou s et b sont les fleches sources et but, G est le préfaisceau sous-jacent & G et G est le préfaisceau des fleches de
G qui a tout X associe 'ensemble des morphismes du groupoide G(X).

On a un cas particulier plus intuitif, celui ot G est un préfaisceau en groupe i.e. ou G(X) n’a qu'un seul objet
pour tout X. On peut alors voir H comme un préfaisceau sur D muni d’une action de G.

En toute généralité, La catégorie sPr(D/G) est équivalente a la catégorie sPr(D)NY des NG-diagrammes, ot NG
est le préfaisceau simplicial nerf de G, que l'on retrouve par exemple dans [J].

Définissons maintenant son adjoint
Definition 3.2.22. On définit le foncteur

(=)1:8Pr(D)/NG — sPr(D/G) B
u:(H— NG)— Hy:=(x: X - NG) %M?PT(D)/NG((X,@, (H,u))

ot Hom® désigne le Hom enrichi sur les ensembles simpliciaux.
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L'objet (X,7) étant cofibrant, ce foncteur est de Quillen & droite. On va montrer que (—); et (—) définissent une
équivalence de Quillen.

Lemme 3.2.23. Le foncteur (—)1 est adjoint & droite du foncteur (—).

Preuve
Soit (X,x) € D/G et G € sPr(D)/NG alors on a

Hom%p,(p e (X, 7),G) = G1(X,7) 2 HomSp,(p e (X, 7), G1)

De plus, si H € sPr(D/G), on peut l'écrire H = Colim((X;,x;)) et en particulier, (’;J) étant une extension de kan,
H =« Colimp(X,Z) et on a

HomZp, (0)/ne(H, G1) = LimiGy(X;, 2;) = Limi(HomSp, p ) (X, 7), G)) = HomSp, (1 c)(H, G)

¢

Le foncteur (—); est de Quillen & droite. On va montrer que le foncteur dérivé R(—); commute aux colimites
homotopiques. On a

R(-)1: Ho(sPr(D)/NG) — Ho(sPr(D/G))
H — RH,

et

L(-): Ho(sPr(D/G)) — Ho(sPr(D)/NQG)
H— LH

les foncteurs dérivés.
Donnons maintenant la définition suivante

Definition 3.2.24. Soient (H,h) € sPr(D)/NG et (X,z) € D/G. Alors on définit (Hx, h,) par le diagramme
homotopiquement cartésien.

Hxy ——H

On a alors les deux résultats suivants

Lemme 3.2.25. Soient H « Hocolim(H;) € Ho(sPr(D)/NG) et (X,z) € D/G
o On a Hx = Hocolim((H;)x) dans Ho(sPr(D)/NG).
¢ On a RHy(X) = Mapspr(py)x (X, 1d), (Hx, hz))
Preuve

Ces propriétés sont vraies dans les ensembles simpliciaux. Elles se généralisent aux préfaisceaux simpliciaux par une
démonstration identique a la preuve pour les ensembles simpliciaux.

¢
Corollaire 3.2.26. Le foncteur R(—)1 commute auz colimites homotopiques.
Preuve
On considére H = Hocolim(H;). Alors pour tout X € D/G
RH(X) « Mapspr(py/na (X, Id), ([Hocolim(H;)]x))
= Mapsprpy/ne (X, Id), Hocolim[(H;)x])) « Hocolim(R(H;)1(X))
¢

On peut maintenant démontrer la proposition qui nous intéresse. Remarquons que cette proposition est un
cas particulier du théoréme 20 de [J]. 1l faut pour cela appliquer ce théoréme a la catégorie sPr(D)NE des NG-
diagrammes, ou NG est le préfaisceau simplicial nerf de G, qui comme nous ’avons remarqué précédemment est
équivalente a sPr(D/G).
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Proposition 3.2.27. Les foncteurs (—)1 et (—) définissent une équivalence de Quillen.
Le foncteur (—); commute clairement aux équivalences faibles, en se référant a la suite exacte
H — H—71<1H

Son adjoint est donc de Quillen & gauche et commute lui aussi aux colimites homotopiques. On peut le décrire plus
précisément. Soit (H, h) € sPr(D/G) alors H s’écrit comme une colimite homotopique d’objets représentables (X, z;)
dans Ho(sPr(D/G)) et on a un isomorphisme dans Ho(sPr(D))

%

H < Hocolim(X;)

Comme (—); commute aux équivalences faibles et aux colimites homotopiques, on a

(H), = Hocolim(X;), = Hocolim(X;) = H

Cela implique que si H est cofibrant dans sPr(D/G) et H' est fibrant dans sPr(D)/NG, comme (H); = H, on a un
morphisme entre suites exactes

H—— F— NG
H, —> H' —> NG

O les deux morphismes verticaux sont images 'un de ’autre par I’adjonction. Il est alors clair que ces deux morphismes
sont simultanément des équivalences faibles et cela prouve la proposition [3.2.27]

¢

On en arrive maintenant a la définition de cohomologie. En effet, F est la fibre homotopique de F' — 7<1 F' > NG
et est donc simplement connexe. Passer a la catégorie sPr(D/NG) permet donc de se ramener a un cas _simple que
nous savouns traiter. On rappelle que ’on a un préfaisceau en groupe simpliciaux K (M, n) sur D/G. On note K (M,n)
I'image de cet objet par le foncteur (f;J) et LK (M, n) son image par le foncteur dérivé L(f;J)

On commence par donner la définition de systéme local.

Definition 3.2.28. Soit F' € sPr(D). Un systéme local sur F' est la donnée d’un préfaisceau en groupe abélien sur
D/G o G est le groupoide fondamental de F. On notera Sysloc(F') la catégorie des systémes locaux sur F.

On va définir un groupe de cohomologie de la fagon suivante.
Definition 3.2.29. [3:2.27] Soit F' un préfaisceau simplicial et M un systéme local sur F', on définit
Hn(Fa M) = 7TO]\4apsP7"(‘D)/NG(F17 L]?(Mv Tl))

Le role de M sera joué dans les exemples que nous traiterons par les préfaisceaux m, (F'). Ceux-ci bien que définis
sur (D/F)g se reléve en des préfaisceaux sur D/G. On écrit pour cela le lemme suivant

Lemme 3.2.30. Le foncteur
Tn(F): (D/F)y — Gr
se releve en un foncteur toujours noté w,(F) 7, (F) : D/G — Gr

Preuve
Se donner un point de F(X) revient a se donner un point de G(X). La seule chose & montrer est que le relévement de
7o (F') construit objet par objet est fonctoriel. Soit donc f,u un morphisme dans D/G, de (X, x) dans (Y, y), comme
on a un isomorphisme dans G(X), u: yo f = x, on en déduit que f*(y) et x sont dans la méme composante connexe
de G(X), soit que I'on a bien un morphisme induit

Tn(F)(X, ) =m0 (F) (X, 7 (y) = 7 (F)(Y, )

¢
Notons que, comme dans le cas connexe, le préfaisceaux LK (M,n) admet M comme n-éme groupe d’homotopie
et admet les mémes 1y et m; que F. Ses autres groupes d’homotopie étant quant a eux triviaux.

Comme dans le cas connexe, on a le théoréme suivant
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THEOREME 3.2.31. Soit G un groupoide, alors pour tout m, le foncteur
H™(NG,—) : Sysloc(NG) — Ab
M — H™(NG,M)
est isomorphe au n-éme foncteur dérivé du foncteur H° (NG, —).

Preuve
On a une équivalence entre la catégorie des préfaisceaux en groupes abéliens simpliciaux sur D/G et la catégorie des
complexes de préfaisceaux en groupes abéliens concentrés en degrés négatifs ou nuls avec une différentielle positive.
On note respectivement sAb(D/G) et C~(D/G, Ab) ces deux catégories. Il s’agit 1a d’une généralisation de la corre-
spondance de Dold-Kan. On a ainsi toujours une correspondance entre les quasi-isomorphismes de complexes et les
équivalences faibles de préfaisceaux simpliciaux. ce qui induit une équivalence sur les catégories homotopiques. La
catégorie homotopique des complexes étant notée D~ (D/G, Ab).

I': D (D/G,Ab) = Ho(sAb(D/Q))
On rappelle alors que les foncteur dérivés sont donnés par
ngr('D/G, M) ha HomD—1(D/G7Ab) (Z, M[m])

Ou Z est regardé comme le préfaisceaux constant de fibre Z et M[m] est le complexe concentré en degrés —m de valeur
M. Le foncteur I' induit donc un isomorphisme

Homp-1(p/c,a0)(Z, M[m]) = Homgosap /) (L(Z),T'(M[m]))

Et T'(Z) est équivalent dans sAb(D/G) au préfaisceau constant de fibre Z. T'(M[m]) est quant & lui équivalent a
K(M,m). Donc
Homp-1(p/a ap) (Z, M[m]) « Hompgosap(p/a)) (Z, K(M,m))
L’adjonction de Quillen entre le foncteur abélianisation Z(—) et le foncteur d’oubli j :
Z(—)
sAb(D/G) Pr(D/G)

J

Donne finalement

HOmel(fD/G’Ab)(Z,M[m]) el HomHo(Spr(@/G))(*,K(M, m)) bt Hm(NG, M)

Théorie de I’Obstruction
Comme pour le cas pointé, on a un diagramme homotopiquement cartésien dans sPr(D/G).
TSnFl B
T<n—1F1 —— K(m,(F),n + 1)

Ce diagramme donné pour le cas particulier d’un ensemble simplicial par la proposition 5.1 de [GJ| appliquée a la
tour des m-tronqués de cet ensemble. Le groupoide fondamental de F} étant en effet trivial. La construction de ce
diagramme homotopiquement cartésien étant fonctorielle, elle s’étend aux préfaisceaux simpliciaux sur une catégorie
donnée, ici D/G.

Par I'équivalence de Quillen on obtient un diagramme homotopiquement cartésien

TSnF—> NG
T<n—1F —— LK(m,(F),n+1)

Et si H est un préfaisceau simplicial qui envoi sur 7<,_1F alors il se reléve & 7<,, F' si le morphisme naturel H —
LK¥(m,(F),n+ 1) correspond & I’élément nul du groupe

ToMapspr(py/ne (H, LK (1,(F),n + 1))
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Changements de Bases

Il nous sera utile par la suite de considérer le changement de base d’un préfaisceau simplicial F' vers un préfaisceau
simplicial F’ au dessus de 7<1 F' =« NG (dans Ho(sPr(D))). Soit G’ le préfaisceau en groupoide vérifiant 7<1 F' = NG'.
On note u : NG’ — NG On a une adjonction

sPr(D)/NG' sPr(D)/NG
—XNGNG/

Ou le foncteur d’oubli u* commute aux équivalences faibles et aux cofibrations et est donc de Quillen & gauche. On
obtient donc une adjonction sur les catégories homotopiques.

Mapspr(myne (W F', LK (1,(F),n + 1)) = Map,prpynar (F', LK (1, (F),n + 1) xk o NG')

Or les groupes d’homotopies de Ll?(wn (F),n+1) x%, NG’ sont donnés par m,(F) au rang n + 1 par les m; et m de
F’ aux rangs 0 et 1 et sont triviaux aux autres niveaux. On a donc une équivalence faible

LE (mn(F),n+1) x% o NG' = LK (1, (F) o u*,n+ 1)
D’ou
7-‘-0]\4apsPr(‘D)/NG(U*FV7LI’E(WH(F‘)J’L_'_ 1)) = HnJrl(F/aﬂ-n(F))

En particulier, un morphisme de F’ dans 7<,,_1F se reléve a 7<, F si et seulement si il correspond & un élément nul
du groupe de cohomologie

HHH(F m (F))

3.2.4 Cohomologie des Modules Simpliciaux
Définitions

Dans cette section, on s’intéresse plus particuliérement au cas particulier dont on aura besoin par la suite. On considére
la catégorie de base (Ens, X, *). On se fixe un morphisme de monoides commutatifs B — A. On considére la catégorie
BB a un objet * et telle que Endg (%) := B. On a montré dans la proposition m que la catégorie des préfaisceaux
sur cette catégorie est équivalente & B — mod. Cela induit en particulier une équivalence de catégories simpliciales
entre sPr(BB) et sB — mod. On va alors considérer I'objet A de sB — mod. On considére le préfaisceau simplicial
(A,Id,) € sPr(D)/A , que nous noterons simplement A par la suite. Ce préfaisceau est concentré en degrés zéro.

Dans le cas qui va nous intéresser, on dispose d’un systéme local sur BB/A. Par exemple, un foncteur m,(F)
associé a un préfaisceau F' sur BB. On a alors un groupe de cohomologie

HnJrl(Av WH(F)) = '/TOMapsPr(’BB)/A(Av Lk(ﬂn(F)v n+ 1)) = 7T0A7\4apsB—mod/A(Aa Lk(ﬂn(F)a n+ 1)(*))

On va alors s’intéresser a I’abéliannisé de cette cohomologie. On note Z : Ens — Z — mod le foncteur abélianisation
ou groupe abélien libre associé.

Lemme 3.2.32. On a une équivalence de catégorie entre Ab(Pr(BB)/A) et la catégorie des Z(B)-modules A-gradués,
notée Z(B) — modA—9m24,

Preuve
On définit les foncteurs © : Ab(Pr(BB)/A) — Z(B) — modA=97% et = : Z(B) — modA~97%! — Ab(sPr(BB)/A) par
0:(F—1nA)— Gmeaf'(m)
=X =UpeaXym o Fx =« —> X

L’identité = o © = Id provient du fait que pour F' € sPr(BB)/A, F(¥) = ®meaf 1(m). La seconde identité, provient
du fait que pour X € Z(B) — mod?~97%? on a un morphisme naturel f : X — A tel que X,, = f~'(m) et donc
¢

Definition 3.2.33. On note
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Ab: sPr(BB)/A — Ab(sPr(BB)/A)
Ab: sB —mod/A — sZ(B) — modA—97d

les foncteurs abélianisation des catégories sPr(BB)/A et sB — mod/A.

Ces foncteurs sont adjoints & gauche de foncteurs d’oubli, et ils sont de Quillen & gauche. On a de plus un
diagramme commutatif

sPr(BB)/A —————= sB — mod/A

w |

Ab(sPr(BB)/A) —= sZ(B) — mod*~97d
On a alors
H™ YA, 1, (F)) = moMapsppspy/a(A, LK (1,(F),n + 1))
= moMap ap(spr(p)4) (Ab(A), LK (1, (F),n + 1))
2 ToMapgp) - moda—arad (Z(A), LK (1, (F),n + 1)(*))

On en vient & la proposition qui nous intéresse.

Proposition 3.2.34. Soit u: B — A € Comm(Ens). Le morphisme u est hf si et seulement si
o Le morphisme Z(u) : Z(B) — Z(A) est hf dans sZ(B) — modA~97,
o Le morphisme u : B — A est hf pour la structure de modéles 1-tronquée sur sB — mod.
Preuve

On commence par 'implication la plus simple. Supposons que w est hpf, on considére les deux adjonctions de Quillen
(o1 les foncteurs d’oubli sont notés ).

Id
— <1
sB —mod _ — sB — mod=

XA
sB — mod sB —mod/A

z
sB —mod/A sZ(B) — modA—9rad

Entre sB — mod muni de sa structure de modéles et sB — mod muni de la structure 1-tronquée et entre sB — mod et
son abélianisée. Les foncteurs adjoint & droite préservent les équivalences faibles et les colimites filtrantes. Les adjoints
a gauche préservent donc les objets homotopiquement de présentation finie.

Passons maintenant a la partie difficile. On a un premier lemme
Lemme 3.2.35. Il existe un rang ng tel que pour tout systéme local M et tout entier n > ng, on ai
H"(A, M) =

Preuve
Comme remarqué précédemment

Hn(A7 m) = 7TO‘]\4apsZ(B)—modA_-‘?““i(Z(‘A)a LI}(WTL(F)v n+ 1)(*))

La cohomologie de A est donc isomorphe aux Ext de Z(A) dans la catégorie abélienne sZ(B) — mod4~97%?. On se
réfere a[3.2.31] on a en effet par transitivité une équivalence de Quillen entre catégories abéliennes

sZ(B) — modA=9m% — Ab(sPr(B(B))/A) — sAb(BB/A) — C~(BB/A, Ab)

Ce qui implique en particulier des isomorphismes sur les Fxt.

Le module Z(A) étant hf dans la catégorie sZ(B) — mod?~97% ses Ext s’annulent & partir d’un certain rang,
que nous noterons ng.

¢
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Corollaire 3.2.36. Pour n > ng, et pour tout B-module simplicial au dessous de A, v : A — F, on a des isomor-
phismes

7"'0(]\4apsB—mod(14a T§7L—1F)7 U) = 71-0(]\4&psB—mod(A7 TﬁnF)a U)

Preuve
Les groupes de cohomologie H™(A, M) s’annulent & partir du rang ng. On se référe alors a la théorie de 1’obstruction
associée a cette cohomologie, i.e. le fait que pour n > ng les groupes H" (A, m,(F)) s’annulent prouve le corollaire.

¢
Corollaire 3.2.37. Soit F € A/sB —mod, v: A — F. Pour tout i, il existe n; = ng + i tel que pour tout n > n;
7Ti<Mapstmod(A; Tgnle% 'U) = 7T-i(]\4apstmoal(Aa TSnF>7 ’U)

Preuve
La premiere chose que I'on démontre est que I'ensemble simplicial Mapsp—mod/r<,_; (A, 7<p, F) est non vide. Pour
cela on considére le diagramme homotopiquement cartésien dans sPr(BB/) suivant

A xh NG4>TS,LF4>NG

LK (7, (F),n+1)
i sl ‘>P

A T<n1F —— LK (7, (F),n + 1)

Oupos=Id.
On a alors des équivalences d’ensembles simpliciaux

MapsB—mod/TS(n_l)F(Av TﬁnF) = MapsB_mod/L}?(ﬂn(F)7n+1) (A7 NG) = MapsB—mod/A (A, A X]Ef((ﬂ'n(F),nJrl) NG)

Pour n > ng, la cohomologie de A est triviale . Soit f le morphisme de A vers LK (mn(F),n + 1), alors p o f définit
un morphisme de A dans NG. De plus, le groupe de cohomologie H" (A, m, (F)) étant trivial, on en conclut que les
éléments définis par f et sopo f dans ce groupe sont égaux. Le triangle suivant est donc commutatif & homotopie
prés dans sB — mod/LK (m,,n + 1))

A vof NG

LK (mp(F),n+1)

et MapsB—mod/TS(n,l)F(ATgnF) admet un 7y non vide.
On montre maintenant ’isomorphisme du lemme. Pour cela remarquons le fait suivant
A x}LLf((M(F)’nH) NG = Axk. NG x’ik(ﬂn(m’n“) NG
o A xto LK (1,(F),n) 2 K(m,(F),n)
On a donc
W(]MGPSB—mod/TS(n,l)F(A; T<n ) 2 H"(A, mp (F))
On a de plus, la formule suivante
TiMap.p —mod/re 1) p (A T<n F) 2 H" (A, 7, (F))
et une suite exacte courte
Mapsp—mod/r 1y F(As T<nF) = Mapsp—mod(A, T<(n-1)F) — Mapsp—mod(A; T<(m)F")
Dont on déduit que pour n > ng + 4, on a

Wi(MapsB_mod(A, Tﬁn(F))a U) = 7"-i(]\4apsB—mod(147 T<(n—-1) (F)), U)
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Corollaire 3.2.38. Soit F' € sB —mod/A tel que v: A — F. La tour de fibrations pointées
(Mapstmod(Av TSnF)7 U)
Converge complétement au sens de [G.].

La condition donnée par le lemme précédent suffit a assurer la convergence compléte. Cela se vérifie grace au
corollaire 2.21 du lemme de convergence compléte de [GJ]].

¢

Corollaire 3.2.39. Pour toutn > n; et tout F € A/sB — mod avec v: A — F, on a des isomorphismes
7T-i(]\4apsB—mod(Aa F)a U) NH anEN(ﬂ—i (Mapstmod(Av TSnF)v ’U)) 4~> Wi(Mapstmod(Aa TSniF)v ’U)

Preuve
Le premier isomorphisme est donné par le suite de Milnor ([GJ], 2.15) et le fait que la convergence compléte implique
I’annulation de la lim'. Le second isomorphisme est une conséquence immédiate du corollaire [3.2.37

¢

On va prouver enfin le lemme suivant avant de passer & un dernier lemme qui démontre la proposition [3.2.34]

Lemme 3.2.40. On se donne un diagramme commutatif dans sEns
X N

Y
L,
Z ——T
Ou g est une équivalence faible. Alors le morphisme f est une équivalence faible si et seulement si pour tout z € Z,

les fibres homotopiques X, de z et Y.y de g(z) sont simultanément vides et sont faiblement équivalentes lorsqu’elles
sont non vides.

Preuve
On commence par le cas ot g :=Id: Z — Z.

Soit n un entier supérieur & 2, soit x € X, y € Y s’envoyant tout deux sur z € Z on a deux suites exactes longues

w——p1(Z,2) —= 1, ( Xy, ) — (X, ) —= 71, (Z, 2) — = 11 (Xe, 1) —— -

| l L i

B *)WnJrl(sz) — Wn(}/;vy) Hﬂn(}/’ y) *)Wn(zvz) — anl(yzvy) —

Par le lemme des 5, on obtient donc 7, (X, z) = 7, (Y, y).

Pour n =1, on a une action de 71(Z, z) sur les fibres de X et Y respectivement en z et y. On définit un morphisme
fm(Z,z) = mo(X.) par f(g) := g.x, et de méme pour y. L’exactitude signifie alors que g.x = = dans m(X), et de
méme pour Y. On obtient deux suites exactes, comme précédemment. L’injectivité de m (X, x) = 71(Y,y) se prouve
comme dans le lemme des 5. Pour la surjectivité, soit g € m1 (Y, y), alors par exactitude g.x = x dans m(Y>) = mo(X;).
L’image de g dans my(X,) appartient donc par exactitude a I'image du morphisme 71 (X, z) — m1(Z, 2).

Pour le cas n = 0, on montre d’abord la surjectivité. Soit y € mo(Y"), soit z 'image de y dans mo(Z). Alors y € mo(Y) =
mo(X ;) donc admet un antécédent dans my(X). On montre maintenant Uinjectivité. Soit z,z’ € mo(X) qui ont méme
image dans 7o(Y). On en déduit qu’ils ont méme image z dans 7(Z) et donc appartiennent a mo(X,) = mo(Y%). Ils
s’envoient sur le méme élément de mo(Y>) donc sont égaux.

Si g n’est pas l'identité de Z mais une équivalence faible de Z dans T, alors on remarque que le morphisme
X x% Z — 'Y est une équivalence faible, et que 1’on a aussi

Y,

o(2) 2 Xo X Yy 2 (X X3 Y),

On s’est donc ramené au cas précédent pour le morphisme X xl% Y — X au dessus de Z dont les fibres sont simul-
tanément vides et sont équivalentes lorsqu’elles sont non vides.

¢
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Lemme 3.2.41. Soient (Fy)aco un diagramme filtrant d’objets n-tronqués et F' = HocolimaF,. Pour tout i on a
une équivalence faible

MapsB—mod(Aa F) = HOCOZim(MapsB—mod(Aa Fa))

Preuve
Par induction sur le degrés de troncation n de F'. Cela fait parti des hypothéses pour n = 1. Supposons le pour n — 1,
Soit @ € Hocolima(Mapsp—mod(A, Tn—1F4)), représenté par v € Mapsp—mod(A, Th—1Fa,) et soit ¥ son image dans
Mapsp—mod(A, Tn—1F). Le diagramme étant filtrant, la colimite homotopique suivant a(/O est isomorphe dans la
catégorie homotopique Ho(sEns) a la colimite homotopique suivant ©. Le diagramme suivant est commutatif

HOCOlim(xﬁaoMapsB—mod/Tnlea ((Av ua)v Fa) - MapsB—mod/Tn,lF((Av a)v F)

| |

Hocolima<ay(Mapsg—mod(A, Fy)) Mapsg—mod(A, F)

| |

HOCOlimaSao (MapsB—mod(A7 Tn—lFa)) Mapstmod(Aa Tnle)

Ol uy = A*U>Fa0*> W et u = AL>F

Commengons par montrer que les fibres sont simultanément vides. Par construction le morphisme naturel

HOCOlimao/e(MapsB—mod(Aa Tn—lFa)) - MapsB—mod(Aa Tn—lF)
U — U

Induit le morphisme naturel suivant sur les groupes de cohomologie
Hocolimg, e (H" Y (A, 7, (Fy)) — HY A, m, (F))

Or ce morphisme est un isomorphisme car les H"(A, —) commutent aux colimites homotopiques. Par conséquent les
classes de u et © s’annulent simultanément. Donc le morphisme u se factorise par F,,, si et seulement si u se factorise
par F', i.e. les fibres sont simultanément vides.

Prouvons maintenant qu’elles sont équivalentes lorsqu’elles sont non vides. Les foncteurs 7m; commutent avec les
colimites homotopiques, le morphisme induit sur les 7; des fibres est donc le morphisme naturel

coliMa<agTiMapsp_mod/r,_, o (A, Ua), Fo) = miMapsp_mod/r, 7 ((A, 1), F)
Or
TiMapsp_mod/r,_1 Fo (A Ua), Fo) 2 H (A, mn(Fy))
et mMapsg_mod/r, (A, @), F) = H" (A, m,(F))

Donc ce morphisme est en fait un isomorphisme. D’aprés le lemme [3.2.40] cela termine la preuve.

¢

Finalement, ce dernier lemme permet de prouver [3:2:34] Soit F un préfaisceau simplicial au dessous de A,
v:A— F, tel que F = HocolimgF;, ou [ est filtrant. Si on considére le morphisme naturel

HOCOlim(MapsB—mod(Av Fl)) - MapsB—mod(A,F)

On veut montrer que pour tout i, il induit un isomorphisme sur les 7; pris en v. On se fixe un 7. D’aprés [3.2.39] on
peut se ramener au cas n-tronqué. Le foncteur 7<,, commutant aux colimites, on peut appliquer [3.2.41]

¢
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3.3 Théorie Homotopique 1-Tronquée

Afin de pouvoir utiliser la proposition [3.2:34]sur des exemples , nous donnons maintenant une description plus détaillée
de la catégorie homotopique pour la structure 1-tronquée. Cette partie est largement inspirée de [T2].

Definition 3.3.1. Soit B un monoide commutatif dans Ens, un B-groupoide M est la donnée d’un groupoide
M1 < MQ

Ou My et My sont des B-modules.

Un morphisme de B-groupoide de M dans N est la donnée d’'un morphisme de groupoide de M dans N pour
lequel les morphismes induits M; — Ny et My — Ny sont des morphismes de B-modules.

On notera B — Gpd la catégorie des B-groupoides.
Definition 3.3.2. Soit B un monoide commutatif dans Ens. On définit un foncteur
7721 : sB —mod — B — Gpd
Qui associe & un B-module simplicial M, le groupoide fondamental m<1 (M)
Lemme 3.3.3. Soit B un monoide dans Ens. Soit A € sB — mod. Le foncteur Nerf
B — Gpd — sB — mod

Et le foncteur m<1 préservent les équivalences faibles et induisent une équivalence de catégorie

Ho(B — Gpd) = Ho(sB — mod)<!

Entre la catégorie des B Groupoides munie des équivalences de groupoides et la catégorie sB — mod munie de sa
structure de modéles 1-tronquée.

Preuve
Il est clair que ces foncteurs préservent (et reflétent) les équivalences faibles. Il est de méme clair que tout B-module
simplicial M est équivalent pour la structure 1-tronquée au nerf d’un groupoide.

¢

Lemme 3.3.4. Soit B un monoide dans Ens. On a une équivalence de catégorie
[B — Gpd] = Ho(B — Gpd)

Ot [B — Gpd] est la catégorie dont les objets sont les B-Groupoides et les morphismes sont les classes d’isomorphismes
de foncteurs.

Nous devrons donc, pour vérifier qu'un morphisme B — A € B — alg est hf dans sEns, commencer par vérifier
qu’il est hf dans Gpd. Pour cela il est nécessaire de rappeler des résultats de théorie homotopique des diagrammes de
Groupoides.

Soit J une catégorie petite, on considére la catégorie Fon(J, Gpd) des foncteurs de J dans les groupoides muni des
équivalences faibles par niveau.

Definition 3.3.5. Soient F,G € Fon(J,Gpd). Un morphisme faible f de F dans G est la donnée d’une famille de
foncteurs f; : F'(i) — g(7) et pour tout u: ¢ — j € J d’'un diagramme essentiellement commutatif

F(i) = G(i)

F(u)l iG(u)

i.e. il existe un isomorphisme fonctoriel dans , v/ : G(u) o fi = f; o F(u).
Tels que

> On ai V}Cd = Id.

> Pour tout couple de morphismes de J, § — j ——k , on a
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Yiou = [¥{] 0 [G(v)(7])]

Definition 3.3.6. Soient f : FF — G et g : G — H deux morphismes faibles. On définit la composition de f et g
comme suit

> Pour tout i €7, (go f); = g; 0 F;.
> Pour tout u:¢— j €1,
vl = g(vl) o -

Definition 3.3.7. Soit f,g : F' — G deux morphismes faibles. Une transformation naturelle de f dans g est la donnée
, d’'une famille de transformations naturelles indexées par J

Git fi — gi
Telle que pour tout u:7 — j € J, on ai
G(u) o ¢; = ¢; 0 F(u)

Definition 3.3.8. On définit la catégorie [Fon(I, Gpd)] comme étant la sous catégorie de [Fon(I, Gpd)] possédant les
mémes objets et dont les morphismes sont les classes d’isomorphismes de morphismes faibles.

THEOREME 3.3.9. Le foncteur naturel Fon(I,Gpd) — [Fon(I,Gpd)] induit une équivalence
Ho(Fon(I,Gpd)) = [Fon(I,Gpd)]
Definition 3.3.10. Soit F,G € Fon(I,Gpd), on définit un groupoide
Hom'"*(F, Q)

dont les objets sont les morphismes faibles et les morphismes sont les transformations naturelles entres morphismes
faibles.

Corollaire 3.3.11. Soit J un diagramme filtrant, alors le foncteur
Hocolim : Fon(I°?,Gpd) — Gpd
est décrit, pour tout F' € Fon(I°P, Gpd), par
Hocolim(F) = Mﬁ?fn(lgpd)(*, Fep)

Preuve
Il suffit de montrer

Holim(FP) = leqgn(l,Gpd)(*ﬂ Fop)

Par commodité, nous ferons toujours référence au groupoide H omlﬁgn( 1.Gpa) (%, F'°P) ci-dessus en le notant Holim(F°P)
Soit G un groupoide. On construit un isomorphisme fonctoriel

¢ : 7H0mG'pd(Ga HOh’m(Fop)) - 7H0ml}?:onn(l,Gpd) (Ga Fop)

Soit H € Homé; (G, Holim(F°P)), ou Homéjdl désigne le Hom enrichi sur les groupoides interne & la catégorie des
groupoides. Pour tout g € G, H(g) est la donnée d’une famille d’éléments H(g)(i) € F°P(i). On se fixe un %, alors
pour tout g € G, on définit

P(H)(i) := g — H(g)(2)
Y(H)(@)(u: g — g') := H(u)(i)

Cela définit bien un morphisme faible de G dans F°P. On regarde maintenant les morphismes. Soit f : H — H’ une
transformation naturelle. On définit

() =i — (9= (fo.: H(g) (i) — H'(9)(i)))

f est la donnée pour tout g d’une transformation naturelle de morphismes faibles entre H(g) et H'(g). Cette famille
de transformations naturelles vérifie donc pour tout u : i — j et tout g € G,
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H'(g)(u) o fi = fj o H(g)(u)
ce peut aussi s’écrire
Y(H") () o p(f)(i) = 5 (5) o Y (H)(u)
Soit cette transformation induit bien une transformation naturelle entre morphismes faibles
(f) - p(H) — $(H)

On définit un foncteur en sens inverse suivant la méme méthode. Si 7 est un morphisme faible de G' dans F°P alors
pour tout g, on a un morphisme faible 74 : x — F°P. On définit alors

U(n):g—mny

Comme pour tout ¢, on a un morphisme de groupoide 7, : g — 7; 4, on en déduit que ¥(n) est un morphisme de
groupoide par niveau, soit un foncteur. Si on se donne maintenant une transformation naturelle entre morphismes

faibles
fin—n
U(f)i=9—=U(f)g:=Ffg:mg—

Il est clair que f; est par restriction une transformation naturelle entre morphismes faibles. La famille f, étant
fonctorielle en g, ¥y définit une transformation naturelle de ¥(n) dans ¥(n’).

On vérifie finalement qu’il s’agit d’un isomorphisme de groupoide en remarquant que 1) o ¥ = W ot = Id, ce qui
est clair sur les objets comme sur les morphismes. finalement, en passant aux classe d’isomorphismes, on obtient

[G, Holim(F°P)] = |G, F°P]

Lemme 3.3.12. Soit J un diagramme filtrant et F' : J — Gpd, alors la colimite homotopique de F est donnée par

o Sur les objets
Hocolim(F)g := Colim;eg(F (7))
O la colimite est pris dans Ens.

o Sur les morphismes, pour T,y € colim(F(i)) représentés par x € F(i) et y € F(i'), il existe k au dessous de i
et i et on a

Hompocolim(r) (%, §) = Colimjeyj3(Homp ) ((Lij)«(2), (Jir,5)+(y)))-
Oﬂli7jli—>j€j et oali/J il —j el
Preuve
Cela vient du fait que la catégorie des groupoides est compactement engendrée. La structure de modéles et ses
générateurs sont explicités dans [Hol|. 11 suffit donc de calculer la colimite de F' pour obtenir a équivalence faible prés

sa colimite homotopique. Il est clair que le groupoide proposé dans ce lemme vérifie la propriété universelle de la
colimite.

¢
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Chapitre 4
Lissité

4.1 Morphismes d’Anneaux Lisses

La théorie que nous allons développer va généraliser la notion de lissité. Cette généralisation permet de disposer d’une
notion de morphismes lisse dans des contextes non additifs ou la définition usuelle n’a pas de sens. Nous allons dans
un premier temps discuter de lissité dans les anneaux. Essentiellement, nous donnons une définition équivalente de
la lissité qui peut étre traduite en terme d’algébre homotopique et va donc faire sens dans un cadre non additif. On
conclura cette partie en remarquant que ’on obtient ainsi une notion de morphisme lisse pour les anneaux simpliciaux,
ce qui est déja une premiére étape dans la généralisation.

THEOREME 4.1.1. (Correspondance de Dold-Kan)
Soit A un anneau. On a une équivalence:

sA —mod = Ch(A — mod)=°

Notons F : sA —mod — Ch(A —mod)=°, alors Vi m;(X) = H;(F(X)).
Definition 4.1.2. Soient A un anneau, M, N deux A-modules. On note Gr la catégorie des groupes.

> On définit les foncteurs Tory : (Ch(A — mod)=")? — Gr par

Tor(M,N) := H.(M @4 N)
> On définit les foncteurs Ext? : (Ch(A — mod)<®)°? x Ch(A — mod)<° — Gr par
Eaty (M, N) i= H*(RHom._,0a(M, N))
> On définit la dimension projective de M par:
ProjDima(M) := inf{n tq Ext";™ (M, —) = {0}}.
> On définit la Tor-dimension de M par:
TorDima(M) :=inf{n tq Tor{} (M, —) = {0} Vi > n}

Definition 4.1.3. Soit X un Z — module simplicial. 1l est n-tronqué si m;(X) = {0} pour tout i > n.

Lemme 4.1.4. Soit A — B € Z — alg. Alors TorDimaB < n si et seulement si 7;(B @% N) = {0} pour tout
1> n+k, pour tout k et tout N € sA — mod, k-tronqué.

Preuve
Cela vient du fait que ’équivalence de Dold-Kan est donnée par un foncteur monoidal symétrique fort qui vaut 'identité
sur la sous catégorie commune A — mod (en identifiant pour un A-module M, M lui méme, le A-module simplicial
constant M et le complexe de A-module concentré en degrés nul M) et induit un foncteur monoidal symétrique fort
sur les catégories homotopique. Si on note toujours F : sA —mod — Ch(A — mod)=°, on a alors

(B ®% N) = H;(B ®4 F(N))

De plus, par Dold-Kan, il est clair que F(IN) est p-tronqué si et seulement si N est p tronqué. On a donc bien
I’équivalence voulue.

¢
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Lemme 4.1.5. Soient X € Ho(sEns) et M € sZ — mod (resp sA — mod, pour un anneau A)
o L’objet X est n-tronqué si et seulement si Mapsgns(*, X) = Mapspns(S%, X) Vi > n dans Ho(sEns).

o L’objet M est n-tronqué si et seulement si Mapsz—mod(Z, M) (resp Mapsa—mod(A, M)) est n-tronqué dans
Ho(sEns).

Preuve
Pour le premier point, on se raméne au lemme [3.:2.40] en considérant la sphére pointée et les morphismes évaluation
au point de base. Il suffit alors de montrer que les fibres sont faiblement équivalentes, ce qui est le cas car la fibre
de Mapsgns(*, X) est un point et la fibre de Mapsgns(S%, X) en f est le Map pointé de la sphére pointé en * vers
I'ensemble simplicial X pointé en f(x) et admet comme 7}, les groupes m;4; (X, f(*)) qui sont bien triviaux pour ¢ > n.

Les Z-modules libres forment une sous catégorie génératrice de Z — mod. En particulier, dans Ho(sZ — mod) tout
objet est une colimite homotopique de modules libres, i.e. ¥V N € sZ—mod il existe une famille d’ensembles (\;);cs tels
que N = hocolimy [ [, Z in Ho(sZ —mod). Supposons donc que M = Mapsz—mod(Z, M) (dans Ho(sZ —mod)) est n-
tronqué. Mapsz—mod(N, M) = holimy [ [y (Mapsz—mod(Z, M)), donc est une limite homotopique d’objets n-tronqués.
D’aprés le point 1, les objets n-tronqués dans sEns sont stables par limite homotopique.

¢
Definition 4.1.6. Soit v : A — B € sZ — alg. Le morphisme u est plat si (cf [TV])
i. Le morphisme naturel m,(A) ®x,(4) To(B) — 7;(B) est un isomorphisme.
ii. Le morphisme d’anneaux mo(A) — mo(B) est plat.

En particulier, si A est cofibrant et n-tronqué, B plat implique B n-tronqué.

Remarque 4.1.7. Soit v : A — B € Z — alg. Le morphisme u est plat si et seulement si TorDim(B) = 0.

Avant d’énoncer le théoréme principal de cette section, nous allons donner les lemmes nécessaires & sa preuve.

Proposition 4.1.8. Soit A — B un morphisme d’anneaux lisse. Il existe deux anneauz noethérien A’ et B’ respec-
tivement au dessus de A et B et un morphisme d’anneauz lisse A’ — B’ tel que le diagramme suivant soit cocartésien

A > B’
A——DB

Preuve
Il s’agit du cas affine dans le corollaire 17.7.9(b) de [EGAIV].

¢

Lemme 4.1.9. Soient A — B et A — C deur morphismes d’anneaux. Alors si B est un complexe parfait de
B ® 4 B-modules, D := B®,4 C est un compleze parfait de D @c D-modules.

Preuve:
Les complexes parfait sont stables par changement de base. Or D®4 D =« B® 4 D et le diagramme commutatif suivant
est cocartésien

B®sB——B

L

B®s D——D
En effet,
B®pe, B®aD2BQRpg,s BRI BR®sC=2BsC =D

D’ou le résultat.

Lemme 4.1.10. Soit A un anneaux noethérien. Alors tout A-module plat de type fini est projectif.

Lemme 4.1.11. Soit A — B un morphisme d’anneaux. On suppose A noethérien et B de présentation finie en tant
que A-algebre. On a équivalence entre
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i. L’anneau B est de Tor-dimension finie sur A.

1. L’anneau B est de dimension projective finie sur A.

Preuve
Supposons que B est de dimension projective finie. Alors B admet une résolution projective finie

Pour tout i > n, on a alors Tor(B, —) = Torf | (Pnyi1,—) = {0} car P,y = {0}.

Réciproquement, supposons que B est de Tor dimension finie sur A. Soit n sa Tor dimension. On peut alors
considérer une résolution libre de B par des modules de type fini, donnée par

Pn+1 Pn B

Le module P’ := P,,/Im(P,,+1) est de Tor dimension nulle d’apreés la formule citée ci-dessus, il est donc plat. Comme
A est noethérien, P’ étant de type fini, il est donc projectif d’aprés 4.1.10f On obtient finalement une résolution
projective finie de B.

¢

Lemme 4.1.12. Soit A — B un morphisme d’anneauz. Alors B est de Tor dimension finie sur A si et seulement si il
existe n tel que pour tout corps algébriquement clos L au dessous de A et tout entier i supérieur an, TOT;A (B, L) = {0}.

Proposition 4.1.13. Soit u: A — B un morphisme d’anneauz. On suppose que A est un corps algébriquement clot.
On a équivalence entre

1. Le morphisme u est formellement lisse au sens des anneaut.

1. Tout morphisme d’anneauxr x : B — A muni A d’une structure de B-module de dimension projective finie sur
B.

Proposition 4.1.14. Soit uw : A — B un morphisme d’anneaux plat de présentation finie. Alors u est lisse si et
seulement si, pour tout corps K algébriquement clot au dessous de A, le morphisme induit K — K ® 4 B est lisse.

On peut maintenant énoncer le théoréme que ’on veut démontrer.
THEOREME 4.1.15. Soit u : A — B un morphisme d’anneauzx. Alors u est lisse si et seulement si
i. L’anneau B est de présentation finie dans A — alg.

1. L’anneau B est plat sur A.

#i. L’anneau B est un complexe parfait de B ® 4 B-modules.

Preuve
Commencgons par supposer que v est lisse. Il est clair que B vérifie alors i et ii. Le lemme implique que it est
stable par pushout. D’aprés il suffit donc de le prouver pour A et B noethériens. On commence par montrer
que le morphisme

B®asaB— B

est de dimension projective finie. Comme on s’est ramené au cas noethérien, cela revient & prouver qu’il est de
Tor-Dimension finie.

Soit alors L un corps au dessous de A. On considére 'anneau By, := B ® 4 L, on a pour tout A-module M
Br ®B.o.BL M 2 B®4L®pg,Be.L M2 B®pg,BB®4B®4LRIBg,Bo.L M2 B®pg,BM
et donc
TorP®aB(B M) = TorBr®tBL (B M)

On se raméne donc au cas oul le morphisme lisse considéré L — By, admet pour source un corps.
Dans ce cas, le morphisme

L — By, — B, ®r, Br,
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est lisse comme composé de morphismes lisses. L’anneau By, ®j, By, étant lisse sur un corps, il est régulier. De plus Bp,
est de type fini sur By, ®, By,. Par conséquent, By, est de type fini sur un anneau régulier. Cela implique que By, est
un complexe parfait de By, ®, Br-modules. En particulier By, est alors de dimension projective finie sur By, ®r, By,
et d’apres il est de T'or-dimension finie sur By, ®r, Br.

Finalement, B est de Tor-dimension finie sur B ® 4 B donc de dimension projective finie. De plus, comme
précédemment B est de type fini sur B ® 4 B. Comme il s’agit d’anneaux noethériens, on en déduit que B est un
complexe parfait de B ® 4 B-modules.

Réciproquement, Supposons que u vérifie 4, ii et ii7. On va utiliser [{.1.14]et[£.1.13] Soit K un corps algébriquement
clot au dessous de A, soit B := B®4 K. On montre que ux : K — Bk est lisse. Soit z : Bx — K un morphisme
d’anneaux. On a un diagramme cocartésien

Bk ®x Bk L@)I;%K ®rx K v Bk

l if

By K

x

En effet, soit C' un anneaux tel que le diagramme suivant est commutatif.

1d®
Bk ®k Bx —*='Bx ®x K = Bk

l ]

By 7 C

Alors en composant par le morphisme [ B ° Ild® ug : Bk — By ®k Bk, on obtient deux morphismes égaux de By
dans C' décrit par

fomBo(Id®uK)orB;<1 =f
et
fouBKo(]d@x)o(u@[d)olB;(l)
:fouBKo(u@]d)o([d@x)olB;)
:fOUONBKO(Id(@x)OlB;(l)
= fouox
On en déduit donc un diagramme commutatif

Bi ®k Bk ﬂ;{TBK ®k K« Bi

|

Bk

Pour l'unicité du morphisme K — C', remarquons que si g est un autre morphisme faisant commuter ce diagramme,
alors gox = fet goxoug = foug. Or zoux = Idg. En effet, ux définit une action de K sur Bi ((a,b) €
K ®z B — a.b := uk(a).b) et = est en particulier un morphisme de K-module i.e. préserve cette action et vérifie
x(a.b) = a.z(b). On a donc zoug(a) = z(a.lp,) = a.x(lp,) = a.

Les complexes parfait étant stable par pushout, on en déduit que K est un complexe parfait de Bx-modules pour
la structure de module induite par x. En particulier, K est de dimension projective finie sur Bx pour la structure
induite par z. Le morphisme K — By étant plat, on en déduit qu’il est lisse. Cela étant vrai pour tout corps K au
dessous de A, on en déduit que A — B est lisse.

¢

87



4.2 Une Définition de Morphisme Lisse Relatif

Definition 4.2.1. Un morphisme A — B in sComm/(€) est formellement lisse si le morphisme B ®"4 B — B est hf.

Remarque 4.2.2. - Cette notion ne généralise pas la notion usuelle de morphisme formellement lisse. Seule la
notion de morphisme lisse que nous donnerons plus loin sera une généralisation de la notion usuelle correspon-
dante.

- Un morphisme A — B est formellement lisse si et seulement si geaB ®q,4 ¢.B — ¢.B est hf. Ol g¢,gca sont
respectivement les foncteurs remplacement cofibrant de sComm(C) et sq.A — alg.

- Un morphisme A — B € sComm/(C) est formellement lisse si et seulement si le morphisme g.A — g.4B est
formellement lisse.

- Soit A — B € sComm/(C). Si A est cofibrant dans sComm(C) et B est cofibrant dans sA — alg alors A — B
est formellement lisse si et seulement si B®4 B — B est hf.

Proposition 4.2.3. Les morphismes formellement lisses sont stables par composition.

Preuve
Soit A - B — C € sComm(C) la composition de deux morphismes formellement lisses. D’aprés les remarques
précédentes, on peut supposer sans perte de généralité que A est cofibrant dans sComm(C), B est cofibrant dans
sA —alg et C est cofibrant dans sB — alg. Les morphismes B[], B — B et C[[5C — C sont hf. On montre que
le diagramme commutatif suivant est cocartésien

C

I

CI,C ——=C]IsC

]

BI[,B——B

Soit D un monoide tel que le diagramme suivant est commutatif

BlI4aB——=CIlI,C
L
B D

On a alors un diagramme commutatif

Bl[,B—>B——>C

| |

B C D

Or le morphisme B[], B — B est scindé, plus précisément la composition B — B[], B — B donne Idg. Le
diagramme commutatif précédent induit donc un unique morphisme de C'[]; C dans D. Le diagramme considéré
ci-dessus était donc bien cocartésien.

En particulier, s’il est cofibrant pour la structure de Reedy, il sera homotopiquement cocartésien. Or les morphismes
Bl[,A— B][,Bet B][,B — C][4C sont image par le foncteur de Quillen & gauche colim, de cofibrations pour
la structure de Reedy (cf [A] pour une description de ces cofibrations) et sont donc des cofibrations. Soit B[], B et
C'T]4 C sont cofibrants et le diagrame considéré est cofibrant pour la structure de Reedy. Finalement, le morphisme
ClI[4C — ClIgC est hf comme pushout d’'un morphisme hf et C[[,C — C est hf comme composition de
morphismes hf.

¢

Proposition 4.2.4. Les morphismes formellement lisses sont stables par pushout homotopique de monoides simpli-
clauz.
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Preuve
Soient u : A — B un morphisme formellement lisse et C' une A-algébre commutative. On peut supposer sans perte
de généralité que A et C sont cofibrants dans sComm(C) et que B est cofibrant dans sA — alg. Soient D le pushout
homotopique B®4 C et v’ : B — D. Clairement

DcD=-2B,4CQ®cB®4C=2B®s4aD

Et le diagramme suivant commute

BosB™2 B

"

D®CD*>B®ADWD

Et est cocartésien, car
B®Rpg,p BOaBR4aC«2B®sC=D

De plus il est clairement cofibrant pour la structure de Reedy car B ® 4 — préserve les cofibrations. Finalement par
stabilité des morphismes hf par pushout homotopique , le morphisme C' — D est formellement lisse.

¢
Definition 4.2.5. Soient A € sComm(C), M € sA—mod et f: A— B € sComm(C).
> Le module M est n-tronqué si et seulement si Mapge(X, M) est n-tronqué dans sEns, V X € sC.
> La Tor-dimension de M dans sA — mod est définie par
Tordima(M) = inf{ntq M @" X est n+p —tronqué V X € sA —mod p — tronqué}

> La Tor-dimension du morphisme de monoide simpliciaux f est définit comme étant la Tor-dimension du A-
module B.

Lemme 4.2.6. Les morphismes de Tor dimension nulle sont stable par composition et pushout homotopique.

Preuve

Prouvons d’abord la stabilité par composition. Soient A A B—Ys( € sComm(C) la composé de deux mor-
phismes de Tor-dimension nulle. Alors, soit M un A-module p-tronqué. On a des isomorphismes dans Ho(sA — mod)

Ch M =Ceh (Bl M).

Comme Tordima(B) = 0, il vient que B @ M est p tronqué. Comme Tordimp(C) = 0, on obtient finalement que
C ®" (B ®"% M) est p-tronqué. Soit Tordima(C) = 0.
Prouvons maintenant la stabilité par pushout homotopique. Soient f : A — B et g : A — C deux morphismes

de sComm(C) avec f de tor -dimension nulle. Soit M un C-module p-tronqué. On a des isomorphismes dans
Ho(sA — mod)

Beh C okl M= B4 M

Comme Tordim(B) = 0, cet objet est p-tronqué. Soit Tordimc(B ®@% C) = 0.
¢

Definition 4.2.7. Un morphisme A — B € sComm(C) est lisse si il est formellement lisse, h fp et est de Tor-dimension
nulle.

Proposition 4.2.8. Les morphismes lisses sont stables par composition et pushout homotopique.

Preuve
C’est un corollaire de [.2.6] {.2.3] E.2.4] et du fait que les morphismes de présentation finie sont stable par ces
opérations.

¢
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4.3 Exemples de Morphismes Lisses
4.3.1 Dans (Z —mod, ®z,Z)

On va tout d’abord s’intéresser au cas usuel pour montrer que la notion de morphisme lisse relatif est une généralisation
de la notion de morphisme d’anneaux lisse. On va se référer pour cela au théoréme [£.1.15]

Lemme 4.3.1. [HAGII] Soit v : A — B un morphisme d’anneauz.
o Siu est hpf, alors B est de présentation finie sur A.

o Siu est lisse au sens des anneauz, alors il est hpf.

Lemme 4.3.2. Soit u : A — B un morphisme d’anneauz. L’anneau B est un complexe parfait de A-modules si et
seulement si u est hf.

THEOREME 4.3.3. Soit u : A — B un morphisme d’anneaux. Alors u est lisse au sens des anneauz si et seulement si
il est lisse relativement a Z — mod.

Preuve
Supposons que u est lisse au sens des anneaux. D’aprés il est hpf. 1l est plat donc de Tor dimension nulle et B
est un complexe parfait de B ® 4 B-modules donc le morphisme B ®4 B — B est hf.

Réciproquement, si u est lisse relativement & Z — mod. D’aprés il est de présentation finie. Il est de
Tor-dimension nulle donc plat. Et B ®4 B — B est hf donc B est un complexe parfait de B ® 4 B-modules.

¢

4.3.2 Dans (Ens, X, )

Le plus difficile est de trouver des exemples de morphismes formellement lisse au sens relatif i.e. dont le morphisme
diagonal est hf. La proposition [3.2.34] et la section [3.3] nous sont alors particuliérement utiles.

Lemme 4.3.4. Notons N? := N x N. Le morphisme naturel N> — N € Ens est hf dans N?> — Gpd.

Preuve
Soit J un diagramme filtrant et F': J — N2 — Gpd. Compte tenu de la structure de la catégorie homotopique, on veut
montrer que I'on a un isomorphisme dans Gpd

C’olim(Hom[ANil_Gpd] (N,F(=))) = Hom[ANil_Gpd] (N, Hocolim(F))
En décrivant les colimites homotopiques a l'aide du lemme [3:3:12] on construit un foncteur

©: Colim(@ﬁéigpd] (N,F(—))) — Mﬁ\éigpd] (N, Hocolim(F))
H— H:=n— H(n)
7:G—-0 —i=n—m,
ou il existe j € J tel que H soit représenté dans la colimite par H € Homynz2_gpq) (N, F'(j)) (qui est I'ensemble

sous-jacent au Hom interne) et ou il existe, comme dans [3.3.12| 5/ € J tel que G et G soient représentés par des
éléments G, G" € Homy2_gpq) (N, F(j')). Le morphisme 77 admet alors un représentant 7 € Hom gy (G, G’) ot k est
au dessous de j' dans J.

On commence par montrer que ce foncteur est bien défini. Sur les objets, si H = H alors il existe i,j,k €T tel
que le diagramme suivant commute

N?F(J)

On a donc pour tout n € N, H(n) = H’'(n) dans colim(F(—)).
Sur les morphismes, si 7 = 7' : G — G, alors en notant n € Hompy(G,G') et ¥ € Hompqy(G,G’') leurs
représentants, il existe k” et un diagramme commutatif
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~ 7

F(k”)N

Et on a donc pour tout n, 7, = 7,,".

On montre maintenant que ce foncteur est surjectif. Un foncteur de N dans Hocolim(F) est déterminé par N2-
linéarité par Pimage de 1 € N. Soit alors H : N — Hocolim(F(—)). 1l existe i € J et un représentant H(1) € F(i) de
H(1). Cela induit un morphisme H : N — F(i). Un antécédent de H est alors donné par la classe d’équivalence de ce
morphisme dans Colim(Homy_gpa) (N, F'(—))).

Ce foncteur est fidéle. En effet, si 77 et 7' sont deux morphismes qui ont méme image. On choisi deux représentants
n,n’ associés au méme indice j € J tels que 1 = ). Alors, il vient par N%-linéarité que 7, = 7}, pour tout n € N, ce
qui implique 77 = 77'.

Ce foncteur est plein. Soit 7 une transformation naturelle entre deux foncteurs G et G’ de N dans Hocolimg (F(1)).
Alors on peut choisir des représentants associé au méme indice, 71 : G(1) — G’(1). Le morphisme r; ainsi construit
s’étend par N2-linéarité en une transformation naturelle n : G — G’. Les foncteurs G et G’ et la transformation
naturelle 7 représentent deux foncteurs G, G’ dans Colim(Hom(N, F(—))) et une transformation naturelle 7 entre
eux qui est un antécédent de 7.

¢
Corollaire 4.3.5. Le morphisme x — N est formellement lisse dans Comm(Ens) au sens de|4.2.1]

Preuve
11 faut montrer que le morphisme N2 — N est hf dans sN2 — mod. On se référe alors a la proposition [3.2.34] et au
lemme précédent. Cela découle alors du fait que Z[X] ®7 Z[X]| — Z[X] est hf dans sZ[X]| ®z Z[X] — mod?—97%.

¢
THEOREME 4.3.6. Le morphisme * — N est lisse dans Comm/(Ens).

Preuve
Ce morphisme est hpf. Sa diagonale est hf d’aprés le lemme précédent. Enfin il est clairement de Tor-Dimension
nulle car les 7; commutent aux produits.

¢

4.3.3 D’autres Exemples

Par changement de base d’une catégorie (€, ®,1) vers (Ens, X, *), on peut mettre en évidence des morphismes hpf et
formellement lisses au sens relatifs. L’adjonction

Hom(1,—)
C_.__ " Ens
Ko

Ou Ko(E) =[] 1, induit une adjonction sur les catégories simpliciales

Hom(1,—-)
s€C___ " sEns
SK()

Le foncteur Hom(1, —) est de Quillen & droite par construction de la structure de modeéles. L’unité 1 est cofibrante. De
plus, toujours par construction de la structure de modeéles, le foncteur Hom,e (1, —) préserve les équivalences faibles.
11 est donc faiblement équivalent au foncteur Mapge (1, —). Enfin, il commute clairement aux colimites filtrantes car
1 est de présentation finie. Comme notre catégorie de base est compactement engendrée, les colimites homotopiques
filtrantes sont faiblement équivalentes & des colimites simples. Il en résulte que 1 est homotopiquement de présentation
finie dans sC. Il en résulte aussi que sK| préserve les objets homotopiquement de présentation finie. ce résultat peut
aussi s’écrire

Proposition 4.3.7. Soit (C,®,1) un contexte relatif. Soit u: A — B un morphisme dans sComm(Ens), alors si u
est homotopiquement de présentation finie dans sA — mod, sKo(u) est homotopiquement de présentation finie dans

s(sKo(A)) — mod.
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Corollaire 4.3.8. Soit (C,®,1) un contexte relatif. Soit u: A — B un morphisme dans sComm(Ens). Alors si u
est formellement lisse (i.e. de diagonale hf ), sKo(u) est formellement lisse.

Preuve
L’image du morphisme B x4 B — B est en effet le morphisme sKyB ®fKU(A) sKo(B) — sKy(B).

¢

On a un corollaire similaire pour les morphismes hpf dans la mesure ou les colimites filtrantes commutent avec le
foncteur d’oubli des monoides commutatifs de € vers € pour tout contexte relatif C.

Corollaire 4.3.9. Soit (C,®,1) un contexte relatif. Soit u: A — B un morphisme dans sComm(Ens). Alors si u
est hpf, il en est de méme de sKo(u).

Preuve
L’adjonction citée précédemment se restreint aux catégories d’algébres. Les colimites homotopiques sont les mémes,
de méme que les équivalences faibles. sK{ préserve donc toujours les objets homotopiquement de présentation finie.

¢

On donne maintenant un exemple concret en remarquant que pour un contexte relatif €, la droite affine de sEns,
* — N envoi par sKj sur la droite affine de C, 1 — 1[X] :=[] L.

Remarquons que dans le corollaire suivant, la Tor-dimension nulle se transmettant mal par changement de base,
il nous ai nécessaire de la conserver dans les hypothéses. On s’attend tout de méme & ce que la droite affine soit
bien de Tod dimension nulle dans tout contexte ayant des propriétés géométriques raisonnable, ce qui est le cas des
exemple connus pour le moment. Cependant, il est non-trivial de le prouver en toute généralité & partir d’un contexte
géométrique tel que nous l'avons définit.

Corollaire 4.3.10. Soit C un contexte relatif. Supposons que la droite affine de C est de Tor-dimension nulle, alors
elle est lisse.

En particulier, cela s’applique & € = N — mod. On a en effet, on a le lemme suivant

Lemme 4.3.11. Soit A — B un morphisme de monoides commutatifs dans N — mod, ou B est libre sur A, alors B
est de Tor-dimension nulle sur A.

Preuve
Soit M un A-module. Comme B est libre, il existe un ensemble E tel que B =[], A. On a

BehiM=]]z(QM)
ol @ est un remplacement cofibrant pour A — mod. On obtient donc
B ®£ M = Colimpg: finiCE H(QM)

Car les unions disjointes finies dans N — mod = Comm/(Ens) sont des produits finis d’ensembles. Finalement comme
les foncteurs 7; commutent aux produits et aux colimites filtrantes, il vient que B ®% M est tronqué au méme degrés
que M soit que B est de Tor-dimension nulle sur A.

¢
Corollaire 4.3.12. La droite affine est lisse dans le contexte € = N — mod.

Preuve
Le monoide libre associé a N est [[;N. Il est libre sur N. On applique le lemme précédent au morphisme N — ] N.
On conclut a I'aide des corollaires précédents.

¢
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Notations

- Comm(C) - Catégorie des monoides commutatifs (unitaires) dans € - [9]

- A — alg - Catégorie des A-algebres, A € Comm(C) -

- Hom - Hom enrichis sur € -

- Co - Sous catégorie génératrice de C -

- € - Catégorie des éléments de F' € Pr(Co) -

- K : Pr(Cy — €) - Adjoint & gauche de Yoneda -

- (=)o : € — Ens - Foncteur ensemble sous-jacent -

- (=)k : € — Ens, k € Cy - Foncteurs ensemble sous-jacent -

- Sub(X) - Catégorie des sous objets de X dans € -

- Subs(Y) - Catégorie des sous objets de Y contenant l’image de f: X —Y € C -
- Im(f) - Objet image d’un morphisme f de € -

- XF - Sous objet de X engendré par la famille F' d’éléments de X -

- limp(G) - Limite enrichie de G suivant F -

- Colimp(G) - Colimite enrichie de G suivant F -

Jicex T(K,K) - End de T -

- [F¥T(K,K) - Coend de T -

- Spec(A) - Spectre d’un monoide de C -

- Af fe - Catégorie des schémas affines relatifs a C -

- Sh(Af fe) - Catégorie des faisceaux sur Af fe -

- Sch(C) - Catégorie des schémas relatifs a C -

- Aff - Catégorie usuelle des Z-schémas affines - 37

- Sch - Catégorie usuelle des Z-schémas - [37]

- Hocolim - Colimite homotopique -

- I — cell - Ensemble des compositions transfinies de pushouts de morphismes dans I -
- I(A) - Poset des idéaux d’un monoide A de C -

- ¢B - Idéal de B associé a4 un idéal ¢ de A pour u: A — B -

- 7y - Endomorphisme multiplication par un élément f de A -

- Elt(A) - Ensemble des éléments d’un monoide commutatif A -

- © - Multiplication interne de Elt(A), A € Comm/(C) -

- S7'A - Localisation de A € Comm(@) par un systéme multiplicatif S d’éléments de Ao -
- Ay ¢ Localisation de A € Comm/(€) par un élément f € Ao -

- BA - C-Catégorie associée au monoide A € Comm/(C) -

- f7lq - Plus grand idéal de A qui s’envoit sur ¢ par multiplication par f -

- LocA - Poset des localisations de la C-catégorie A — mod, A € Comm(C) -

- GabA - Poset des filtres de Gabriels de A € Comm(C) -

- Gy - Filtre de Gabriel associé a 'ouvert Zariski Ay de A € Comm(C) -

- Gs - Filtre de Gabriel associé & I'ouvert Zariski formel S™'A de A € Comm(@) -
- q.¢' - Produit de I'idéal q et de I'idéal ¢’ -

- Gq - Filtre de Gabriel engendré par 'idéal ¢ - [B5}
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G - Filtre de Gabriel engendré par les éléments de ¢ -

Ip(A) - colieu Zariski associ¢ & A € Comm(C) -

Lp(A) - Espace Zariski associ¢ & A € Comm/(C) -

sC, sComm(C), sA — mod, sA — alg - Catégories simpliciales associées -

T — alg - Catégorie d’algébres simpliciales sur une théorie simpliciale - [4]

Ho(sC). - Sous catégorie de Ho(sC) des objets homotopiquement de présentation finie -

T<n, N € N - Foncteur troncatures pour les préfaisceaux simpliciaux -

(D/F)o - Catégorie des objets de D au dessus de F € sPr(D) -

7 - Foncteurs d’homotopie pour les préfaisceaux simpliciaux - [69}

sK(G,n) - Classifiant d’un groupe simplicial, resp d’un préfaisceau en groupes simpliciaux -

Holim - limite homotopique -

K(G, M,n) - Classifiant d’un préfaisceau en groupes simpliciaux pointé connexe relativement a un systéme local M -
H"™(F, M) - Cohomologie d’un préfaisceau simplicial pointé et connexe -

D/G - Construction de Grothendieck associé au préfaisceau en groupe simpliciaux G -

Map - Dérivé du foncteur Hom® -

Hom® - Hom enrichi sur sEns -

H"(F, M) - Cohomologie d’un préfaisceau simplicial -

LK (M, n) - Classifiant d’un préfaisceau en groupes simpliciaux relativement a un systéme local M -
sZ(B) — mod*~¢m2 _ Catégorie des Z(B)-modules A-gradués, A, B € Comm(Ens) -

B — Gpd - Catégorie des groupoides munis d’une action de B € Comm/(Ens) -

[B — gpd] - Catégorie des B-groupoides dont les morphismes sont les classes d’isomorphismes de foncteurs -
Hom!*® - Groupoide des morphismes dans Fon(I,Gpd), pour I une petite catégorie -

MASI - Hom enrichi sur les groupoides -

Tor?, Ext®,, Tor Dim, ProjDim - Notions usuelles de foncteurs Tor et Ext, de Tor-dimension et de dimension projective
-

TorDim - Tor dimension relative -
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