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ВВЕДЕНИЕ

Многие практически важные понятия математической физики

носят когомологический характер. Классическим стал "вариационный

бикомплекс", позволяющий адекватно выразить и решить некоторые

общие задачи лагранжева формализма. В 70—ыхгодах А.М.Виноградовым

[84] введена и изучена спектральная последовательность, охватыва—

ющая качественно более сложную ситуацию —лагранжев формализм со

связями. В ней нашли адекватное выражение такие важные понятия

математической физики, как законы сохранения [28] и "потенциалы"

("абелевы" накрытия [101) дифференциального уравнения. Другие

члены этой спектральной последовательности еше ждут своего

практического применения в математической физике [29]. Важные

связи с разными конструкциями алгебраической и дифференциальной
, @“ ЧАС,топологии нашел Тсуншита [28].

Междутем, науке давно известны многие, по степени своей

общности "универсальные", методы построения когомологий самых

разнообразных математических объектов. Одним из них является

восходящий к Годеману [8] метод стандартных конструкций, ныне

включенный в так называемую "категорную теорию когомологий" [15].

Метод признан действительным средством унификации —к настоящему

времени почти все известные алгебраистам теории когомологий

(групп, ассоциативных алгебр, алгебр Пи) допускают описание

В рамках этого подхода [1]. Кроме того, как показал Бэк в своей

знаменитой диссертации [2], когомологические группы размерности 1

допускают единое описание на языке главных расслоений со структур—

Ной группой равной группе коэффициентов. Последующие результаты

Ласкина [5] дают интерпретацию когомологических групп размерностей



32 на языке так называемых торсоров.

Метод применим к объектам "алгебраической природы"„при этом

алгебраичность нужно понимать в самом широком смысле, который

удается адекватно выразить лишь на категорном языке. А именно,

метод применим к категориям Эйленберга—Мура[6], т.е. категориям,

в основе определения которых лежит конструкция называемая монадой.

Тем не менее, один из вариантов этого метода, принадлежащий Ван

осдолу [23], применим и к основывающимся на комонаде "коалгебра—

ическим" объектам, каковыми являются и дифференциальные уравнения.

Последний факт не является очевидным и обоснован в [17] и в насто—

ящей работе. Этим открыт путь к введению более общих чем раньше

когомологий дифференциальных уравнений. А именно, в работе введены

и исследованы когомологические группы Ёп(%‚№)‚ n = 0,....,m,

нелинейного дифференциального уравнения x с коэффициентами

в линейном дифференциальном уравнении A, с одинаковым набором

m независимых переменных. Группы й“(х‚д) естественным образом

обобщают группы горизонтальных когомологий Н % [88]. Геометри—
1ческое описание групп H здесь также возможно (см. ниже).

Обсудим теперь содержание отдельных глав диссертации. Первая

глава посвящена "основаниям". Дело в том, что дифференциальные

уравнения как дифференциально—геометрические объекты являются

бесконечномерными гладкими многообразиями. Теория бесконечномерных

многообразий сегодня представляет собой постоянно развивающуюся,

Начиная с учебника [13], область математики. В качестве примеров

двух современных направлений можно привести статьи [4,7]. Однако,

HXцели и, соответственно, средства находятся далеко за пределами

Настоящей работы. Нами исползованные определения и факты предста—



вляют собой некоторый необходимый минимум для работы, и наиболее

близки по форме к "основаниям", используемым в текстах [3,30].

новымявляется применение уравнителей и исследование их поведения
° .фотносительно функтора 3 .

Вторая глава является ключевой. В ней содержится представле—

ние дифференциальных уравнений в виде так называемых Л—коалгебр.

Сегодня уже классическим является представление дифференциальных
„ „ .гуравнении в виде подмногообразии в расслоении джетов: x S 3 Y.

Дифференциальное уравнение в виде Ш-коалгебры можно себе пред—
.фставить как вложение x S 3 x, где решение уравнения x

отображается на свой бесконечный джет. Эта конструкция нас сразу

вводит в область хорошо известных специалистам комонадических

категорий [15,16], что нам позволяет использовать плоды около

30—летнего развития их теории. Во второй главе, кроме того, дано

теоретико—категорное изложение начал В—дифференциального исчи—

сления А.М.Виноградова. B целом является вторая глава диссертации

естественным добавлением к исследованию категории дифференциальных

уравнений А.М.Виноградовым [85.86.87].

Основные результаты диссертации, касающиеся когомологических
—n _Групп Н ($,А), содержатся в третьей главе. Группы сначала

вводятся конструкцией Ван Осдола [83] KaK так называемые группы

Л—комологий.Их исследование ведется в работе преимущественно

С целью отыскать эффективные способы вычисления. Первым при—
-n

Мененметод резольвент. Вычисление группы Н ($.fl) становится

Возможным,как только найдена ацикличная резольвента уравнения А,

a ею является например построенная Поммаре [80] последовательность

Жане (Р—комплекс в первоначальной терминологии) уравнения А.
-n

СВЯзьгрупп Н (х‚л) с последовательностью Жане можно сравнить



с отношением классических горизонтальных когомологий к комплексу

де Рама. Получаемая аналогия помогает перенести на случай

нетривиальной группы коэффициентов многие известные факты 0

группах й”х‚ в частности, построить спектральную последователь—

ность Mf’q, которая, наподобие В—спектральнойпоследовательности

А.М.Виноградова, позволяет вычислить группы й”(х‚35 для широкого

класса уравнений A.

B самом деле, модифицируя "вариационный бикомплекс", первой

спектральной последовательностью которого является В—спектральная

последовательность, мы строим бикомплекс, строки которого, вместо

с последовательностью де Рама, ассоциированы с последовательностью

Жане. Для первой спектральной последовательности этого бикомплекса

затем удается доказать в принципе такие же утверждения, какие

доказаны для В—спектральной последовательности. А именно, для

важного класса уравнений коэффициентов fl, обладающих так назы—

ваемым формально СОПРЯЖЭННЬСМуравнением, удается выразить строку
1

mo’q B виде коядра некоторого, определенного представлением

уравнения x, преобразования комплексов типа Спенсера, и затем
1,9

связать ее гомологии Ш1 с гомологиями ядра этого преобразо—

вания (со сдвигом на 2). Этого результата уже достаточно для

доказательства таких важных теорем, как теоремы о двух строках

(столбцах в нашем обозначении), так как все необходимые шаги ее

доказательства уже проведены в работе [28] водостаточной общности.

По той причине эти вопросы уже не включены в настоящую диссерта—

цию. Рассмотрена лишь вторая спектральная последовательность

ЕЁ’Ч бикомплекса и доказано, что вычисление "полных" гомологий

бикомплекса локально сводится к вычислению когомологий Жане [20]

Уравнения A.



Приступим к геометрическому описанию групп fi1(x,fl). Этот

вопрос не рассматривается в тексте диссертации и тесно связан

с проблемой "псевдопотенциалов". Потенциалом дифференциального

уравнения x уместно назвать величину, скажем a, определяемую

уравнением Sta = bi’l где вектор—функция bi удовлетворяет

условиям совместимости ЮЁЬ. = $1ЬЁ‚ которые должны выполнятьсяJ

как следствие самого уравнения x. При этом вектор bi следует

считать тривиальным, если bj = fljg для некоторой функции g
(грубо говоря, когда потенциал удается вычислить ничего не

интегрируя).

Естественное обобщение этой картины состоит в замене операто—

ров Ю. общим линейным дифференциальным оператором, скажем А,

т.е. в рассмотрении определяющего уравнения АА = B, где А,В

- вектор—функции. Матричный оператор А, однако, следует выбирать

переопределенным (число строк больще числа столбцов), чтобы дать

возникнуть условиям совместимости, в виде некоторого матричного

уравнения VB = 0. Операторы А,? вместе составляют точную

ПОСЛЭДОВат ЭЛЬ НОСTb

$ 3’О ——+ fl

- начало горизонтального комплекса Жане линейного уравнения A =

{A = О}. Отсюда немедленно следует вывод о совпадении группы
_1 II OIН (%,Л) с группой псевдопотенциалов А по модулю тривиальных.

Формальноудовлетворительное изложение этих фактов удается лишь

на языке накрытий [121 в духе результатов Бэка [2].

Необходимо привести несколько слов о подборе группы коэффи—

Циентов &. Если уравнение x не переопределено, то, по теореме

0 двух строках [28], единственными ненулевыми группами являются



ик—і -kН ($.fl) и Н (х,й), если к —длина последовательности Жане

уравнения &. Связанную с ядром некоторого В—дифференциального
—к—1оператора группу Н (%,А), однако, значительно проще вычислить,

-k
чем связанную с коядром этого оператора группу Н (%,А). Наиболее

благоприятным, поэтому, является случай & = 2. Это ограничивает

снизу количество m независимых переменных нетривиальных примеров

числом 3, так как в случае двух независимых переменных все

переопределенные уравнения коэффициентов взаимно изоморфны,

с точностью до взятия прямой степени. Следует отметить, что как

раз в случае №23 аннулируются обобщаемые нами группы "потенци—

алов" filx [88].

B заключение необходимо привести несколько слов о методах

исследования. По сути дела уже теоретико—категорная постановка

задачи приводит к необходимости использовать теоретико—категорный

язык и теоретико—категорные методы. Стремление сделать изложение

замкнутым в себе привело к значительний редукции дифференциально—

геометрического языка работ [24 —30]. Автор отдает себе отчет

в том, что такой подход затруднит понимание работы специалистам по

дифференциальнымуравнениям. Им советуем обратиться к статье [19].

Автор считает своим долгом выразить глубокую благодарность

Научному руководителью доценту Александру Михайловичу Виноградову

За поддержку, постоянное внимание к работе и критическое прочтение

текста. Ему я обязан своими знаниями дифференциально—геометричес—

Ких методов исследования дифференциальных уравнений.



ГЛАВА I

B этой главе содержится описание используемой нами категории

бесконечномерных дифференцируемых многообразий, бесконечномерных

векторных и аффинных расслоений и также основных функторов.

Читатель уже овладевший теорией бесконечномерных многообразий

в какой—либо ее разновидности может пользоваться ею, проверив лишь

предварительно справедливость ПРИВОДИИЬШниже УТВЭРЖДЭНИЙ.

Ы„1. Бесконечномерные многообразия.

В дальнейшем m := NO. Снабдим пространства RR, hSm
„ ® . kтопологиеи произведения. Тогда R = 11m R относительно проекций

“На ———»Rk, (x ,...,х ‚х ) +———+(x ,...,х ). Напомним, что1 к k+1 1 k
mбазис открытых множеств в R составляют прообразы открытых под—

& m k
г…ожеств U E R относительно канонических проекций R ——+R ,

(x1.... „х ) ъ————+(х1,... ,xh).
х ...k’ k+1’

Назовем отображение f: U'—————+R открытого подмножества
m[1$ R гладким, если для любой точки a е U найдется окрестность

Vэ a, V S U такая, что отображение flV зависит лишь от конеч—
НОГ‘Очисла nepeMeHHbe, ПРИЧЭН гладко.

иНазовем отображение f: U $ R открытого

гЮдмножества U S RH, p,» S m гладким, если все его компоненты
f и ргі i

f: U ——+R ___—+ R гладки.

Биективное отображение f: U > V открытых под—

г1Ножеств U,V S RH, и S w называется диффеоморфизмом, если и f

” {_1: V ———+U гладки.
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Определим (гладкое) многообразие M размерности р S @ как

топологическое Тг—пространство вместе с гладкой структурой,
задаваемой как класс эквивалентности покрытий пространства H

согласованными системами координат. Под системой координат

здесь подразумевается открытое подмножество U S H вместе
Х Hс гомеоморфизмом U __» xU на открытое подмножество xU S R .

Согласованность двух таких систем (U,x), (V,y) означает, что

сквозьное отображение
—1

х У
›‹ (UnV) "‘ (ит/) UnV |…" > у (Unv)

—диффеоморфизм. Наконец, два покрытия Н = UieI U; = ЦВЕ} Vj
считаются эквивалентными, т.е. задающими одну и ту же гладкую

структуру, если составляющие их системы координат (Ui’xi)’
(У.,у.) согласованыдля всех ieI, jeJ.J J

Гладкое отображение И ———i———+N двух гладких многообразий

определяется как отображение H'—————+N, каждое координатное
flu

представление xU g U —————+V ё yV которого гладко.

Гладкие многообразия вместе с гладкими отображениями соста—

вляют категорию, которую мы будем обозначать т. Введем функтор
ОР?: т -————+R—Alg в категорию Ш—алгебр, сопоставляющий много—

образию Мет Ш—алгебру $И гладких функций на Н (= гладких

отображений М ——+R), и морфизму ф: M __» N сопоставим гомо—

морфизм Ш—алгебр УН э f +———»{оф е 9H. B §3 мы наложим на

многообразия дополнительное условие обеспечивающее биективность

функтора ?: трр __» R—Alg на морфизмах.
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Зафиксируем гомеоморфизм ШФХЩФ% Шф. Определим произведение

многообразий H, N KaK произведение топологических пространств

с гладкой структурой задаваемой системами координат (UxV, xxy),

если (U,x), (V,y) —системы координат на H,N соответственно.

Вместе с естественными проекциями на H,N оно представляет собой

произведение в категории т. Очевидным образом вводится про—

изведение конечного числа многообразий, произведение бесконечного

числа многообразий в общем случае не определено.

Определим подмногообРазие И размерности pSm и коразмер—

ности ufim в многообразии N размерности v = м+ж как топологи—

ческое подпространство, ДЛЯкаждой точки 0. е И которого найдется

v (Х’У) ЩНХЩ”g m?система координат (V,(x,y)) Ha N, Уэс, ——————+

такая, что подмножество NnV выделяется в V уравнением у = O.

Пространство И является тогда многообразием относительно гладкой

структуры задаваемой семейством координатных систем (МПУ,
(іом‚9)

Вложение И с—Ь—эN гладко. График И > HxN глад—
I

xIan)'

кого отображения И ——g——+N представляет собой подмногообразие.

Удобныйспособ задавать подмногообразия —это уравнитель.

Пусть ]‚9: N 222223 N —два гладких отображения многообразия И

в многообразие N. Если Е := {цен; fa = ga} - подмногообразие

в И, то вложение E c——3——+И является универсальным среди всех
h

морфизмов K > H уравнивающих f и g, т.е. таких, что

foh = goh. Диаграмма

е f
E —————+H :::§::3 N

ИЛИсамо вложение е называются тогда уравнителем В категории ???.
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Определим расслоенное многообразие N размерности 55m над

базисным многообразием И размерности pSm KaK (р+5)-мерное

многообразие N вместе с открытым отображением р: N ——————»И

таким, что для каждой точки beN найдется система координат

(V,(y,z)) Ha N, Vab, (y,z): V > ЩНХЩ;g Шр+г такая, что

существует система координат (pV,x) на И для которой Хор = у.

Проекция N ——Е—»H гладка. Подмногообразия Nd := p-1{a},

aeH Ъв N называются слоями расслоенного многообразия N.

Расслоенные многообразия над фиксированным многообразием И

вместе с гладкими отображениями коммутирующими с проекциями на И

составляют категорию. Обозначим ее через тн. Функтор 9 тогда

принимает значения в категории ЗИ—А19 линейных алгебр над

Щ—алгеброй 9H.

Пусть N ———Е——»H - некоторое расслоенное многообразие и

И’ f : И —гладкое отображение. Определим индуцированное

отображением f расслоенное многообразие N’ ——£;—»H’. Положим

N’ := {[a,b] е N’xN; fa = ро} и проверим, что N’ является

подмногообразием в H’xN, расслоенным над H’ относительно

проекции р’: [а,Ь1ъ———+а.

Итак, пусть [а,Ь] е N’, пусть (V,x,y) - система координат

на N в окрестности точки b, согласованная с системой (pV,x)

на И, содержащей точку pb = fa. Пусть (U,z) - некоторая

система координат на К’, a е U S f_1pV. Тогда N’n (UxV) выде—

ляется в (UxV,(x,y,z)) уравнением х = h(z), где h = XOfOZ—l.

Требуемый определением подмногообразия вид уравнения 2’ = О до—

стигается гладкой заменой координат x’ = x-h(z), y —у, z’ = z.
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Введем векторные и аффинные расслоения. Заметим сначала, что
и Жотображение h: R ———+R тогда и только тогда является линейным

и гладким, когда оно задано формулой

к А
i к h ' i ^

(x )._ ь———› ‚их <1)L-l L
i=1 _j=1,

где A - матрица с А строками длины и, лишь конечное число

элементов которых не равно нулю (если эс = 00).

Введем ассоциированное с отображением (1) гладкое аффинное

отображение h’: R3c————+Ra, как задаваемое формулой

к А

(x1)? FJE—+ Aqxt + Ь]ъ=1 L
i=1 j: ,

J- Агде (Ь ) е R - произвольный вектор.

Определим к—мерноевекторное (соответственно, аффинное)

расслоение над многообразием H е тн как ж—мерноерасслоенное

многообразие Е ——Е—»И такое, что найдется покрытие Н = U. ULeI i

многообразия И системами координат и диффеоморфизмы над Ui

hi: p- Ui —E—+UixRa такие, что все отображения

и “:1 -1 hj' к
(ЦЁПЧ1)ХЩ ——%p (Uinqj) > (UinU5)xR

_ к* линеины (аффинны) и гладки на слоях R

Векторное расслоение р: Е ___» H называется ассоциированным

с аффинным расслоением р’: Е’ ___» И, если диффеоморфизмы hi

ассоциированы с соответствующими диффеоморфизмами д;. Ясно, что

Слои Ea - векторные пространства, ассоциированные с соответ—

ствуюшмми аффинными пространствами Её.
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Эквивалентно сказано, группы Ea эффективно и транзитивно

действуют на слоях Её.

Р Р
Пусть E1 -——l—»Mi, E2 ___%—» Hé - два векторных (соответ—

ственно аффинных) расслоения. Пусть Mi f > Hé - гладкое

отображение. Отображение E1 ———g———+E 2 называется линейным

(аффинным) над отображением f, если pang = fop1 и отображения

слоев 9a = 9 E1 a: E1,a ————+ЕЗ‚а линейны (аффинны) и гладки.

Линейное над H1 ——i—+M2 отображение векторных расслоений

£1 ___§;_+ E2 называется ассоциированным с аффиннымотображением
‚ 9’ . , _

Е1 ——————+E2, если отображения 9a. E1,a —-———+£2,fa ассоци

ированы с отображениями ga: E1,a ——————+£2,fa'

Категорию векторных расслоений над фиксированным многообра—

зием H и линейных отображений над id” обозначим Ум.

Определим касательное расслоение над р—мерныммногообразием

И, pSm. Назовем кривой на многобразии И произвольное гладкое
f

отображение R > H. Скажем, что кривые {,9 определяют

один и тот же касательный вектор в точке aeH, если f0 = 90 = a
д

” д—{с=0х if(t) = 5? t=0 xig(t) для некоторой (и тогда уже для
любой) системы координат (U,x) в окрестности точки a.

Множество всех касательных векторов в точке аеН обозначает—

ся TQM, касательный вектор к кривой f: R ___—+И обозначается

}. Через ТИ обозначим объединение Ua T H.ем а

Систему координат (U,x) Ha H можно продолжить на систему

координат (ТЦ‚(х‚х))‚ полагая хъ} = xLa, &‘} = 5% :=0 fo.
Поскольку при гладкой замене координат z(x) координаты
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. j .'9 .; сг XL2 =

дх _
слоение над Н относительно проекции TM: TN ___» M, f +——+{О

{ преобразуются линейно, ТИ —р—мерное векторное рас—
Ь

Если h: N ; H - гладкое отображение, то формулой

Th: f ь——————+{hof) определено линейное над h отображение

Th: TN > ТН. Очевидно, Т — функтор т —————+т и т —

естественное преобразование Т —————+хат.

Предположимтеперь, что задано расслоенное многообразие

N ——8—»H и обозначим VN := {feTN, TpCf) = О} подмногообразие

векторов касательных к слоям проекции р. Любая согласованная

система координат (V,(x,y)) на N продолжается естественным о—

бразом на систему координат (VV,(x,y,§)) Ha VN. Следовательно,

VN —расслоенное многообразие над N относительно проекции

ТН: VN ——————»N, } ъ——+ f0 и V: тн —————+тм — функтор и

т: V ___—+хат” —естественное преобразование.

,1.8. Расслоения джетов.

B этом и дальнейших параграфах И обозначает многообразие
… xнекоторои ю o H е ч н о & размерности m. Через Т M ———»И

1:296обозначено кокасательное расслоение, через S Т M ———»И - k-afl

симметрическая степень КОКЗСЭТЭЛЬНОГ‘Орасслоения МНОГООБРЭЗИЯ”.

Пусть N ——£—»H - V-MepHOG расслоенное МНогообразие над H.
.г

Для rSm определим расслоенное многообразие г—джетов 3 N ———»И

следующим образом:
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Пусть aeN, пусть 31,32 - два гладких локальных сечения

проекции N ——E—»И. Скажем, что сечения 31,32 опраделяют один

и тот же джет порядка г или г—джет в точке a, если 31a = ага
k -1

и все частные производные порядка <г+1 функций у °31°X ,
k -1 „

у ogaox в точке a совпадают для некоторои (и тогда уже для

любой) согласованной системы координат (У,(х,у)) на N.

Определяемый гладким локальным сечением а г—джет в точке сем
.г

обозначается Jag. Множество всех г—джетов в точке a обозна—
. Г

чается jgN. Через er обозначено объединение UaeH JaN.
Согласованную систему координат (V,(x,y)) на N можно

.г і-.г i k .г _ &
продолжить на 3 V полагая х (Jag) х a, у (Jag) —у 3a иU!

k .г _ д —1
yI(Ja3) — I {y сдох ), где I - мультииндекс длины |I|<дх a
<г+1, rSm. Пусть L - общее число мультииндексов I длины

I

1<|I|<r+1, т.е. L = ££;E%L - 1 для г<ш, L = m для г = m.r.m.
Из классической теоремы Бореля следует, что отображение

{xt,yk,y?): er > VXRPL биективно, причем при гладкой
- l

замене координат x’(x), у’(х,у) функции y’J гладко зависят от

х,у,уЁ‚ |I|<|J|. Следовательно, 5Г№= U .г —расслоенноеaeM Ja
г .г

над N многообразие относительно проекции п : Jag ъ———+a.
.г .Многообразие 3 N расслоено над любым JqN, qu относитель—

r .r I
HO проекций nq: даа ъ———+3:3. Если f: N —————+N’ — гладкое

.г ‚г ‚г ‚отображение над И, то отображение 3 f: 3 N > J N ,
нг ‚Г ' ОГ
даа ь———+да{]оз) гладко. Возникает функтор J : тм > тм

г ог cq <и естественные преобразования п : J —————+J для qu_m.

.0 „ _ .ОЗаметим, что J N = N, B дальнеишем 3 N, N отождествлены и
.Офунктор 3 считается тождественным.
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@…
В координатах, уёопг = ук, |I|Sq£r, и ykojrf = ————(ykof),I q I I Iох

|I|£r, где

dx дх ду!

—полная производная по переменной XL.

г‚з .г+$ .г.
Определим естественное преобразование ь : J —————+3 3

r,s .г+в .г.$ .r+s .r.s
полагая L N: 3 N —————+J 3 N, да 3 —————+Jag а, где через
.s .в .s
3 a обозначено локальное сечение a ъ———+Jay расслоения J N.

Коммутируют диаграммы

.г+$

.г s
3 HON под N

(3)
r,s+t

r+s+t N г s+t
` N 4% ' ' N

s, ‚ +Lr+ {N Jr 3 см

+.г 5.1” } jrjsth
+Lr‘sth

.r.s L k
Координаты на 3 3 N естественно обозначать х ‚ у! J’

IIISS+1, |J|5r+1. Имеют место формулы

ъ r,s L k г‚5 &

УЦ“
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Следующееутверждение общеизвестно, см. [20]. Однако, для

бесконечномерных многообразий оно нуждается в новом доказательстве

1.1. Утверждение: Существует естественный изоморфизм, rSm

Vjгм g ддт,

Доказательство: Построим расслоенное многообразие WrN42—»H

следующим образом: Элементами слоя WZN= (qr)—1{a} пусть
wявляются классы эквивалентности отображений RXU___—+ N, где U

—открытое подмножество в H и w(t,b) е №6 для всех СеШ, beU,

причем два таких отображения w ‚Ш1 СЧИТЭЮТСЯ ЭКВНВЗЛЭНТНЬХМН ‚2

если в некоторой (и тогда уже в любой) системе координат (У,х,у)

на N, согласованной с системой координат (pV,x) на И, рУэа

”Hem МЕСТОравенства

alIl k . . a'I' k ­
___— У °… (O’X) = ———— у ow (O,x)I 1 I 2дх a дх a

.2 Ш k w (t. х) : __ё' .д.—1..1 kow (t Х)а: о I У 1 ’ да 0 I у 2 ’дх a дх a

‚г
для |1|<г+1. Отобразим инъективно WZN—————+JaVN сопоставляя

классу эквивалентности отображения RXU w > N джет jig

векторного поля 5, где ЁЬ —касательный вектор к кривой

w(-,b): Щ —————+er, t +————+w(t,b), beU. Отобразим инъективно

WZN Vaer’ сопоставляя классу эквивалентности отображения

RxU w > N вектор касательный к кривой R ———-———+er,
.г „

Ё ъ——————эJaw(t,-). Из классическом теоремы Бореля следует, что

Оба отображения —изоморфизмы.
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Нетрудно проверить компутативность диаграмм

erN g- erN дгк/№ g erN

nSVN\ /VnSN д'Гтм\ /т_3'Г№
VN зги

… (4)
5Г+5хт ‹ = › Ч3Г+5№

ьг’зчм УьГ’ЗМ

jerVN g дгк/дзы g erjsN

1.2: Утверждение: Функторы jr: WM > тн, гЕф,

сохраняют конечные произведения.

.г .г .г
Доказательство: 3 (X ХИ Y) g 3 X ХИ J Y посредством одно—

.г -.г ‚г
однозначного соответствия 3a(3,6) +———+(3a3,3aé).

1.3. Теорема: Функторы ЗГ: тм > тм, rSm,

сохраняют все уравнители, сохраняемые функтором V.

Доказательство: Пусть сначала г<ф. Используем следующую

лепту (ср. 1.9.9. [20]):
г .г .г—1,

1.4. Лемма: пг_1№: J N ~———+3 h - аффинное расслоение
*

ассоциированное с векторным расслоением VN® ЗГТ H. Оля гладкого

f:N—-—————+N’ над и, jrf: зги % д'гм’ - аффинное над

3г_1}: 5г_1№ > jr—lN’ отображение, ассоциированное
„ *

С линеиным отображением Vf @ ЗГТ H.
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*
В формулировке леммы через VN ® ЗГТ М обозначено индуциро—

— — *

ванное расслоение (пё 1N)*VN ® (ПГ 1N) SFT*M. Доказательство

леммысовпадает с приведенным в [20] для конечномерного N.

Доказательство теоремы ведется по индукции: Случай г = О
.г—1 .г—1 .г—1

тривиален. Предположим, что J E c————+3 Х ::::23 J Y,

УЕ с————+VX 222223 ЧУ, — уравнители для некоторого г—1.

Рассмотрим диаграмму

\!ЕоЗГТ*Мс————›УХеЗгТ*И::; W931"Т*м

Q O O
jrt' с—————›згх :::::=з згУ

i i l
.jF_1£T .г—і .г—і

где нижняя и верхняя строки - уравнители в силу предположений и

… ЗГ *проективности модулем там, аеИ. Изогнутыми стрелками обозна—
*

чено эффективное и транзитивное действие групп ЧПГЭЕ@ ЗГТ „ГЭК
...1 0

Ha слоях ( (n:_1&), fleer. Нужныйнам факт теперь легкопг—і)

доказывается методом диаграммного поиска. (см. в [20]).
l

Для г = Ф имеем j00 eq (f,g) g lim jr eq (f,g) Ё

lim eq (jrf,jrg) g eq (lim ЗГ}, 11…ага) а eq (jmf.jmg>­

1.5. Определение: Назовем регулярным любой уравннтель,

сохраняемый функтором V.

Теорему 1.3 можно ныне сформулировать и так: Фунюторы Зг,

іЁш сохраняют все регулярные уравнители.
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Сказанное легко распространяется и на более общие категорные

конструкции: конечные пределы. O конечных пределах известно (см.

[15,16]), что они выражаются посредством конечных произведений и

уравнителей. Из утверждений 1.2 и 1.3 тогда немедленно следует,
.г

что функторы 3 сохраняют все конечные пределы, сохраняемые

фунютором V. Естественно называть такие пределы регулярными.

В настоящей работе нам из конечных пределов потребуются только

УНИВepc aflb ные Квадрат Ы.

§1.3. ЗН—модули и формы

По известной теореме Милнора любое конечномерное TA­
С.

многообразие M со счетным базисом с точностью до изоморфизма

определяются своей Ш—алгеброй гладких функций 3M. По теореме

Уитни предположения теоремы эквивалентны вложимости многообразия
mM B Ш в виде замкнутого подмногообразия. Последнее условие

легко перенести на бесконечномерный случай.

Итак, назовем многообразием типа Уитни, или Ж—многообразием,

гладкое многообразие, которое диффеоморфно замкнутому подмного—
mобразию многообразия Щ . Следовательно, все Ч—многообразия пара—

компактны и замкнутое подмногообразие №—многообразиясамо является

№—многообразием. Для И—многообразий справедлива и теорема 0 раз—

биении единицы, которую нетрудно доказать, рассмотрев структуру
mоткрытых подмножеств в Ш

.г
Кроме того, очевидно, что функторы V и J сопоставляют

Ч—многообразиям И—многообразия. Итак, уместно следующее
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Соглашение: Все многообразия считаются №—многообразиями.

B частности, т —категория Ё—многообразий, ти —категория

расслоенных И—многообразий над Щ—многообазием И.

1.6. Теорема (Милнора): Фунютор 9: т ————+Щ—А19 биективен

на морфизмах.

Доказательство (ср. [4]): Для точки сем И—многообразия

Мет обозначим через eva гомоморфизм Щ—алгебр 9H 44 R,

f +———+fa. Следуя [4] докажем сначала, что гомоморфизмы

Н: 3M ————+R R—anreép исчерпываются отображениями eva, aeH.

Напомним, что для ]еЗИ обозначен через A(f) S H прообраз

числа H(f)eR при отображении f: И ———+R. По [4] множества

A(f) замкнуты и образуют центрированную систему. Рассмотрим
. i . .

L @ г L L
семейство функций m : M c—a R —E——+Ш и положим a := Hm 6 Ш,

i wa := (a ) е R .

Пусть f е 3H —любая функция. Поскольку
i- - ' m i i- 1 nA(m ) = И П {(х])еЩ ; х =a }, и A(f)nA(m )n...nA(m ) x И для

любого neN, то в A(f) содержится последовательность точек

a = (a ), a = a для iSn. Однако, эта последовательность
oo

СХОДИТСЯК 'Т'ОЧКЭ a B ТОПОЛОГ‘ИИпространства IR . следовательно,

a е A(f) A(f) S M и {(a) = H(f), что и требовалось доказать.

Единственность точки a очевидна.

Обозначим через Г функтор ТИ —————+?И—Моо сопоставляюший

векторному расслоению Е ——§—+Н ?И—модуль Г(Е) = (Н,Е)м его

сечений. Хорошоизвестно, см. [21], что в конечномерном случае

функтор Г биективен на морфизмах. Это и служит необходимой
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предпосылкой исследования линейных дифференциальных операторов

алгебраическими средствами B работах А.М.виноградова. Однако,

бесконечномерные векторные расслоения это свойство утрачивают и

для его восстановления нужно ввести B $Н—модули Г(Е) дополни—

тельную структуру.

Для этого в [24 —30] использованы классы фильтраций B F(E),

индуцированных представлением (неоднозначным) многообразия H

в виде обратного предела Н = lim Mi цепочки конечномерных много—

образий. Рассматриваемые операторы предполагаются согласованными

с фильтрацией.

В этой работе представимость многообразий B виде предела

конечномерных не постулируется. Предложена другая дополнительная

структура. Дело B том, что особенности бесконечномерного случая

вызваны не столько бесконечномерностью многообразия И, сколько

бесконечномерностью самих слоев векторных расслоений.

Действительно, если Е ————»И —конечномерыое векторное

расслоение и многообразие И паракомпактно, то независимо от его

размерности имеет место короткая точная последовательность

ev
u F(E) ‚___—› Г(Е) ————‘-"—»E , (5)a a

Где pa означает идеал B ЗМ функций аннулируюшихся в точке aeH

и eva: @ ъ—+3(a). Отсюда уже прямо следует, что любой гомомор­

физм ?М—модулей Г(Еі) —————+Г(Е2) индуцирован единственным

отображением Е1 ___—+ E2 [rgs].
EЕсли же векторное расслоение Е ___—+И бесконечномерно, то

последовательность (5) перестает быть точной. Препятствует тому
mотсутствие "эффективного" базиса в векторном пространстве R



24

(a)
Обозначим через R прямую сумму к экземпляров про—

(m) mCTpaHCTBa R. R можно представить как подпространство в R

состоящее из ПОСЛЭДОВЭТЭЛЬНОСТЭЙ С ЛИШЬ КОНЭЧНЬШ ЧИСЛОМ НЭНУЛЭВЬХХ

(к)„ Ачленов. Любое линейное отображение h: R а R тогда

описывается формулой (1), в которой, однако, для соответствующей

паТРИЦЬі А MOFKeT не ВЬХПОЛНЯТЬСЯ условие КОНЭЧНОС’ГИ СТРОК.

@ „ „ „
Снабдим пространство R любои ТЗ—топологиеи, для которои

(w) m .R - плотное подмножество в R . Для определенности, пусть R

обозначает пространство R с дискретной топологией. Произведение
ож ‘0)R является дискретным пространством для ж<ю. В R же топо—

логия нетривиальная: сходятся те и только те последовательности
- L m m L m{(x.). }. , для которых все последовательности (х.).

j ‘L=1 _]=1 L=1

стабилизируются, т.е. постоянны, начиная с некоторого индекса ji'
… ж иНазовем ю—линеиным отображением R ———+R любое непрерывное

_ °ж °Ж
линеиное отображение R ————+R .

Из сказанного следует>

h А„ к1.7. Лемма: Аюбое ш—линеиное отобРажение R ___—+ R

описывается формулой (1)

к А
L к h f L

(x ) +———+ AixL=1 L

i=1 j=1,

где A —матрица с А строками длины и, лишь конечное число

элементов которых не равно нулю (если к = ®).

Доказательство: Осталось проверить условие конечности строк
. L

Матрицы А. Допустим, что существует J так, что А} # 0 для
. L i L

бесконечного числа индексов L. Положим хп = 1/А1 если A] # 0,
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i
Mn, ПОЛОЖИМ хп : О В ПРОТИВНОМслучае И, наконец, ПОЛОЖИМ

i m
= \ S . . ' = ' =хп (хп) е R , n m Имеем тогда 11т хп Xm’ но 11т (h(xn))'i

z Aix не сходится.

„ ж АМножество ф—линеиных отображений R ————+R обозначим

. к А „ „просто Нот (R ,R ), и символ m B слове ю—линеиныибудем часто
_ к … (к)опускать. Отметим своиство рефлексивности: Нот (R ,R) = R ,

позтому Нот (Нот (R”, R), R) g R”

Ю—ЛИНЭЙНЬХЭотображения eCTeCTBeHHO ПОЛОНЧИТЬВ ОСНОВУ опреде—

ления тензорных произведений: Зафиксировав некоторый изоморфизм

&0.&0 ———g——+но, мы можем формулой (ХЪ)®(у]) = (uk), где
004.1) _ i j „и —х у ‚ определить ф—линеиное в каждой переменной

m ® ® m к 1 кА
тензорное умножение R ® R ————+R . Для R ® R := R тогда

имеет место изоморфизм Нот (Ш”®ЩЗ‚ШН)g Нот (Щж‚Нот (ЩА‚ЩН)).

Снабдим модули Г(Е) топологией индуцированной семейством
ev

_ - a ф id °m
отображении Г(Е) ——————+Ea g R ———+R , т.е. топологией по—

… °Фточечном сходимости (в слоях R ). Обозначим эти топологические

модули временно через ["О-Ё).

—1 ~ mЗаметим, что локальная тривиализация Е U = UxR векторного

расслоения Е определяет локальный базис сечений её е F(E|U),

B котором сечение s е Гібіи) выражается посредством бесконечного
i .

РЯДа s = Е s её, сходяшегося в F(E|U). Отсюда следует, что

имеет НЭСТО короткая ТОЧНдЯ ПОСЛЭДОВЗ'ГЭЛЬНОСТЬ

ev
дать—) с——›['*(Е) ___%-__» Ea, (6)

Г‘Дечерта означает замыкание в Г(Е). Отсюда прямо следует
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1.8. Лемма: Аюбой непрерывный гомоморфизм ЁН—модулей

H: fi(E) —————+%(Е’) индуцироеан единственным отображением

h: E ——————+E’.

Доказательство: Отображение слоев ha: E > E;

определяются коммутативной диаграммой

ev
„анг; г——›Г‘(Е) ___—32% Ea

I

h h 'h
l a

Фev
“***—т ' ‚ a ‚
иаГ(Е ) с——ч Г(Е ) ———————»Ea

Тогда hog = H{3) для любого сечения 3. Гладкость отображения

h. вытекает ИЗ того, что ОНОпереводит Гладкие сечения El гладкие

сечения .

Аналогично КОНЕЭЧНОНЭРНОИУслучаю устанавливается И короткая

ТОЧная последов ат ельность

.k
_ J

ні” ПЕ) c——+NE) ——a——»3:5.

откуда выводится, как и в [30]:

Аюбой ф—линейныйдифференциальный оператор h-oeo порядка

%(ЕЗ) индуцироеан единственным отображением

следовательно, уместно следующее
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- Соглашение: B дальнейшем ЗМ—модули Г(Е) рассматриваются

Как топологические и отождествляются с соответствующими тополо—

гическими ?Н—модулями %(Е). Кроме того, все ЁН—гомоморфизмыи

дифференциальные операторы в алгебраическом смысле [30] считаются

неПРЭРЬХВ HbII’IH.

Сочетание алгебраической и топологической структуры в ?Н#
Q ч и U "модулях Г(Е) естестврнно называть Ф—линеинииструктурои. В неи

приобретают привычный смысл бесконечные суммы типа формулы (2)

для полной производной. Для нас она послужит средством введения

дифференциальных форм.

1.9. Определение: Для бесконечномерного многообразия Х

определим ЗХ—модуль АХ гладких форм как

АХ = НотЭГХ (ТХ,?Х).

Его р—кратную внешнююстепень обозначим

р=- p
A X Horns):X (A TX,3X).

Из леммы 1.8 вытекает следующее описание гладких форм. Форма
- *

шеАХ —зто сопоставление любои точке аеХ элемента ша е Tax :=

Hom (TaX,R) такое, что отображение a ь———+wa(Ea) гладко для

любого гладкого векторного поля E Ha X.

Для векторных расслоений существует, помимо т, еще одно

естественное преобразование, &: V > Id функторов

V ___—__» v
И Н°
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1.10. Определение: Пусть B —————»Н —векторное расслоение.

Определим 68: VB —————+В при помощи естественных изопорфиэмов

слоев V B g Т В g Bb b a a’ для beBa.

Коммутирует диаграмма .

. Г
3 VN

j‘lSN\\y
J'

g erN
г (б)

“///‹53 N

rN

о Os
n Х % 0 Os н

‘Co

iB стандартных координатах х
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ГЛАВА II

.m
Здесь рассмотрены комонада J = (J ,n,L) B категории тй и

связанные с ней категории тн Эйленберга-МУра и ”Ъ. Клейсли.

Установлено, что объекты категории mi - дифференциальные

уравнения. Для объекта жетд введена комонада J = {jm,n ,L ),H x x x x

лежащая в основе е—дифференциального исчисления [24 —30].

Вернемся к диаграммам (1.3). Непосредственно видно, что для
m,0 .m .естественных преобразований п = я : J ___—___» 1d,

®,ф .Ф ‚т.т
L = L : J ——+J J . мы получаем коммутативные диаграммы

.m .m LY ‚т.т
J Y J Y——————~+J J Y

1d LY' 1d LY ijY (1)

‚@ .Ф.ю ‚@ ‚т.т ‚ю.ш.ю
3 У е——Б— J J У —Б——+ J Y J J Y———5———ag J J Y.

пз У j пУ j LY

„ -.ФНо это в точности означает, что троика J = (J ,n,L) пред—

ставляет собой комонаду в категории тд. Отсюда следует, что

определена категория Эйленберга—Мура ті [б] Ш-коалгебр и

Щ—гомоморфизмов.Дадим соответствующие определения [6,15,161:

Л—коалгебра —это пара (Х,Е), где Хет” и E - mfi-nop¢nan

X > ij такой, что коммутируют диаграммы

›‹ ——Ё——› j°°x ›‹ __Ё———› j°°x

id пХ Е LX (2)

jmx ___—+00 j°°j°°x.
j Е
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Л—гомоморфизм (Х1,Е1) ———————+(Х2,Ё2) — это тйгморфизм

X > Х для которого коммутирует диаграмма29

х f > ›‹

%;

.Ф _Заметим, что пара ЗХ = (J X,LX) является Щ—коалгеброи для

любого Х е т„. Называется она юосеободной Щ—коалгеброй. Обще—

известно (см. [6,15,1б]), что косвободная коалгебра обладает

следующим универсальным свойством:

Оля любОй Щ-юоалгебры 8 = (Е,е) е тд и АЮбОго тИ—морфцзма

f: E ___—+ X тИ—морфизмf” = jmfoe представляет собЬй единствен—

ный Щ—гомоморфизм (Е,е) ———————ч(3ЮХ,ЬХ) такой, что По}и = f.

Договоримся обозначать через [ , ]И множества морфизмов

в ті в отличие от множеств ( , )M морфизмов в тд. Итак,

имеем изоморфизм сопряжения

(a, х)” g [з, 3x1” <4)

Теперь мы отождествим Щ—коалгебрыс бесконечно продолженными

системами уравнений в частных производных с многообразием И

в качестве "многообразия независимых переменных".

2.1: Определение: Определим дифференциальное уравнение как

регулярный уравнитель (см. определение 1.4)

е .г f
E c———~—+J Y 2:25:23 Z (5)

B категории тм.
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i k
Если (x ‚у ) —согласованные локальные координаты на рас—

&
слоенном многообразии У ———»И, yI - стандартные джетовые

.г .
координаты в слоях JaY и l = 1,...,d1m Z, то уравнителем (5)
описывается система уравнений г—ого порядка, г<ю, (|I|<r):

l L k k l 1 к
f ( ‚х ‚ ‚у ‚. .yI. )=g ( ‚х ‚ ‚у ‚ ,у], ),

к. i
Решениеуравнения (5), скажем, у = 3 (..,х ,..), тогда

' .г .г
представляется в виде сечения геГ(У) такого, что fog г = goJ а

.гт.е. такого, что 3 @ факторизуется через е (по универсальному

свойству уравнителя).

2.2. Определение: Бесконечное продолжение уравнения (5) ­
_ ‚Ю ф,г .m w,rэто регулярныи уравнитель стрелок J {ос Y, J {ос Y:

m m г jmf
EmСЁ_9 jmy _i___z_+ jmer 22:52:23 ij , (б)

j 9

существует ли.

Диаграммой (б) переводится на язык джетов известное [20,30]

определение.бесконечного продолжения дифференциального уравнения

как уравнения вместе со всеми его дифференциальными следствиями

d'I' L_d'“ Z
I f " I 9dx ох

i
Где I - мультииндекс и d/dx - полные производные задаваемые

формулой (1.8).
wНетрудно убедиться, что E и Е имеют одни и те же решения

В выше УКЭЗЗНОМ СМЬХСЛЭ.
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Бесконечно продолженные уравнения —это объекты категории ЮЗ

А. М. Виноградова [25 —27]. Сопоставим такому бесконечно продол—
@данному уравнению Е некоторую Щ—коалгебру следуюжим способом:

Ю .0)B силу универсальных свойств уравнителей е , J е (см. 1.3)
* m .m

существует единственная стрелка е : E ————+3 E, пополняющая

диаграмму

m есо m
E ——————+ j Y

I

xl m г
е I L ’ Y

Ф .00
со 3f. E ijry i sz

J “*f5——+ ‚ф ‚
J 9 J 9

Возникшийквадрат, как нетрудно убедиться, универсален, и то

же самое, в силу регулярности уравнителей, относится к его образу
_ .mпод деиствием функтора 3 . Отсюда немедленно вытекает существо—

"—

вание (единственной) стрелки е пополняющей диаграмму

.ф е .m.r
J E J % J 3 У

m щ `<

Lj Y

“Ё .. .ОЭ.Ю.Г
9; JJE—-—-—-————-——>JJJY

Ё LY: *
Ф jme # /Ё$ЬУ

.m ю .m.m
J E > J J Y

2.3. Утверждение: ‹Е®‚ё) —Щ—коалгебра.

Доказательство: Передний квадрат этой диаграммы означает, что
@ ~ „ ‚®(E ‚е) —подкоалгебра косвободнои Щ—коалгебры (3 Y,LY) при том

ЮМ
пРедположении, что (E ‚е) — Щ—коалгебра. Однако, известно, (см.
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Ф N ' v3.1.10 [16]), что в этих обстоятельствах (Е ‚е) —деиствительно
@ ‚т.т m

Д—коалгебра, если только е , 3 J e - мономорфизмы, что в нашем

случае И ВЬХПОЛНЭНО.

С другой стороны, любая Щ—коалгебра {Е,е) представляет

собой уравнение LE = jme задаваемое абсолютным уравнителем Бэка

е m LE m ф
E ¢——-——+j E 22222223 j j E..ф

3 E

.m .m.m[16] Это уравнение бесконечно продолжено: eq (3 LEoLE, J J eoLE)

= ео (ijEoLE, ijonme) E ео (LE, jme), так как ijE - моно—

иорфизм.

Ответим на следующий естественный вопрос: Что такое решение

уравнения на языке Щ—коалгебр ?
‚ю. .mНачнем со следующего замечания: Изоморфизм J 1d: H ——+J M

превращает И в Щ—коалгебру. Коалгебра (J Y,LY) косвободна и
‚@

отсюда следует, что Ш—гомоморфизмы H ————+3 Y - это в точности

.Ю , ~ `
продолжения J & глобальных сечении 3 е (Н,У)Н. Из [lb], 10c.

. Ф NClt. B свою очередь следует, что Л—гомоморфизмы М ___—а (E ,e)
(D" ЭТО В ТОЧНОСТИрешения уравнения Е т.е. уравнения E.

Следовательно, композиция решения с Щ—гомоморфизмом—опять

решение. Отсюда вывод, что Щ—гомоморфизмыпредставляют собой

естественные морфизмы категории дифференциальных уравнений.

Итак, и $8 и тд удовлетворяют условиям 1 —4 А.М.Виногра—

дова [26,27] на "разумную" категорию дифференциальных уравнений.

Вследующей части объясним истинное соотношение $8 и ті.

Обозначим через $8M ограничение категории ЮЗ (объектов и

ъЮрфизмов)на фиксированное базисное многообразие H и покажем,

чТо 38” g тм. Напомним, что объект $8M - это многообразие\
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Бет” вместе с т—мернымФробениусовым распределением, проектирую—

шимся без вырождения на базисное многообразие И. Таким объектом

является например бесконечно продолженное уравнение вместе с рас—

пределением Картана, определяемым как объединение всех касательных

плоскостей к формальным решениям уравнения E. SEN-M0p¢nan - это

сохраняющее распределения отображение многообразий.

На Щ—языкераспределение Картана описывается как отображение
1

е .1 г …E > J E, где е , г S m здесь и в дальнеишем обозначает
m,rе .m п .г

сложение E ——————+3 E ———————»J E.

2.4. Утверждение: Отображение f: E1 ———————+E Щ—коалгебр2

(£1.91), {E2,92) является Щ-гомоморфцзмомтогда и только тогда,

когда оно сохраняет распределения Картана: jlfoe: = еёо].

Доказательство: Опираясь на коммутативность диаграммы

E1 f > E2
er+l г+1

’)

1 .г+1Е j f . г+1Е
J 1 l ' J 2

.г .г
3 El ‚г ~ ’ 3 £2 Lr’lE

L131): 3 f 2

jre]:\N 2 jre§\¥
.r.1E \ .г.1Е
3 3 1 .г.1 , J J 2

J J 1‘

и инъективность вложения Lr’lE2 без труда проверим по индукции,
'.1 1 1 _ ‚г г _

что равенство 3 [ое1 = его} влечет за собои равенство J foe1 —

= его} для r<m. Равенство jmfoe? = его} затем следует из

Того, что 3ЮЕ2= lim er2 B категории m”. Обратное утверждение
Очевидно.
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Ограничение на фиксированное многообразие H для многих

аспектов теории [24 —ЭО] несущественно. В последующем абзаце мы

коснемся вопроса о инфинитезимальных симметриях уравнений.

Функтор V: тм ————+тд естественно продолжается на функтор

гг“ тс” ~ 'V: H ——————+M сопоставляюшии Л-коалгебре (Х,Е) пару (VX,
.00 ‚„ -00 V53 VX = VJ X > VX), которая, как непосредственно следует

из коммутативности диаграмм (4), представляет собой Л-коалгебру.

Функтор V: ті ——————+ті по сути дела совпадает с функтором

универсальной линеаризации А.М.Виноградова (см. [25,301).

Оператор универсальной линеаризации участвует в описании

алгебры инфинитезимальных симметрий дифференциального уравнения,

Установлено, что инфинитезимальные симметрии представляют собой

вертикальные векторные поля удовлетворяющие некоторому дополни—

тельному условию, которое на языке Щ—коалгебрпринимает следу—

ющий вид:

2.3. Утверждение: для уравнения (Х,Е)еті, вертикальное

векторное поле ф! Х ———+VX является инфинитезимальнои

симметрией тогда и только тогда, когда ф —Щ—гомоморфизм

(X.E) > V(X,E), то есть, когда коммутирует диаграмма

x 50 > vx

№
E1

1
Vj x



Доказательство: Диаграмма выражает факт коммутирования верти—

кального поля @ с полями распределения Картана (см. [25,ЭО])‚

остальное вытекает из утверждения 2.4.

§2.1. Категория Клейсли и дифференциальные операторы

Начнем со следующего замечания: С теоретико—категорной точки

зрения, стандартное определение нелинейных дифференциальных опера—

торов в точности следует схеме построения категории Клейсли [11]

mg комонады Ш. В этой работе мы используем только самые простые

факты 0 категории Клейсли, подробности см. в [11,16].

Для двух многообразий х‚уёт„ морфизм Клейсли Х ———2——vY

определяется как тИ—морфизм дфх ——Ё—+Y. Если Y ф ‚ Z

- другой морфизм Клейсли, то сложение Клейсли фор: Х 2

определяется как КОМПОЗИЦИЯ

@ ьХ m ф .m @джа—__»дд'х—д—Ё—эд' у—Ё—эа

Однако, в дифференциальной геометрии принято т —морфизмH

.m ф „ _J X > Y рассматривать как (нелинейным) дифференциальныи

оператор Г(Х) ‚ F(Y), сопоставляюший сечению @ е Г(Х)

сечение ф°5ф8 е F(X). Сложение Клейсли тогда соответствует

стандартному сложению дифференциальных операторов:

& г › шозю‹фозюз).

nX
"Тождественные" морфизмы Клейсли —это X X. Категорию

Клейсли объектов Хет” и морфизмов Клейсли между ними обозначим

т;. Множество морфизмов Клейсли, т.е. дифференциальных операторов

Х'———7Y будем обозначать {Х,У}И. Отметим использование одно—
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бокой стрелки для обозначения морфизмов Клейсли и дифференциальных

операторов.

В дальнейшем регулярно используется следующий очевидный факт:

Изоморфизмсопряжения д: {ij,Y)M 3 [3X,?Y]H устанавливает

функториальное биективное отображение {X,Y}M > [§X,§Y]H,

cp. формулу (4).

Функтор V: WM—————этм допускает естественное продолжение

на функтор V: mg -————+mi, представляющий собой еще одну форму

универсальной линеаризации дифференциальных операторов (ср. с

[....1). Описываетсяона сопоставлениями

Х ъ———+ VX

'°°x '——9"—+Y ‚___—› '°°vx g- Vj°°x № > W.J J

Функториальность V т.е. формула Ч(ф0ф) = УфОУф следует из

коммутативности диаграмм (1.4).

§8.3. €-nu¢¢epeuunanbnme операторы.

Имея ввицу дальнейшее использование 8—теории А.М.Виноградова,

МЫна ЭТОМ месте ПРННОСИИ ее КОРОТКОЭ ИЗЛОЖЭНИЭ В терминах КОМОНдД.

9—теория —это, грубо говоря, дифференциальное'исчисление полных

производных на некотором фиксированном уравнении x = (X,E) 6 тн.

Поэтому нужно построить категорию Клейсли над объектом

(Х‚Е) е ті.
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Пусть Е ———Е——»X - векторное расслоение. Тогда таковым
.m

.m I I
является и 3 E J p 4» me. Обозначим через 3ЁЕ индуцирован—

f .m *.mное отображением X ___—+ 3 X расслоение 8 J E над Х. Введем
.m

тН—морфизм an: 3x5 ——————+E как композицию верхних стрелок в

диаграмме

3%Е ———ЁЁ——+ j 00E ———ЕЁ——+ Е

.Ю .oo
pr yHue- J р р

х ___—___» ij ———————»xЕ nX

Рассмотрим два универсальных квадрата

83365 m Ф 3'005E __00
іхдхв —————+j ij —————+j j ФЕ

.Ю.СО Hue Hue .oo.ooдждхр у - у - J J p

Х -—————+ j ФК —————+ j 00j 00X
f j ФЕ

" " Ю "из которых правым получен деиствием функтора j на левыи квадрат

предыдущей диаграммы. Имеем

ЗЁЗЁЕ % Е*3Ю(Е*ЗФЕ) ; г *с; фг>5®3юг ; <3ФЕОЕ)*5Ф3ФЕ

= (Lon)*jwij

Затем из коммутативности диаграммы

ЗЁЕ ——§£——+j ФЕ __ЬЁ;Ч_3Ф j ФЕ

jgp унив. jmp jmjmp

x ———E——+ij ——:Y—+jmij

Следует, что существует единственный тм—морфизм

L E- j00 ——————+jm'mE' такой что коммутирует диаграммаx ' x5 жди ’
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‚@ ьЕоЕЕ
J 355

K aaa’

‘Kfixg m m

“.m. E J 55°53x5‘ Ф.ФЕ.Ф 3x3x '3 Jpr
.w.m ‚т.т
ЗХЗХР унив- J J Р

\ X 4%jmjmx
LXoE

‚ю
Покажем, что 3% естественно относительно x: Пусть

f: x ——————+у — Щ—гомоиорфизм Щ—коалгебр x = (Х‚Е)‚

пусть

E h >

Pl lg
> Yf

.m ‚®
- морфиэи векторных расслоений. Определим th: JxE
ИСХОДЯНЭ универсальности переднего квадрата. В диаграмме

Jeep е,: …
J Р

‚Ф
1L J ‚?,/Ч , \L 'Ф

Х E > J X “га

ож}\ ‘L J >| v

y > j °°у

(7)

(Y.C).

ш

(8)
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Замечание: Если в последнем квадрате положить f = id тоX,

эта конструкция описывает действие функтора на морфизмах..m
335

2.6. Утверждение> Если Е g f F, ТО

Доказательство: В последней диаграмме передний, задний и пра—

вый квадрат будут универсальными, откуда и следует универсальность

левог O.

2.7. Следствие: Оля векторного расслоения В над И пусть

ЁХ означает индуиироеанное проекцией Х —————+И расслоение над

Х. Тогда имеет место изоморфизм

Доказательство: Применим предыдущее утверждение К универсаль—

ному квадрату определяющему EX.

… = .oo _2.8. Утверждение. Троика ЩЖ (ЗЗ’ПХ’ЬХ) комонада

в категории векторных расслоений над Х.

Доказательство: Проверка естественности преобразований fix,

сх не представляет трудностей. Проверим требуемые равенства.
Имеем:

(8)
гг ° j$nx5 ° “$5 = ЗЮПхЕ ° 5335 ° “$5 =

j пЕ „ j гг о ijE „ саг =

Ф (1)__“іпЕоьЕоЕЕ = ЕЕ
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‚ю ‚Ф ‚т.т .m
и pr o anxE o LxE = ngxp o LxE = pr, вследствие чего
.оо _ .
anxE o LxE — 1d. Аналогично,

w m Ю (п)
ЕЕ o nxeE o LxE = ЕЕ о nij o Е 3хЕ =

(7)
‚® ‚® .m

= пд Е о J {E o EJxE o LxE —

ф (1)
= тю Е о L o ЕЕ == EE

откуда, в свою очередь, nxng o th = id.
Наконец,

‚т.т ‚Ф
J J ЕЕ ° j mfijo ЁЁхЁЁ ° LxeE ° ‘хЕ =

.Ю. .m .m ‚т.т .Ф
: J ЗЮЕЕ ° J ЕЗЭЁЕ ° EJxeE ° JxLxE ° LXE

B силу коммутативности диаграммы

.00 ‚Ф
ю.ш.ю LxeE .m.m th '.m LXE ‚т.т JxLxE m m ®

дждхдхЕ *_*—___ 3x3xE *"_"_ 3х5 "__—* 3x3xE "___"—* JxeJxE

. . . . . .03
53:3;5 ьдёв :5 LJmE (8) sgggxz

JV (7) $ (7) v (7) `У v
.Ю.Ю.Ю ‚(30.03 .а) ‚03 .CO (I) СО

J 3363355 J 3x5 J E J ЗЁЁЕ““Б“—; j 3'35ij. J L
00LE mEE

сз.ю .m x .m.m ‚т.т .Ф ‚Ю
3 ЕдхЕ 3 3х5 <1> 3 3x5 (7) 3 53x5(L)

Jr ijE\| fimLE ‘L
jmjmij \ jmjmij , jwjmij

%Е . . ' ` .Ф.Ф ХЕ
заЪФЕЕ J J ЕЕ

Откуда и выводится (детали оставляем читателю) последнее требуемое

Равенство

m o П] H
.w

% ЗХЬХЕ o LxE.
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‚@
Доказательство того, что 3% сохраняет суммы Уитни опустим.

е—дифференциальный оператор Р ———£——~Q - это морфизм

Клейсли jgp ———£——»Q комонады ЩЖ (и j; g 83). Действие

такого оператора на сечении реГХ(Р) описывается формулой
.Ю ‚®

p ъ———+¢o3xp, где pr определяется условием коммутативности

диаграммы

.m ЕР
id дзе

‚('.’
KL:

эе
ъ

„A '8“o

(___

'8‹——

О'ГСЮДЭ.И следует стандартное КООРДИНЗТНОЭописание

. _ д. .
«Чт = къ. J EDIE <9)

I .
для такого оператора. Здесь fi’J е ?Х и операторы $1 полных

производных (1.2) предполагаются ограничеными на x.

Итак, имеем определяющие формулы (ср. [883)

. ‚Ф .
Blef (Р, Q) НотаГХ(3хР‚ Q).

(10)
. _ m ‚ю

Blef‘ (P1,. . ’Pp’ Q) —Нот (ij16. '®33€Pp’ Q).

Наконец, любому дифференциальному оператору Р ——£—wQ,

P,QemH, т.е. тЯ—морфизму ij ——¥£——+Q можно сопоставить
и .ю— „ .m $ —Ндуцированное отображение ЗХРХ : 3 РХ > QX, т.е.

Ё—дифференциальный оператор РХ @Х ‚ бх, действующий на

сечениях согласно формуле
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МБХ) ; (км))“ э дк ‚__—> 500303302?е one)” а- щёк)

Н ll

[39,?PJM > [39,30]”
[%‚фи1

Эта конструкция и описывает "поднятие" обычных дифференциальных

операторов на базисном многообразии И в В—дифференциальные
i

операторы на уравнении x (CM. 6.4, [88])‚ причем д/дх
i

переходит в $i = d/dx .



ГЛАВАIII

B этог главе сосредоточены основные результаты работы. Здесь

введены Л—когомологии, к ним применяется метод резольвент и затем

для важного класса резольвент Жане построена спектральная последо—

вательность, обобщающая В—спектральную последовательность А.М.

Виноградова.

§3.1. Горизонтальные когомологин

B предыдущем мы отождествили категорию $8” дифференциальных

уравнений с категорией Эйленберга —Мура ті Щ—коалгебркомонады

Ш= (3Ю‚п‚ь). Начиная с этого места, Л-коалгебра и бесконечно

продолженное уравнение (объект $8M) - синонимы.

Пусть ? означает функтор ИН > mi, сопоставляюший

многообразию Уетн косвободное (= "пустоеб уравнение (3®У‚ЬУ).

Поскольку функтор j00 сохраняет суммы Уитни в тд, то функтор Я

сохраняет СУИНЬ!УИ'ГНИВ тн И ВЬХПОЛНЭНЫтребования Ван Ocnona

[83] к построению теории "бикогомологий" относительно функторов ?

и Id: ті —————+mi. Ниже мы займемся ее описанием.

Для любой абелевой группы fl = (A,a,+,-,O) е mi (группы

коэффициентов), Эй, 32A = Ejmfl, 33$ = ?3Ф3ФЛ‚... —абелевы группы

в категории тм и отображения



„Ёж: эпл 3

п п
xnfl. g № , g №

~ гомоморфизмы абелевых групп, позволяющие для любой Щ—коалгебры

% = (Х‚Е) построить комплекс абелевых групп

a1 2 a2 3 a3
о _» [$,3А1м ___+ [3,3 №1” ———э[x,g и]“ ———+... <1)

полаг ая

n
д .

[х,эпм] э @ ъ——Е—+ 2: ‹—1›1 хёлоф е [х‚3“+1л]И ъ M
i=0

Условие дп од = 0 является простым следствием определений.

3.1. Определение: Группа

Ker дп+1n —

“41‘3“” °" “175—5:—

называется п—мерной группой Щ—когомологийуравнения x

с коэффициентами в линейном уравнении fl.

Т

Вследёвие изоморфизма [%‚?№]Мg (X’A)H (формула 2.4).

комплекс (1) изоморфен комплексу

ді дё a дё
O —+ (Х‚А}Н.———+ (X,3A)H ___» (Х,? A)” ———+... (2)

B котором ді: f ъ——+gfof - аа?, дё: f r——+gfof _ LA°f + 30°f.

И так далее.
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На первой формулы сразу вытекает, что aif = O тогда и

только тогда, когда f - Щ—гомоиорфизи x —————+fl. Следова—

тельно ‚ имеет Гіесто формула

но (35 л) 2 [эе и] <3)41- ’ _ ’ м

1
Выражение для дё используют для отождествления НЩ(%‚№) с клас—

сами изопорфиэиов главных расслоений над % ссструктурной группой

& (см. Бек [2], Манес [16], упр. 3.1.81, Ван Осдол [23]):

3.2. Утверждение: для любОго уравнения x & ті и векторного

расслоения B е тм

H3(x,;8) = 0, п = 1,2,з‚....

Доказательство: Ввиду равенства (3) требуется доказать, что

последовательность

1<ег 01 (91 д2
[агавы —-——›[вадим __»о —_›[х,эЫН

_ I _ i п . _ n+1
TOIHa. Здесь an? —22:0 ( 1) жіувоф _ 23:0 Xi _Воф. Отображение

+
Sn+1 = {-1)n 3n+1nfiz 3n+23 > 3n 13 индуцирует стяги—

n+2 n+1
sawm/m гопотопию [х‚$п+1]м. [x,g 3]” —————+[%,Я ‘BJM'

„ п+1_ n _ . _ _
Деиствительно, $п+1°жі В + xiBosn —0 для 1 О,1‚...‚п 1,

_ п п+1 _ .
вследствие чего 5п+1°дп + 6n_1osn — ( 1) sn+1°xn —1d, n>0.

B дальнейшем мы ограничии выбор абелевых групп в ШМ линей—

нымиуравнениями. Для линейного уравнения fl = (A,a.+.-,O) 6 тн,

А представляет собой БФ—иерноевекторное расслоение над И.
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Определим гомоморфизм линейных уравнений как Щ—гомоморфизм

являющийся одновременно линейным отображением соответствующих

векторных расслоений. Назовем последовательность fl —fi+В —g+В

гомоморфизмов линейных уравнений точной, если она точна как

последовательность морфизмов векторных расслоений в следующем

смысле: Ker 9 и Im f существуют как векторные расслоения и

равны меЖДу собою.

3.3. Лемма) Пусть А с————+B —————»C - короткая точная

последовательность векторных расслоений над И. Тогда индуциро—

ванные последовательности ?А с—————+ЯВ ___—__» 3C и

(X,A)M c————+(X,B)H —————»(X’C)M’ Xemfi также точны.

Доказательство: Поскольку М паракомпактно, то любая корот—

кая точная последовательность расщепляется (на любом тривиализу—

ющемоткрытом покрытии факт очевиден и распространяется на все

многообразие H посредством разбиения единицы). Следовательно,

любой сохраняющий произведения функтор точен, однако таковы, в

частности, 3 и (Х,—)”.

3.4. Утверждение> Аюбойкороткой точной последовательности

линейных уравнений fl —£+ З —g+ 8 и любому уравнению Хеті

функториально сопоставлена каноническая точная ПОСЛЭдОЭОЪТЭ/ЪЬНОСТЬ

1
О —+[x,fl]H ___» [$.31M ___» [Х,8]М -——+HJ(x,A) _» ...

(4)
n+1
Щ ($.fl) % ......—_» НЗСЮщЧ)——›нЗ<зе,:в› _» издание) ——›н
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Доказательство: Гомоморфиэмы д естественны, поэтому возни—

кает последовательность комплексов (8)

ді 6; 2 да
0 -—› (х,/юм ——› (‚изюм ___—11+(х,; А)” ———+

і , [ „, [ „,
61 02 03

о _—›one)" _» wags)” ___), ссуза)” ___-›

i i i
61’ да a да

0 ——›(‚жим—_» (x,glc,)H———>(х,; С)„——+

точная в силу предыдущей леммы, которая и индуцирует искомую по—

СЛЭДОВ ат em: HOCTb Г‘ОМОЛОГ‘ИЙ.

Стандартный метод вычислять когомологии состоит в использо—

вании резольвент.

Определим резольвенту линейного уравнения А как точную

последовательность №0 __» №1 ——9№2 ——+№3 —+ ... для которой

А E Кег (№0 ——+№1). Назовем резольвенту до —+ А1 —+ А2 —+ ...

ацикличной, если H3($,fli) = 0 для всех Хета и всех п>0‚ £20.

Назовем реэольвенту №0 —+№1 —+А2 —+ ... косвободной, если все

уравнения йі косвободны, т.е. имеют вид fli = ЯВ, Вет“.

В силу утверждения 3.2. все косвободные реэольвенты ацикличны.

Пусть Хета - уравнение, пусть меті —линейное уравнение и

№0_» A1 _» №2 —+ ... —его резольвента. Определим соответствующий

Этой резольвенте горизонтальный комплекс уравнения x как

O —+ [x'flOJM —+ [x,fl1]H —+ [%,д2]м —+ ... (5)
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3.5. Определение: Фактор

Ker ([x’flnJM __» [х,л JM)

_) [%,дчГдН)

п+1П“<х,л› =
Im ([x’fln-11H

называется п—мернойгруппой горизонтальных когомологий уравнения

x C коэффициентами в линейном уравнении A.

Следующаятеорема показывает, что группа Н ($.fl) не зависит

OT выбора РЭЗОЛЬВЭНТЬХуравнения …А, если ТОЛЬКО она ациклична.

3.6. Теорема: Если резольвента £0 —+£1 —+№2 —+ ...

уравнения & аииклична, то имеет место естественный изоморфизм

й“‹х‚л) ; н3‹ж‚щ>.

Доказательство: Пусть Зі означает векторное расслоение

Ker (Ai ———+Аі+1} 2 Im (Ai 1 ———+Ai)’ снабженное структурой

Л—коалгебры, индуцированной из іі. Для любой из коротких точных
ROCHE-31103ательностей

соответствующая точная когонологическая последовательность (4)

распадается, вследствие аЦИКЛИЧНОСТИpeZBOJ'IbBeHTbI,Ha. ЧЭСТИ
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‚. 1.

п ~ n+1, ...................... ‚ О _) Н‹П‹_%‚$1):нщ {%,ЪА)_›0‚-..

1.
O —+ [x,3 ]М ——+[x’fliJH ——+.[x,31+1]fi ——+-HJ(x,$i) —+0‚..

n „ n+1 ­‚.................... ‚ 0 —+HJ(%,8i+1): НСП($‚3і) _» 0‚..

Следовательно, в компутативной диаграмме

1 1. ‚„ é

/“ и“

/' "» /' “ы

O —+[%‚йо]м _» [%‚&1]м —+[x,fl2]H —+[%‚йз]м —+.........
(` \ Z' \ Z'

\1. \.
н1‹зе:3) знавал)J ’ 1 _ Л ’

все KOCbIenocnenoaaTeanOC'ru TO‘IHbI,откуда

Н° (36…94) Ker ([x,flo] —+[х,ж11) E

E Ker ([x,flo] _» [%‚$1]) E

E [х,л]м‚
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йпкж и) : Ker {[x’flnJH "_” [х’№п+1]”) :

Ker ([x,fln]H ——+[x’8n+1]H)

_ Im “35.5%“?! _, темпы) _

[засады
№ №

"' 1 ’ "': нд<х‚зп_1› :

2 .

: Ноп (36,331) =

‚" n

Широкий класс линейных уравнений обладающих косвободной

резольвентой конечной длины доставляют инволютивные уравнения.

Напомним, что по теореме 5.5 Поммаре [20] (определение

инволютивности см. там же) для любдго инеолютиеного линейного

уравнения Аеті существует косеободная резольеента вида

Фі ФЗ Фт
330 ———+381 ———+... ___» 38m —+ 0 —+ 0 —+ ... (6)

где т = dim M

B дальнейшем мы эту резольвенту будем называть резольеентой

Жане и соответствующий комплекс дифференциальных операторов

S01. фз 9дтп

0 ——+ B B1 ———7 ...О Вт ——9O _» ..., (7)

И

Фі = pi, мы будем называть последовательностью Жане.



Для коалгебры x = {X,E) е тд соответствующий комплекс (5),
М

[аф] [xvi]
_ 1 H‘ 2 M.

0 ——›[36,?BOJM ‚ [36,3811И ‚ [36,3821Н -——›..

изоморфен комплексу

1 M 2 И
О _) (х‚во)}г ’ (x’Bl )и , (х‚82)м __.) О. о (8)

который мы будем называть горизонтальным комплексом Жане. Имеем:

3.7. Следствие: НЗ(%‚&) = 0, n>m для любОго уравнения

x е ті и любОго инволютивного линейного уравнения fl е ті.

Для непереопределенных уравнений по теореме 6.8. Поммаре [80]

82 = 80 = ... = Вт = O, т.е. и резольвента и последовательность`.) \

Жане двучленные. Отсюда

3.8. Следствие: НЗ(%‚№) = 0, n>2 для любого уравнения

x е тм и любОго непереопределенного линейного уравнения А 6 тм

Пример> Обычный комплекс де Рама

ЗН —Ёэ АН —Ёе АЗН —Ё+ ... —Ё+ Атм —+ O

И СООТВЭТСТВУЮЦШЯпоследовательность Спенсера

ggnigAHiQI/‘xani... —S——>3AmM—>0

служат соответственно последовательностью и резольвентой Жане для
i . …”уравнения постоянных" ду/дх = О, 1 = 1,...,m. Горизонтальныи

КОМПЛЭКС Жане тогда совпадает С ЗОРЦЗОНТССЛЬНЬСМКОМПЛЭ’ССОМде Рама
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УК —Ё» ЖХ —Ё+ Как —Ё» ... —Ё+ Kmx _» о

изучению которого посвящены работы А.М.Виноградова [84,28].

B следующем параграфе мы убедимся, что методы этих работ применимы

и к общему горизонтальному комплексу Жане.

ёЗ.2. Бикомплекс

Пусть задано уравнение x = (Х‚Е) & тд, пусть

90 91 ф
0 _а BO B1 .. k

- последовательность Жане (7) некоторого линейного уравнения
k

fl е тм. В # О. Вспомним, что в категории $8M В—спектральная

ПОСЛЭДОВЭТЭЛЬНОСТЬуравнения x ассоциирована С так называемым

еарцаццонным бикомплексом ([28], 9.2)

Ap’qx g; AP’Ox АЗК qu ;. АР'Ох А?” АЧм.

где АР’О% — УХ—модуль р—контактных р—форм на Х, изоморфный

ЁХ—модулю р—форм аннулирующихся на слоях проекции Х ——4Н, т.е.

АО’О% = ЗХ

Ap’ox ; Нот$х (Apvx, 9x), p21,

и КЧК g 9X®Aqfi - 3X-nonynb q—ropuaoHTaanmx ч-форм на Х.

0’0: 9x Нот (vx, ЗХ) и3X

НотЗх <Ap+1VX, 3X) имеем формулы [28]

Для вертикальных стрелок Z

ZP’O: H (Apvx, ЗХ)отЭГХ

9.4.1:
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(Zo’of‘) (x) = Mr")

p»0Z ..., =
‹ шМиО, яр)

_ . i 0,0 ­
_Ё: (1) Z (w(XO9--9Xi_19xi+19--’Zp))(xi) +i

+ (-1)i+j w([x ж J z -- х ›х --›х ‚и › x )i’ _j ’ 0’ ’ i-l ‘i+1’ j-l .j+1 ’ p
{<}

и

Zp+s’0(wAa) = ир’ош А a + (-1)Sw A zs’oo

3.7. Определение: Определим бикомплекс Bx, полагая
#

р q. __
р;&х — 9х @ Bq ~ qu

B — g” =

Bp’qx = Ap’ox ® Bq : АР’Ох @ Бэк :ЗМ _ 9X _

2 p _5
_ НотЭГХ (А VX, B Х), p21

Дифференциальные операторы zp’ox: Ap’ox Ар+1’0%, будучи

ЗИ—гомоморфизмами, выдерживают тензорное умножение на любой

?И—модуль, в частности, ЗМ—модули BqM, и корректно определение

ЬР›Ч: вр’Чх , зримггдСоператоров как

Р›0 q
2 36 ® В

Р›Ч _ р›0 q ЗМ \ р+1›0 q

Нижнююстроку бикомплекса определим как совпадающую с гори—

A \зонтальным компексом Жане (8).

Чтобы ввести остальные горизонтальные стрелки, представим

элементы УХ—модуля HornyX (УХ, BqX) в виде отображений VX _» Bq
пья/шпил­

линейных(над проекцией Х ——4@) и форме @ е Нот (APVX, BqX)ЗХ
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сопоставим форму Эф е Homgx (Ap+1VX, BqX), определяемую как

р .m
Apvx № Арч3°°х g ApjooVX__» 3°°Арчх —2—-°°—›j°°Bq 49—» вс“1 (9)

.m ‚Ф Р.Ф
где необозначенная стрелка переводит JazlA...AJaap & А J VX в

(—1)рj:(31A...Ayp) е ijpVX.

Отметим равенство

(pow = {Бой (10)

вытекающее из коммутативности диаграмм (1.4), (8.8) и естествен—

ности преобразования L.

Антикоммутативность бикомплекса можно проверить опираясь на
.0

доказанную в [28] коммутативность операторов 2р с операторами

полных производных. Дадим ЭТИМфактам независимое Доказательство:

Начнем с р = О: Заметим, что дифференциальный оператор

bo’q: ВЧК HornSirX(VX,BqX) сопоставляет сечению Х ——Ё—+Bq
q

гомоморфизм VX ——ХЁ—+VBq ——ЁЁ——+Bq (определение 6 см. 1.10),

В чем нетрудно убедиться, рассмотрев действие обоих операторов

на слоях проекции Х —————+И.

(РЧоЬ1‚Ч + ЬО‚Чо$0Ч : 0Равенство затем вытекает из коммута—

тивности диаг раммы

‚ю q
ких ___—›“ Vj°°x V3 b > ijBq ___—›",90v3q+1

ен ги\ БЧ\
q+1

j°°vx ¥j°°VBq—m———>j°°3q———>Bоо qij j°°<SB 50‘?
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Обратимся к случаю p21. Вследствие формулы (10) и того

факта, что операторы bp’q являются $П—гомоморфизмами, нам

достаточно ограничиться случаем, когда ф —дифференцирование,

так что ;(ЫАО) = @@А a + w A $6 для weBp’q, оеАР’О.

Утверждение теперь вытекает из того факта, что любая форма

ш 6 HomgX(ApVX, BqX) локально выражается в виде суммы
0,0 0.0 q63. ‚и ‚01.A..AZ fi,bi ieB.fieA1,.., p 1 p 1..., p

1’0x. '

C бикомплексом, вообще говоря, связаны две спектральные

последовательности, см. [8,14]. Буквой Е будем обозначать

спектральную ПОСЛЭДОВЭТЭЛЬНОСТЬ,ДЛЯ КОТОРОЙоператор d задан
О

вертикальными стрелками бикомплекса, и буквой Ш будем обозначать

спектральную последовательность, оператор d которой задан0

горизонтальными стрелками бикомплекса. Из ограниченности биком—

плекса Bx следует, что обе спектральные последовательности
II II nсходятся к одним и тем же полным когомологиям Н Bx бикомплек—

са. Вычисление Em’ как будет показано ниже, локально сводится

к вычислению когомологий Жане уравнения fl, к вычислению Шоо

затем удается адаптировать методы используемые в [28] для вычисле—

ния "обычных" горизонтальных когомологий.

3.8. Утверждение: Пусть проекция Х ———»И гладко послойно

гомотопически обРатна к некоторому гладкому сечению а: М ——+Х.

Тогда

Eq,0 _ Кег (Bq ——„вЧ+1)
Im (ВЧ—1 ——„ Bq)

Hqu = Eq’o = ...
LI)

II IIEq.p ... ЕЁ’Р = 0 для qu.
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Доказательство: Имеем dg’q = bp’q = Zp’0®8q. Следовательно,
Одостаточно рассмотреть гомологии комплекса {Zp’ }. Операторы

0
ZP' , будучи ЗМ—гомоморфизмами, допускают ограничение на слои

Xa’ аеН, превращаясь в оператор внешнего дифференцирования
р p+1

А Ха —————чА Xa' Предположение о сечении 3 означает, что

найдется гладкая послойная гомотопия дор 2 id т.е. стягивающаях,

гомотопия 3(a)op = idX . Применив лемму Пуанкаре относительноa'
последней гомотопии (см. [9]), мы получаем, для рао, операторы

h : Ар+1х ——wAPX такие, что w dh w + h а…а a a X a аa
Из соответствующих формул для ha следует, что порождаемый ими

Х Хa а

Ар+1,0 Ар,0оператор h: удовлетворяет СООТНОЩЭНИЮ

w = Zp—l’ohw + th’Ow для шеАР’О, р21. Отсюда вытекает, что

ЕЁ’Р = О,..., Eg’p = О, p21. Для p = 0 мы имеем Ker d0 = R,

вследствие чего ЕЁ’О = Ker b0,q = ВЧ ® Ker 20’0 g 89 ® 3H ё Bq.

Индуцированный операторами БХ оператор d1: ЕЁ’О ЕЁ+1’О

тогда совпадает с последовательностью Жане (7), откуда и вытекает
‚О

формула для ЕЁ . Остальное получается стандартными рассужде—
НИЯМИ .

§3.3. Спектральная последовательность

Рассмотрение спектральной последовательности ШЁ’Ч начнем ‚

следуя [28], C "абсолютного" случая x = ЗУ, Yew”. Договоримся

опускать ЗУ в обозначениях всюду, кде не'может возникнуть
*

Путаница и обозначим через жУ векторное расслоение (ПУ) VY.

Тогда и = с*3Фк = ь*3юпу*3ючу= ijY e ijy и (ср. [28], 9.3).CO

дэу
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81’9 = Нот (ijy,3q) g Нот (дю ж‚вЧ) = BDiff („‚89)3 З 3y

p»q = p .Ф _5 : р.Ф _а =
B Hom9r (A V3 Y, B ) _ НотЗГ (A ngx, B )

= Alt BDiff (ж,...‚к; Bq)
p

где Alt означает антисимметричнуюотносительно естественного

действия симметричной группы ?(р) часть.

Горизонтальные стрелки бикомплекса действуют посредством

KOHI'IOBMLLHM

Alt BDiff (к,...‚к; Bq) ,.A1t BDifr (к,...‚ж; 39+1)
p p

А > фЧоА

с В—дифференциальными операторами фч- Bq Bq+1. и можно

применить метод [28] перехода к формально сопряженным операторам.

Напомним, что по [BXBJ’ 7.3 к любому В—дифференциальному

оператору А: А B найдется так называемый формально
* * *

сопряженный е—дифференциальный оператор А : B A , где
* —т **

A = Horn5r (A,A ), A g A так, что справедливы формулы

‚* * *
(AoV) = V оА

(11)
** .

А = А

{ jНапомним координатное описание. Если b ‚а —локальные ба—
* *

зисные сечения в расслоениях A,B, и aj’bi - сопряженные к ним
* i i 1 m

базисные сечения определяемые условием aj{a ) = 6f dx A..Adx и
„ i і,! j *

оператор А задан формулои b = ff Юга ‚ то А описывается
„ * _ _ . і,] *

формулои aj — ( Ю)! (ff bi)'



Из второй из формул (11) следует, что имеется биективное

отображение (на самом деле линейный дифференциальный оператор)

* *
8Diff {A,B) * ‚ 8Diff (в ‚А )

позволяющее заменить комплекс Mf’q `

. . '73 . —Г . _—
8D1ff (ж,В ) ——wBlef {x38 ) ——ч... ——чВВ1ГГ (н,В )

эквивалентным комплексом

_ 0* * _ 1* * _ k* *€D1ff (B ‚к ) __» ВБ1ГГ (B ‚к ) __» ... __» Elef (B ‚ж )

стрелки которого уже являются 3—гомоморфизмами.

Примеры показывают, что достаточно широк класс линейных

уравнений fl для которых последний комплекс точен во всех членах

КРОИЭ ПОСЛЭДНЭГ‘О.Следовательно, УНЭСТНОследующее определение:

3.9. Определение: Пусть А е ті —линейное уравнение, пусть

@ фо 1 фі фк—і k
38 —————›38 ‹—————›...‹—————›38 -——›0

- его резольвента Жане. Предположим, что последовательность

формально сопряженных операторов ФЧ* = (5061,96)!it

k-1* k-2* 1*
Ф ф Ф

;Bk* ___—___» yak—1* ___—___» ... ___—_» 230* __» о

опять точна и является резольвентой некоторого уравнения
* — * *

& = Ker ФК 1 . Назовем тогда уравнение № формально сопряженным

ю уравнению fl.
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3.10. Утверждение (ср. с [28], 9.5): Пусть уравнение &

допускает формально сопряженное уравнение A*, пусть Ьрж‚ как и

в [28], 9.6, означает антисимметричнуюотносительно естественного

действия симметричной группы ?(р) часть З—МОЭуАяполилинейных

Водифференииальныхоператоров ЁВіГГ (ж,..‚ж; жк). Тогда для

спектральной последовательности Ш пары (ЗУ, &) имеем

шр’Ч = 0 05Ч<к
H

‚К .—§ *
Hi Hom5r (A ‚к )

_ Homg (A*,Lpa) p22E
"'“'0

к. |

Доказательство: Для р=1 имеем ШЁ’Ч% BDiff (a,8q). В силу
' 'x '* ——_T:—§

проективности модулей Аъ = Ker (фт : ЗФВЪ ___» ijl 1 ) имеем
' x

Ext {AL,a ) = 0 и отсюда следует, что точна последовательность

.(D 0* 9(- ‚ср 1-х -)(­
О _» НотЭГ {3 В ‚к ) __» НотЭГ (J B ‚ж ) _» ...

‚_; *
_» Hom5r (ijk*,x*) ——+Horn9r (A ‚к ).

Утверждение теперь следует из эквивалентности функторов

Нот ('00 * ‚„ „оо—э? __ ‚„ . * _

на категории 9—подулей.

Аналогично, для р22 имеем mg’q g Alt BDiff (ж,...‚к; ВЧ).
Однако,

€Diff (ж,...‚ж; Bq) BDiff (Bq*,x,..,x; a ) g

_ eniff (ВЧ?eniff (ж,..‚ж; & )).R
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Поскольку Alt коммутирует со всеми функторами сохраняющими

произведения, MbIаналогичным рассуждением как В случае р:]. ПОЛУ—

чаем Mf’q = O для q<k и

*;
mf’k е Alt Hom5r(A , 8Diff (ж,..‚ж; ж*)) g

__ . *.
g Hom9r‹А*‚ Alt eDiff (к,..‚ж; ж )) е

% Нот (A*, LP”).3

Перейдем к общему случаю бесконечно продолженного уравнения.

Рассмотрим бесконечное продолжение x = (Х‚Е) уравнения f = g,°

т.е. регулярный уравнитель (б)

LY 3 f„ е .m .m.w _ m
A ¢———+ 3 У 2222223 J 3 У m $ 3 Z

LY j g

Под действием функтора V мы получаем уравнитель составляющий

ВИЭС'Т'Э С ИСХОДНЬХМКОММУТЗТИВНУЮ диаграмму

Ve ® VLY m m ijf mVXc————>VjY:_—;ijY 00 §VjZ.
VLY Vj g

тк rjmy ijz (13)

‚ш

. 0 .00 w .0000 0 г 0 .00 1
Х c———+ 3 У:2222223 3 3 У m ; 3 2 .

LY j 9 J

Рассмотрим индуцированный над X уравнитель

vx ¢————+(em)* ijy (jwfoLYoem)* Vj 4 <13)
\ПУ
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(напомним, что joolf‘oLYoe00= jmgoLYoem). Обозначим, в согласии с

[28]. 10.4,

- *
жж = (е®)*ж = (пУоеЮ) VY

_ (:>-Х _ со-х—
РХ - (f°e > VZ - (goe ) VZ

Тогда

-Ф _ *.Ф _ *.Ф о m * =JxRx-fjxx-EJ(<RYQ)VY)

= (jmnYojmemof)*ijY = (jmnYoLYOem)jmvy =

= (em)*jmvy = (em)*ijY

‚ш _ *.ю : .m °.ю Фо -*.m :
3%Рх — Е J Рё (3 f 3 9 Е) 3 V2

(jmfotroem)*j”vz ­ (jmfoLYoem)mijZ

откуда следует эквивалентная sarmcx:

‚ю ? _ ‚ю

VX ¢———+anx … ; JxPx (14)
G

уравнителя (12). Здесь ?, индуцированное верхней строкой

диаграммы (13), совпадает с композицией пунктирных стрелок

‚@ .
Jxxx ‚ VJ Y

i `ыы унив em ml VLY
X —3\ > j Y

Ё m \ 800 ф
jxjxx36 > Vj j Y

i ` унив, LY i ijf
'ы‚_ы .m.m

х —ы„ > J J Y.m \ .ф
ЭХРЮ > V3 2

.m
i унив. J ;x\yl
х > ij

jmfoLYoem
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предоставляем читателю убедиться, рассмотрев диаграмму

’ \

:8
j °°vy зтчд‘юу

X; унив.wemijwTYl<
Lax j

j юбк„>35? 36 3.00ij VY 2 Vj ЮЗ00Y

унив. Mix унив. \\\ыіи//Ь jmy
m › j ЮЗЮХ .m.mem > j ЮЗФУjfof JJ

что первая из стрелок совпадает с Lxxx и, пользуясь диаграиой
m

63' к.m.m x x .m. .m .m „ .Ф.Ф
здрава}: J J к о; J VJ Y/= 023003 Y

“ унив. j тіin\ ті 3 У\

ЭЁЗ

> J me

. _0°\Ж ”\
\\>5°°РЭе ; Vj°°2

унив. i унив. \\\::;m TZu/fjmn
j „‚.СЮ .ЮФ

Е J Год e

.m .Ф
проверить, что вторая стрелка равна JxF дЛЯ F3 Jxxx ___—“* РХ

ОПРЭДЭЛЯЭИОГ‘Оусловием КОММУТЗТИВНОСТИдиаграммы

т.е. для ограничения F на x универсальной линеаризации Vf

оператора f: Y Z. Аналогичное имеет место и для g.
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Суммируя все сказанное, мы получаем следуюшее:

3.11. Лемма: Оля регулярного уравнения x имеет место

уравнитель (14)

"12‚Ю \ .Ф
VX °___* джжх 5 JxPx

Ch?

или, что ТО же, точная ПОС/\ЭЭОЗСЬ’ГЭЛЬНОСТЬ

‚® Ё—ё ‚@
VX ¢———+gxax ,»3xPx (15)

N N .m N _ .m ° "› : оф °где F, G 3% продолжения F —JxF anx, G 3%6 Lxxx,

В—дифференииальныхоператоров F,G: ax P36 - ограничений на

x универсальной линеаризации Vf, Vg операторов {,9: Y Z.

ml’qКак следствие, для 0 = Hom3X(VX,BqX) имеют место точные

последовательности

__ BDiff(F-G,BqX)
о e—mé’q e—-€Diff(ax,BqX) < €Diff(Px,BqX) (16)

СОСТЭВЛЯЮЦШЭ КОММУ’Т‘аТИВНУЮдиаграмму С ТОЧНЬП'1И СТОЛбЦдНИ

€Diff(Px,BOX) ——w8Diff<Px,31X) ——w... ——чBDiff(Px,BkX)

. j _б . J _Т . J _Ё '
€D1ff(xx,B X) ——7€D1ff(ax,8 X) ——w...-——v 8D1ff(nx,8 X)

1,0 1,1 ‚Кшо _‚ …о _,… _ m;

ЕГ‘О КОМНУ'ГЗТИВНОСТЬНЭМЭДЛЭННОследует ИЗ определения СТРЭЛОК.
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Перейдя к формально сопряженныи операторам, и, опираясь на

3.10, добавив, где нужно, ядра и коядра, мы приходим к точной

последовательности комплексов 3Х—гомоморфизмов

1 о 1 k K (F* - 6*)X , m» .. m» X , …» ег & fl

“\ "\ Г

l l ь

. 0* * , kx * _; *
801ГГ{В Х,?х) _а .. —+Blef(B X,Px) _» HomgX(AХ’РЁ)

* *

[ l ЭРА — бд (17)L

. 0* * _ kx * _; *
ЁВ1ГГ(В X,flx) —› . . ——-›Blef {B X,xx) _» НотзгХ(A X, xx)

i l, ‚;
1.0 ‚К *__*

* *
причем две серединные строки точны. Стрелка обозначенная Ffl—Gfl

I'IPHTOM OHMCbIBaeTCfi при ПОМОЦШследующего УТВЭРЖДЭНИЯ:

3.12. Утверждение: Оператор

* _; * _; *
ГА: Нот (A Х’РХ) Нот (А X,nx)

* *
сопоставляет гомоморфизму h: A X —————+РХ гомоморфизм

__ ":
А*х ——3—§—+ij*x №

8*' ь.
ЭЁЗ 8 * W

где a*: A ———+ij задает структуру Щ-юоалгебры в л*.



бб

Доказательство: Достаточно доказать КОММУ'ГЭ'ГИВНОСТЬдиаграммы

* ._ . kx * _;
8D1ff(8 X,Px) » Нот3Х(А Х,?х)

%;
L A

_ k* x _; *
€D1ff(B X,Px) „ НО…УХ(АХ‚жх)

что для h e Нот (ijk *­* * „ .m %* * „ . . К*
Х,Р%) : Нот (3%8 X,Px) = Blef (B X,Px)

рав НОСИЛЬНО КОММУТЗ'ГИВНОСТИдиаг рамиы

А*х <_—————›3 °°Bk*x г:. ' 328/:an

a*XJ JcBm*X lchm*X .w

шА*Х Ф.ФВК*Х … Ю.ЮВК Х 3хд .юР* F* ”*_) «__—> J = .1xe "“_—_" 335x ’ x

3.13. Утверждение: Пусть модули Xq, q = 1,..,k определены

согласно диаграмме (17), пусть Xk+1 := Ker (F: - 6:). Тогда

1,q „ Ker (%q+2 __» Xq+3)
ш1 = +1 +2 ‚ q<k-1

Im (%q ——a КЧ )

1,k-1 „ %т+1
ml : т т+1

Im (% ——+ % )

1.k „ . x _ x.
Ш1 _ СоКег (Ffl Gfl)'

Доказательство: ПРОВОДИТСЯкак в формулах (10.7.2) [88] путем

вложения серединной строки ЖЗ = Im (BDiff(F-G,BQX)).



Для непереопределенных уравнений, как правило, ? —5

—эпиморфизм, т.е. диаграмма (15) представляет собой короткую

точную последовательность. Соответственно, и (16) прдставляет

собой короткую точную последовательность, вследствие чего имеет

I’leCTO

3.14. Следствие: Пусть ? —ё —эпиморфизм. Тогда, в обо—

значениях 3.13, %? = 0, q = 1,...k u

m: "7 = о q<k-1

l.k-1 * x

l ,k ," * _ *
Ш1 = Coker (ГА Gfl).

Ha ЭТОМ нами исследование СПЭКТРдЛЬНОЙ ПОСЛЭДОВЗ'ГЭЛЬНОСТИ

mp’q P»?
1 ’ Ш1 , г>1 выходитзакончено. Рассмотрение членов р>1 и

за рамки этой диссертации. Отметим, однако, что формулировки и

результаты соответствующих параграфов 10.9 —10.18 статьи [28] не—

посредственно применимы и к нашей более общей последовательности.



[1]

[8]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

68

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

М. BARR;J. BECK:Homology and standard constructions,

Seminar on Triples and Categorical HomologyTheory, LNM80,

Springer 1969, 245 —335

J. BECK:Triples, algebras and cohomology, dissertation,

Columbia University 1967

И. Н. БЕРНШТЕЙН;Б. И. РОЗЕНФЕПЬД: Однородные пространства

бёсюонечномерных алгебр Аи и характеристические классы

слоений, Успехи Математических Наук 28 (1973), 103 - 138

Е. J. DUBUC:Sur les modeles de la geometrie differentielle

synthetique, Cahiers Top. Géom. Diff. 20 (1979), 831 - 879

J. DUSKIN:K(n,n)-torsors and the interpretation of

”triple" cohomology, Proc. Nat. Acad. Sci. USA71 (1974),

8554 - 8557

S. EILENBERG;J. C. MOORE:Adjoint functors and triples,

Ill. J. Math. 9 (1965). 381 - 398

А. РЕЁЬШСНЕЕ:Smooth structures, Lecture Notes in Math. 968

Springer 1982, 69 —81

R. GODEMENT:Topologie algebrique et theorie des faisceaux,

Herman, Paris 1958

W. GREUB; S. HALPERIN; R. VANSTONE:Connections, Curvature

and Cohomology, Academic Press, New York 1978

H. Г. ХОРЬКОВА:Законы сохранения и нелокальные симметрии,

Мат. Заметки 44 (1988), 134 —144

Н. KLEISLI: Every standard construction is induced by a

pair of adjoint functors, Proc. Amer. Math. Soc. 16 K1965).
544 — 546



[18]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[81]

[82]

[23]

[84]

69

I. S. KRASILSHCHIK, A. M. VINOGRADOV:Nonlocal symmetries

and the theory of coverings, Acta Appl. Math. 2 (1984),

79 — 96

С. ПЕНГ: Введение в теорию дифференцируемых многообразий,

Москва, Мир 1967

S. MACLANE: Homology, Springer 1963

S. MACLANE:Categories for the working mathematician,

Springer 1971

Е. G. MANES:Algebraic Theories, GTM26, Springer 1976

M. MARVAN:A note on the category of partial differential­

equations, Differential geometryand its applications,

Proc. Conf., Brno 1986, Univ. J. Е. Purkyné, Brno 1987

M. MARVAN:On the horizontal cohomology with general

coefficients, Suppl. Rend. Circ. Mat. Palermo, B печати

M. MAPBAH:О В—спеютральной последовательности с обшими

MARVAN M. 071 the C-spectral sequence with "general" coefficients, in “Differential Geometry
коэффициентами and Its Applications," Proc. Conf. Brno 1989,World Scientific,Singapore1990,361—371

J.—F. POMMARET:Systems of partial differential equations

and Lie pseudogroups, Gordon and Breach, New York 1978

R. G“ SWAN:Vector bundles and projective modules, Trans.

Amer. Math. Soc. 105 (1968), 264 —277

Т. TSUJISHITA:On variation bicomplexes associated to

differential equations, Osaka J. Math. 19 (1988),-311 —363

D. Н. VANOSDOL: Bicohomology theory, Trans. Amer. Math.

Soc. 183 (1973), 449 - 476

А. М. ВИНОГРАДОВ:Одна спектральная последовательность,

связанная с нелинейным дифференциальным уравнением, и .

алгебро—геометрические основания лагранжевой теории поля

со связями, Доклады AH СССР 238 (1978), 1088 —1031



[25]

[26]

[27]

[29]

[30]

А. М. ВИНОГРАДОВ:Геометрия нелинейных дифференциальных

уравнений, Проблемыгеометрии II, Итоги науки и техники,

ВИНИТИ, Москва 1980

А. М. ВИНОГРАДОВ:Категория нелинейных дифференциальных

уравнений, Уравнения на многообразиях, Новое в глобальном

анализе, Воронеж 1988

А. М. ВИНОГРАДОВ:Категория нелинейных дифференциальных

уравнений, дополнение к русскому переводу книги [20]

A. M. VINOGRADOV:The 8-spectra2 sequence, Zagrangian

formalism, and conservation laws, J. Meth. Anal. and Appl.

100 (1984), 1 —129

A. M. VINOGRADOV:Category of differential equations and

its significance for physics, Geometrical Methodsin

Physics, Proc. Conf. Diff. Geom. and Its Appl., Nové Mésto

па Moravé 1983, Univ. J. Е. Purkyné, Brno 1984

A. M. ВИНОГРАДОВ; И. С. КРАСИПЬЩИК; В. В. ЛЫЧАГИН: Введение

в геометрию нелинейных дифференциальных уравнений, Наука,

Москва 1986


