Einladung zur Arbeitsgemeinschaft in Oberwolfach

Uber

"Die Beilinson-Vermutung"

Termin: 6.-12. April 1986

Programmvorschlag: (M. Rapoport, P. Schneider)

Die Beilinson-Vermutung bringt die Nullstellenordnung einer
L-Funktion einer algebraischen Varietdt in einer ganzen Stelle
und den Anfangskoeffizienten in der zugehdrigen Taylorentwick-
lung in Beziehung zu den K-Gruppen und der Deligne-Cohomologie
der Varietdt. FlUr die genaue Formulierung siehe die Erlduterun-
gen zu Vortrag 9. Diese Vermutung verallgemeinert die klassischen
Sdtze von Dirichlet, Dedekind und Borel, aber bereits ihre For-
mulierung erfordert einen groBen technischen Aufwand (Vortrige
1-10). Die wenigen Fdlle, in denen etwas bewiesen werden kann,
hédngen alle mehr oder weniger mit automorphen Formen zusammen;
es ist damit zu rechnen, da® bei den entsprechenden Vortrdgen
(12-16) nicht alle auftretenden Fragen geklirt werden k&nnen.
Ungeachtet ihrer arithmetischen Fragestellung hat die ganze
Theorie {iber ihre Verbindung zur Deligne-Cohomologie auch ein
rein geometrisches Interesse. Das soll im Vortrag 17 beleuchtet
werden.

Es ist uns wohl allen klar, den Organisatoren wie auch den
Teilnehmern, daf das Vorhaben dieser AG, auch wegen der schwer
zugdnglichen Literatur, sehr ehrgeizig ist. Die Originalarbeit
von Beilinson ([B]) ist zwar inzwischen in englischer Uberset-
zung erschienen, aber ist leider sehr sparsam mit den Beweisen.
Aus diesem Grunde ist das Programm auch relativ ausfiihrlich ab-
gefaRt. Diejenigen zitierten Arbeiten, welche nur als preprints
vorliegen, k&nnen an die Jjeweiligen Vortragenden verschickt
werden. Als einstimmende Lektilire wird der Bourbaki-Artikel [13]
von Soulé empfohlen. AuBerdem werden alle Teilnehmer gebeten,
FuRballsachen mitzubringen.

[B] A.A.Beilinson "Higher regulators and values of L-functions",

J. Soviet Math. 30 (1985), S.2036-2070
[B*] A.A.Beilinson "Higher regulators and values of L-functions

of curves", Funct. Anal. Appl. 14 (1980), S.116-118

Vortrag 1: Artinsche L-Funktionen

Die einfachste Klasse von L-Funktionen wird gebildet durch die
L-Funktionen zu komplexen Darstellungen der absoluten Galois-
gruppe eines Zahlkdrpers. Da abgesehen von der Deligne-Cohomo-
logie alle Ingredienzien der allgemeinen Vermutung hier schon
vorhanden sind (in sehr expliziter Form), soll als Einstieg
dieser Fall dargestellt werden und zwar ausfiihrlich in den De-
finitionen und Uberblicksm&Rig in den Resultaten. Konkret heift
das, dak §1 - 84 in



[1] B. Gross "On the values of Artin L-functions", preprint

vorzutragen sind. Erginzend dazu soll der Beweis von Prop.

3.9 in Chap. IV in

[2] J. Tate "Les Conjectures de Stark sur les Fonctions L
d'Artin en s=0" Birkhduser Progress in Math. 47 (1984)

diskutiert werden (= Starkvermutung fir k=Q und k = imagindr-

quadratisch und einen abelschen Charakter).

Vortrag 2: L-Funktionen zu Varietdten

In diesem Vortrag ist die L-Funktion L(H*(X),s) zur i-ten
l-adischen Cohomologie einer projektiven glatten Varietdt X
{iber einem Zahlkdrper k einzufihren, und es sind die vermute-
ten Eigenschaften wie analytische Fortsetzung und Funktional-
gleichung zu diskutieren. Die Vorlage hierzu ist §2 - §k in
[3] J.-P. Serre "Facteurs loceaux des fonctions z&ta des
variétés algébriques (définitions et conjectures)", Sém.
Delange-Pisot-Poitou 1969/70, exp. 18
Zur Illustration sollen auBerdem unter Voraussetzung der
Funktionalgleichung die Nullstellenmultiplizitdten von

L(H*(X),s) in s = m € Z besprochen werden (etwa im Falle k=Q);
man zeige: a) flr m<% hdngt die Multiplizitdt nur vom Typ der
Hodge-Struktur auf HY(X) ab;
b) fiir m<0 ist die Multiplizitdt gleich der Dimension
des (—1)m—Eigenraumes der komplexen Konjugation

auf H (X(C),R)

(vgl. [6]). Ergdnzende Literatur:

[4] J. Tate "Number theoretic background", in Automorphic Forms,
Representations and L-Functions, Proc. Symp. Pure Math. 33
(Corvallis Proc., Band 2), S. 3-26

[5] P. Deligne "Valeurs de fonctions L et périodes d'intégrales”,
Corvallis Proc. wie oben, S. 313-343

[6] P. Schneider "Die Beilinson-Vermutung", Ubersichtsvortrag

Vortrag 3: Die Deligne-Vermutung

Im Falle, da® L(H'(X),s) in s = m € %, m<%, nicht verschwindet,

hat Deligne eine "Periode" cDel(Hl(X),m) € R* definiert und ver-
mutet, da®

L(Hi(X),m)-cDel(Hi(X),m)'1 e o

gilt. Es sollen die Abschnitte (1.3)-(1.8) (fiir M = H'(X)(m)
und k=Q)in [5] vorgetragen werden; auBerdem zeige man

i - i
CBeil(H (X),m) = CDel(H (X),m) ,

falls die rechte Seite definiert ist (benutze Poincaré-Dualitdt

und Polarisierung fiir die Cohomologie und Formel (5.1.8) in [5];
als vorldufige Definition von cBeil() kann man diejenige in [6]

S. 10 nehmen).

Vortrdge 4 und 5: Deligne-Cohomologie

(Sollten in Absprache zwischen den Vortragenden aufgeteilt werden,
z.B. analytischer-algebraischer Teil.)



Fir beliebiges ganzes m<£%l ist der eben zur Definition von

Cheil ° Cpel benutzte Isomorphismus

~ .

P (x) — mhoxce) mene1)) DT
DR /R ’
(mit n := i+l-m) nur mehr eine Injektion, deren Cokern sich
aber durch eine unabhdngige Cohomologietheorie beschreiben
ldRt. Es empfiehlt sich, zur Vereinfachung der Bezeichnungen
wie in [B] den Begriff des analytischen Raumes iber R und
des zugeh&rigen Situs einzufiihren. Dann steht auf der rechten
Seite des obigen Isomorphismus die Cohomologiegruppe

Hl(Xan/R,R(n—l)). Es sollen der (analytische) Delignekomplex

A(n) — 6 —> 91 —_— ... — gP"1

und seine Cohomologie eingefiihrt werden, seine Beziehung zur
Griffiths'schen mittleren Jacobischen erklidrt werden ([B]1.9)
und die Beispiele ZTI)D und Z(?)D diskutiert werden, insbesondere

die Interpretation von H2(X,Z(2)D) als Gruppe der Linienbiindel

mit Zusammenhang. Flir die reelle Deligne-Cohomologie gibt der
Satz von de Rham eine Berechnungsmethode ([B]1.2.4). Es soll
das Cupprodukt auf der Deligne-Cohomologie definiert werden
([B] 1.2), auch in seiner reellen Version ([B] 1.2.4). Als

Beispiele berechne man fUg fiir f,g € H1(X,R(1)D) ([B] 1.2.5)
und fug flr f,g € Hi(X,Z(l)D) im Falle einer Riemannschen

Fldche X ([B] 1.3.1 bzw. druckfehlerfrei in [B*]).

Fir nichtkompakte algebraische Variet&dten tber R ist die bis-
her betrachtete Deligne-Cohomologie pathologisch; daher fiihrt
man die (algebraische) Deligne-Cohomologie einer algebraischen
Varietdt Uber R ein. Wir bendtigen aus [B] die Punkte (1.4),
(1.5), sowie (1.6.1) - (1.6.5). Man definiere die Chernsche
Klasse eines Vektorbilindels in der Deligne-Cohomologie und zeige
insbesondere (1.7.2) und (1.7.3) aus [B]. Als Beispiel fir die
Berechnung der algebraischen Deligne-Cohomologie betrachte man
eine affine glatte Kurve X {iber R mit glattem projektiven

Abschluf X, definiere die Projektion

Mo Hg(x,mz)) — HY(X,R(1))

und zeige die Formel (4.2) aus [B] flr MN(fug).
Ergdnzende Literatur: [14]

Vortrag 6: Wiederholung zur K-Theorie

Dieser Vortrag ist ein Kurzbericht iiber

+-Konstruktion: (2.1), (2.4) und (2.5) in [7],

Q-Konstruktion (K- und K'-Theorie): (7.1) in [8],

Funktorialitdt: (7.2.1) und (7.2.5) in [8] und erginzend §u4 in (101,
Lokalisierungssequenz: (7.3.2) in [81],



Homotopieinvarianz: (7.4.1) in [8],

Jouanolous Trick: (7.4.2) in [8] und (1.5) und (1.6) in [9].

Da die Grundeigenschaften der algebraischen K-Theorie schon

auf mehreren Arbeitsgemeinschaften behandelt wurden, genligt

es, die Ergebnisse zu wiederholen. Lediglich Jouanolous

Trick sollte ausfiihrlicher dargestellt werden.

[7] S. Gersten "Higher K-theory of Rings", in Algebraic
K-Theory I, Springer LN 341 (1973), S. 3-bo

[8] D. Quillen "Higher algebraic K-theory I", wie eben S. 85-139

[9] J. Jouanolou "Une suite exacte de Mayer-Vietoris en K- Y
théorie algébriques", wie eben S. 293-316

[1o] H. Gillet "Comparison of K-theory Spectral Sequences, with
Applications", in Algebraic K-Theory, Proc. Evanston,
Springer LN 854 (1981), S. 1u41-167

Vortrag 7: Adams-Operationen

Hier soll erkldrt werden: Definition der Adams-Operationen
120 fir k€N auf der K-Theorie eines Ringes A. Funktorialitdt

der 1290 Vertrdglichkeit der 120 mit dem graduierten Produkt

auf K (A). Zerfallen von K,(A)eQ in Eigenrdume bzgl. oy heens

Definition der ¥y auf K, (X) mittels des Jouanolou-Tricks.

[11] H. Hiller "X-rings and algebraic K-theory", J. Pure
Appl. Algebra 20 (1981), S.241-266, speziell Th. 3.5,
Cor. 4.7 und Prop. 8.2

[12] C. Kratzer, "A-structure en K-théorie algébrique",
Comment. Math. Helvetici 55 (1980), S. 233-254

Vortrag 8: Cherncharaktere in die Deligne-Cohomologie
Hier sind die Cherncharaktere

. —
chy st Ky 5 (X,q) HJ (X 0 7(n))

fir 320 und 2n-j 2 1 nach [13] (2.2) - (2.4) (aber unter Be-
nutzung des Jouanolou-Tricks) einzuflihren. Dann ist ihr Ver-
halten gegeniliber dem Produkt und den Adams-Operationen zu
diskutieren (siehe [6] S. 20 ff.). SchlieBlich folgere man
aus der Multiplikativitdt und den in den Vortrdgen 4 und 5
hergeleiteten Formeln fir das Cupprodukt in der Deligne-
Cohomologie, daB die in [B*] (und auch die in [14] (1.22))
definierte Regulatorabbildung mit ch2 9 Ubereinstimmt.

[13] C. Soulé "Régulateurs", Sém. Bourbaki 1984/85, exp. 644

[14] S. Bloch "The Dilogarithm and extensions of Lie algebras",
wie [10], S. 1-23

Vortrag 9: Die Vermutungen

Hier sollen nun die Beilinson-Vermutungen prdsentiert werden.
Als Vorlage kann [B ] § 3 oder [13] (3.3,3.4) oder [6] dienen.
Im Einzelnen sind folgende Punkte zu besprechen: Sei X eine
geometrisch-zusammenhdngende projektive glatte Varietdt Uber Q,

sei m < L%l ganzzahlig zu fixiertem i20 und setze n := i+l-m.

(Wir bitten die Vortragenden eindringlich, sich an die hier
getroffenen Bezeichnungskonventionen zu halten!!)



a) Herleitung der exakten Sequenz

. i (-1)n°1 1+1
— 0.
b) Fir m<% gilt
ord__ L(H(X),s) = dimg H;+1(X/R,R(n)) :
fir m = % gilt
i i _ 1+1
ordS=m L(H (X),s) - ordS=m+1 L(H (X),s) = cllm[R D (X/R,R(n))

c) Definition und Diskussion der absoluten Cohomologietheorien
H (X,Q(*)) und H (XZ,Q(*)) nach [B ] (2.2.1), (2.2.2) und (2.4.2).

d) Definition der Regulatorabbildungen

r.o l+1(XZ,Q(n)) —_— Hl+1 JpoR()) fir m<

m, i (X

bzw.

NI

i+1

i
) R(§+1)) )

r, o+ HN G, ede) o (P2(0e0) — H
,1

X/g>

NI

wobei NJ(X) die Chowgruppe der j-codimensionalen Zykel auf X
modulo homologischer Aquivalenz bezeichnet.

1) r_ . ist 1njektiv und definiert eine Q-Struktur auf Hl+1(X/R,R(n))

m,i
23 : 1
2) ord__; LHI(0,8) = aimy H3I*H(x,,00341)0);

3) (Tate) ord LE23(X),s) = - rang NJ(X)

s=j+1

e) Definition der Regulatoren c(H'(X),m) € R*/Q* durch Vergleich
der Q-Strukturen in der Sequenz (*).

(Fihrender Koeffizient von L(Hl(X),s)‘in s=m) = c(Hl(X),m) mod QX

Vortrag 1o: Riemann-Roch

Flir spdtere Beweise ist es notwendig, den Formalismus der abso-
%
luten Cohomologie HA(X,Q(*)) besser und in allgemeinerem Rahmen

zu verstehen. Deswegen soll in diesem Vortrag ein Uberblick liber
den Beweis von Th. 9 in [16] gegeben werden. Insbesondere soll
daraus flir eine abgeschlossene Immersion Y ¢«— X der Codimension
d von glatten quasiprojektiven S-Schemata die Gysin-Sequenz



i-2d

— 172y, 0(n-a)) — Hi(X,Q(n)) - Hjcxxy,ag(n)) —
— Hi+1-2d(Y,Q(n—d)) —

abgeleitet werden.
[16] C. Soulé "Opérations en K-théorie algébrique", Canad.
J. Math. 37 (1985), S. u488-550

Vortrag 11: Borel- = Beilinson-Regulator

Hier soll gezeigt werden, daB die im ersten Vortrag definierten
Borel-Regulatoren lbereinstimmen mit den entsprechenden Beilin-
son-Regulatoren. Vorlage dazu ist [B] §2 Anhang, Abschnitte 1-5.

Vortrag 12: Die Gross-Vermutung

Hier soll der Beweis der Vermutung aus Vortrag 1 flir abelsche
L-Funktionen nach [B] § 7 gebracht werden. Dazu fiihre man fir
ein affines Schema X den Regulator
i+1 . i+1 .
ry 3ot HOUOGY,Q041) — Hp 7 (X,Q(i+1))y

mit Tridgern in einem abgeschlossenen Unterschema YEX ein,
definiere das Element {f,al,...,ai} der linken Gruppe und be-

rechne sein Bild ([B] 7.0.2). Man erstelle einen Isomorphismus

und eine Injektion

hal,s. L0+ > H, (Spec(F),Q(i+1)) < o ¢/C2mv=D e,
Y

wobeil v die archimedischen Stellen des Kdrpers F durchlduft

([B] 7.1.1). Zur Vereinfachung kann man sich vielleicht auf den

Fall i=1 (und evtl. i=2) beschrédnken; desgleichen flir den Nach-

welis von (7.1.4), welches zur Definition der Abbildung

H

e FY__ o \{1} — Hi(Spec(F),Q(i+1))

gebraucht wird, die in (7.1.5) und (7.1.6) zum Beweis des

Satzes verwendet wird.

Ergdnzende Literatur:

[17] D. Ramakrishnan "Higher Regulators and Values of L-Functions.
An Introductory Survey", preprint

In den nidchsten vier Vortr&dgen soll in gewissen Fdllen die fol-
gende Aussage diskutiert werden, die als Bestdtigung fir die
Richtigkeit von Teilen der Beilinson-Vermutungen angesehen wer-
den kann.

R(X,m,1):

Es sei m<% . Es existiert ein Unterraum von Im(rm i)’ welcher
b

eine Q-Struktur auf H;+1(X/R,R(n)) definiert und zwar so, daB

flir das mit dieser Q-Struktur definierte C(Hl(X),m) € [RX/QX
die Vermutung II gilt.



Vortrdge 13 und 14: Elliptische Kurven

(Aufteilung nach Absprache zwischen den Vortragenden)

In diesen Vortrdgen soll die Vermutung R(X,0,1) fir eine
elliptische Kurve mit komplexer Multiplikation X Uber Q be-
handelt werden. Die Formel fir T(fUg) aus den Vortrdgen {iber
die Deligne-Cohomologie wird mit Hilfe der Fourierreihenent-
wicklung ausgewertet durch eine Kronecker-Lerch-Eisenstein-
reihe ([B] 4.3), welche im Falle komplexer Multiplikation mit

der L-Funktion zu Hl(X) in Beziehung gebracht werden kann.
Schlieflich diskutiere man die drei Bedingungen ([B] u4.4,4.5),
welche garantieren, daf gewisse Elemente in der "ganzen"

absoluten Cohomologie H2(X ,0(2)) liegen und zwar zundchst

abstrakt, so daR das Ergebnis auch in den nachfolgenden Vor-

trdgen verwendet werden kann.

Ergdnzende Literatur:

[18] S. Bloch "Lectureson Algebraic Cycles", Duke Univ. Math.
Series 1981

[19] S. Lang "Elliptic Functions", Addison-Wesley 1973

[20] A. Weil "Elliptic Functions according to Eisenstein and
Kronecker", Springer 1976

Vortrdge 15 und 16: Modulkurven

(Aufteilung nach Absprache zwischen den Vortragenden)

Hier geht es um die Aussage R(M,0,1) flr die glatte Kompakti-
fizierung M der Modulkurve zu einer Kongruenzuntergruppe in
SLQ(Z) ([B] § 5). Dazu verifiziere man in diesem Fall die drei

Bedingungen des letzten Vortrages. Dann ist die Zerlegung der
Cohomologie unter der Aktion der Heckeoperatoren zu erkldren,
welche es gestattet, das Problem auf den Fall einer einzigen
automorphen Darstellung zu reduzieren. Die Konstruktion von
modularen Einheiten f,g mit Hilfe der Eisensteinreihen ist
durchzuflihren und die Berechnung von T(fUg) mittels des
Rankin-Tricks zu diskutieren. Wegen des Satzes von Eichler-
Shimura-... kann das Ergebnis mit dem Wert der L-Funktion zu

Hl(ﬁ) in Beziehung gebracht werden.

Ergdnzende Literatur: [17]

[21] A. A. Beilinson "Higher regulators of modular curves",
preprint '

Vortrag 17: Ergdnzungen: Hodge-D-Vermutung, ...

(Vergeben an U. Jannsen)

Hier soll berichtet werden {iber eine Version der Hodge-Ver-
mutung flr die Deligne-Cohomologie ([B]) und eine Neuformu-
lierung der Beilinson-Vermutungen durch Deligne (Brief von
Deligne an Soule).

Vortrag 18: Der zentrale Punkt
(Falls Zeit bleibt!)
Beilinson hat auch eine Vermutung Uber die Multiplizitdt und

den flihrenden Koeffizienten von L(H23+1(X),s) im zentralen
Punkt s=j+1, welche eine Verallgemeinerung eines Teiles der
Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer darstellt. Dement-
sprechend ist ein wesentliches Ingredienz die Xonstruktion
einer verallgemeinerten H&henpaarung zwischen geeigneten Grup-
pen von Zykeln, deren Determinante dann die Rolle des Regulators
Ubernimmt. -




[22]

[23]

[24]

-[25]

A.A.Beilinson "Height pairing between algebraic cycles",
preprint

S. Bloch "Height pairings for algebraic cycles", J. Pure
Appl. Algebra 34 (1984), S. 119-145

S. Bloch "Algebraic cycles and values of L-functions",
Crelle 350 (1984), S. 94-108

H. Gillet / C. Soulé "Intersection sur les variétés
d'Arakelov", C.R. Acad. Sc. Paris 299 (1984), S. 563-566

Anmeldungen und Vortragswilinsche sind (bis zum 20.Februar 86)
zu richten an

WEOJO0OO0&FwN
e s e s+ e e s+ e =

cC =2 O4GcomoomnEsE IoIxRHA

Peter Schneider
Mathematisches Institut
der Universitdt zu K&ln
Weyertal 86-90

D - 5000 K&ln 41
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