
ALGÈBRE HOMOLOGtQUE. Cr~eres de représentabilité des foncteurs.
Note (*) de M. JEAK BEXAxou, présentée par M. Henri Villat.

On donne un critère « formel » de représentabilité de foncteurs F à valeurs dans
les ensembles. Ce critère est utilisé pour obtenir des conditions suffisantes maniables,
qui se ramènent à montrer que F n'est pas « trop grand ». Différents critères de
majoration permettent de retrouver la plupart des cas « concrets » de représen-
tabilité et d'existence d'adjoints.

1. CRITÈRE « FORMEL » DE REPRESENTABILITÉ. Soit IL un univers.
Si S et C sont deux IL-catégories, X un objet de C et K S C un fonc-
teur, un système projectif de source X et de but K~: = (~(S) X K(S))
(S€Ob(S)) est un morphisme du foncteur constant Kx dans K. On note
Proj (X, K) l'ensemble de ces systèmes. Si C' est une H-catégorie et
F e C' un foncteur, on note F ° Ue système (F(~(S))) E Proj (F(X), F ° K).

Si F°K a une limite projective € Proj (X', F°K), on note ~(F~)
le morphisme canonique F(X)-~X~. On dit que ~€Proj(X, K) est
séparant (resp. recollant) si, pour tout objet Y de C, le morphisme
A(Hom(Y,~)):Hom(Y, X)-~IimHom(Y, K(.)) est injectif (resp. sur-

«~-
jectif). [En général lim Hom(Y, K(.)) n'est pas un IL-ensemble.] Il est clair

que est recollant et séparant <=~= lim K.

Soit C une ~L-catégorie et F C Ens (11) un foncteur de C dans la
catégorie des ensembles qui sont éléments de 1-L. On définit [(') ou (")]

une It-catégorie S et un foncteur K S C de la façon suivante Les
objets de S sont les couples (X, x) où X€Ob(C) et a;€F(X); les flèches

sont les couples ( f, x) où f X Y€C et a;€F(X); la source de ( f, x)

est (X, x) et le but est (Y, F(f) (~c)); la composition est

(~F(/)(~))(/)=(~).
Le foncteur K est défini par

K(X,~)=X; K(/)=/.
THÉORÈME 1. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Le foncteur F C Ens (1-L) est represeM~
(ii) La c~egorte S a un objet initial;
(iii) Le foncteur K a une limite projective et F est compatible avec cette

limite;
(iv) Il existe un objet X <~e C et un système projectif~ep~?*a~ € Proj (X, K)

tel que X (F~) F(X) lim Fo K est surjective.

2. MAJORATIONS. Une 1-L-catégorie il est 1-L-pe~te, s'il existe une
11-catégorie <?€ équivalente à J et telle que Ob(JC)€~L. Un foncteur



't) J (f est ~L-pg<~ si J et c* sont deux H-catégories et si J est 'U-petite.
Un objet X d'une IL-catégorle (f est à sous-objets (resp. quotients) 11-pe~
si la catégorie des sous-objets de X (resp. des quotients de X) est li-petite;
il est 'tl-pe~ s'il est à sous-objets et objets-quotients 11-petits. est à
petits quotients (resp. sous-objets, resp. objets) si tout X€0b(c') est à
quotients (resp. sous-objets, resp. quotients et sous-objets) li-petits. Les
catégories « usuelles » sont toutes à petits objets. Une IL-catégorie (~ est
à IL-lim si tout foncteur 'U-petit de but admet une lim.

E-Soit e; une ~L-catégorie et F:e'Ens(11) un foncteur. En généra!,
le foncteur K du paragraphe 1 n'est pas IL-petit. Nous allons donner
plusieurs « critères de majoration M permettant de ramener (iii) à la consi-
dération de lim de foncteurs li-petits.

Solt/ X Y€C',et y E F (Y) on dit que y passe par f s'il existe x E F (x)
tel que y = F(f) (x). On dit que xEF(X) engendre X si pour tout couple
f, g X Y, F(/')(.x) = F (g) (x) ~y= g. On dit que ~€F(X) engendre
strictement X si pour tout sous-objet j X' X de X, si x passe par j,
y est un isomorphisme. F est 11-&o~ s'il existe une famille J)l = (X~),
avec M€~L, X~€0b(e) telle que pour tout XEOb(e) et a;€F(X),
il existe f X, X tel que x passe par f. F est génériquement 'IL-borné
s'il existe une famille ~=(X~gr avec r~~L, X~.€0b(e) telle que
si a;€F(X) engendre X, X est isomorphe à un des X~. F est strictement
~L.&o~e s'il existe une famille = (X.),g.~ avec A€~L, X,.€ Ob(~) telle
que si ~€F (X) engendre strictement X, X est isomorphe à un X,

La notion essentielle est celle de foncteur 1-L-borné. En effet, si F est
H-borné, on définit une catégorie 'IL-petite S' et un foncteur $ = S'S
de la manière suivante Les objets de S' sont les couples (m, x) où mEM
eta;€F(Xm); les flèches sont les quadruples (n, f, m, x) où f X~–X,,€~
et a;€F(X,), la source étant (m, x) et le but (n, F(/')(~)); la composition
est donnée par

(/~ F(./) (~)) ° (~ TM, .C) = (/ /M, .r);

le foncteur est défini par
<Î'(/M, .c)=(X, ~), <!)(/< /M, .c)=(/, x)

Avec ces notations, on a
LEMME 1. Si e est à produits fibrés et F (3 Ens est 'IL-borné et

commute avec les produits fibrés; pour toute '1.L-ca~go?'M C' et tout fonc-
<eMr K' S-~ c", K' a une limite projective K'°<Ï), petit foncteur, a une
limite projective, et les deux sont canoniquement isomorphes.

On exprime ceci en disant que <D fait de une catégorie co~a~ dans

THÉORÈME 2. Soit (3 une 'IL-c~egor~ ayant des 'IL-lim. L~ foncteur
F €' Ens(~L) est représentable est '1-L-&or~e et commute avec les lim.

<



Pour reconnaître qu'un foncteur F C Ens(1.L) est IL-borné on dispose
des critères suivants

PROPOSITION 1. 5'ott M?T.e H-petttc catégorie et

<&: J-~Fonct((E,Ens(~L));

!Ft:(3-~Ens(~L), un foncteur. Si les Fi sont tous ~L-6or~es,limtFt-7-
est 'I.L'&orne.

Supposons pour simplifier que C est à 'LL-lim et que F commute

aux li-lim.

PROPOSITION 2. 5t C est à petits soMS-o&jf'ets génériquement
'tL-&o?'Me strictement "lL-&or~e =~ ~L-&or~e.

PROPOSITION 3. 5~ C est à petits objets quotients '~L-6o?'~e ==~ généri-
quement 1.L-&orMe=~cteme~l-L-~or~e.

Les trois notions coïncident dans le cas où <3 est à petits objets, et l'on a
alors

PROPOSITION 4. Si C est à petits objets et G S Ens(li) est un fonc-
teur 'tL-borné, tout sous- foncteur F de G, qui commute avec les lim, est
~L-~or~e.

Dans le cas où C' admet un cogénérateur C, c'est-à-dire un objet tel que
le foncteur Hom (., C) C Ens(l-L) soit fidèle, on a un critère de majo-
ration « indépendant du foncteur F ». En eHet

PROPOSITION 5. Soit C une 'tL-cettego/'M à ~.L-tes projectives, ayant
un cogénérateur C tel que pour tout lë~L, C' soit à sous-objets 1-L-pettts
(c'est le cas st C est à sous-objets petits) un foncteur F <3 Ens(l-L) est
représentable si et seulement si il commute aux limites projectives

3. REMARQUES ET APPLICATIONS.

Remarque 1. Toutes les définitions se dualisent au cas des foncteurs
contravariants, et les résultats subsistent.

Remarque 2. Avec des modifications évidentes, tout ce qui précède est
valable si l'on ne se place pas dans le « contexte des univers », mais dans
le formalisme où l'on distingue « classes et « ensembles », « grosses caté-
gories » et « petites catégories ».

Les critères de représentabilité donnés au paragraphe 2 permettent de
retrouver, en général avec des hypothèses plus faibles, les théorèmes
d'existence d'adjoints donnés par Freyd (~). Par exemple, du théorème 2,

on déduit

TnÉORÈME 3. tSo~t C une catégorie à limites projectives et S e ~D un
foncteur, S a un adjoint à gauche si et seulement si il commute avec les limites
projectives et pour tout objet D ~e cO, ~e foncteur Hom(D, S(.)) est borné.



[Freyd obtient le même théorème en supposant, en outre, que C est à
petits sous-objets et que pour tout D€Ob(cD), Hom(D,S(.)) n'est pas
le foncteur vide.]

La proposition 4 permet de construire des « objets définis par géné-
rateurs et relations » quand on sait construire des « objets libres ». De façon
précise on a

THÉORÈME 4. Soient (~, ~3, (5 des H-ce~go~es et S cL -~d3; P d3 (5,
Q eL C des foncteurs tels ~Me

(i) P S = Q e< P est ~e~-
(ii) d est à petits o&/e~;
(iii) cL est à ~L-~m~es projectives et Q a un adjoint à gauche.
Alors S admet un adjoint à gauche <==~ S commute avec les 1-L-es

projec~pes.
Par exemple, si G~ et sont des catégories d'ensembles « munies de

structures )) c* est la catégorie des ensembles, P et Q sont les foncteurs
qui « oublient les structures » et S un foncteur qui « oublie une partie de
la structure », (i) et (ii) sont satisfaits et il suffit de vérifier (iii) et de savoir
que S commute aux lim, ce qui est en général assez facile, pour que S admette

..ç-
un adjoint à gauche.

De la proposition 4 on déduit encore

THÉORÈME 5. Soit C* une li-categor~e à 11-11m et petits o&/e~, (3 a des

'T-L-M~es inductives si et seulement si il existe une ~L-ca~egorte ~L ayant
des 11-sommes directes et un foncteur fidèle P C d, ayant un a~o~~
à gauche.

[Les applications de ce théorème au cas où C~=Ens(11) et P est le
foncteur « oubli de structures sont très nombreuses.]
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